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Avant-propos

Ce mémoire est un résumé de la plupart de mes travaux scientifiques des
cinq dernières années. Il contient quatre chapitres principaux : Le chapitre 2
résume mes travaux dans le domaine du “regular model-checking”. Le cha-
pitre 3 traite de la vérification de programmes avec pointeurs. Le chapitre
4 parle de mes travaux sur la vérification d’arbres équilibrés et le chapitre
5 de la vérification de programmes avec tableaux. Chaque chapitre est basé
sur un certain nombre d’articles que j’ai publié avec des coauteurs durant les
cinq dernières années.

Le chapitre 2 est basé sur les articles suivants :

– B. Bollig, P. Habermehl, C. Kern, and M. Leucker. Angluin-Style Lear-
ning of NFA. In C. Boutilier, editor, Proceedings of the 21st Inter-
national Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI’09), pages
1004–1009, Pasadena, CA, USA, July 2009. AAAI Press.

– A. Bouajjani, P. Habermehl, L. Hoĺık, T. Touili, and T. Vojnar. Antichain-
based universality and inclusion testing over nondeterministic finite
tree automata. In CIAA, volume 5148 of Lecture Notes in Computer
Science, pages 57–67. Springer, 2008.

– A. Bouajjani, P. Habermehl, A. Rogalewicz, and T. Vojnar. Abstract
regular tree model checking. In Proceedings of the 7th International
Workshop on Verification of Infinite State Systems (INFINITY’05),
volume 149 of Electronic Notes in Theoretical Computer Science, pages
37–48, San Francisco, CA, USA, 2006. Elsevier Science Publishers.

– A. Bouajjani, P. Habermehl, and T. Vojnar. Abstract Regular Model
Checking. In Proc. 16th Int. Conf. Computer Aided Verification (CAV
2004), Boston, MA, USA, July 2004, volume 3114 of Lecture Notes in
Computer Science, pages 372–386. Springer Verlag, 2004.

– P. Habermehl and T. Vojnar. Regular model checking using inference
of regular languages. In J. Bradfield and F. Moller, editors, Procee-
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dings of the 6th International Workshop on Verification of Infinite State
Systems (INFINITY’04), volume 138 of Electronic Notes in Theoreti-
cal Computer Science, pages 21–36, London, UK, Dec. 2005. Elsevier
Science Publishers.

Le chapitre 3 est basé sur les articles suivants. Une partie de ces résultats
se trouve aussi dans la thèse de Pierre Moro que j’ai co-encadré avec Ahmed
Bouajjani.

– A. Bouajjani, M. Bozga, P. Habermehl, R. Iosif, P. Moro, and T. Voj-
nar. Programs with lists are counter automata. In Proceedings of the
18th International Conference on Computer Aided Verification (CAV’06),
volume 4144 of Lecture Notes in Computer Science, pages 517–531,
Seattle, Washington, USA, 2006. Springer.

– A. Bouajjani, P. Habermehl, P. Moro, and T. Vojnar. Verifying Pro-
grams with Dynamic 1-Selector-Linked Structures in Regular Model
Checking. In Proc. 11th Int. Conf. Tools and Algorithms for the Construc-
tion and Analysis of Systems (TACAS 2005), Edinburgh, Scotland, UK,
Apr. 2005, volume 3440 of Lecture Notes in Computer Science, pages
13–29. Springer Verlag, 2005.

– A. Bouajjani, P. Habermehl, A. Rogalewicz, and T. Vojnar. Abs-
tract regular tree model checking of complex dynamic data structures.
In Proceedings of the 13th International Symposium Static Analysis
(SAS’06), volume 4134 of Lecture Notes in Computer Science, pages
52–70, Seoul, Korea, 2006. Springer.

– P. Habermehl, R. Iosif, A. Rogalewicz, and T. Vojnar. Proving termina-
tion of tree manipulating programs. In Proceedings of the 5th Interna-
tional Symposium on Automated Technology for Verification and Ana-
lysis (ATVA’07), volume 4762 of Lecture Notes in Computer Science,
pages 145–161, Tokyo, Japan, 2007. Springer.

Le chapitre 4 est basé sur l’article suivant :
– P. Habermehl, R. Iosif, and T. Vojnar. Automata-based verification

of programs with tree updates. In Proceedings of the 12th Internatio-
nal Conference on Tools and Algorithms for Construction and Ana-
lysis of Systems (TACAS’06), volume 3920 of Lecture Notes in Com-
puter Science, pages 350–364, Vienna, Austria, 2006. Springer. version
étendue accepté à Acta Informatica.

Le chapitre 5 est basé sur les articles suivants :
– M. Bozga, P. Habermehl, R. Iosif, F. Konečný, and T. Vojnar. Au-

tomatic verification of integer array programs. In Proceedings of CAV
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09, volume 5643 of Lecture Notes in Computer Science, pages 157–172.
Springer Verlag, 2009.

– P. Habermehl, R. Iosif, and T. Vojnar. A Logic of Singly Indexed
Arrays. In Proc. of LPAR’08, volume 5330 of LNAI. Springer Verlag,
2008.

– P. Habermehl, R. Iosif, and T. Vojnar. What else is decidable about
integer arrays ? In Proceedings of the 11th International Conference
on Foundations of Software Science and Computation Structures (FoS-
SaCS’08), volume 4962 of Lecture Notes in Computer Science, pages
474–489. Springer Verlag, 2008.

Remerciements Je tiens d’abord à remercier tous mes coauteurs de ces
dernières années : Mohamed Faouzi Atig, Benedikt Bollig, Marius Bozga,
Manuela-Lidia Grindei, Lukás Hoĺık, Yan Jurski, Filip Konecný, Pierre Moro,
Anca Muscholl, Adam Rogalewicz, Thomas Schwentick, Helmut Seidl, Mi-
haela Sighireanu, et Tayssir Touili. Je remercie en particulier Ahmed Bouaj-
jani, Tomás Vojnar et Radu Iosif. C’est en grande partie grâce à eux que j’ai
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Averiles dont je suis le responsable, le CNRS, l’INRIA et l’Université Paris
Diderot (Paris 7). Je remercie également tous mes collègues et toute l’équipe
du LIAFA.
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Chapitre 1

Introduction

Les systèmes informatiques sont devenus omniprésents dans la vie mo-
derne. Les logiciels notamment prennent une place de plus en plus importante
dans des domaines telles que la télécommunication, etc. La vérification des
logiciels (ou programmes) est d’une importance cruciale car leur défaillance
peut entrâıner des conséquences graves. La vérification de programmes oc-
cupe une place importante en informatique depuis le début de la disci-
pline. Elle traite le problème de montrer la correction d’un programme (l’ab-
sence d’erreurs) par rapport à une spécification. Le problème est en général
indécidable. Il existe néanmoins des méthodes générales basées sur les lo-
giques (par exemple l’approche de Hoare) permettant de spécifier des pro-
priétés de programmes ainsi que de formuler des obligations de preuves
pour les vérifier. Cette méthode requiert en général une intervention hu-
maine. Pour les systèmes avec un nombre fini de configurations comme par
exemple les circuits ou certains protocoles de télécommunication la méthode
dite du model-checking a connu un grand succès depuis les années 80. C’est
une méthode entièrement automatique qui nécessite aucune intervention hu-
maine. Elle permet de vérifier des propriétés de logiques temporelles.

Les langages de programmation modernes permettent l’utilisation de struc-
tures de données complexes (composés de type de données simples comme
les entiers), telles que les tableaux ou les listes ou autres structures utili-
sant une mémoire dynamique. Ces structures sont intrinsèquement infinies.
Dans ce mémoire nous nous intéressons à la vérification automatique de pro-
grammes utilisant ces structures de données complexes. Nous voulons obte-
nir des méthodes automatiques avec l’intervention nécessaire de l’utilisateur
la plus parcimonieuse possible. Puisque le problème de vérification est en
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général indécidable, on ne peut évidemment pas obtenir une méthode qui est
en général à 100% automatique. Néanmoins, nous nous intéressons à automa-
tiser le plus possible. Nous proposons d’une part des méthodes permettant
d’automatiser une partie du raisonnement nécessaire pour la vérification et
d’autre part nous donnons des méthodes qui fonctionnent automatiquement
sur une grande partie des programmes rencontrés en pratique.

Pour vérifier automatiquement un programme, il faut d’abord pouvoir
exprimer les propriétés auxquelles on s’intéresse. Pour cela, nous définissons
entre autres une nouvelle logique expressive pour les tableaux d’entiers dans
le chapitre 5. Nous montrons que cette logique est décidable permettant une
vérification automatique de triplets de Hoare de la forme {P} C {Q}, où
C est une instruction d’un programme manipulant les tableaux, P une pré-
condition et Q une postcondition. Nous montrons également pour une autre
classe de programmes manipulant des arbres équilibrés comment décider au-
tomatiquement la validité de triplets de Hoare (voir le chapitre 4). Dans ce
cas, les propriétés P et C ne sont pas décrites dans une logique mais par
des automates d’arbres étendus permettant de raisonner sur des contraintes
d’équilibre entre les tailles de sous-arbres.

Ces deux méthodes permettent d’automatiser la vérification mais sup-
posent que l’utilisateur fournisse les invariants de boucles. Nous pouvons
aller plus loin dans l’automatisation pour certains types de programmes en
générant automatiquement des invariants. Ceci est notamment possible dans
le cadre du regular model-checking. C’est un cadre général de vérification de
systèmes avec un nombre infini de configurations. Il est basé sur la représen-
tation d’ensemble de configurations comme des langages de mots/arbres
réguliers et de transitions comme des transducteurs réguliers. Dans le cha-
pitre 2 nous montrons plusieurs techniques de génération d’invariants dans
ce cadre basées sur les abstractions d’automates et l’inférence (l’apprentis-
sage) de langages réguliers. Le regular model-checking s’applique à tous les
systèmes dont les configurations peuvent être codées comme des mots ou des
arbres. Nous montrons un exemple de tels systèmes dans le chapitre 3 où
nous nous intéressons aux programmes avec pointeurs utilisant une mémoire
dynamique. Nous introduisons un codage des configurations de programmes
avec mémoire dynamique comme des mots (pour les listes) et comme des
arbres (pour les structures plus générales) qui permet l’application du regular
model-checking. Nous montrons également une traduction des programmes
avec listes vers des automates à compteurs, ce qui permet d’utiliser toutes les
techniques de vérification de ces modèles pour les programmes avec listes, no-
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tamment cela donne une méthode intéressante pour montrer la terminaison
de programmes.

Nous remarquons que toutes les approches de vérification différentes que
nous présentons sont basées sur l’utilisation des automates. Il s’agit des
automates finis classiques sur les mots et les arbres ainsi que des exten-
sions de ces automates avec des données comme des entiers. D’une part
les automates sont utilisés pour décrire les programmes et pour obtenir des
modèles des programmes (comme les automates à compteurs pour les pro-
grammes avec listes). D’autre part nous les utilisons comme des structures
de représentation de configurations de programmes. Par exemple, les confi-
gurations de programmes travaillant sur des tableaux d’entiers sont naturel-
lement représentées par des calculs d’automates à compteurs. Nous utilisons
également les automates comme outil pour montrer la décidabilité de lo-
giques.

Plan Nous présentons d’abord dans le chapitre 2 nos résultats obtenus dans
le cadre du regular model-checking et ses extensions. Ensuite, nous donnons
dans le chapitre 3 plusieurs méthodes de vérification de programmes avec
pointeurs. Dans le chapitre 4 nous détaillons nos résultats pour les arbres
équilibres. Dans le chapitre 5 nous résumons nos résultats sur les programmes
avec tableaux et dans le chapitre 6 nous esquissons quelques autres travaux
avant de conclure.

Dans chaque chapitre nous discutons les travaux connexes.
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Chapitre 2

Regular model-checking

Dans ce chapitre nous résumons nos travaux dans le domaine du regular
model-checking [78, 31]. Nous donnons d’abord une introduction au regu-
lar model-checking avant de détailler nos contributions. Le regular model-
checking est une approche pour la vérification de systèmes avec un nombre
infini de configurations. Cette approche est basée sur l’observation que les
automates finis définissent des langages infinis qui peuvent être considérés
comme des configurations d’un système. De la même façon les transducteurs
finis peuvent être considérés comme des transitions d’un système. Cette ap-
proche est très générale car elle permet de représenter la relation de transition
d’une machine de Turing. Tous les problèmes “intéressants” de vérification
sont donc indécidables dans cette approche. Nous allons illustrer le regular
model-checking avec un petit exemple.

Exemple 2.1 Nous modélisons un très simple protocole de passage de jeton.
Le protocole est censé passer un jeton de gauche à droite le long d’une suite
ordonnée de nœuds représentant des processus. Leur nombre n’est pas fixé.
Le protocole doit satisfaire la propriété qu’il y aura toujours exactement un
jeton. Chaque processus a deux états (N , qui signifie qu’il n’a pas le jeton et
T , qui signifie qu’il a le jeton). Initialement le premier processus à gauche a le
jeton. Une configuration d’un tel système peut être représenté naturellement
par un mot sur le vocabulaire Σ = {N, T} et un ensemble de configurations
(possiblement infinis) par un langage L ⊆ Σ∗. Par exemple les configurations
initiales sont données par l’automate de la figure 2.1 et les configurations
mauvaises sont données par l’automate de la figure 2.2.

La relation de transition peut maintenant être donnée (voir figure 2.3)
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T

N

Fig. 2.1 – Les configurations initiales

N

T T

N,TN

Fig. 2.2 – Les mauvaises configurations

comme un transducteur sur Σ (un automate sur Σ× Σ).

N,N

N,N
T,TT,T

N,N

T,N N,T

Fig. 2.3 – La relation de transition

Il est aussi possible de définir un transducteur représentant les mauvaises
relations du système (le jeton ne doit pas être passé de droite à gauche, voir
figure 2.4).

Les configurations atteignables à partir des configurations initiales sont
données dans la figure 2.5 et la relation d’atteignabilité est donnée dans la
figure 2.6. En général, ces ensembles ne sont pas réguliers.

Le regular model-checking consiste à (essayer de) calculer la relation d’at-
teignabilité ou les configurations atteignables. Nous donnons par la suite les
définitions formelles.

2.1 Préliminaires

Un ensemble fini Σ de lettres est appelé alphabet. Des séquences finis de
lettres sont des éléments de Σ∗, appelées mots. Des ensembles de mots sont
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N,T

N,N N,N
T,T
T,N
N,T

Fig. 2.4 – La mauvaise relation de transition

T

NN

Fig. 2.5 – Les configurations atteignables

appelés langages et sont donc des sous-ensembles de Σ∗. Nous écrivons 2X

pour l’ensemble des parties d’un ensemble X. Pour un mot w ∈ Σ∗ nous
écrivons Pref (w) (resp. Suff (w)) pour l’ensemble de tous ses préfixes (resp.
suffixes). Ces ensembles contiennent w et le mot vide ǫ.

Definition 2.2 Un automate fini non-déterministe (NFA) est un quintuplet
M = (Q,Σ, δ, Q0, F ) où Q est un ensemble fini d’états, Σ un alphabet fini,
δ : Q× Σ → 2Q une fonction (partielle) de transition, Q0 ⊆ Q un ensemble
d’états initiaux et F ⊆ Q un ensemble d’états finaux. M est déterministe
si |Q0| = 1 et |δ(q, a)| = 1 pour tout q ∈ Q et a ∈ Σ. Nous appelons un
automate fini déterministe DFA.

La fonction de transition δ d’un NFA est étendue comme d’habitude vers
δ̄ : Q × Σ∗ → 2Q par δ̄(q, ǫ) = {q} et δ̄(q, aw) =

⋃

q′∈δ(q,a) δ̄(q
′, w), et vers

des ensemble d’états Q′ ⊆ Q par δ̂(Q′, w) =
⋃

q∈Q′ δ̄(q, w). Pour simplifier la

notation, nous utilisons δ aussi pour δ̄ et δ̂.
Le langage reconnu par M à partir d’un état q ∈ Q est défini par

L(M, q) = {w ∈ Σ∗ | δ(q, w) ∩ F 6= ∅}. Quand M est donné par le contexte,
nous écrivons aussi Lq pour L(M, q). Le langage accepté par M , L(M) est

15



N,N

N,N
T,TT,T

N,N N,N

T,N N,T

Fig. 2.6 – La relation d’atteignabilité

égal à ∪q0∈Q0L(M, q0). Deux automates sont appelés équivalents s’ils ac-
ceptent le même langage. Un ensemble L ⊆ Σ∗ est régulier ss’il existe
un automate fini M tel que L = L(M). Nous définissons aussi les lan-
gages de mots jusqu’à une certaine longueur : L≤n = {w ∈ L | |w| ≤ n},
L≤n(M, q) = {w ∈ L(M, q) | |w| ≤ n}, et Σ≤n = {w ∈ Σ∗ | |w| ≤ n}.

Un NFA est appelé minimal s’il n’y a pas de NFA équivalent avec moins
d’états. De la même façon, un DFA est appelé minimal s’il n’y a pas de DFA
équivalent avec moins d’états. Contrairement aux NFA, un DFA a toujours
un automate équivalent minimal unique :

Theorème 2.3 (Myhill-Nerode) Pour chaque langage régulier L, il existe
un automate unique (modulo isomorphisme) M avec L(M) = L.

Nous définissons la profondeur d’un automate M = (Q,Σ, δ, Q0, F ) que
nous écrivons dM pour la longueur maximale des chemins les plus courts
qui mènent vers les états de M à partir d’un état initial, c.-à-d. dM =
maxq∈Q,q0∈Q0 minw∈Σ∗∧q∈δ(q0,w|w|. Deux états q, q′ ∈ Q de M sont appelés k-
indistinguables, noté par q ≡k q

′, si L≤k(M, q) = L≤k(M, q′). Nous définissons
ensuite le dégré de distinguabilité ρM de M comme le plus petit k tel que
toutes les pairs d’états q, q′ de M soient k-distinguables, c.-à-d. q 6≡k q

′.
Soit Σ un alphabet fini et Σǫ = Σ ∪ {ǫ}. Un transducteur fini sur Σ est

un quintuplet τ = (Q,Σǫ × Σǫ, δ, Q0, F ) où Q est un ensemble fini d’états,
δ : Q × Σǫ × Σǫ → 2Q une fonction (partielle) de transition, Q0 ⊆ Q un
ensemble d’état initiaux, et F ⊆ Q un ensemble d’états finaux. Nous appelons
un transducteur fini un transducteur préservant la longueur si δ n’est pas
défini pour des entrées ǫ (c.est-à-dire si sa relation de transition ne contient
pas ǫ 1).

1Des transducteurs dont les transitions contiennent des ǫ peuvent aussi définir des
relation qui lient uniquement des mots de même taille. Ces transducteurs peuvent toujours
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La fonction de transition δ d’un transducteur est étendue vers δ̄ : Q ×
Σ∗ × Σ∗ → 2Q par δ̄(q, ǫ, ǫ) = {q} et δ̄(q, aw, bu) =

⋃

q′∈δ(q,a,b) δ̄(q
′, w, u)

(pour a, b ∈ Σǫ), et vers des ensemble d’états Q′ ⊆ Q par δ̂(Q′, w, u) =
⋃

q∈Q′ δ̄(q, w, u). Pour simplifier la notation, nous utilisons δ aussi pour δ̄ et

δ̂.
Par abus de notation nous identifions un transducteur τ avec la relation

{(w, u) | ∃q0 ∈ Q0, q
′ ∈ F : q′ ∈ δ(q0, w, u)}. Nous appelons une relation

régulière si elle peut être identifiée avec un transducteur. Pour un ensemble
L ⊆ Σ∗ et une relation R ⊆ Σ∗ × Σ∗, nous notons par R(L) l’ensemble
{w ∈ Σ∗ | ∃w′ ∈ L : (w′, w) ∈ R}. Soit id ⊆ Σ∗ × Σ∗ la relation d’identité
et ◦ la composition de relations. Nous définissons récursivement les relations
τ 0 = id, τ i+1 = τ ◦ τ i, et τ ∗ = ∪∞i=0τ

i. Dans ce qui suit, nous supposons
id ⊆ τ . Cela implique τ i ⊆ τ i+1 pour tout i ≥ 0.

Le regular model-checking peut être utilisé pour vérifier des propriétés
de sûreté ainsi que des propriétés de vivacité. Nous nous intéressons par la
suite aux propriétés d’atteignabilité. En effet, des problèmes de vérification
complexes peuvent souvent se ramener à des problèmes d’atteignabilité.

Pour vérifier les propriétés d’atteignabilité dans le cadre du regular model-
checking, il y a principalement deux approches. Dans la première approche
la relation de transition d’un système est donnée comme un transducteur τ
sur l’alphabet Σ, l’ensemble régulier des configurations initiales Init ⊆ Σ∗

est décrit par un automate fini et un ensemble de “mauvaises” configurations
Bad ⊆ Σ∗ est donné par un autre automate fini. Nous essayons ensuite de
calculer l’ensemble des configurations atteignables τ ∗(Init) ⊆ Σ∗ (ou une
sur-approximation) et de tester si τ ∗(Init) ∩Bad = ∅.

Problème 2.4 Étant donnés un alphabet Σ, deux ensembles réguliers Init ⊆
Σ∗ et Bad ⊆ Σ∗ et un transducteur fini τ sur Σ, est-ce que τ ∗(Init)∩Bad =
∅ ?

Une deuxième approche consiste à essayer de calculer τ ∗, c.-à-d. la ferme-
ture réflexive et transitive de la relation de transition donnée par le transduc-
teur fini τ . Ensuite, τ ∗ peut être utilisé pour résoudre le problème 2.4. Alter-
nativement, nous pouvons aussi décrire les mauvais comportements par un
transducteur τBad qui exprime le fait qu’il est “mauvais” de pouvoir aller de

être transformés vers des transducteurs qui préservent la longueur conformément à notre
définition
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certaines configurations vers d’autres. Ensuite nous testons si τ ∗ ∩ τBad = ∅.
Cela est en général uniquement possible si les transducteurs préservent la
longueur.

Problème 2.5 Étant donnés deux transducteurs sur Σ qui préservent la lon-
gueur τ et τBad, est-ce que τ ∗ ∩ τBad = ∅ ?

Ces deux approches ont leurs avantages et leurs inconvénients. Calculer τ ∗

est souvent plus difficile que calculer juste τ ∗(Init). En effet, il y a des cas où
τ ∗(Init) est régulier mais pas τ ∗. D’autre part, utiliser τ ∗ peut permettre de
vérifier des propriétés qui sont plus difficiles ou impossibles à vérifier (comme
par exemple les correspondances entrée-sortie entre des éléments particuliers
de structures de données non bornées telle que les listes ou les files).

Le regular model-checking est une méthode générale. Nous étudions dans
la suite des méthodes pour résoudre les problèmes 2.4 et 2.5. Pour pouvoir
appliquer le regular model-checking dans un domaine d’application précis,
il faut trouver un codage des configurations comme des mots et un codage
de la relation de transition comme un transducteur. Nous présentons une
application particulière aux programmes avec listes dans la section 3.1.2.

2.2 Extension aux arbres

Pour traiter d’autres structures que des structures linéaires, le regular
tree model-checking a été introduit [78, 32, 4, 111, 5]. Les configurations
ne sont pas de mots mais des arbres et les automates d’arbre sont uti-
lisés pour représenter des ensembles de configurations. Ensuite, les trans-
ducteurs d’arbres modélisent les transitions. Comme dans le cas des mots,
plusieurs approches d’analyse d’atteignabilité existent. Les structures arbo-
rescentes se trouvent couramment dans plusieurs contextes de modélisation et
de vérification. Par exemple dans le cas des réseaux paramétrés d’arbres, des
arbres étiquetés d’une hauteur arbitraire représentent les configurations d’un
réseaux : chaque processus est un nœud d’un arbre et l’étiquette son état de
contrôle. Les arbres apparaissent aussi naturellement comme par exemple les
représentations de configurations d’un programme récursif multi-tâche [55],
comme une représentation de structures du tas de mémoire d’un programme
[81], ou pour représenter des données semi-structurées comme les documents
XML [37]. Nous donnons dans la section 3.2 une autre application : les pro-
grammes avec structures de données arborescentes.
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2.3 Approches de vérification

Pour résoudre les problèmes 2.4 et 2.5 plusieurs méthodes de calculs de
τ ∗(Init) resp. τ ∗ ont été proposées. Dans [76, 49, 3, 19] des méthodes de
calculs de fermeture transitive de transducteurs sont proposées. Ces méthodes
sont appelées méthodes d’accélération. Elles sont basées sur le calcul itératif
de τ , τ 2, τ 3, etc. et l’identification de formes qui se répètent dans la structure
de ces transducteurs permettant de déduire la limite. Des méthodes similaires
ont été proposés pour le calcul de τ ∗(Init) [31, 116]. Il y a des classes de
transducteurs où certaines méthodes terminent toujours (comme par exemple
les systèmes à bounded local depth dans [76]).

Nous introduisons deux autres méthodes de calculs de τ ∗(Init) resp. τ ∗.
L’une est basée sur l’abstraction et l’autre est basée sur l’apprentissage de
langages réguliers.

2.3.1 Regular model-checking et abstractions

Un problème crucial dans le regular model-checking est l’explosion des
nombres d’états des automates (ou des transducteurs) qui représentent les
ensembles de configurations. Une des sources de ce problème est que les tech-
niques essaient de calculer l’ensemble d’atteignabilité exact indépendamment
de la propriété à vérifier.

Il est cependant souvent suffisant de calculer uniquement une sur-approxi-
mation de l’ensemble des configurations atteignables qui est suffisamment
précise pour vérifier la propriété donnée. Cette façon de faire est utilisée avec
succès en dehors du domaine du regular model-checking pour des espaces de
configurations très larges ou infinis. Le paradigme utilisé s’appelle abstraire-
tester-raffiner [72, 109, 41, 50] et est implémenté par exemple dans des outils
pour la vérification de logiciels comme Slam [14], Magic [40], ou Blast [73].
Tous ces outils utilisent la méthode de l’abstraction par prédicats [110], où
un ensemble fini de prédicats est utilisé pour abstraire un système concret C
vers un système abstrait A en considérant équivalents les configurations de
C qui satisfont les même prédicats. Si une propriété est satisfaite en A, elle
est garantie d’être satisfait en C aussi. Si un contre-exemple (typiquement
une exécution qui mène à une erreur) est trouvé dans A, alors on peut tester
si c’est aussi un contre-exemple pour C. Si ce n’est pas le cas, ce contre-
exemple faux peut être utilisé pour raffiner l’abstraction tel que le nouveau
système abstrait A′ n’admet plus ce contre-exemple. De cette façon on peut
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construire des abstractions de plus en plus fines jusqu’à ce qu’une précision
suffisante est atteinte et la propriété est vérifiée ou un vrai contre-exemple
est trouvé.

Dans ce qui suit, nous proposons d’appliquer le paradigme du abstraire-
tester-raffiner au regular model-checking. Au lieu des techniques d’accéléra-
tion précise, nous utilisons des calculs abstraits de point fixe dans un do-
maine fini d’automate. Le calcul abstrait termine toujours et fournit des
sur-approximations de l’ensemble d’atteignabilité (ou de la relation d’attei-
gnabilité). Pour cela, nous définissons des techniques qui associent à chaque
automate M un automate M ′ d’un domaine fini tel que M ′ reconnâıt un
sur-ensemble du langage de M . Dans le cas où la sur-approximation est trop
grossière et un faux contre-exemple est détecté, nous donnons des méthodes
permettant le raffinement de l’abstraction tel que le nouveau calcul ne ren-
contre plus le même contre-exemple.

Nous proposons principalement deux techniques pour abstraire les auto-
mates. Elles tiennent compte de la structure de l’automate et sont basées sur
la fusion de leurs états par rapport à une relation d’équivalence. La première
technique est inspirée par l’abstraction par prédicats. Contrairement à l’abs-
traction par prédicats classique nous associons des prédicats avec les états
d’automates qui représentent des configurations et pas avec les configura-
tions elles-mêmes. Une abstraction est définie par un ensemble de langages
réguliers de prédicats Lp. Nous considérons qu’un état q d’un automate M
“satisfait” un langage prédicat Lp, si l’intersection de Lp avec le langage
L(M, q) accepté à partir de l’état q n’est pas vide. Deux états sont alors
équivalents, s’ils satisfont les mêmes prédicats. La deuxième technique d’abs-
traction est obtenue en considérant que deux états sont équivalents si leurs
langages de mots jusqu’à une certaine longueur fixé sont égaux. Pour les deux
méthodes d’abstraction nous donnons des techniques de raffinement qui nous
permettent d’éliminer de faux contre-exemples.

Pour pouvoir illustrer l’approche du regular model-checking avec abstrac-
tion nous considérons un exemple un peu plus compliqué.

Exemple 2.6 Comme dans l’exemple 2.1 nous modélisons un protocole de
passage de jeton (avec alphabet Σ = {T,N}). Le transducteur τ dans la
figure 2.7 modélise la relation de transition. Chaque processus peut passer
le jeton à son troisième voisin de gauche. Dans les configurations initiales
décrites par l’automate Init, le deuxième processus a le jeton, et le nombre de
processus est divisible par trois. Nous voulons montrer qu’il n’est pas possible
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Fig. 2.7 – Un transducteur modélisant un simple protocole de passage de
jeton, les configurations initiales, mauvaises et atteignables

d’atteindre une configuration où le dernier processus a le jeton. Cet ensemble
de configurations est décrit par l’automate Bad.

Dans ce qui suit, le problème de vérification est de trouver une sur-
approximation régulière L ⊇ τ ∗(L(Init)) tel que L ∩ L(Bad) = ∅.

2.3.1.1 L’abstraction des automates

Soit Σ un alphabet et MΣ l’ensemble de tous les automates sur Σ. Une
fonction d’abstraction d’automate α est une fonction qui associe à chaque
automate M sur Σ un automate α(M) de sorte que son langage soit une sur-
approximation du langage de M , c’est-à-dire pour un AΣ ⊆ MΣ, α : MΣ →
AΣ tel que ∀M ∈ MΣ : L(M) ⊆ L(α(M)). Nous appelons α finie ssi son
codomaine AΣ est fini.

Nous introduisons la fonction de transition abstraite τα pour une rela-
tion de transition donnée comme un transducteur τ sur Σ et une fonction
d’abstraction d’automate α comme suit : Pour chaque automate M ∈ MΣ,
τα(M) = α(τ̂(M)) où τ̂ (M) est l’automate minimal déterministe de τ(L(M)).
Ainsi, nous pouvons calculer itérativement la séquence (τ iα(M))i≥0. Si nous
supposons id ⊆ τ , il est clair que si α est fini, alors il existe un k ≥ 0 tel que
τk+1
α (M) = τkα(M). La définition de α implique L(τkα(M)) ⊇ τ ∗(L(M)). Nous

pouvons donc calculer dans un nombre fini de pas une sur-approximation de
l’ensemble d’atteignabilité τ ∗(L(M)).
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L(Xk+1)
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Fig. 2.8 – Un faux contre-exemple dans un calcul de point fixe abstrait
régulier

2.3.1.2 Raffiner l’abstraction des automates

Nous appelons une fonction d’abstraction d’automate α′ un raffinement
de α ssi ∀M ∈MΣ : L(α′(M)) ⊆ L(α(M)). De plus, nous appelons α′ un vrai
raffinement ss’il donne une plus petite sur-approximation dans au moins un
cas, formellement ssi ∃M ∈MΣ : L(α′(M)) ( L(α(M)).

Il est nécessaire de raffiner α dans une situation comme décrite dans
la figure 2.8. Supposons que nous essayons de vérifier si aucune configu-
ration d’un ensemble décrit par un automate Bad est atteignable à par-
tir de l’ensemble de configurations initiales décrit par M0. Nous supposons
L(M0)∩L(Bad) = ∅, sinon la propriété à vérifier est déjà violée par les confi-
gurations initiales. Soient Mα

0 = α(M0) et pour chaque i > 0, Mi = τ̂(Mα
i−1)

et Mα
i = α(Mi) = τα(M

α
i−1). Il existe k et l (0 ≤ k < l) tel que

1. ∀i : 0 ≤ i < l : L(Mi) ∩ L(Bad) = ∅ et

2. L(Ml) ∩ L(Bad) = L(Xl) 6= ∅

Nous définissons Xi comme l’automate déterministe qui accepteτ−1(L(Xi+1))
∩L(Mα

i ) pour tout i tel que 0 ≤ i < l. Alors ∀i : k < i < l : L(Xi)∩L(Mi) 6= ∅
et L(Xk) ∩ L(Mk) = ∅ bien que L(Xk) 6= ∅. Donc, soit k = 0 ou alors
L(Xk−1) = ∅, et il est clair que nous avons détecté un faux contre-exemple.

Si aucun l avec L(Ml)∩L(Bad) 6= ∅ est trouvé, le calcul atteint un point
fixe et la propriété est prouvée. D’un autre côté, si L(X0)∩L(M0) 6= ∅, alors
la propriété est violée.

Le faux contre-exemple peut être éliminé en raffinant α vers α′ tel que
pour chaque automate M dont le langage est disjoint de L(Xk), le langage de
son α′-abstraction est disjoint de L(Xk) aussi. Alors le même “faux” calcul
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d’atteignabilité (c.-à-d. la même séquence de Mi et Mα
i ) ne peut pas être

répété car l’abstraction de Mk vers Mα
k est exclue. De plus, l’atteignabilité

des mauvaises configurations est en général exclue, s’il n’y a pas d’autres
raisons que la sur-approximation avec des sous-ensembles de L(Xk).

Une façon d’élimination un peu plus faible consiste à raffiner α vers α′

tel qu’au moins le langage de l’abstraction de Mk est disjoint de L(Xk).
Dans ce cas, il n’est pas exclu qu’un sous-ensemble de L(Xk) va être utilisé
plus tard pour une sur-approximation, mais une répétition d’exactement le
même calcul est exclue. Le raffinement ainsi obtenu peut être plus grossier,
ce qui peut amener à plus de raffinements et un calcul plus lent. D’un autre
côté, le calcul peut terminer plus rapidement en atteignant plus vite le point
fixe et utiliser moins de mémoire, car des ensembles de configurations moins
structurés sont utilisés. Dans ce cas l’abstraction ne devient pas inutilement
précis. Pour cela, on peut même utiliser des approches de raffinements qui
garantissent uniquement que le faux contre-exemple va être exclu un jour
(après un certain nombre de raffinement) ou pas du tout.

2.3.1.3 Abstraire des automates en fusionnant leurs états

Nous donnons maintenant plusieurs fonctions d’abstraction d’automates.
Elles sont basées sur des schémas d’équivalence d’automates qui définissent
pour chaque automate de MΣ une relation d’équivalence sur leurs états.
Un automate est ensuite abstrait en fusionnant tous les états équivalents.
Formellement, un schéma d’équivalence d’automates E associe une relation
d’équivalence ∼E

M⊆ Q × Q à chaque automate M = (Q,Σ, δ, Q0, F ). Nous
définissons la fonction d’abstraction d’automates αE basé sur E tel que ∀M ∈
MΣ : αE(M) = M/ ∼E

M . Nous appelons E fini ssi αE est fini. Nous raffinons
αE en raffinant E tel que plus d’états sont distingués dans au moins un au-
tomate.

Les schémas d’équivalence d’automates présentés ci-dessous sont basés
sur les deux principes suivants :

– La comparaison d’états par rapport à l’intersection de leur langages
avec certains langages de prédicats (représentés par des automates de
prédicats correspondant)

– La comparaison d’états par rapport à leur comportement jusqu’à une
certaine longueur bornée.
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Équivalence basée sur les langages de prédicats Soit P un ensemble
fini d’automates de prédicats P. Le schéma d’équivalence d’automates FP

considère deux états d’un automate comme équivalents, si leur langages ont
une intersection non vide avec les mêmes prédicats de P. Formellement,
pour un automate M = (Q,Σ, δ, Q0, F ), FP définit l’équivalence des états
comme l’équivalence ∼P

M tel que ∀q1, q2 ∈ Q : q1 ∼
P
M q2 ⇔ (∀P ∈ P :

L(P ) ∩ L(M, q1) 6= ∅ ⇔ L(P ) ∩ L(M, q2) 6= ∅).
Puisque P est fini et il y a un nombre fini de sous-ensembles de P, FP

est fini.
Pour l’exemple 2.6 (figure 2.7), nous prenons comme P les automates

obtenus à partir de Bad en considérant un par un chaque état comme état
initial. Alors, nous obtenons dans la figure 2.9(a) l’abstraction de Init de
la figure 2.7(c). Cela est dû au fait que tous les états sauf l’état final de
Init deviennent équivalents, car tous les langages des états de Init ont une
intersection vide avec le langage réconnu à partir de l’état 0 de Bad et tous
les états sauf l’état final ont une intersection vide avec le langage réconnu
à partir de l’état 1 de Bad. Après avoir identifié les états équivalents et
déterminisation et minimisation l’automate de la figure 2.9(a) est obtenu.
L’intersection de τ̂ (α(Init)) avec les configurations mauvaises (voir figure
2.9(c)) n’est pas vide et l’abstraction doit être raffinée.

Le schéma FP peut être raffiné en ajoutant des nouveaux prédicats à
l’ensemble P. En particulier, nous pouvons étendre P par des automates
correspondants à tous les états de Xk de la figure 2.8. Le théorème 2.7 montre
que cela empêche les abstractions de langages disjoints avec L(Xk), tel que
L(Mk), d’avoir une intersection non vide avec L(Xk). Une répétition du même
faux calcul est donc exclue.

Theorème 2.7 Étant donnés deux automates finiM = (QM ,Σ, δM , q
M
0 , FM)

et X = (QX ,Σ, δX , q
X
0 , FX) et un ensemble d’automates de prédicats P tels

que ∀qX ∈ QX : ∃P ∈ P : L(X, qX) = L(P ). Alors, si L(M) ∩ L(X) = ∅
nous avons aussi L(αFP

(M)) ∩ L(X) = ∅

Dans notre exemple, nous raffinons l’abstraction en étendant P avec les
automates qui représentent les langages d’états de X0 de la figure 2.9(d). La
figure 2.9(e) indique pour chaque état q de Init, les prédicats correspondants
aux états de Bad et de X0 dont leurs langages ont des intersections non vides
avec le langage de q. Par exemple, en partant du 3ème état de Init, N est
accepté tout comme à partir de 5 dans X0. Les deux premiers états de Init
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Fig. 2.9 – Un exemple utilisant l’abstraction basée sur les langages de
prédicats

sont équivalents et fusionnés pour obtenir l’automate de la figure 2.9(f), qui
est un point fixe montrant que la propriété est vérifiée. On remarque que
c’est une sur-approximation de l’ensemble de configurations atteignables de
la figure 2.7(d).

Le prix de raffiner FP en ajoutant des prédicats pour tous les états de Xk

semble énorme, mais ce n’est pas le cas en pratique. Comme décrit en détail
dans [29] nous pouvons exploiter le fait que les nouveaux prédicats viennent
du même automate. En outre le raffinement peut être affaibli en considérant
uniquement quelques états de Xk.

De la même façon on peut définir un schéma d’équivalence pour les lan-
gages d’état en arrière (pour les détails voir [29]).

Nous terminons cette section en remarquant que pour l’ensemble ini-
tial de prédicats P de FP , nous pouvons utiliser par exemple l’automate
décrivant les mauvaises configurations et/ou l’ensemble de configurations
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initiales. Nous pouvons aussi utiliser le domaine ou le codomaine des trans-
ducteurs représentant les transitions particulières du système considéré (leur
union donne la relation itérée τ). Le sens de ces dernières prédicats est simi-
laire à l’utilisation des gardes dans l’abstraction par prédicats [16].

Équivalence basée sur les langages de longueur fini Nous présentons
ici la possibilité de définir des schémas d’équivalence d’automates basée sur
la comparaison des langages des états jusqu’à une certaine longueur. Nous
présentons le schéma FLn . Dans [29] d’autres schémas similaires sont intro-
duits.

Le schéma FLn considère deux états d’un automate équivalents si leur
langages de mots jusqu’à une longueur fixée n sont identiques. Formellement,
pour un automate M = (Q,Σ, δ, q0, F ), FLn définit l’équivalence des états
comme l’équivalence ∼nM tel que ∀q1, q2 ∈ Q : q1 ∼

n
M q2 ⇔ L≤n(M, q1) =

L≤n(M, q2).

FLn est clairement fini. Il peut être raffiné en incrémentant la borne n sur
la longueur des mots considérés. Puisque nous travaillons avec des automates
déterministes finis nous obtenons le raffinement faible décrit ci-dessus. Quand
n est incrémenté au-delà du nombre d’états moins un de Mk de la figure 2.8,
cela garanti que tous les états peuvent être distingués par ∼nM (car Mk est
déterministe minimal), etMk par conséquent ne change pas avec l’abstraction
correspondante.

Dans la figure 2.10, nous appliquons FLn à l’exemple 2.6 (figure 2.7). Nous
choisissons n = 2. Dans ce cas, l’abstraction de l’automate Init est Init lui-
même. La figure 2.10(a) indique les états de τ̂(Init) qui ont le même langage
de mots jusqu’à longueur deux et sont par conséquent équivalents. Quand ils
sont fusionnés nous obtenons après déterminisation et minimisation l’auto-
mate de la figure 2.10(b) qui est un point fixe. On remarque que cet automate
est une sur-approximation différente des configurations atteignables de l’au-
tomate obtenu en utilisant FP . Si nous choisissons n = 1, nous obtenons un
résultat similaire, mais nous avons besoin d’un pas de raffinement.

Notons que d’après notre expérience pratique l’incrément de n par |QM |−
1 est très souvent trop grand. Alternativement, on peut incrémenter n par
d’autres valeurs plus petites (comme juste 1 par exemple). Dans ces cas, l’ex-
clusion du mauvais calcul n’est pas garanti immédiatement mais uniquement
plus tard. Pour la valeur initiale de n on peut, par exemple, utiliser le nombre
d’états dans l’automate qui décrit des configurations initiales (ce qui évite de
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Fig. 2.10 – Un exemple utilisant l’abstraction basée sur les langages de mots
de longueur jusqu’à n (pour n = 2)

l’abstraire directement) ou juste 1. Nous avons considéré plusieurs études de
cas. Elles sont détaillées dans [29]. Les systèmes considérés entre autres sont
des réseaux paramétrés de processus (algorithmes de Dijsktra, Burns, etc.),
les automates à pile, les automates à file, les réseaux de Petri, les automates
à compteurs et les programmes à listes châınées (plus de détails se trouvent
dans la section 3.1.2).

2.3.1.4 Extension aux arbres

Dans [27] nous décrivons comment étendre les techniques d’abstraction
pour le regular model-checking aux automates d’arbre (abstract regular tree
model-checking, ARTMC). Essentiellement, les méthodes d’abstraction se
transposent naturellement des automates de mots aux automates d’arbres.
Dans [28] nous donnons une adaptation de [27] pour des programmes avec
structures de données arborescentes. Ces travaux sont résumés dans la sec-
tion 3.2. Dans [24] nous montrons comment utiliser les automates non-déter-
ministes dans le cadre du regular tree model-checking avec abstraction. Ce
travail est résumé dans la section 2.4.1.

2.3.2 Apprentissage

Dans cette section nous résumons notre approche décrite dans [70]. Cette
approche est motivée par l’observation que pour des systèmes infinis qui
peuvent être modélisés par des transducteurs préservant la longueur, il y
a un calcul fini qui permet d’obtenir toutes les configurations jusqu’à une
certaine taille. Ces configurations peuvent être vues comme un échantillon
des configurations atteignables d’un système donné. Ensuite, les méthodes
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développées pour inférer des langages réguliers peuvent être utilisées pour
généraliser l’échantillon avec le but d’obtenir tout l’ensemble d’atteignabilité
ou une sur-approximation de cet ensemble suffisant pour montrer la propriété
que l’on veut vérifier. Nous utilisons l’algorithme de Trakhtenbrot-Barzdin
[117] pour l’inférence. Un avantage de la méthode est qu’elle s’arrête pour
tout système, si son ensemble d’atteignabilité est régulier.

Avant de proposer la méthode qui est principalement ciblée pour les trans-
ducteurs préservant la longueur nous notons que le problème d’atteignabilité
pour des transducteurs qui ne préservent pas la longueur peut être ramené au
même problème pour les transducteurs préservant la longueur. En effet, pour
des calculs finis du système, nous pouvons toujours remplacer des transitions
du transducteur qui ajoutent ou retirent un symbole par l’utilisation d’un
symbole spécial ⊥. Plus précisément, nous ajoutons des boucles étiquetées
par ⊥,⊥ dans chaque état de τ (et τBad, si utilisé), et remplaçons chaque
transition ǫ, a par une transition ⊥, a, chaque transition a, ǫ par une transi-
tion a,⊥ et nous ajoutons des boucles étiquetées ⊥ à chaque état de Init et
Bad. Pour une description de cette méthode voir aussi [76].

2.3.2.1 Inférence de langages réguliers d’ensemble d’apprentissage
complet

L’inférence de langages régulier est un domaine de recherche très actif
(voir par exemple [117, 99, 84, 54]). Nous nous plaçons ici dans le cadre de
l’inférence à partir d’exemples. Il existe aussi des algorithmes d’inférence [8]
où l’existence d’un professeur qui peut répondre à des questions d’apparte-
nance et d’équivalence est supposée. Nous revenons dans la section 2.4.2.6 sur
cette approche. Essentiellement, le problème de l’inférence de langage régulier
à partir d’exemples consiste à inférer un langage régulier à partir de quelques
mots qui lui appartiennent (ou des mots qui ne lui appartiennent pas). Une
notion importante dans les algorithmes proposés est celle d’un ensemble d’ap-
prentissage (ou échantillon). Un ensemble d’apprentissage T = (T+, T−) est
une paire de deux ensembles disjoints T+, T− ⊆ Σ∗, où T+ contient des
exemples positifs (des mots membres du langage à inférer) et T− contient
des exemple négatifs. Un ensemble d’apprentissage T = (T+, T−) est appelé
n-complet si T+ ∪ T− = Σ≤n. Pour l’inférence de langages réguliers à par-
tir d’ensemble d’apprentissage il y a plusieurs algorithmes. Nous utilisons ici
l’algorithme de Trakhtenbrot-Barzdin (abrégé par l’algorithme TB) [117] qui
prend comme entrée un ensemble d’apprentissage n-complet qui peut être
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obtenu dans notre cadre (voir ci-dessous).
Pour des transducteurs qui préservent la longueur, le problème 2.4 peut

être vu comme un problème d’inférence de langage de la façon suivante :
Nous voulons calculer (ou au moins approcher) l’ensemble τ ∗(Init) pour un
transducteur τ donné qui préserve la longueur et un ensemble régulier Init.
Puisque τ préserve la longueur l’ensemble τ ∗(Init≤n) est fini pour chaque n
et peut être calculé en itérant τ un nombre fini de fois (nous avons id ⊆ τ).
Par ailleurs, chaque mot de longueur plus petite ou égale à n qui n’est pas
dans τ ∗(Init≤n) n’est pas dans τ ∗(Init) non plus. Grâce à cela, les ensembles
τ ∗(Init≤n) et Σ≤n \ τ ∗(Init≤n) sont des ensembles d’exemples positifs et
négatifs du langage τ ∗(Init) que nous voulons inférer. Plus précisément, ils
contiennent exactement tous les exemples positifs et négatifs de mots du lan-
gage jusqu’à une certaine longueur et sont donc un ensemble d’apprentissage
n-complet.

En utilisant des n de plus en plus grands, nous obtenons de plus en
plus d’exemples positifs et négatifs. L’ensemble d’apprentissage grandit. Si
τ ∗(Init) est régulier cela signifie que nous allons finalement (nous ne savons
pas quand par contre) obtenir un ensemble d’apprentissage T qui est assez
grand pour que l’algorithme TB puisse inférer τ ∗(Init) à partir de T . Si
τ ∗(Init) n’est pas régulier, il est possible d’obtenir quand même une sur-
approximation suffisante pour prouver la propriété. La même approche peut
être utilisé pour essayer d’inférer la relation τ ∗ pour des transducteurs qui
préservent la longueur en considérant comme alphabet des paires de lettres
et en calculant τ ∗ restreint au mot de longueur inférieure ou égal à n.

2.3.2.2 L’algorithme de Trakhtenbrot-Barzdin

Pour décrire l’algorithme nous avons besoin de quelques définitions. Un
DFA A est appelé consistant avec un ensemble d’apprentissage T = (T+, T−)
si T+ ⊆ L(A) et L(A)∩ T− = ∅. Un ensemble d’apprentissage T = (T+, T−)
est n-complet par rapport à un DFA A si T+ = L≤n(A). Étant donné un en-
semble d’apprentissage n-complet T = (T+, T−), nous appelons un automate
déterministe AT = (Q,Σ, δ, Q0, F ) l’automate de préfixes de T si L(A) = T+,
AT a la forme d’un arbre et ne contient aucun état acceptant le langage vide
(si T+ 6= ∅).

Nous décrivons maintenant une version légèrement modifiée de l’algo-
rithme de Trakhtenbrot-Barzdin qui calcule un DFA inféré appelé automate
de cible avec le nombre minimal d’état qui est consistant avec un ensemble
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d’apprentissage n-complet donné. Soit T = (T+, T−) un ensemble d’appren-
tissage n-complet et AT l’automate de préfixes déterministe de T . Il est clair
que les états de AT doivent correspondre à des états de l’automate cible ĀT ,
parce qu’il doit accepter tous les mots acceptés par AT . Par contre, plu-
sieurs états différents de AT peuvent correspondre au même état de ĀT . Par
conséquent, l’idée principale de l’algorithme est de fusionner deux états de
AT si cela n’a pas comme conséquence qu’un mot d’une longueur inférieure
ou égale à n sera accepté bien qu’il ne soit pas accepté par AT . Deux états
q et q′ de AT peuvent être fusionnés s’ils sont compatibles, c’est-à-dire s’ils
sont k-indistinguables (q ≡k q

′) où k est le minimum des deux hauteurs des
sous-arbres à partir de q et q′.

Soit succ la fonction qui associe à chaque état de AT son successeur dans
un ordre de largeur d’abord. L’algorithme modifie AT en fusionnant des états
compatible :

Algorithme 2.8

entrée : AT avec état initial q0
q1 := q0 ;
tant que il y a un successeur de q1 dans AT faire

q1 := succ(q1) ;
q2 := q0 ;
tant que q1 6= q2 et pas compatible(q1, q2) faire

q2 := succ(q2) ;
fin tant que

si q1 6= q2 et compatible(q1, q2) alors

Changer la transition de pere(q1) vers q1 en la redirigeant vers q2 et
effacer q1 et tous ses enfants de AT ;

fin tant que

sortie : l’automate modifié AT

La différence avec l’algorithme original de [117] est que celui-ci utilise
comme entrée des arbres complets (chaque état intérieur a un fils pour chaque
lettre). Dans notre cadre, cela n’est pas nécessaire puisque nous considérons
uniquement des langages et pas le comportement de sortie des automates.
L’algorithme a une complexité de O(mn2), où m est la taille de AT et n
la taille de l’automate cible. Dans les figures 2.11 et 2.12, nous donnons les
différentes étapes de l’algorithme TB avec en entrée un ensemble d’apprentis-
sage 2-complet de τ ∗(Init) et un ensemble 3-complet de τ ∗ de l’exemple 2.1.
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Fig. 2.11 – Un ensemble d’apprentissage 2-complet et les différentes étapes
de l’algorithme TB

À chaque étape, deux états fusionnés sont marqués avec ∗. Dans le premier
cas, τ ∗(Init) est obtenu exactement, tandis que dans l’autre cas le résultat
est une sur-approximation de τ ∗.

Nous avons le théorème suivant [117].

Theorème 2.9 Soit T un ensemble d’apprentissage n-complet. L’algorithme
2.8 calcule un DFA ĀT consistant avec T avec un nombre minimal d’états.

Il peut y avoir plusieurs DFA différents consistants avec T avec un nombre
minimal d’états. L’algorithme TB calcule juste un de ceux-là. Si tous les mots
de l’ensemble d’apprentissage viennent d’un automate déterministe minimal
A, alors l’algorithme TB est garanti de l’inférer à partir d’un ensemble d’ap-
prentissage n-complet où n est suffisamment grand par rapport à la taille
de l’automate. Le degré de reconstructibilité r d’un automate A est défini
comme r = d+ρ+1 où d est sa profondeur et ρ son degré de distinguabilité.
Alors, nous avons le théorème suivant [117].

Theorème 2.10 Étant donné un DFA minimal A avec degré de reconstruc-
tibilité r et un ensemble d’apprentissage T qui est r-complet par rapport à A,
l’algorithme 2.8 calcule A (à isomorphisme près).

Si A a n états, alors nous avons au pire des cas d = ρ = n−1 et r = 2n−1.
Pour cette raison l’ensemble d’apprentissage complet doit contenir un nombre
exponentiel (en n) de mots. Mais en moyenne [117, 84], r est beaucoup plus
petit et on peut montrer que la valeur moyenne de d est de Clog|Σ|(n) où C
est une constante qui dépend de Σ et ρ = log|Σ|log2(n). Cela signifie qu’en
moyenne, le degré de reconstructibilité r est petit comparé avec la taille
de l’automate et uniquement des ensembles d’apprentissage petit (de taille
polynomiale en n) doivent être considérés pour reconstruire l’automate.
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Fig. 2.12 – Un ensemble d’apprentissage 3-complet et les différentes étapes
de l’algorithme TB

2.3.2.3 L’algorithme de model-checking

Nous décrivons notre algorithme de model-checking basé sur l’inférence
de langages réguliers. Nous commençons avec une version de base et ensuite
nous donnons quelques modifications et extensions de cet algorithme. L’idée
de l’algorithme est de calculer des ensembles d’apprentissage complets de
plus en plus grands. Ces ensembles viennent du langage τ ∗(Init). Ensuite
nous inférons un automate à partir des ensembles d’apprentissage et testons
si l’automate est un invariant suffisant pour prouver la propriété. Comme
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algorithme d’inférence on peut utiliser en principe tous les algorithmes basés
sur des exemples positifs et négatifs proposés dans la littérature (par exemple
RPNI [99, 84]). L’algorithme de Trakhtenbrot-Barzdin est le plus adapté
à notre situation car il utilise des ensembles d’apprentissage complets et
est garanti de donner l’automate d’origine, si on lui présente des ensembles
d’apprentissage suffisamment grands.

Algorithme 2.11

entrée : un transducteur qui préserve la longueur τ ,
un ensemble régulier de configurations initiales Init,
et un ensemble régulier de mauvaises configurations Bad

i := 1 ; /* i peut être initialisé différemment aussi. */
Repètez

C := τ ∗(Init≤i) ;
C := Σ≤i \ C ;
si Bad ∩ C 6= ∅ alors
sortie : Propriété violée ;

A := inference(C,C) ;
i := i+ 1 ;

jusqu’à τ(L(A)) ⊆ L(A) et Init ⊆ L(A) et L(A) ∩Bad = ∅ ;
sortie : Propriété satisfaite

Quand nous utilisons notre version de l’algorithme TB (algorithme 2.8)
comme algorithme d’inférence à l’intérieur de l’algorithme 2.11, l’appel de
inference(C,C) lance l’algorithme 2.8 en prenant l’automate de préfixes de
C comme entrée. Dans ce cas, le calcul de C n’est pas nécessaire.

Dans l’exemple 2.1 pour vérifier la propriété τ ∗(Init) ∩ Bad = ∅, l’al-
gorithme s’arrête pour i = 2 (l’invariant inféré est exactement τ ∗(Init)), et
pour la propriété τ ∗ ∩ τbad = ∅, l’algorithme s’arrête pour i = 3 avec une
sur-approximation de τ ∗ (voir la figure 2.12).

Pour le calcul de τ ∗(Init≤i), on peut réutiliser τ ∗(Init≤i−1) et unique-
ment calculer les configurations atteignables de taille i. L’algorithme essaie
des ensembles d’apprentissage de plus en plus grands jusqu’à ce qu’il ter-
mine parce qu’il trouve soit un contre-exemple à la propriété (l’ensemble
Bad est la négation d’une propriété) où un invariant qui contient les configu-
rations initiales et qui n’intersecte pas les mauvaises configurations. Le test
Init ⊆ L(A) est nécessaire puisque pour des petits i, les exemples générés
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ne sont peut-être pas suffisant pour reconstruire Init. Une alternative serait
d’initialiser i par rapport à Init (pour être sur de retrouver Init dans l’au-
tomate inféré), mais il y a des exemples où des i plus petits suffissent pour
prouver la propriétés.

Si τ ∗(Init) est régulier, alors l’algorithme termine.

Theorème 2.12 Soit τ un transducteur qui préserve la longueur et Init et
Bad deux ensembles réguliers. Si τ ∗(Init) est régulier, alors l’algorithme 2.11
avec l’algorithme 2.8 utilisé comme algorithme d’inférence termine toujours.

Remarquons que la terminaison de l’algorithme avec la propriété vérifiée
signifie qu’un invariant suffisamment précis a été inféré. En général on ne peut
pas tester si l’ensemble d’atteignabilité exact τ ∗(Init) a été inféré. Cela suit,
par exemple, du fait que pour des systèmes à canaux non-fiables τ ∗(Init) est
régulier [39, 2] mais pas calculable [1, 90]. Du Théorème 2.12, nous obtenons
facilement :

Corollaire 2.13 Le problème de model-checking 2.4 est décidable si τ ∗(Init)
est régulier.

Cela n’est pas très surprenant, car nous pouvons donner deux procédures
de semi-décision pour le problème. La première essaie de trouver des contre-
exemples de plus en plus grands et la deuxième énumère tous les langages
réguliers et teste si ce sont des invariants (comme expliqué dans [100] pour
des système à canaux FIFO). Notre algorithme nous donne une façon “in-
telligente” d’énumérer des langages réguliers qui sont des candidats pour un
invariant.

Il est clair, que de la même façon on peut traiter le problème avec les
relations de transitions.

Corollaire 2.14 Le problème de model-checking 2.5 est décidable si τ ∗ est
régulier.

Dans [70] nous montrons que la méthode présentée dans cette section
donne des résultats pratiques intéressants.

2.3.2.4 Travaux connexes

L’idée de l’utiliser l’apprentissage pour le regular model-checking a été
introduite par [58]. L’apprentissage est également étudié dans une série de
travaux par Vardhan et ses coauteurs [118, 119, 120, 121].
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2.4 Regular model-checking avec automates

non-déterministes

Un des goulots d’étranglement du regular model-checking (avec abstrac-
tions) que nous avons observé en pratique, est le fait que la taille des au-
tomates considérés peut devenir très grande pendant un calcul abstrait de
vérification. Cela est entre autres dû au fait qu’après chaque étape d’appli-
cation du transducteur l’automate produit est non-déterministe et nous le
déterminisons et minimisons ensuite. L’automate déterministe obtenu peut
être beaucoup plus grand que l’automate non-déterministe et beaucoup de
temps est passé dans la déterminisation.

Une possible solution à ce problème est de ne pas déterminiser et d’utili-
ser les automates non-déterministes dans tout le processus du regular model-
checking avec abstractions. Pour cela les opérations nécessaires sur les auto-
mates doivent être effectuées sur les automates non-déterministes. Cela est
simple pour l’application d’un transducteur et les abstractions. Par contre
pour tester l’équivalence de deux automates directement (sans passer par la
déterminisation) nous avons besoin de nouvelles méthodes. Nous expliquons
ces méthodes dans la section suivante. Ensuite, nous détaillons un algorithme
d’apprentissage pour les automates non-déterministes et son utilité pour le
regular model-checking.

2.4.1 Les antichâınes

Pour tester si deux automates non-déterministes sont équivalents, on peut
utiliser les algorithmes d’inclusion basés sur les antichâınes présentés dans
[122]. L’idée principale de l’algorithme qui teste, si L(A) ⊆ L(B) où A et B
sont deux automates non-déterministes, est de “déterminiser” à la volée A
mais de s’arrêter dès qu’un mot qui est dans L(A) mais pas dans L(B) est
trouvé. On mémorise uniquement des antichâınes de sous-ensembles d’états
permettant une efficacité intéressante en pratique.

Nous adaptons cette méthode dans [24] aux automates d’arbre ce qui
a permis (en utilisant aussi les méthodes de réduction des automates non-
déterministes par des relations de simulation [6]) une amélioration significa-
tive de la vitesse du regular tree model-checking avec abstractions.
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2.4.2 Apprentissage des automates non-déterministes

(NL∗)

Dans cette section, nous décrivons NL∗, un algorithme pour inférer des au-
tomates non-déterministes utilisant des requêtes d’appartenance et d’équiva-
lence que nous avons introduit dans [21]. Les automates à états résiduels
(RFSA) sont appris d’une façon similaire que dans l’algorithme classique
d’Angluin L∗[8] qui apprend des automates déterministes. Puisque les RFSA
peuvent être exponentiellement plus petit que les DFA, ils sont intéressants
à étudier pour des applications pratiques. Nous donnons les résultats de nos
expériences montrant un avantage clair de NL∗ par rapport à L∗. Nous es-
quissons également une possible utilisation de NL∗ dans le cadre du regular
model-checking.

2.4.2.1 Les automates fini à états résiduels

Nous rappelons ici la notion d’automates finis à états résiduels (Residual
finite state automata) introduit et étudié dans le travail fondateur [51]. Les
RFSA sont une sous-classe de NFA qui hérite quelques propriétés souhai-
tables de DFA. La plus importante pour l’apprentissage est que pour chaque
langage régulier il y a un RFSA minimal unique qui l’accepte. Puisque cette
propriété n’est pas vraie pour des NFA quelconque il semble difficile de trou-
ver des algorithmes d’apprentissage raisonnables pour la classe entière NFA.
En même temps, comme pour les NFA, les RFSA peuvent être exponentiel-
lement plus petits que les DFA, ce qui est important pour des applications
pratiques de l’apprentissage.

Les RFSA et DFA ont la propriété que les états des automates corres-
pondent aux langages résiduels définis ci-dessous. Cela n’est pas le cas pour
les NFA.

Definition 2.15 Pour un langage L ⊆ Σ∗ et u ∈ Σ∗, nous écrivons u−1L
pour l’ensemble {v ∈ Σ∗ | uv ∈ L}. Un langage L′ ⊆ Σ∗ est un langage
résiduel de L s’il y a un u ∈ Σ∗ avec L′ = u−1L. Nous écrivons Res(L) pour
l’ensemble de tous les langages résiduels de L.

Pour simplifier, nous appelons aussi résiduels les langages résiduels. Le théo-
rème de Myhill-Nerode dit que le nombre de langages résiduels d’un langage
est fini ssi ce langage est régulier [96]. En outre, pour une DFA M minimal,
il y a une bijection entre ses états et les langages résiduels de L(M).
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Nous pouvons maintenant introduire les automates à états résiduels.

Definition 2.16 Un automate à états résiduels (RFSA) sur Σ est un NFA
R = (Q,Σ, δ, Q0, F ) telle que pour chaque q ∈ Q, Lq ∈ Res(L(R)).

Autrement dit, chaque état accepte un langage résiduel de L(R), mais pas
chaque langage résiduel doit être accepté par un seul état. Intuitivement,
les états d’un RFSA sont des sous-ensembles des états du DFA minimal
correspondant. Mais, en utilisant le non-déterminisme certains états d’un
DFA minimal ne sont pas nécessaires puisqu’ils correspondent à l’union de
langages d’autres états. Pour cela, nous distinguons les résiduels premiers
et composés : Un résiduel est appelé composé, si il est l’union non-triviale
d’autres résiduels. Sinon, il est appelé premier.

Definition 2.17 Soit L ⊆ Σ∗ un langage. Un résiduel L′ ∈ Res(L) est
appelé composé s’il y a L1, . . . , Ln ∈ Res(L)\{L′} tels que L′ = L1∪ . . .∪Ln.
Sinon, il est appelé premier. L’ensemble de tous les résiduels premiers de L
est noté par Primes(L).

Nous définissons maintenant le RFSA canonique d’un langage régulier.
L’idée est que son ensemble d’états correspond exactement aux résiduels
premiers. Par ailleurs la fonction de transition doit être saturée dans le sens
qu’une transition vers un état doit exister, si elle ne change pas le langage
accepté. Formellement nous avons :

Definition 2.18 Soit L un langage régulier. Le RFSA canonique de L, noté
R(L), est le quintuplet (Q,Σ, δ, Q0, F ) où Q = Primes(L), Q0 = {L′ ∈ Q |
L′ ⊆ L}, F = {L′ ∈ Q | ǫ ∈ L′}, et δ(L1, a) = {L2 ∈ Q | L2 ⊆ a−1L1}.

Notons que le RFSA d’un langage régulier est bien défini, puisque l’ensemble
de résiduels premiers d’un langage régulier est fini, et, pour chaque a ∈ Σ et
L′ ∈ Res(L), nous avons a−1L′ ∈ Res(L). De plus, nous avons L(R(L)) = L.
Par définition, il y a un seul et unique RFSA pour chaque langage régulier.
Nous appelons un RFSA R canonique s’il est le RFSA canonique de L(R).

2.4.2.2 L’algorithme d’apprentissage d’Angluin L∗

L’algorithme d’Angluin L∗[8] apprend (infère) un DFA minimal pour un
langage régulier donné. Dans l’algorithme, un Apprenti , qui ne connâıt ini-
tialement rien du langage donné L essaie d’apprendre un DFA M tel que
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L(H)

?
= L

réponse oui/no

oui ou
countre-exemple

Fig. 2.13 – Les composantes de L∗ et leur interaction

L(M) = L. Pour cela, il pose successivement des questions à un Professeur
et a un Oracle, qui tous les deux connaissent L. Il y a deux types de requêtes
(voir la figure 2.13) :

– Une requête d’appartenance consiste à demander au Professeur si un
mot w ∈ Σ∗ est dans L.

– Une requête d’équivalence consiste à demander à l’Oracle si un DFA
hypothèse H est correcte, c.-à-d., si L(H) = L. L’Oracle répond oui siH
est correcte, ou fournit un contre-exemple w de la différence symétrique
de L et L(H).

L’Apprenti maintient un ensemble U ⊆ Σ∗ de mots fermé par préfixe qui
sont des candidats pour identifier des états, et un ensemble V ⊆ Σ∗ de mots
fermé par suffixe qui sont utilisés pour distinguer de tels états. Les mots de
U sont appelés d’habitude mots d’accès et les mots de V expériences. Les
ensembles U et V sont augmentés quand cela est nécessaire. L’Apprenti fait
des requêtes d’appartenance pour tous les mots de (U ∪ UΣ)V , et organise
les résultats dans une table T = (T, U, V ) où la fonction T associe à chaque
w ∈ (U ∪UΣ)V un élément de {+,−} où la parité + signifie accepté et − pas
accepté. À un mot u ∈ U ∪ UΣ, nous associons une fonction row(u) : V →
{+,−} donnée par row(u)(v) = T (uv). Une telle fonction est appelée ligne de
T et l’ensemble de toutes les lignes d’une table est noté par Rows(T ). Nous
écrivons Rowsupp(T ) = {row(u) | u ∈ U} pour l’ensemble des lignes de la
partie “supérieure” de la table. De la même façon, les lignes de Rows low(T ) =
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{row(u) | u ∈ UΣ} apparaissent dans la partie inférieure. La table T est
– fermée, si pour tout u ∈ U et a ∈ Σ il y a u′ ∈ U tel que row(ua) =

row(u′), et
– consistante, si pour tout u, u′ ∈ U et a ∈ Σ, row(u) = row(u′) ⇒

row(ua) = row(u′a).
Si T n’est pas fermée, nous trouvons un u′ ∈ UΣ tel que row(u) 6= row(u′)
pour tout u ∈ U . Nous ajoutons u′ à U et effectuant des requêtes d’ap-
partenance pour chaque u′av où a ∈ Σ et v ∈ V . De la même façon, si
T n’est pas consistant, nous trouvons u, u′ ∈ U , a ∈ Σ et v ∈ V tels que
row(u) = row(u′) et row(ua)(v) 6= row(u′a)(v). Nous ajoutons alors av à V
et effectuant des requêtes d’appartenance pour chaque uav où u ∈ U ∪ UΣ.
Quand T est fermée et consistant l’Apprenti construit un DFA hypothèse
DFA H = (Q,Σ, δ, {q0}, F ), où Q = {row(u) | u ∈ U} = Rowsupp(T ), q0
est la ligne row(ǫ), δ est définie par δ(row(u), a) = row(ua), et F = {r ∈
Q | r(ǫ) = +}. Ensuite, l’Apprenti soumet H à une requête d’équivalence
(demandant si L(H) = L). Si la réponse est oui, la procédure d’apprentis-
sage est terminé. Sinon le contre-exemple u retourné est pris en compte en
ajoutant chaque préfixe de u (u lui-même inclue) à U , en étendant UΣ en
conséquence, et en effectuant des requêtes d’appartenance pour rendre la
table fermée et consistante. Ensuite un nouveau DFA hypothèse et construit,
etc. (voir la figure 2.13).

Remarque 2.19 L∗ peut être modifié en changeant le traitement des contre-
exemples. Au lieu d’ajouter le contre-exemple et ses préfixes à U on peut
ajouter le contre-exemple et tous ses suffixes à V . Cela assure que la table
est toujours consistante [86].

2.4.2.3 Apprentissage d’automates à états résiduels

Ici nous expliquons comment modifier l’algorithme d’apprentissage L∗

pour apprendre des automates non-déterministes de la classe RFSA au lieu
de DFA.

Des tables vers RFSA Pour simplifier notre présentation, nous suivons
les notations et notions d’Angluin. Nous utilisons aussi des tables T =
(T, U, V ) avec un ensemble de mots U fermé par préfixes, un ensemble de
mots V fermé par suffixe, et une application T : (U ∪ UΣ)V → {+,−}.
Comme ci-dessus, à chaque mot u ∈ U ∪ UΣ est associé une application
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row(u) : V → {+,−}. Les membres de U sont utilisés pour atteindre des
états et les membres de V pour distinguer des états. La différence principale
est que pas tous les lignes d’une table correspondent à des états d’un RFSA
hypothèse, mais uniquement les lignes premières. Essentiellement, nous de-
vons définir pour les lignes ce qui correspond au notions de union, composé,
premier, et sous-ensemble introduites précédemment pour les langages.

Definition 2.20 Soit T = (T, U, V ) une table. Le raccord (r1 ⊔ r2) : V →
{+,−} de deux lignes r1, r2 ∈ Rows(T ) est défini composante par composante
pour chaque v ∈ V : (r1 ⊔ r2)(v) = r1(v) ⊔ r2(v) où − ⊔ − = − et
+ ⊔ + = + ⊔ − = − ⊔ + = +.

Notons que l’opérateur de raccord est associatif, commutatif, et idempotent,
mais que le raccord de deux lignes n’est pas forcément une ligne de T .

Definition 2.21 Soit T = (T, U, V ) une table. Une ligne r ∈ Rows(T ) est
appelée composée s’il y a des lignes r1, . . . , rn ∈ Rows(T )\{r} telles que r =
r1 ⊔ . . . ⊔ rn. Sinon, r est appelée première. L’ensemble des lignes premières
dans T est noté Primes(T ). De plus, nous définissons Primesupp(T ) =
Primes(T ) ∩ Rowsupp(T ).

Definition 2.22 Soit T = (T, U, V ) une table. Une ligne r ∈ Rows(T ) est
couverte par une ligne r′ ∈ Rows(T ), noté r ⊑ r′, si pour tout v ∈ V ,
r(v) = + implique r′(v) = +. Si par ailleurs r′ 6= r, alors r est strictement
couverte par r′, noté r < r′.

Notons que r peut être couverte par r′ et r et r′ sont toutes les deux
premières. Une ligne composée couvre toutes les lignes premières dont elle
est composée.

Comme dans l’algorithme d’apprentissage d’Angluin, nous introduisons
les concepts comparables à la fermeture et la consistance et nous les appelons
RFSA-fermeture et RFSA-consistance.

Pour les DFA, la fermeture assure que chaque ligne de la partie inférieure
et aussi présente dans la partie supérieure de la table. Pour les RFSA, cela
se traduit vers l’idée que chaque ligne de la partie inférieure de la table est
composée de lignes (premières) de la partie supérieure. Formellement,

Definition 2.23 Une table T = (T, U, V ) est appelée RFSA-fermée si, pour
chaque r ∈ Rows low(T ), r =

⊔
{r′ ∈ Primesupp(T ) | r′ ⊑ r}.
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Notons qu’une table est RFSA-fermée ssi chaque ligne première de la partie
inférieure est une ligne première de la partie supérieure de la table.

L’idée de la consistance pour les DFA est la suivante : Supposons que
deux mots u et u′ de la table ont la même ligne. Cela suggère que les deux
mots atteignent le même état dans l’automate à apprendre car ils ne peuvent
pas être distingués par des mots v ∈ V . Par conséquent, ils induisent les
même résidus. Alors, ua et u′a doivent aussi induire les mêmes résidus, pour
chaque a ∈ Σ. Autrement dit, s’il y a un a ∈ Σ et un v ∈ V tels que
T (uav) 6= T (u′av), alors les résidus induits par u et u′ ne peuvent pas être
les mêmes et doivent être distinguables par le suffixe av, qui est à ajouter à
V .

Pour les RFSA, s’il y a u et u′ avec row(u) ⊑ row(u′), alors cela suggère
que le résidu induit par u est un sous-ensemble du résidu induit par u′. Si
cela est effectivement le cas, alors la même relation doit être vraie pour tous
les successeurs ua et u′a. Cela est exprimé formellement comme suit :

Definition 2.24 Une table T = (T, U, V ) est appelée RFSA-consistante si,
pour tout u, u′ ∈ U et a ∈ Σ, row(u′) ⊑ row(u) implique row(u′a) ⊑ row(ua).

À une table RFSA-fermée et RFSA-consistante nous pouvons associer un
NFA. Nous montrons plus tard que ce NFA correspond à un RFSA canonique
après la terminaison de l’algorithme d’apprentissage.

Definition 2.25 Pour une table T = (T, U, V ) qui est RFSA-fermée et
RFSA-consistante, nous définissons un NFA RT = (Q,Σ, δ, Q0, F ) avec

– Q = Primesupp(T ),
– Q0 = {r ∈ Q | r ⊑ row(ǫ)},
– F = {r ∈ Q | r(ǫ) = +}, et
– δ(row(u), a) = {r ∈ Q | r ⊑ row(ua)} pour u ∈ U avec row(u) ∈ Q et
a ∈ Σ.

Notons que Primesupp(T ) = Primes(T ), car T est fermée. En outre, row(ǫ)
n’est pas dans Q0, ssi elle est composée. Par ailleurs, δ est bien définie :
Prenons u, u′ avec row(u) = row(u′). Alors, row(u) ⊑ row(u′) et row(u′) ⊑
row(u). La consistance implique pour tout a ∈ Σ que row(ua) ⊑ row(u′a) et
row(u′a) ⊑ row(ua) et donc row(ua) = row(u′a).

Pour le reste de la section, nous fixons une table T = (T, U, V ) qui est
RFSA-fermée et RFSA-consistante. Nous donnons quelques propriétés im-
portantes de l’automate RT construit à partir de la table.
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Lemma 2.26 Soit RT = (Q,Q0, F, δ). pour tout u ∈ U , nous avons pour
tout r ∈ δ(Q0, u) que r ⊑ row(u).

Le lemme suivant dit que chaque état de RT classifie correctement les
mots V .

Lemma 2.27 Soit RT = (Q,Q0, F, δ). Pour chaque r ∈ Q et v ∈ V , nous
avons :

1. r(v) = − ssi v 6∈ Lr.

2. row(ǫ)(v) = − ssi v 6∈ L(RT ).

Le lemme suivant donne une propriété intéressante pour les états dans
une relation de couverture et les langages accepté par ces états :

Lemma 2.28 Soit RT = (Q,Q0, F, δ). Pour chaque r1, r2 ∈ Q, r1 ⊑ r2 ssi
Lr1 ⊆ Lr2.

L’automate RT construit à partir d’une table RFSA-fermée et RFSA-
consistante T n’est pas forcément un RFSA canonique (voir [20]). Mais nous
pouvons montrer que RT est un RFSA canonique s’il est consistant avec la
table, c.-à-d. l’automate classifie correctement tous les mots de T .

Definition 2.29 Soit T une table RFSA-fermée et RFSA-consistante. RT

est consistant avec la table T , si pour tout w ∈ (U ∪ UΣ)V , nous avons
T (w) = + ssi w ∈ L(RT ).

Le lemme suivant est une version plus forte du lemme 2.26, si nous avons
de plus que RT est consistant avec T .

Lemma 2.30 Soit T une table qui est RFSA-fermée et RFSA-consistante
et supposons que RT = (Q,Q0, F, δ) est consistant avec T . Alors, pour tout
u ∈ U avec row(u) ∈ Q, nous avons row(u) ∈ δ(Q0, u).

Ce lemme et les lemmes précédents permettent de montrer le théorème
suivant.

Theorème 2.31 Soit T une table RFSA-fermée et RFSA-consistante et soit
RT consistant avec T . Alors, RT est un RFSA canonique.
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L’algorithme Nous décrivons maintenant NL∗. Son pseudo-code est donné
dans la table 2.1. Après l’initialisation de la table T la table actuelle est
testée successivement pour RFSA-fermeture et RFSA-consistance. Si l’al-
gorithme détecte une violation de la condition de RFSA-fermeture (voir
la définition 2.23), c.-à-d. une ligne row(ua) avec u ∈ U et a ∈ Σ est
première mais pas contenu dans Primesupp(T ), alors ua est ajouté à U .
Cela peut entrâıner des requêtes d’appartenance additionnelles. De l’autre
côte, à chaque fois que l’algorithme détecte une violation de la condition de
RFSA-consistance (voir la définition 2.24) un suffixe av peut être déterminé
qui distingue deux lignes existantes. Dans ce cas, une colonne est ajoutée à
V entrâınant des requêtes supplémentaires. Cette procédure est répétée jus-
qu’à ce que T est RFSA-fermée et RFSA-consistante. Si les deux propriétés
sont satisfaites une hypothèse RT peut être construite à partir de T (voir
la définition 2.25) et soit un contre-exemple u de la différence symétrique
de L(M) et L(RT ) est donné et Suff (u) est ajouté à V en recommençant
NL∗ou l’algorithme d’apprentissage termine avec succès. Notons que l’algo-
rithme assure que V est toujours fermé par suffixe et U fermé par préfixe.

Remarque 2.32 Nous choisissons de traiter le contre-example comme dans
la variante de L∗ décrite dans la remarque 2.19. En effet, traiter le contre-
exemple comme dans L∗ original ne permet pas d’obtenir un algorithme qui
termine [20]. Notre traitement du contre-exemple assure que chaque ligne
peut apparâıtre une seule fois dans la partie supérieure de la table, car nous
ajoutons seulement des lignes quand la table n’est pas RFSA-fermée.

Montrer la terminaison de l’algorithme d’Angluin L∗ est assez simple.
Dans notre contexte cela n’est plus si facile car comme nous montrons dans
[20], après une requête d’équivalence ou une violation de la RFSA-consistance
le nombre d’états de l’automate hypothèse n’augmente pas forcément (comme
c’est le cas pour L∗).

Nous donnons maintenant le théorème principal de cette section. Pour
chaque langage régulier L, l’algorithme NL∗ infère le RFSA canonique R
qui accepte L. Le difficulté principale est de montrer la terminaison et la
complexité.

Theorème 2.33 Soit n le nombre d’états du DFA complet et minimal M∗

pour un langage régulier L ⊆ Σ∗ donné. Par ailleurs, soit m la longueur
du plus grand contre-exemple retourné par le test d’équivalence (ou 1 si le
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NL
∗(Σ, DFA : M) :

initialiser T = (T, U, V ) par U = V = {ǫ} et
T (w) pour tout w ∈ (U ∪ UΣ)V
repeat

while T n’est pas RFSA-fermée ou pas RFSA-consistante
do

if T n’est pas RFSA-fermée then

trouveru ∈ U et a ∈ Σ tels que row(ua) ∈ Primes(T ) \ Primesupp(T )
étendre la table à T := (T ′, U ∪ {ua}, V ) par des req. d’appartenance
if T n’est pas RFSA-consistante then

trouver u ∈ U, a ∈ Σ, et v ∈ V tels que :
T (uav) = − et
T (u′av) = + pour un u′ ∈ U tel que row (u′) ⊑ row(u),

etendre la table à T := (T ′, U, V ∪ {av})
/∗ T est RFSA-fermée et RFSA-consistante ∗/
de T , construite le NFA hypothèse RT (voir la definition 2.25)
/∗ faire une req. d’équivalence ∗/
if (L(M) = L(RT ))

then test d’équivalence réussit
else prendre le contre-exemple w ∈ (L(M) \ L(RT )) ∪ (L(RT ) \ L(M))

étendre la table àT := (T ′, U, V ∪ Suff (w)) avec des req. d’appartenance
until le test d’équivalence réussit
return RT

Tab. 2.1 – NL∗ : la version NFA de l’algorithme d’Angluin L∗

test d’équivalence réussi toute de suite). Alors, NL∗ retourne après au plus
O(n2) requête d’équivalence et O(m|Σ|n3) requêtes d’appartenance un RFSA
canonique R(L) avec L(R) = L(M∗) = L.

La complexité théorique que nous obtenons pour NL∗ en nombre de
requêtes d’équivalence est plus grande comparée à L∗ ou au plus n requêtes
d’équivalence sont nécessaires. La complexité en nombre de requêtes d’ap-
partenance est aussi plus grande pour NL∗ (L∗ a besoin de grosso modo
|Σ|mn2 requêtes). Mais nous observons qu’en pratique moins de requêtes
d’équivalence et d’appartenance sont nécessaires. (voir la section 2.4.2.5).

2.4.2.4 NL* à travers d’un exemple

Soient Σ = {a, b} un alphabet et Ln ⊆ Σ∗ le langage de mots avec un a à
la (n+1)ième position de la fin. Il correspond à l’expression régulière Σ∗ aΣn.
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1 2 3 n+ 1 n+ 2

Σ

a Σ Σ. . .

Fig. 2.14 – Un NFA sur Σ = {a, b} qui accepte le langage Ln avec n+2 états

Ln est accepté par un DFA minimal M∗
n avec 2n+1 états. Néanmoins, il existe

des NFA (voir la figure 2.14) avec seulement n + 2 états acceptant Ln. Il
est facile de voir qu’il y a même un RFSA canonique Rn de taille n + 2 qui
accepte Ln. Rn est donc exponentiellement plus concis que M∗

n.

Nous montrons maintenant comment L2 (dont le DFA minimal M∗
2 est

donné par la figure 2.15) est appris par L∗ et par notre algorithme NL∗. Nous
commençons avec un calcul de L∗.

T1 ǫ

ǫ −
a −
b −

1)
⇒

T2 ǫ

ǫ −
a −
aa −
aaa +
b −
ab −
aab +
aaaa +
aaab +

2)
⇒

T3 ǫ a

ǫ − −
a − −
aa − +
aaa + +
b − −
ab − +
aab + +
aaaa + +
aaab + +

3)
⇒

T4 ǫ a ba

ǫ − − −
a − − +
aa − + +
aaa + + +
b − − −
ab − + −
aab + + −
aaaa + + +
aaab + + −

4)
⇒

T5 ǫ a ba

ǫ − − −
a − − +
aa − + +
aaa + + +
ab − + −
aab + + −
b − − −

aaaa + + +
aaab + + −
aba + − +
abb + − −
aaba + − +
aabb + − −

5)
⇒

T6 ǫ a ba

ǫ − − −
a − − +
aa − + +
aaa + + +
ab − + −
aab + + −
aaba + − +
aabb + − −

b − − −
aaaa + + +
aaab + + −
aba + − +
abb + − −

aabaa − + +
aabab − + −
aabba − − +
aabbb − − −

La table T1 est fermée et consistante mais ne représente pas l’automate à
apprendre car le mot aaa n’est pas accepté. Nous ajoutons donc Pref (aaa)
à U et Pref (aaa)Σ à UΣ. Le résultat (après les requêtes d’appartenance
nécessaires) est T2. Cette table est fermée mais pas consistante (row(a) =
row(aa) mais pas row(aa) = row(aaa)). Nous ajoutons donc la colonne a
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et obtenons T3 qui n’est toujours pas consistante amenant à T4. Après avoir
fermé la table nous obtenons T6 qui est consistante aussi et dont l’automate
correspondant (voir la figure 2.15) accepte L2.

−−− −−+ −+ +

−+−

+ + +

+ +−

+−+

+−−

a a

b

a

b

a

b

b a

b

a
b

b

a

a
b

Fig. 2.15 – DFA minimal M∗
2 acceptant le langage L2 avec 8 (= 22+1) états

Maintenant nous donnons l’exécution de NL∗ sur L2.

T1 ǫ

∗ ǫ −

∗ b −
∗ a −

=⇒1.
ce

T2 ǫ aaa aa a

∗ ǫ − + − −

∗ b − + − −
∗ a − + + −

=⇒2.
ncl

T3 ǫ aaa aa a

∗ ǫ − + − −
∗ a − + + −

∗ b − + − −
∗ ab − + − +

aa − + + +

=⇒3.
ncl

T4 ǫ aaa aa a

∗ ǫ − + − −
∗ a − + + −
∗ ab − + − +

∗ b − + − −
aa − + + +

∗ abb + + − −
aba + + + −

=⇒4.
ncl

T5 ǫ aaa aa a

∗ ǫ − + − −
∗ a − + + −
∗ ab − + − +
∗ abb + + − −

∗ b − + − −
aa − + + +
aba + + + −

∗ abbb − + − −
∗ abba − + + −

Les lignes avec ∗ indiquent les lignes premières. La table T1 est RFSA-
fermée et RFSA-consistante mais ne représente pas l’automate à apprendre
car le mot aaa n’est pas accepté. Nous ajoutons aaa et tous ses suffixes à V
en effectuant des requêtes d’appartenance et obtenons ainsi la table T2 qui
n’est pas fermée. Nous ajoutons a à U et continuons. Après avoir résolu deux
violations de la condition de fermeture nous obtenons enfin la table T5 qui est
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RFSA-fermée et RFSA-consistante et l’automate correspondant donné dans
la figure 2.16 est le RFSA canonique pour L2. Notons que la table T5 n’est
pas fermée (dans le sens d’Angluin) et L∗ continuerait à ajouter des mots à
la partie supérieure de la table.

−+−− −+ +− −+−+ + +−−
a Σ Σ

Σ a

a

a

Σ

Σ

Σ

Fig. 2.16 – Le RFSA canonique R2 qui accepte L2 avec 4 = 2 + 2 états

2.4.2.5 Expériences

Pour évaluer la performance de NL∗, nous comparons NL∗ avec l’algo-
rithme L∗ et sa version modifiée par rapport à la remarque 2.19, que nous
appelons L∗

col. Puisque NL∗ est similaire à L∗
col, une comparaison avec cet al-

gorithme semble plus juste. Tous les algorithmes ont été implémentés en Java
et testés sur beaucoup d’exemples. Nous suivons [52] en générant d’une façon
aléatoire des grands ensembles d’expressions régulières sur des alphabets avec
des tailles différentes. Une description détaillée de cela et les résultats se
trouve dans [20] et [77]. Comme dans [52], nous présentons une sélection
caractéristique des résultats pour un alphabet de taille deux.

Résultats Pour les diagrammes dans cette section, nous avons généré un
ensemble de 3180 expressions régulières, qui donnent lieu à des DFA mini-
maux avec des tailles entre 1 et 200 états. Ces DFA ont été donné aux algo-
rithmes d’apprentissage, c.-à-d. les requêtes d’appartenance et d’équivalence
ont été traitées par rapport à ces automates. Pour évaluer la performance
des algorithmes, nous avons mesuré pour chaque algorithme et chaque ex-
pression régulière, le nombre d’états de l’automate final (RFSA ou DFA) et
le nombre de requête d’appartenance (resp. d’équivalence) nécessaire pour
l’inférer. Comme la figure 2.17 montre, le nombre d’états de l’automate ap-
pris par NL∗ est considérablement plus petit que L∗ et L∗

col confirmant les
résultats de [52]. D’une façon plus importante pour la pratique, les tailles des
RFSA comparées aux DFA semblent suivre un écart exponentiel.
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Fig. 2.17 – Nombre d’états

Dans la figure 2.18, le nombre de requêtes d’appartenance est donné.
Comme dans le premier cas, NL∗ se comporte mieux que les autres algo-
rithmes d’apprentissage. Tandis que la différence entre les courbes est assez
petite pour les automates avec moins que 40 états, elle augmente d’une façon
significative pour des automates plus grands. Le même est le cas pour le
nombre de requêtes d’équivalence dans la figure 2.19. Cela est contraire au
résultat théorique obtenu dans le théorème 2.33. Les expériences effectués
montrent un avantage net de NL∗ sur L∗ et L∗

col tant que l’utilisateur n’est
pas dépendent d’un modèle déterministe.

2.4.2.6 Application

Nous avons donné en section 2.3.2 une méthode de vérification pour le re-
gular model-checking basée sur l’apprentissage. Cet algorithme est spécifique
parce qu’il suppose qu’on a à sa disposition un ensemble d’apprentissage
complet. Nous donnons dans cette section un survol d’une autre méthode
basée sur l’utilisation des algorithmes d’apprentissage utilisant les requêtes
et les contre-exemples comme L∗ d’Angluin ou notre algorithme NL∗. Nous
voulons résoudre le problème 2.4, c.-à-d. étant donnés un alphabet Σ, deux
ensembles réguliers Init ⊆ Σ∗ et Bad ⊆ Σ∗ et un transducteur fini τ sur Σ,
est-ce que τ ∗(Init) ∩ Bad = ∅ ?
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Fig. 2.18 – Nombre de requêtes d’appartenance

L’idée principale [119, 120, 121] est d’apprendre un invariant régulier Inv
qui vérifie

1. Init ⊆ Inv

2. τ(Inv) ⊆ Inv et

3. Inv ∩ Bad = ∅

Si un tel Inv est trouvé la réponse à la question posée est oui. Pour utiliser les
algorithmes d’apprentissage à la Angluin nous devons pouvoir répondre aux
requêtes d’appartenance et d’équivalence. Évidemment, Inv est ici inconnu
du professeur, mais nous pouvons répondre aux requêtes d’appartenance en
considérant τ ∗(Init), c.-à-d. quand l’algorithme fait une requête d’apparte-
nance sur un mot (une configuration) w nous répondons oui, ssi w ∈ τ ∗(Init).
Pour cela la question w ∈ τ ∗(Init) doit être décidable. Une façon de la rendre
décidable est d’ajouter au système une variable qui compte le nombre de fois τ
a été appliqué. D’une façon naturelle cela convient par exemple aux systèmes
avec compteurs [119, 120, 121].

Pour répondre aux requêtes d’équivalence avec une hypothèse donné H,
nous considérons la question, si Init ⊆ H, τ(H) ⊆ H et H ∩ Bad = ∅. Si
aucune des trois conditions est violées nous avons trouvé un invariant, sinon
nous obtenons un mot qui doit être enlevé de l’hypothèse ou un mot qui doit
être ajouté.
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Fig. 2.19 – Nombre de requêtes d’équivalences

Cet algorithme brièvement esquissé est indépendant de l’algorithme d’ap-
prentissage sous-jacent. Nous pouvons utilisé L∗ et ses variantes (comme dans
[119, 120, 121]) ou NL∗.

2.5 Perspectives

L’utilisation des automates non-déterministes a donné des résultats très
intéressants. En effet, les différentes expériences que nous avons effectués
montrent qu’en général nos méthodes basées sur les automates non-détermi-
nistes sont beaucoup plus rapides que celles sur les automates déterministes.
Par contre, pour l’instant un outil très efficace pour les NFA comme l’est
Mona [80] pour les DFA manque. Il est clair que l’utilisation des structures
de représentation efficaces pour les NFA comme celles utilisées dans Mona
(notamment les BDD) pour les DFA augmentera encore considérablement
l’efficacité de nos méthodes et ouvrira des nouveaux champs d’application.
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Chapitre 3

Programmes avec pointeurs

Dans ce chapitre nous donnons plusieurs méthodes de vérification de pro-
grammes avec pointeurs. D’abord nous traitons les programmes avec des
listes, donc des données dynamiques qui ont des structures de base avec
un pointeur (sélecteur) successeur. Nous esquissons deux techniques : la
première, détaillé dans [26], est basée sur le regular model-checking (voir cha-
pitre 2), la deuxième, détaillée dans [22], sur la traduction des programmes
vers des automates à compteurs. Ensuite, nous donnons une technique [28]
pour des structures arborescentes (plusieurs sélecteurs) basée sur le regu-
lar model-checking et qui en la combinant avec les automates à compteurs
permet de montrer la terminaison de programmes [64].

3.1 Programmes avec listes

Nous considérons ici des programmes qui manipulent des structures de
données liées dynamiquement avec un sélecteur pointeur. Cela correspond à
des programmes qui manipulent des listes avec la possibilité de partager des
parties de listes et d’avoir des circularités. Ce type de programme est utilisé
couramment en pratique.

3.1.1 Définitions syntaxiques

La syntaxe abstraite des programmes considérés est donnée dans la figure
3.1.1. Lab est un ensemble fini d’étiquettes de programme (états de contrôle),
PV ar est un ensemble fini de variables de pointeurs, et IV ar est un ensemble
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fini de variables entières (compteurs).

l ∈ Lab, u, v, w ∈ PV ar, i, j, k ∈ IV ar

Program := {l : Stmnt ;}∗

Stmnt := WhileStmnt | IfStmnt | Asgn

WhileStmnt := while Guard do {Stmnt ;}∗ od

IfStmnt := if Guard then {Stmnt ;}∗
[
else {Stmnt ;}∗

]
fi

Asgn := u := null | u := new | u := w | u := w.next |

u.next := null | u.next := w | i := 0 | i := i± 1

Guard := u = v | u = null | u.data ≤ v.data | i = 0 | ¬Guard |

Guard ∧Guard | Guard ∨Guard

Fig. 3.1 – Syntaxe abstraite des programmes avec listes

1 : while i 6= null do
2 : k := i.next ;
3 : i.next := j ;
4 : j := i ;
5 : i := k ;
6 : od

Fig. 3.2 – Programme de renversement d’une liste

Nous considérons des programmes impératifs qui travaillent avec un en-
semble de variables de pointeurs PV ar et un ensemble de variables de comp-
teurs IV ar. Les variables de pointeurs référencent des cellules de listes. Les
pointeurs peuvent être utilisés dans des affectations comme u := null, u :=

w et u := w.next, des mises à jour de sélecteur u.next := w et u.next :=

null, et la création de cellules u := new. Les compteurs peuvent être incré-
mentés i := i + 1, décrémentés i := i - 1 et mis à zéro i := 0. La
structure de contrôle est composé d’itérations (while) et des conditions
(if-then-else). Les gardes des structures de contrôle sont l’égalité de poin-
teurs u = w, la comparaison de données u.data <= v.data, des tests sur zéro
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pour les compteurs i = 0 et leurs combinaisons booléennes. Un exemple est
le programme qui renverse une liste dans la figure 3.2. Notons que ce pro-
gramme est correcte pour des listes non-circulaires et circulaires.

3.1.2 Appliquer le regular model-checking

Dans cette section nous décrivons brièvement une technique de vérifi-
cation basée sur le regular model-checking. Cette technique est détaillée dans
[26]. Nous considérons ici des programmes sans entiers et données. Il est
néanmoins très facile d’ajouter des données de domaine fini à l’intérieur des
listes.

3.1.2.1 Codage

Pour appliquer le regular model-checking nous devons donner un codage
des configurations du système (ici, des mémoires) comme des mots et des
opérations comme des transducteurs.

Une mémoire est codée comme la concaténation de plusieurs mots (séparés
par un symbole spécial). Chaque mot représente une liste d’éléments. Des
éléments successifs de ces listes sont donnés de gauche à droite et les po-
sitions des variables des pointeurs sont marquées par un symbole spécial.
Nous considérons d’abord des mémoires qui ne contiennent ni de cycles ni de
parties partagées. Nous utilisons l’alphabet Σ suivant : Pour chaque variable
de pointeurs x utilisé dans le programme, nous avons x ∈ Σ, et Σ contient
également les lettres | pour séparer les listes, / pour séparer les éléments
des listes (donc / représente un pointeur), # pour exprimer qu’un pointeur
pointe vers null, et ! pour le fait qu’un pointeur est indéfini.

Ensuite, nous pouvons coder une mémoire comme une séquence de parties
séparées part | comme suit :

– La première partie contient une séquence de variables de pointeurs
indéfinis. Nous fixons un ordre des variables en avance qui est respecté
dans cette situation et les autres similaires ci-dessous.

– La deuxième partie contient les variables de pointeurs pointant vers
null.

– La troisième partie contient les séquences de liste séparées par le sym-
bole |. Chaque liste est codée comme suit : Chaque élément de liste est
représenté par une séquence (possiblement vide) de variables de poin-
teurs pointant vers lui, les éléments sont séparés par le symbole /, et
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les listes se terminent avec le symbole # (null) ou ! (indéfini).
Par exemple, le mot k | j | i / / # | code une configuration initiale possible

de l’exemple de renversement d’une liste : k est indéfini, j pointe sur null, et
i pointe sur une liste avec deux éléments.

Des ensembles réguliers peuvent être utilisés pour décrire des ensembles
de mémoire. Pour l’exemple de renversement d’une liste l’expression régulière
(k | j | i /+ # |) + (k | j | i |) décrit toutes les mémoires initiales.

Remarquons que nous ne permettons pas de cellules inaccessibles dans la
mémoire, c.-à-d. des cellules qui ne peuvent pas être atteintes à partir des
variables de pointeurs en suivant les liens. Dès qu’une cellule inaccessible
est crée par une opération, une erreur est signalée. En fait, cette situation
correspond à une fuite de mémoire en C (en Java, on peut par contre toujours
“ramasser les miettes” et enlever les cellules inaccessibles).

Remarque Chaque variable de pointeur apparâıt exactement une fois dans
chaque mot. Le séparateur | et les symboles # et ! apparaissent un nombre
borné de fois puisque nous ne considérons pas les mémoires avec des cellules
inaccessibles. Le symbole / par contre peut apparâıtre un nombre non-borné
de fois.

y

x

Fig. 3.3 – Une mémoire avec partage

Listes avec partage et/ou cycles Pour coder le partage de parties de
listes comme par exemple dans la figure 3.3, nous étendons l’alphabet Σ avec
un ensemble fini de paires de marqueurs (mf ,mt, nf , nt, etc.). Un marqueur
“from” Xf peut être utilisé après un symbole de pointeur “next” / pour
indiquer que ce pointeur pointe vers un élément marqué par Xt (le marqueur
“to” correspondant). Par exemple, le mot | | x / mf | y / / nf | nt mt / / # |
représente la mémoire de la figure 3.3.

Cette mémoire peut être codée de plusieurs façon (par exemple aussi
comme | | x / nt / / # | y / / nf |). Bien que nous normalisions partiellement
le codage en imposant un ordre sur les symboles attachés à la même cellule,
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nous ne définissons ici pas de représentation canonique. Cela compliquerait le
codage des opérations du programme et ne pose pas de problème en pratique.

Remarquons aussi que les marqueurs permettent de coder des listes cir-
culaires (comme par exemple | | x nt / / nf | qui correspond à une liste
circulaire de deux éléments pointés par x).

Il n’est pas difficile de voir qu’étant donné une mémoire avec k variables
de pointeurs codée avec plus que k paires de marqueurs, on peut coder la
même mémoire avec au plus k marqueurs (en supposant qu’il n’y a pas de
cellules inaccessibles).

Coder les opérations Nous décrivons ici notre représentation des opéra-
tions de programmes par des transducteurs. Nous traitons les programmes
sans entiers et manipulations de données (autre que pointeurs). Une étape
d’abstraction permet de les obtenir à partir de programmes plus généraux. De
plus, nous supposons sans perte de généralité que les structures de contrôles
sont de la forme pointer assignment ; goto l ; ou if (pointer test)

goto l1 ; else goto l2 ;. Par ailleurs, en introduisons des variables auxi-
liaires, nous pouvons éliminer les déréférencements multiples de la forme
x.next.next et considérer uniquement les déréférencements simples.

Nous ajoutons au codage une lettre indiquant la ligne actuelle du pro-
gramme (succédée par un séparateur |). De plus, pour les besoins du codage
nous ajoutons une lettre indiquant le mode de calcul qui est soit n (nor-
mal), e (erreur — un déréférencement d’un pointeur null ou la manipulation
d’un pointeur indéfini a été détecté), s (déplacement, utilisé plus tard pour
implémenter les manipulations de pointeurs qui ne peuvent pas être codé
par un seul transducteur), ou u (inconnu, apparâıt quand un nombre insuf-
fisant de marqueurs est utilisé). Les configurations initiales de l’exemple de
renversement d’une liste sont (n l1 | k | j | i /

+ # |) + (n l1 | k | j | i |)

Les sauts conditionnels basés sur des tests comme x==null ou x==y sont
assez faciles à coder. Le transducteur vérifie, si x est dans la section cor-
respondant à null ou dans la même section que y (/ et | séparent ici les
sections), et conformément à cela change la lettre qui codé la ligne actuelle
du programme. Si x ou y sont dans la section des variables indéfinies, le
transducteur change le mode de calcul vers erreur. D’une façon similaire, les
affectations de la forme x=null ou x=y sont facile à coder—x est enlevée de
sa position actuelle (utilisant une x, ε transition) et mise dans la section de
y (utilisant une ε, x transition).
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Un cas un peu plus compliqué est celui des tests basés sur x.next et l’af-
fectation y=x.next. Mis à part la génération d’une erreur quand x est indéfini
ou null, nous devons considérer le successeur de x, ce qui peut consister à
suivre le “from” marqueur au “to” marqueur correspondant. Néanmoins, le
transducteur pour facilement se rappeler vers quel marqueur il doit aller, car
le nombre de marqueurs est fini.

Ajouter/enlever des marqueurs Le cas le plus difficile est celui des
affectations de la forme l.next=x. Le transducteur essaie d’abord de simuler
l’opération en utilisant une paire de marqueurs inutilisés (prenons mf/mt)
d’un ensemble fixé de paires de marqueurs (une paire n’est pas utilisée, si
ses marqueurs n’apparaissent pas dans la configuration actuelle). Ensuite, le
transducteur met mf dans la section après l et marque la section de x avec
mt. Par exemple, dans le renversement d’une liste, n l3 | | | j / / # | i / k / # |
est transformé par i.next=j en n l5 | | | mt j / / # | i / mf | k / # |

Il est possible, qu’il n’y a plus de marqueurs inutilisés. Dans ce cas, le
transducteur essaie de libérer des marqueurs en réarrangeant la configuration.
Cela peut être fait en déplaçant une séquence de cellules qui commence avec
un marqueur “to” directement derrière le marqueur “from” correspondant (si
ces deux marqueurs ne constituent pas une boucle). Comme expliqué dans la
section 3.1.2.1, cela est toujours possible si le nombre de paires de marqueurs
est suffisamment grand (plus que le nombre de variables de pointeurs). Par
exemple, n l4 | | | mt j / / # | i / mf | k / # | peut être réarrangé vers
n l4 | | | i / j / / # | k / # |.

L’opération esquissée ci-dessus ne peut par contre pas être réalisée avec
un simple transducteur, car elle consiste à déplacer une séquence non-bornée
(telle que la liste après i dans notre exemple) vers un autre endroit. Pour
résoudre ce problème nous utilisons un simple transducteur τ qui effectue un
pas du déplacement. Le résultat attendu est la limite τ ∗(Conf) où Conf est
un ensemble régulier de configurations sur lequel l’opération est appliquée.
La limite (ou une surapproximation) est calculée en utilisant notre technique
d’analyse d’atteignabilité avec abstraction. Pour ne pas confondre avec les
autres opérations nous utilisons le mode de calcul spécial s. 1

Si un marqueur doit être libéré mais cela n’est pas possible, nous allons
dans le mode u et arrêtons le calcul. Une telle situation ne peut pas arrivée, si

1Le déplacement peut aussi être implémenté avec une opération atomique complexe
directement sur les automates, car le résultat d’une telle opération reste régulier.
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nous utilisons autant de marqueurs que de variables de pointeurs. Néanmoins,
elle peut arriver, si l’utilisateur essaie d’utiliser un nombre plus petit de
marqueurs pour réduire le temps de calcul.

Finalement, l’opération x := new est facile à coder. Elle introduit une
séquence avec un seul élément pointé par x.

Ajouter des données aux éléments d’une liste Le codage peut être
facilement étendu pour des données finis. Ces valeurs peuvent être codées
dans Σ et une séquence encadrée par / et/ou | ne contient pas seulement les
pointeurs qui pointent vers elle mais aussi les valeurs des données.

3.1.2.2 Abstractions

Dans la section 2.3.1.3 nous avons proposé des abstractions sur les auto-
mates (langages) qui sont guidées par la représentation, c.-à-d. leur principe
générale est d’identifier des états équivalents par rapport à une certaine re-
lation qui ne dépend pas du type de configuration représentée du système
à analyser. Pour les listes, nous considérons des abstractions guidées par la
configuration. Nous proposons des schémas généraux pour définir des familles
d’abstractions de ce type. Nous adaptons d’abord la notion d’abstraction aux
langages. Une abstraction de langage est une fonction α : 2Σ∗

→ 2Σ∗

telle que
∀L ∈ 2Σ∗

. L ⊆ α(L). Une abstraction de langage α′ raffine (ou est un raffine-
ment de α) si ∀L ∈ 2Σ∗

. α′(L) ⊆ α(L). Une abstraction de langage α est finie
si l’ensemble {L ∈ 2Σ∗

: ∃L′ ∈ 2Σ∗

. α(L′) = L} est fini. Nous appelons une
fonction d’abstraction régulière, si elle peut être définie par un transducteur
fini.

Abstractions de parties par abstraction de comptage 0-k Nous consi-
dérons une décomposition finie de chaque mot et appliquons ensuite l’abs-
traction de comptage 0-k (qui perd de l’information sur l’ordre des symboles
et garde uniquement l’information sur le nombre d’occurrences jusqu’à k) sur
chaque partie du mot.

Formellement, pour w ∈ Σ∗, soit dec(w) = (a1, w1, a2, w2, · · · , an, wn)
tel que w = a1w1a2w2 · · ·anwn, ∀i, j ∈ {1, . . . , n}. ai ∈ Σ et ai 6= aj , et
∀i ∈ {1, . . . , n}. wi ∈ {a1, . . . , ai}

∗. Intuitivement, dec(w) correspond à la
décomposition unique de w par rapport à la première occurrence dans w de
chacun des symboles de Σ.
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Étant donnés un mot w et un symbole a, soit |w|a le nombre d’occur-
rences de a dans w. Soit k ∈ N>0. Nous définissons une fonction αk des
mots vers les langages telle que pour chaque w ∈ Σ∗, si dec(w) = (a1, w1,
a2, w2, · · · , an, wn), alors αk(w) = a1L1a2L2 · · ·anLn où ∀i ∈ {1, . . . , n}. Li =
{u ∈ {a1, . . . , ai}

∗ : ∀j ∈ {1, . . . , i}. |wi|aj
< k et |u|aj

= |wi|aj
, ou

|wi|aj
≥ k et |u|aj

≥ k}. Nous généralisons αk des mots vers les langages et
obtenons une abstraction de langage. On peut facilement montrer :

Proposition 3.1 Pour chaque k ≥ 0, αk est régulier.

Clairement, pour chaque alphabet Σ donné, l’ensemble des abstractions
0-k est fini et donc le nombre d’abstraction de parties est aussi fini.

Proposition 3.2 Pour chaque k ∈ N, l’abstraction αk est finie.

Nous considérons une généralisation du schéma ci-dessus obtenu comme
suit. Nous autorisons que les décompositions soient calculées uniquement par
rapport aux premières occurrences d’un sous-ensemble de l’alphabet, appelé
symboles de décomposition. Par ailleurs, nous autorisons que l’abstraction ne
concerne pas certains symboles, appelés symboles forts, c.-à-d. toutes leurs
occurrences sont préservées par l’abstraction à leurs positions originelles dans
le mot. Typiquement, les symboles forts sont ceux dont on sait qu’ils ont un
nombre borné d’occurrences dans tous les mots considérés. Par exemple, dans
les mots qui correspondent à des configurations de programmes, les symboles
forts sont les marqueurs, les séparateurs, et les variables de pointeurs.

Formellement, soient Σ1,Σ2 ⊆ Σ deux ensembles de symboles tels que
Σ1 ∩ Σ2 = ∅, où Σ1 est l’ensemble des symboles de décomposition et Σ2

l’ensemble des symboles forts. (Notons qu’il peut y avoir des symboles qui
ne sont ni dans Σ1 ni dans Σ2.) Étant donné w ∈ Σ∗, nous définissons
dec(w) comme la décomposition (a1, w1, a2, w2, · · · , an, wn) telle que (1) w =
a1w1a2w2 · · ·anwn, (2) ∀i ∈ {1, . . . , n}. ai ∈ Σ1 ∪ Σ2 et, ai ∈ Σ1 ⇒
|a1a2 · · ·an|ai

= 1, et (3) ∀i ∈ {1, . . . , n}. wi ∈ ({a1, . . . , ai} \ Σ2)
∗. Pour

chaque k, l’abstraction αk est alors définie comme précédemment.
La proposition précédente est toujours vraie si le nombre d’occurrences

de chaque symbole fort est borné. Tout ensemble de mots L tel que ∀w ∈
L. ∀a ∈ Σ2. |w|a ≤ p est appelé un langage p-Σ2-borné.

Proposition 3.3 Pour chaque borne p ≥ 0, et chaque k ∈ N, l’abstraction
αk est finie quand elle est appliquée sur un langage p-Σ2-borné.

58



Il est facile de voir que chaque schéma introduit ci-dessus définit une
famille d’abstractions raffinables.

Proposition 3.4 Pour chaque langage p-Σ2-borné L, et chaque k ≥ 0, nous
avons αk+1(L) ⊆ αk(L). De plus, si L est infini, alors αk+1(L) ( αk(L).

Abstractions de clôture Nous introduisons ici une autre famille d’abs-
tractions régulières. L’idée est d’appliquer itérativement des règles d’extra-
polation qui peuvent être vues comme des règles de réécriture remplaçant
des mots de la forme uk (pour un mot donné u et un entier positif k) par le
langage uku∗.

Soit u ∈ Σ∗ et soit k ∈ N>0. Une relation R ⊆ Σ∗ × Σ∗ est une règle
d’extrapolation par rapport à la paire (u, k) si R = {(w,w′) ∈ Σ∗ × Σ∗ :
w = u1u

ku2 et w′ ∈ u1u
ku∗u2}. Un système d’extrapolation est une union

finie de règles d’extrapolation.

Clairement, pour chaque langage L, nous avons L ⊆ R(L) (c.-à-d. R
définie une abstraction de langage). En fait, nous sommes intéressés par des
abstractions qui sont le résultat d’itération de système d’extrapolation. Nous
définissons donc une abstraction de clôture comme la fermeture réflexive et
transitive R∗ d’un système d’extrapolation R.

Il est clair que chaque système d’extrapolation correspond à une relation
régulière (c.-à-d. définissable par un transducteur fini). En général il n’est pas
connu, si les abstractions de clôture sont régulières. Dans [26] nous donnons
des conditions sur les systèmes d’extrapolation qui garantissent la régularité.

Les abstraction de clôture ne sont pas fini en général. Considérons par
exemple, la famille infinie de langages Ln = (ab)n pour n ≥ 0 et la règle
d’extrapolation R avec U = {a} et k = 1. Les images des langages donnent
alors une famille infinie de langages définie par R∗(Ln) = (a+b)n pour chaque
n ≥ 0.

Néanmoins, en pratique [26] le calcul abstrait du regular model-checking
termine. Nous montrons aussi dans [26] que le schéma d’abstraction ci-dessus
est raffinable. Les abstractions introduites dans cette section permettent une
amélioration des temps de calcul par rapport aux abstraction générales (voir
[26]).
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3.1.3 Traduire vers des automates à compteurs

Dans [22], nous donnons une méthode permettant de vérifier des pro-
grammes travaillant avec des listes en passant par les automates à compteurs.
Ici, nous esquissons cette méthode et nous donnons un exemple de traduc-
tion. La première observation (déjà faite dans la section précédente) est que
si nous ne considérons pas les parties de la mémoire qui sont inaccessibles
à partir des variables des pointeurs, le graphe qui décrit la mémoire est une
collection finie de graphe d’une forme spéciale proche d’un arbre : Il est un
ensemble d’arbres (où les arêtes sont dirigées vers la racine) ou d’arbres dont
les racines sont connectées à un cycle simple. Le nombre de tels graphes est
infini, mais il est facile de montrer que le nombre de nœuds pointé directe-
ment par plusieurs pointeurs (nœuds de partage) est borné par le nombre de
variables de pointeurs du programme.

Une abstraction naturelle pour les programmes qui ne sont pas sensibles
aux données (comme le renversement d’une liste) est d’associer à chaque
séquence d’éléments entre deux nœuds de partage une séquence abstraite
d’une certaine taille fixé. Néanmoins cette abstraction n’est pas précise en
générale. Pour définir une abstraction précise nous avons besoin de raisonner
sur la taille exacte des séquences entre les nœuds partagés. Cela nous amène à
utiliser des compteurs dans notre modèle abstrait et d’utiliser des automates
à compteurs comme modèle abstrait.

Considérer des modèles à base d’automates à compteurs a plusieurs avan-
tages. Cela permet de ne pas seulement définir des abstractions précises, mais
aussi de traiter des propriétés quantitatives qui dépendent des tailles de cer-
taines parties de la mémoire. Nous pouvons traiter des programmes avec des
variables entières dont les valeurs sont liées d’une certaine façon quantitative
aux contenus des listes (c.-à-d. par exemple à leur longueur). Par ailleurs,
cela permet une façon puissante de vérifier la terminaison qui nécessite ty-
piquement un raisonnement sur des valeurs décroissantes (par exemple, la
taille d’une partie de liste à traiter).

Nous montrons qu’on peut définir une fonction d’abstraction de pro-
grammes insensitifs aux données vers les automates à compteurs de sorte
que le programme et l’automate à compteurs sont bisimilaires. Ce résultat
signifie que notre abstraction préserve toutes les propriétés de la classe de
programmes insensitifs aux données. Les états de contrôle de l’automate à
compteurs construit correspond à des formes de mémoire abstraite (graphes
de mémoire où les séquences entre deux nœuds de partage sont réduites à
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une arête) et chaque transition correspond à l’exécution d’une opération du
programme. Elle représente une modification de la forme abstraite avec une
modification des compteurs correspondants. Ces compteurs sont attachés aux
arêtes qui correspondent aux séquences abstraites entre deux nœuds de par-
tage.

Les structures de contrôle des automates à compteurs construits sont
arbitraires en général. Néanmoins ils ont une propriété importante : si on
considère l’évolution de la somme de tous les compteurs, l’effet d’exécuter
chaque boucle de contrôle est d’incrémenter la somme par une constante qui
dépend du programme. Ce fait peut être utilisé pour montrer un résultat de
décidabilité : pour chaque programme insensitifs aux données, si la structure
de contrôle de l’automate à compteurs correspondant généré n’a pas de boucle
imbriquée (est plat), alors le problème de vérification de propriété de sûreté
et de terminaison est décidable.

Nous considérons aussi une extension aux programmes avec des données
sur un domaine potentiellement infini avec une relation d’ordre et nous sup-
posons que la seule opération autorisée sur les données est la comparaison par
rapport à cette relation d’ordre. Cette classe de programme contient entre
autres les tris. Nous étendons le principe d’abstraction sur les graphes de
mémoire de ces programmes en tenant compte de certaines informations sur
l’ordre des éléments des séquences abstraites entre deux nœuds de partage
(comme par exemple le fait que la séquence est triée ou que le premier élément
de la séquence est plus grand que le dernier élément d’une autre séquence,
etc.).

L’automate à compteurs produit peut être vérifié avec tous les outils exis-
tants pour ce type de modèle comme notre regular model-checking avec abs-
traction de la section 2.3.1. Pour la terminaison on peut utiliser par exemple
l’outil de [46].

3.1.3.1 Exemples

Dans la figure 3.4 nous montrons l’automate à compteurs qui correspond
au programme de renversement de liste de la figure 3.2 avec initialement
une liste non-circulaire pointée par i comme entrée. Les variables de comp-
teur qui correspondent à chaque nœud abstrait sont données à l’intérieur de
chaque nœud. L’automate à compteurs pour le même programme qui tra-
vaille sur une entrée circulaire est montré dans la figure 3.5. Nous indiquons
uniquement les états de contrôle où un branchement se passe.
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[x > 1]

x := x − 1

z := 1

[x > 1]

z := 1

y := y + z

lab = 2

lab = 3

lab = 7

lab = 4

lab = 5

x := x + y

Fig. 3.4 – Renversement de liste non-circulaire

3.2 Programmes avec structures de données

arborescentes

Nous considérons ici les programmes qui manipulent des structures de
données liées dynamiquement avec plusieurs sélecteurs (pointeurs) avec des
données d’un domaine fini. Nous visons la vérification des propriétés de bases
(pas d’affectations de pointeurs nulls, pas d’utilisation de pointeurs indéfinis,
pas de références à des cellules de mémoire libérées) et des invariants simples
de forme de mémoire dont la violation peut être exprimée dans un fragment
existentiel d’une logique de premier ordre sur les graphes. Nous formalisons
ce fragment pour spécifier des mauvais motifs de mémoire. Les formules de
ce fragment peuvent être traduites vers de testeurs écrit en pseudo-C qui
peuvent être attachés au programme. Ainsi nous réduisons le problème de
vérification au problème d’atteignabilité d’une ligne de contrôle (erreur) du
programme. Nous codons les graphes de mémoire avec des automates d’arbre
étendus et nous représentons les opérations du programme comme des trans-
ducteurs d’arbres. Nous pouvons ensuite utilisé le cadre du regular model-
checking avec abstraction sur les arbres décrit dans la section 2.3.1.4.

3.2.1 Programmes

Nous considérons une variante des programmes présentés dans la sec-
tion 3.1 pour les listes. Nous ne considérons pas les variables entiers. Par
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z := z − 1
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y := 1
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y := 1
[z = 1] [z = 1]
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x := 1
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x := x + 1
[z = 1]

[x > 1]
x := x − 1
z := z + 1 [y = 1]

z := z + 1

[z = 1]
x := 1

Fig. 3.5 – Renversement de liste circulaire

contre nous autorisons plusieurs pointeurs next. Des données d’un domaine
fini peuvent aussi être traitées. Nous avons les opérations suivantes : x=NULL,
x=y, x = y->next, x->next = y, x = malloc(), free(x), et if (x==y)

goto L1 ; else goto L2 ; pour des variables de pointeurs x et y et des
étiquettes de lignes de programme L1 et L2. Un exemple d’un tel programme
est donné dans la figure 3.6.
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// Listes doublement chaı̂nées

typedef struct {

DLL *next, *prev ;

} DLL ;

DLL *DLL_reverse(DLL *x) {

DLL *y,*z ;

z = NULL ;

y = x->next ;

while (y !=NULL) {

x->next = z ;

x->prev = y ;

z = x ; x = y ;

y = x->next

}

return x ;

}

Fig. 3.6 – Renverser une liste doublement châınée

3.2.2 Les propriétés

Mise à part les propriétés de base de consistance des manipulations de
pointeurs, nous voulons vérifier des propriétés d’invariance de forme de mé-
moire, telles que l’absence de partage, la non-circularité, ou par exemple le
fait que si x->next == y (et y n’est pas null ) dans une DLL, alors aussi
y->prev == x, etc.). Pour définir des telles propriétés nous proposons deux
approches.

3.2.2.1 Testeurs de forme

Premièrement, nous utilisons les testeurs écrit en pseudo-C. Ces testeurs
peuvent être vus comme du code d’instrumentation qui essaie de détecter
des violations des propriétés de forme de mémoire à des locations choisies
dans le programme à vérifier. Nous étendons légèrement le langage C pour
pouvoir suivre des pointeurs à l’envers et nous autorisons le branchement
non-déterministe. Pour notre méthode de vérification le testeur fait partie du
programme à vérifier. Une erreur est signalée si une location étiquetée par
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erreur est atteinte. De cette façon nous pouvons vérifier toute une gamme de
propriétés (voir un exemple dans la figure 3.7).

x = aDLLHead ;

while (x != NULL && random())

x = x->next ;

if (x != NULL

&& x->next->prev != x)

error() ;

Fig. 3.7 – Tester la consistance des pointeurs next et prev

3.2.2.2 Une logique de mauvais motifs de mémoire

Deuxièmement, pour définir les violations des invariants de forme de
mémoire d’une façon logique, nous proposons le formalisme LBMP (logic
of bad memory patterns), une logique de mauvais motifs de mémoire. Cette
logique est un fragment existentiel d’une logique de premier ordre sur les
graphes avec des prédicats d’atteignabilité et une quantification existen-
tielle implicite sur les chemins. Au lieu de donner la syntaxe et sémantique
complète (voir [28]) nous donnons ici quelques exemples de la logique qui
l’illustrent. Ces exemples sont des situations à éviter quand on manipule des
listes doublement châınées acycliques. Il est indésirable que les situations sui-
vantes arrivent après avoir fait une opération sur une liste (par exemple, le
renversement). Nous supposons que la liste est pointé par l. Dans les formules
suivantes p correspond à la position courante dans un graphe.

1. la liste ne se termine pas avec null :
l
n
→

∗
[p = ⊤],

2. le prédécesseur du premier élément de la liste n’est pas null :

l[¬(p
b
→ ⊥)],

3. le prédécesseur d’un successeur d’un nœud n n’est pas n :
l
n
→

∗
[∃x. p

n
→ x ∧ x 6= ⊥ ∧ ¬(x

p
→ p)], ou

4. la liste est cyclique
∃x. l

n
→

∗
[p = x]

n
→

n
→

∗
[p = x].

Nous montrons dans [28] comment traduire une formule de la logique vers
un testeur.
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Le problème de vérification Les deux approches de spécification présen-
tées ci-dessus permettent d’avoir comme problème de vérification uniquement
l’atteignabilité d’une location du programme. Plus précisément, pour montrer
qu’un programme est correct il suffit de montrer qu’une location erreur n’est
pas atteignable.

3.2.3 Appliquer le regular model-checking sur les arbres

avec abstraction

Nous esquissons ici le codage des configurations de mémoire comme des
arbres permettant l’application des méthodes de vérification décrites dans
la section 2.3.1.4. Les configurations de mémoire des programmes considérés
avec un ensemble fini de variables de pointeurs V, un ensemble fini de sélec-
teurs S = {1, ..., k}, et un domaine fini D de données stockées dans des
cellules de mémoire dynamiquement allouées peuvent être décrites comme
des graphe de forme de mémoire (shape graphs) de la façon suivante. Un
graphe de forme de mémoire est un quadruple SG = (N, S, V,D) où N
est un ensemble fini de cellules (nœuds) de mémoire, N ∩ {⊥,⊤} = ∅ (nous
utilisons ⊥ pour représenter null et ⊤ pour représenter une valeur de pointeur
indéfinie) N⊥,⊤ = N∪{⊥,⊤}, S : N×S → N⊥,⊤ est la fonction de successeur,
V : V → N⊥,⊤ est une application qui définie vers où les variables pointeurs
pointent actuellement, et D : N → D définie quelles données sont stockées
dans les nœuds de mémoire. Nous supposons ⊤ ∈ D—la valeur ⊤ est utilisée
pour représenter des nœuds effacés que nous gardons pour détecter toutes les
tentatives de les accéder.

Pour pouvoir représenter des graphes de forme de mémoire plus généraux
que les arbres, nous n’identifions pas simplement les pointeurs next avec les
branches d’un arbre accepté par un automate d’arbre. Nous utilisons plutôt
la structure d’arbre juste comme un squelette sur lequel les liens entre les
nœuds de mémoire sont exprimés en utilisant des expressions de routage,
qui sont des expressions régulières sur les directions dans un arbre (comme
monter dans l’arbre, descendre à gauche, etc.) et sur les nœuds visités. À
partir des nœuds des arbres décrit par un automate d’arbre, on peut faire
référence aux expressions de routage en utilisant des noms symboliques, ap-
pelés descripteurs de pointeur. Nous supposons de travailler avec un nombre
fini des ces descripteur R. Par ailleurs, nous associons à chaque descripteur
de pointeur un marqueur unique d’un ensemble M (et donc ||R|| = ||M||).
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Les expressions de routage peuvent identifier plusieurs nœuds de mémoire
cibles pour un nœud de mémoire et un sélecteur au départ. Les marqueurs
permettent de diminuer ce non-déterminisme de la description (uniquement
les nœuds marqués avec le marqueur correct sont considérés comme cible).
Nous montrons un exemple d’un codage dans la figure 3.8, qui représente
une liste doublement châınée. Nous utilisons deux marqueurs M1 et M2, et
deux descripteurs D1 et D2. Les sélecteurs sont 1 et 2. Le descripteur D1

indique de descendre dans l’arbre tandis que le descripteur D2 indique de
remonter.

M2

M1

M1

M2

M2

M1

D1

D1

D1

D2

D2

D2

S = {1, 2}
−1

M1: 1.D1

M2: 1.D2

7

10

14

26 Z

Y null

null

null

X

7

10

14

26

X

Z

Y

S = {1, 2}

A tree memory encoding of the DLLThe original DLL Descriptors

null pointers

undefined pointers

Fig. 3.8 – Un exemple d’un codage d’une mémoire par un arbre— une liste
doublement châınée (DLL)

3.2.3.1 Coder les opérations d’un programme comme des trans-
ducteurs

Comme pour les listes, chaque opération du programme est codée comme
un transducteur. Dans le cas des arbres (qui représentent des graphes) plu-
sieurs difficultés apparaissent : Un graphe peut avoir plusieurs codage par un
arbre. Nous choisissons de ne pas imposer un codage canonique. Néanmoins,
si un graphe SG est représenté par un arbre et SG est transformé par une
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opération vers un arbre SG′ alors le transducteur transforme l’arbre de sorte
qu’il représente SG′. Pour cela il faut tenir compte des expressions de rou-
tage. Tous les détails du codage se trouvent dans [28].

3.2.3.2 Structures d’entrée

Nous considérons deux possibilités de coder les structures d’entrée. D’une
part nous pouvons directement donner un codage des graphes de mémoire
d’entrée comme des arbres, par exemple pour toutes les listes doublement
châınées en utilisant les expressions de routage adéquates. Un tel codage
peut être donné manuellement ou dérivé automatiquement d’une description
de la structure de donnée traitée comme par exemple un graph type [81].
L’avantage est que le processus de vérification commence avec un codage
exacte de toutes les instances possibles de la structure de donnée considérée.

Une autre approche est de commencer avec un graphe de mémoire vide où
toutes les variables sont indéfinies. Ensuite, nous supposons que l’ensemble
des graphes de mémoires sur lequel le programme devrait être vérifié est
généré par un constructeur écrit en C par l’utilisateur (comme, par exemple
dans la figure 3.9). Ce constructeur est mis avant la procédure à vérifier et le
model-checker est lancé. L’avantage est qu’aucune notation supplémentaire
est nécessaire. Le désavantage est que plus de code doit être vérifié ce qui
peut ralentir le processus de vérification.

aDLLHead = malloc() ;

aDLLHead->prev = null ;

x = aDLLHead ;

while (random()) {

x->next = malloc() ;

x->next->prev = x ;

x = x->next ;

}

x->next = null ;

Fig. 3.9 – Générer des DLLs
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3.2.3.3 Appliquer ARTMC

Pour appliquer l’approche du regular model-checking sur les arbres avec
abstraction (ARTMC), la difficulté principale est le fait que ARTMC utilise
des arbres, qui ont dans notre cadre une sémantique en terme de graphe de
mémoire. Un langage d’arbre représente un ensemble de graphe de mémoire.
Il est possible que le langage d’arbre n’est pas vide mais que l’ensemble de
graphe correspondant est vide (l’inverse n’est pas possible). Nous avons donc
uniquement un test du vide approché. Si on choisit une abstraction fini α,
alors le calcul abstrait s’arrête, car le nombre d’expressions de routage est
borné. Notre méthode a été implémenté dans un outil disponible [11] qui est
basé sur la libraire d’automate MONA [80]. Une version légère de l’outil a
été implémenté basée sur TIMBUK [115]. Cet outil implémente la version
de ARTMC basée sur les automates non-déterministes (voir section 2.4.1)
Nous avons obtenu des résultats intéressants pour plusieurs programmes non-
triviaux qui manipulent des structures de données arborescentes (comme
l’algorithme Deutsch-Schorr-Waite), les listes doublement châınées, etc.

3.2.4 La terminaison

Dans [64] nous donnons une méthode pour vérifier la terminaison de
programmes sur les structures de données arborescentes. Cette méthode est
basée sur une boucle abstraire-tester-raffiner. Nous utilisons ARTMC pour
obtenir des invariants du programme. Ensuite, nous traduisons le programme
vers un automate à compteurs qui le simule. Si la terminaison de l’automate
à compteurs peut être montrée en utilisons des techniques dédiées, alors le
programme termine aussi. Sinon, nous analysons le contre-exemple qui est
peut-être donné par l’outil de terminaison d’automate à compteurs et nous
concluons que le programme ne termine pas, ou nous raffinons l’abstraction
et recommençons. Nous montrons que le problème de savoir si un contre-
exemple en forme de lasso est un vrai contre-exemple est décidable pour
quelques cas non-triviaux. Cette méthode a été appliquée a plusieurs études
de cas.

3.3 Travaux connexes

Le domaine de la vérification de programmes avec pointeurs est très vaste.
Il est impossible de résumer tous ces travaux dans une section. Les approches
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les plus utilisées sont la “shape analysis” [108], une méthode basée sur l’in-
terprétation abstraite et l’utilisation d’une logique dédiée pour raisonner sur
les structures de mémoire, appelé logique de séparation [106] qui était conçue
pour faciliter les preuves à la Hoare. Ces deux techniques peuvent être com-
binées (voir par exemple [53]). L’idée d’utiliser les automates à compteurs
pour représenter des programmes avec listes apparâıt aussi indépendamment
dans [15] et a été reprise dans [103].

3.4 Perspectives

L’amélioration des méthodes du regular model-checking présentées dans
le chapitre 2 profitera directement aux méthodes présentées ici. Nous tra-
vaillons également sur une méthode dédiée aux programmes avec plusieurs
sélecteurs en utilisant un codage plus simple et on codant directement les
opérations des programmes comme des modifications des automates. L’idée
est de tirer profit du fait que les opérations du programmes entrâınent unique-
ment des changements locaux dans la structure de la mémoire. Cela devrait
être exploité dans les structures de représentation des configurations.
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Chapitre 4

Arbres équilibrés

Dans ce chapitre nous considérons la vérification de propriétés non-régu-
lières d’algorithmes sur les arbres, notamment les propriétés d’équilibre d’arb-
res. Par exemple, dont les arbres rouges et noirs il y a une propriété qui parle
du nombre de noeuds rouges et noirs. Ces propriétés ne peuvent pas être
directement traitées avec la méthode présentée dans le chapitre précédent, car
cette méthode est basée sur les automates d’arbre réconnaissant des langages
réguliers d’arbre.

Pour traiter ces propriétés nous introduisons donc une nouvelle classe
d’automate d’arbre, appelé TASC (Tree Automata with Size Constraints).
Les TASC sont des automates d’arbres dont les règles sont conditionnées
par des contraintes arithmétiques sur les tailles des sous-arbres du nœud
considéré. La taille d’un arbre est une valeur numérique définie inductivement
sur la structure de l’arbre, par exemple la hauteur ou le nombre de nœuds
noirs sur tous les chemins, etc. L’avantage principale des TASC est qu’ils
peuvent reconnâıtre des ensembles non réguliers d’arbres, tel que les arbres
AVL, les arbres rouges et noirs et en général des ensembles d’arbres avec
des pointeurs vers le parent et qui nécessitent des contraintes arithmétiques
sur les longueurs de certains chemins dans l’arbre. Nous montrons que la
classe des TASC est close par les opérations d’union, d’intersection et de
complément. Leur problème du vide est décidable. De plus, la sémantique
des opérations de programmes qui changent l’arbre (comme le changement
de couleur, les rotations, etc.) peut être vue comme des changements de la
structure des automates.

Dans notre approche de vérification basée sur les TASC, l’utilisateur
donne la précondition, la postcondition et les invariants de boucles du pro-
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gramme impératif à vérifier. Le problème de vérification est alors de tester
la validité de triplets de Hoare de la forme {P} C {Q} où P et Q sont
des ensembles de configurations donnés par des TASC qui correspondent à la
précondition et à la postcondition du programme ou à un invariant de boucle,
et C est une partie du programme sans boucle à vérifier. Ce problème est
réduit au problème du vide de TASC.

Travaux connexes Plusieurs travaux sur la vérification de programmes
qui manipulent des structures arborescentes existent venant de chercheurs
de différents horizons, tel que l’analysis statique [101, 107], la théorie des
preuves [38], la théorie des langages formels [94, 28]. L’approche qui est la plus
proche de la notre est celle de PALE (Pointer Assertion Logic Engine) [94],
qui consiste à traduire le problème de vérification vers la logique SkS [105] et
à utiliser les automates d’arbre (classiques) pour le résoudre. Notre approche
ressemble à PALE puisque nous supposons que l’utilisateur fournisse des pré-
et postconditions et les invariants de boucle et nous réduisons le problème de
validité de triplet de Hoare au problème du vide d’un langage. Néanmoins,
nous pouvons traiter des propriétés quantitatives qui ne sont pas traitées
dans PALE.

Dans [107], un cadre spécialisé pour la “shape analysis” quantitative
est introduit pour vérifier la manipulation des arbres AVL. Dans [13], la
vérification de quelques propriétés de l’insertion dans un arbre rouge et
noir est rapportée. Ce travail utilise des systèmes de réécriture de graphes
pour l’insertion. Le modèle est construit manuellement. Ensuite, une sur-
approximation utilisant des graphes de Petri (des réseaux de Petri avec une
structure de graphe supplémentaire) est utilisée pour vérifier que deux nœuds
rouges n’apparaissent jamais ensemble. De plus, un système de typage de
graphe est utilisé pour la propriété d’équilibre. Ces étapes demandent une
intervention de l’utilisateur.

Récemment, [88] a proposé une approche pour vérifier des algorithmes
sur les arbres équilibrés (en particulier les arbres rouges et noirs). Elle est
basée sur un théorie décidable d’algèbre de termes avec l’arithmétique de
Presburger. Cet algèbre permet de définir des fonctions de termes vers les
entiers, par exemple le nombre maximal des nœuds noirs dans un chemin de la
racine vers une feuille. Par contre, on ne peut pas exprimer des changements
locaux à une ligne précise du programme. Dans un autre travail récent [97],
un modèle basé sur une extension de la logique de séparation [106] avec des
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prédicats de forme définissables par l’utilisateur est utilisé. Ce travail utilise
aussi l’approche des triplets de Hoare, mais leurs vérification est effectuée
par des règles qui ne sont pas forcément complètes.

La définition des TASC est le résultat de la recherche d’une classe d’au-
tomates d’arbres à compteurs qui combine des propriétés intéressantes de fer-
meture (par union, intersection, complément) avec la décidabilité du problème
du vide. Les travaux existants qui étendent les automates d’arbres avec des
compteurs (par exemple [48, 95, 85]) concernent plutôt le comptage en largeur
des nœuds. Nous donnons la possibilité de compter en profondeur. Notons
que des modèles de calcul similaires, tels que des machines alternantes à
multi-bandes ou à compteurs ont un problème du vide indécidable dès qu’on
considère deux ou plus de bandes d’entrée à une lettre. Ceci est équivalent à
utiliser des compteurs qui ne décroissent pas [102]1. Néanmoins, restreindre
le nombre de compteurs est problématique pour obtenir la clôture des auto-
mates par intersection. La solution que nous adoptons ici est de restreindre les
opérations sur les compteurs en les rendant dépendants de l’alphabet d’entrée
de l’arbre (ce qui revient à les encoder directement dans l’entrée comme des
fonctions de taille). Cette solution peut être vue comme une généralisation
des langages à pile avec visibilité [7] aux arbres (pour des alphabets de pile
d’une lettre). Une approche similaire a été utilisé récemment dans [45], où les
automates d’arbre avec visibilité et une mémoire (VTAM) ont été introduits.
Les VTAM définissent une sous-classe d’automates d’arbre à une mémoire
[42] avec des propriétés de fermeture. Les arbres rouges et noirs et d’autres
types d’arbres équilibrés peuvent être reconnus par des automates de ce for-
malisme. Par contre le travail [45] ne traite pas directement le problème de
vérification de programmes manipulant des arbres.

Toutes les preuves se trouvent dans le papier [66] et le rapport technique
correspondant [65].

4.1 Une méthodologie de vérification basée

sur les TASC

Dans cette section nous introduisons notre méthodologie de vérification
pour des programmes utilisant des arbres équilibrés. Comme exemple nous

1Ce résultat est une amélioration d’un travail considérant des automates à multi-bandes
reconnaissant des langages à une lettre [59].
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Fig. 4.1 – (a) Un arbre rouge et noir, les nœuds 10, 15, 19 sont rouges (b)
la rotation d’arbre gauche et droite

utilisons les arbres rouges et noirs. Ce sont des arbres binaires de recherche
dont les nœuds sont colorés en rouge ou en noir. Ils sont équilibrés en contrai-
gnant la façon dont les nœuds sont colorés. Ces contraintes assurent qu’aucun
chemin maximal dans l’arbre peut être plus que deux fois plus grand qu’un
autre.

Plus précisément, les arbres rouges et noirs sont des arbres de recherche
binaires dont les nœuds contiennent un élément d’un domaine ordonné de
données, une couleur, un pointeur gauche et droite, un pointeur vers son
parent et qui satisfont les contraintes suivantes :

1. Chaque nœud est soit rouge soit noir.

2. La racine est noire.

3. Chaque feuille est noire.

4. Si un nœud est rouge, alors ses deux enfants sont noirs.

5. Tous les chemins de la racine vers une feuille contiennent le même
nombre de nœuds noirs.

Un exemple d’un arbre rouge et noir est donné dans la figure 4.1 (a). Les
opérations principales sur les arbres équilibrés (et donc en particulier aussi
sur les arbres rouges et noirs) sont la recherche d’une valeur, l’insertion et
la suppression. Quand on implémente les deux dernières opérations on doit
s’assurer que l’arbre reste équilibré. Cela est typiquement fait en utilisant des
rotations d’arbre (voir la figure 4.1 (b)), qui dans le cas des arbres rouges et
noirs peut changer le nombre de nœuds noirs sur un chemin donné.

À cause de la dernière condition sur les arbres rouges et noirs (c.-à-d. tous
les chemins doivent avoir le même nombre de nœuds noirs), il est évident que
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l’ensemble des arbres rouges et noirs n’est pas régulier (reconnaissable par
un automate d’arbre standard [43]). Pour cette raison nous introduisons une
classe d’automates d’arbre qui permet de décrire des configurations conte-
nant des arbres équilibrés. Cette classe devrait être assez puissante pour
décrire ces arbres et en même temps avoir les propriétés nécessaires permet-
tant la vérification automatique (par exemple, la décidabilité de l’inclusion,
la fermeture par certaines opérations, etc.).

Ici, nous définissons une telle classe d’automates d’arbre étendus, appelé
TASC (tree automata with size constraints). Nous supposons que le contenu
des nœuds est abstrait (nous ne vérifions pas, si l’arbre est trié). Les blocs
de base des programmes (c.-à-d. les commandes élémentaires ou des groupes
de commandes que nous considérons comme atomiques, comme par exemple
les rotations) définissent des transformations sur les TASC.

Nous supposons que l’utilisateur spécifie la précondition et la postcondi-
tion du programme à vérifier. Nous supposons par ailleurs que l’utilisateur
fournisse un invariant pour chaque boucle. Les préconditions, postconditions
et les invariants sont donnés par des TASC. Ensuite, la vérification consiste
à tester automatiquement la validité de chaque triplet de Hoare {P} C {Q},
où :

– P est une précondition ou un invariant de boucle.
– Q est une postcondition ou un invariant de boucle.
– C est une partie du code sans boucle entre P et Q.

Cela est fait en calculant l’image de P après une application du code du
bloc C et en testant que l’image implique Q. Ce test correspond à tester
l’inclusion pour du langage d’un TASC dans un autre.

Dans la figure 4.2, nous donnons le pseudo-code de l’opération d’insertion
pour les arbres rouges et noirs [47]. Pour ce programme, nous voulons montrer
qu’après insertion d’un nœud un arbre rouge et noir reste un arbre rouge et
noir. Nous nous restreignons à calculer les effets de bloc de programmes
qui préservent la structure d’arbre de la mémoire. Cela n’est pas le cas en
général car des opérations sur les pointeurs peuvent changer temporairement
la structure arborescente, par exemple dans le code effectuant une rotation.
Les opérations que nous traitons sont les suivantes :

1. tester la structure de l’arbre
(comme, par exemple x->parent == x->parent->parent->left),

2. changer la valeur d’une donnée (de domaine fini) d’un nœud
(comme, par exemple x->colour = red),
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RB-Insert(T,x) :

Tree-Insert(T,x); % insère une nouvelle feuille x

x->colour = red ;

while (x != root && x->parent->colour == red) {

if (x->parent == x->parent->parent->left) {

if (x->parent->parent->right->colour == red) {

x->parent->colour = black ; % Cas 1

x->parent->parent->right->colour = black ;

x->parent->parent->colour = red ;

x = x->parent->parent;

}

else {

if (x == x->parent->right) { % Cas 2

x = x->parent;

LeftRotate(T,x);

}

x->parent->colour = black ; % Cas 3

x->parent->parent->colour = red ;

RightRotate(T,x->parent->parent);

}

}

else .... % le même que ci-dessus avec right et left échangé

}

root->colour = black ;

Fig. 4.2 – Une procédure pour insérer dans un arbre rouge et noir

3. les rotations gauche et droite (figure 4.1 (b)),

4. déplacer un pointeur vers le haut ou le bas de la structure d’arbre
(comme x = x->parent->parent),

5. insérer ou supprimer de bas niveau, c.-à-d. insérer/supprimer en mé-
moire une feuille, ce qui est suivi d’une opération de rééquilibrage.
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4.2 Les automates d’arbre avec contraintes

de taille

Dans ce qui suit, nous travaillons avec l’ensemble D de toutes les combi-
naisons booléennes de formules de la forme x−y ⋄ c or x⋄ c, pour un c ∈ Z et
⋄ ∈ {≤,≥}. L’égalité est introduite comme abréviation : x−y = c : x−y ≤
c ∧ x − y ≥ c. La négation peut être éliminée de chaque formule de D car
x− y 6≤ c ⇐⇒ x− y ≥ c+1. Aussi, chaque contrainte de la forme x− y ≥ c
peut être écrite d’une façon équivalente comme y−x ≤ −c. Pour une formule
fermée ϕ, nous écrivons |= ϕ pour indiquer que ϕ est valide. Nous utilisons,
⊤ pour true et ⊥ pour false.

Un alphabet Σ muni de rang est un ensemble de symbole avec une fonction
# : Σ→ N. Pour f ∈ Σ, la valeur #(f) est appelé le rang de f . Les symboles
de rang zéro sont appelés constantes. Nous écrivons Σn pour l’ensemble de
tous les symboles de rang n de Σ. Soit λ la séquence vide. Un arbre t sur un
alphabet Σ est une fonction partielle t : N∗ → Σ qui satisfait les conditions
suivantes :

– dom(t) est un sous-ensemble fini de N∗ fermé par préfixe, et
– pour chaque p ∈ dom(t), si #(t(p)) = n > 0, alors {i | pi ∈ dom(t)} =
{1, . . . , n}.

Un cas spécial d’un alphabet muni de rang est l’alphabet binaire dans
lequel tous les symboles ont rang zéro ou deux. Les arbres avec alphabet
binaire sont appelés arbres binaires.

Un sous-arbre de t commençant à la position p ∈ dom(t) est l’arbre t|p
défini comme t|p(q) = t(pq) si pq ∈ dom(t), et indéfini sinon. Nous notons
T (Σ) l’ensemble de tous les arbres sur l’alphabet Σ.

Une fonction de taille (ou mesure) associe à chaque arbre t ∈ T (Σ) un
entier |t| ∈ Z. Les fonction de taille sont définies récursivement sur la struc-
ture d’un arbre. Pour chaque f ∈ Σ, si #(f) = 0, alors |f | est une constante
cf , sinon, pour #(f) = n, nous avons :

|f(t1, . . . , tn)| =







b1|t1|+ c1 si |= δ1(|t1|, . . . , |tn|)
. . .

bn|tn|+ cn si |= δn(|t1|, . . . , |tn|)

où b1, . . . , bn ∈ {0, 1}, c1, . . . , cn ∈ Z, et δ1, . . . , δn ∈ D, qui dépendent tous de
f . Pour avoir une définition cohérente, δ1, . . . , δn doivent définir une partition
de Nn, c.-à-d. |= ∀x1 . . .∀xn

∨

1≤i≤n δi(x1, . . . , xn) ∧
∧

1≤i<j≤n ¬(δi(x1, . . . , xn)
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∧δj(x1, . . . , xn)).
2 Un t-alphabet (Σ, |.|) est un alphabet muni d’un rang avec

une fonction de taille associée.

Exemple 4.1 La taille d’un arbre binaire est un exemple d’une fonction de
taille (mesure). Elle est définie comme |c| = 1 si #(c) = 0, et

|f(t1, t2)| =

{
|t1|+ 1 if |t1| ≥ |t2|
|t2|+ 1 if |t1| < |t2|

si #(f) = 2. 2

Un automate d’arbre avec contraintes de taille (TASC) sur un t-alphabet
(Σ, |.|) est un triplet A = (Q,∆, F ) où Q est un ensemble fini d’états, F ⊆ Q
est un ensemble d’états finaux et ∆ est un ensemble de règles de la forme

f(q1, . . . , qn)
ϕ(|1|, . . . , |n|)
−−−−−−−−−−→ q

où f ∈ Σ, #(f) = n, et ϕ ∈ D est une formule avec n variables libres. Pour
des constantes a ∈ Σ, #(a) = 0, l’automate a des règles sans contraintes de
la forme a −→ q.

Un calcul de A sur un arbre t : N∗ → Σ est une fonction π : dom(t)→ Q
qui associe à chaque position de t un état acceptant le sous-arbre à partir de
cette position. Formellement, pour chaque position p ∈ dom(t), où q = π(p),
nous avons :

– si #(t(p)) = n > 0 et qi = π(pi), 1 ≤ i ≤ n, alors ∆ a une règle

t(p)(q1, . . . , qn)
ϕ(|1|, . . . , |n|)
−−−−−−−−−−→ q et |= ϕ(|t|p1|, . . . , |t|pn|),

– sinon, si #(t(p)) = 0, alors ∆ a une règle t(p) −→ q.

Un calcul π est acceptant ssi π(λ) ∈ F . Comme d’habitude le langage de
A, noté L(A) est l’ensemble de tous les arbres pour lesquels A a un calcul
acceptant.

Exemple 4.2 Le TASC suivant reconnâıt l’ensemble de tous les arbres rouges
et noirs. Soit Σ = {red, black, null} avec #(red) = #(black) = 2 et #(null) =

2Pour des raisons technique liées à la décidabilité du problème du vide pour TASC,
nous n’autorisons pas de combinaisons linéaires arbitraires de |ti| dans la définition de
|f(t1, . . . , tn)|.
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0. D’abord, nous définissons la fonction de taille comme le nombre maximal
de nœuds noirs sur un chemin de la racine vers une feuille : |null| = 1,
|red(t1, t2)| = max(|t1|, |t2|), et |black(t1, t2)| = max(|t1|, |t2|) + 1. Le TASC
qui reconnâıt l’ensemble de tous les arbres rouges et noirs est défini comme
Arb = ({qb, qr},∆, {qb}) avec l’ensemble des règles :

∆ = {null −→ qb, black(qb/r, qb/r)
|1| = |2|
−−−−−−→ qb, red(qb, qb)

|1| = |2|
−−−−−−→ qr}

L’utilisation de qx/y dans la partie gauche d’une règle signifie que nous pre-
nons toutes les règles où soit qx soit qy prennent la place de qx/y.

Pour des arbres binaires nous définissons la notion de facteur d’équilibrage.
Soit t un arbre binaire et p ∈ dom(t) une position. Le facteur d’équilibrage
de t à p est la différence |t|p0| − |t|p1| entre la taille du sous-arbre gauche et
droite de p.

4.3 Propriétés de fermeture et décidabilité

de TASC

Cette section est consacrée à la fermeture de la classe des TASC par les
opérations d’union, intersection et complément. La preuve de la décidabilité
du problème du vide est aussi esquissée.

Un TASC est appelé déterministe, si pour chaque arbre d’entrée, l’auto-
mate a au maximum un calcul. Pour chaque TASC A nous pouvons construire
un TASC déterministe Ad tel que L(A) = L(Ad). Pour cela nous adaptons
la construction par sous-ensemble classique pour la déterminisation d’auto-
mates d’arbres ascendants (bottom-up). Nous devons tenir compte du fait
que dans un TASC déterministe deux règles avec la même partie gauche
ne devraient pas être applicables simultanément. Ce problème est résolu en
introduisant des nouvelles règles dont les gardes sont des conjonctions des
gardes de A.

Theorème 4.3 Pour chaque TASC A il existe un TASC Ad déterministe
avec L(Ad) = L(A).

Soient A1 = (Q1,∆1, F1) et A2 = (Q2,∆2, F2) deux TASC. Nous suppo-
sons sans perte de généralité que Q1 et Q2 sont disjoints. Soit A1 ∪ A2 =
(Q1 ∪Q2,∆1 ∪∆2, F1 ∪ F2).
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Lemma 4.4 Soit Σ un t-alphabet et Ai = (Qi,∆i, Fi), i = 1, 2, deux TASC
sur Σ. Alors, L(A1 ∪A2) = L(A1) ∪ L(A2).

Un TASC A = (Q,∆, F ) est appelé complet si, pour chaque arbre t ∈

T (Σ) il existe un état q ∈ Q tel que t
∗
−→
A

q. Un TASC A = (Q,∆, F ) peut

être facilement complété.

Lemma 4.5 Soit Σ un t-alphabet et A = (Q,∆, F ) un TASC sur Σ. Alors,
L(Ac) = L(A). Si A est déterministe, alors Ac l’est aussi.

Le complément d’un TASC A = (Q,∆, F ) déterministe complet est défini
comme A = (Q,∆, Q \ F ).

Lemma 4.6 Soit Σ un t-alphabet et A = (Q,∆, F ) un TASC complet et
déterministe sur Σ. Alors t ∈ L(A) ssi t 6∈ L(A) pour chaque t ∈ T (Σ).

Puisque nous pouvons construire des automates pour la complémentation

et l’union de TASC, on peut définir l’intersection comme A1∩A2 = A1 ∪ A2.
Pour montrer que le problème du vide des TASC est décidable nous re-

marquons que tous les calculs d’un TASC sont en correspondance directe avec
les calculs acceptants d’un automate à pile alternant (APDS) qui peut être
construit directement à partir du TASC. L’existence d’un calcul acceptant
d’un APDS est un problème décidable bien connu, qui est une conséquence
des résultats de [23]. En effet, il est montré qu’étant donné un ensemble
régulier C de configurations (paires de la forme 〈q, w〉, où q est un état de
contrôle et w le contenu de la pile), l’ensemble pre∗(C) de toutes les configu-
rations prédécesseurs est aussi régulier et effectivement calculable à partir de
C. En particulier l’ensemble pre∗q(C) = {w | 〈q, w〉 ∈ pre∗(C)} est régulier et
effectivement calculable à partir de C. Autrement dit, le APDS a un calcul
à partir d’un état de contrôle q0 vers une configuration de C ssi l’ensemble
pre∗q0 n’est pas vide. Puisque le dernier est un ensemble régulier (reconnu par
un automate alternant) son problème du vide est décidable. Cela implique la
décidabilité du problème du vide pour les APDS. La construction de l’APDS
à partir du TASC est assez technique et se trouve dans [65].

Remarque. La décidabilité du problème du vide pour les TASC peut aussi
être montrée en utilisant une réduction vers la classe des automates d’arbres
à une mémoire [42] en codant la taille d’un arbre comme un terme unaire.
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Les contraintes d’inégalité des gardes des TASC peuvent être simulées d’une
façon analogue en ajoutant des boucles incrément/décrément aux automates
d’arbres avec une mémoire.

4.4 La sémantique des opérations

Comme expliqué dans la section 4.1, il y a trois types d’opérations qui
sont utilisés couramment dans les procédures pour rééquilibrer les arbres
binaires après une insertion ou une suppression : (1) la navigation dans
l’arbre, par exemple tester ou changer la position vers laquelle une variable
pointeur pointe, (2) tester ou changer certaines données des nœuds, comme
leur couleur, et (3) les rotations. De plus, nous devons considérer les inser-
tions/suppressions de bas niveaux qui précédent un rééquilibrage.

Les TASC définis dans la section 4.2 ne sont pas fermés par rapport à
l’effet de certaines des opérations mentionnées ci-dessus, notamment celles
qui changent le facteur d’équilibrage d’une position. Pour cette raison nous
introduisons les TASC restreints (rTASC), pour lesquels nous allons mon-
trer la fermeture par toutes les opérations nécessaires sur les arbres binaires.
Par ailleurs, les rTASC sont fermés par rapport à l’intersection, l’union, et
ils peuvent être déterminisés et minimisés [65]. Par contre, ils ne sont pas
fermés par complément. Nous utilisons donc les rTASC pour décrire les in-
variants de boucle, les pré- et postconditions de programmes ainsi que pour
effectuer les calculs d’atteignabilité nécessaires. Les TASC sont ensuite uti-
lisés pour effectuer les tests d’inclusion associés (où ils apparaissent comme
des négations de rTASC).

Remarque. Pour simplifier la présentation de l’effet de commandes de pro-
grammes sur un ensemble de configurations de mémoire représenté par un
rTASC, nous supposons par la suite que les commandes n’amènent pas à une
erreur de mémoire (comme une deréférence d’un pointeur null). Néanmoins
il est simple d’implémenter des tests pour ces erreurs potentiels de la même
manière que les conditions sont implémentées (voir la section 4.4.4).
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4.4.1 TASC restreints

Un t-alphabet restreint est un t-alphabet contenant uniquement des cons-
tantes et des symboles binaires et la fonction de taille est de la forme

|f(t1, t2)| = max(|t1|, |t2|) + a

avec a ∈ Z pour des symboles binaires. Un TASC restreint est un TASC avec
t-alphabet restreint et dont les règles binaires sont de la forme

f(q1, q2)
|1| − |2| = b
−−−−−−−−−→ q

avec b ∈ Z, permettant uniquement de tester des différences constantes entre
deux sous-arbres.

Notons que toute conjonction de gardes d’un rTASC et leurs négations
se réduit soit à faux soit à une formule de la même forme, |1| − |2| = b. Avec
cela, il est clair que l’intersection de deux rTASC est un rTASC et que la
déterminisation de la section 4.3 appliquée à un rTASC donne un rTASC. En
outre, puisque les règles de rTASC contiennent au plus deux variables, pour
décider le problème du vide de rTASC il n’est pas nécessaire d’appliquer le
pas possiblement cher de la conversion en forme normale comme pour les
TASC [65]. L’intersection d’un rTASC avec un automate d’arbre standard
est un rTASC, car un automate d’arbre ascendant peut être vu comme un
rTASC où toutes les gardes sont vraies. De l’autre coté, il est clair que les
rTASC ne sont pas fermés par complément, puisque les inégalités ne sont pas
permises comme gardes. Dans [65] nous donnons une procédure très simple
de minimisation de rTASC.

4.4.2 Représentation des configurations de mémoire

Avant de décrire comment les rotations (et les autres opérations) peuvent
être implémentées sur les rTASC, nous expliquons d’abord comment les
rTASC peuvent être utilisés pour représenter des ensembles de configura-
tions de programmes qui manipulent des arbres équilibrés comme les arbres
AVL ou les arbres rouges et noirs. Intuitivement, nous représentons des confi-
gurations de mémoire (graphes de mémoire) qui ont la forme d’un arbre par
des arbres reconnus par des rTASC, où les nœuds sont étiquetés par (1) les
variables qui pointent vers eux et (2) les données contenues dans les nœuds.
Nous utilisant aussi l’étiquette null pour indiqués les successeurs des feuilles.
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Formellement, nous considérons un ensemble fini de variables de pointeurs
V = {x, y, . . .} et un ensemble fini de valeurs de donnée D, par exemple,
D = {red, black}. Soit Σ = P(V)×D ∪ {null}. Les rangs sont définis ainsi :
#(f) = 2 pour tout f ∈ P(V) × D, et #(null) = 0. Pour chaque symbole
non-null f ∈ P(V) × D, v(f) ⊆ V et d(f) ∈ D dénotent les variables qui
pointent vers le nœud étiqueté par f et la valeur de donnée de ce nœud,
respectivement, par exemple, f = (v(f), d(f)). Pour un arbre t ∈ T (Σ) et
une variable x ∈ V, un nœud p ∈ dom(t) est pointé par x ssi t(p) 6= null
et x ∈ v(t(p)). S’il n’y a pas de nœud pointé par une variable x ∈ V dans
un arbre t ∈ T (Σ), c.-à-d. ∀p ∈ dom(t). t(p) 6= null ⇒ x 6∈ v(t(p)), nous
supposons x d’être null.3

Pour la suite de la section, soit A = (Q,∆, F ) un rTASC sur Σ. A
représente un ensemble de configurations de mémoire ssi pour tout t ∈ L(A)
et tout x ∈ V, il y a au plus un p ∈ dom(t) pointé par x. Cette condi-
tion peut toujours être forcée en intersectant un rTASC donné par le rTASC

A′ = (Q′,∆′, Q′) où Q′ = P(V), et ∆′ = {null −→ ∅} ∪ {f(v1, v2)
⊤
−→ v |

v = v(f) ∪ v1 ∪ v2 ∧ v(f) ∩ v1 = v(f) ∩ v2 = v1 ∩ v2 = ∅}. Intuitivement,
A′ se rappelle dans ses états de contrôle de toutes les variables rencontrées
jusqu‘à présent et vérifie que chaque variable est rencontrée une seule fois au
maximum.

Un exemple d’un rTASC qui représente les configurations de mémoire
de l’invariant de la procédure d’insertion dans les arbres rouges et noirs est
donné au début de la section 4.5.

4.4.3 Calculer l’effet d’une rotation d’arbre

Soient x ∈ V une variable et A = (Q,∆, F ) un rTASC. Nous donnons
ici un survol et un exemple d’une méthode pour calculer un rTASC A′ =
(Q′,∆′, F ′) qui décrit l’ensemble des arbres qui sont le résultat d’une rotation
gauche appliqué aux arbres de L(A) au nœuds pointés par x. Le cas d’une
rotation droite est similaire.4 Tous les détails se trouvent dans [65].

Dans la figure 4.3 nous illustrons une rotation gauche sur un rTASC.
Pour la rotation gauche, les règles concernant les nœuds pointés par x et

leurs voisins doivent être changées, comme par exemple les règles r1,r2 et r3

3Pour simplifier,nous ne distinguons pas explicitement entre null et une valeur de poin-
teur indéfini. Une telle distinction pourrait être introduite assez simplement.

4La rotation droite pourrait être implémentée en échangeant temporairement les enfants
des règles impliquées, effectuer une rotation gauche et échanger les enfants encore une foi.
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Fig. 4.3 – la rotation gauche sur un rTASC
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[ ϕ’: s’1 = s2 + 3 ]
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Fig. 4.4 – Propagation de changement des facteurs d’équilibrage dans un
rTASC

dans la figure 4.3. D’autres règles doivent être modifiées pour traiter

– les changements de certains états de contrôle, par exemple le change-
ment de q5 vers q′3 dans la règle r3 de la figure 4.3, où

– les changements du facteur d’équilibrage qui résulte de la rotation, c.-à-
d. les changements de la différence de taille entre les sous-arbres gauche
et droite, qui sont propagés du sous-arbre de la rotation d’une façon
ascendante.

Dans la figure 4.4 un exemple de propagation de changement du facteur
d’équilibrage est donné.
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4.4.4 Les autres opérations

Nous montrons ici que les TASC sont aussi fermés par les autres opérations
couramment utilisées avec les arbres binaires équilibrés. Nous avons donné
ces opérations dans la section section 4.1. Nous donnons ici uniquement une
description informelle, leur formalisation étant simple.

Tester et changer des pointeurs et données. Premièrement, nous
considérons l’opération qui consiste à tester si deux expressions sur les poin-
teurs désignent le même nœud de l’arbre. Des exemples de telles expressions
sont x == root ou x->parent->right == x. En général, nous considérons
des tests de la forme e1==e2 où e1, e2 sont de la forme v->n1-> n2->...nm avec
v ∈ V, m ∈ N, et n1, ..., nm ∈ {left, right, parent}. Soient A un rTASC re-
connaissant un ensemble S d’arbres et un test d’égalité de pointeurs c. Alors
le rTASC qui décrit le sous-ensemble S ′ de S des arbres qui satisfont c est
l’intersection de A et le TASC Ac qui décrit c. Puisque c décrit un ensemble
régulier d’arbre, ce TASC peut être calculé facilement.

Pour illustrer cette construction, nous donnons comme exemple un au-
tomate Ac pour la condition x->parent->right == x. Rappelons que Σ =
P(V) × D ∪ {null}. Alors, Ac = (Q,∆, F ) est défini par Q = {q1, q2, q3},
F = {q3}, et ∆ = {null → q1} ∪ {f(q1, q1) → q1, g(q1, q1) → q2, f(q1, q2) →
q3, f(q3, q1) → q3, f(q1, q3) → q3 | f, g ∈ P(V) × D, x 6∈ v(f), x ∈ v(g)}. Ici,
la condition est exprimée par la règle f(q1, q2)→ q3.

Deuxièmement, les affectations de pointeurs de la forme v′ = v->n1->

n2->...nm peuvent être implémentées dans notre cadre comme une transfor-
mation simple du rTASC qui enlève v′ du nœud vers lequel elle pointe et
l’ajoute au nœud référencé par v->n1->n2->...nm. Notons que nous ne trai-
tons pas les affectations de la forme v->n1->n2->...nm = v′->n′

1->n
′
2->...n

′
m′ ,

c.-à-d., les opérations qui changent la structure de la mémoire (destructive up-
dates). Ses affectations sont cachées en codant l’effet des procédures entières
où elles apparaissent, par exemple dans les rotations ou l’insertion ou la sup-
pression de bas niveau. Ces opérations cassent temporairement la forme de
l’arbre en introduisant du partage des nœuds et même des cycles. Nous sup-
posons que la validité des ces opérations est vérifiée indépendamment (par
exemple avec nos méthodes du chapitre précédent).

Troisièmement, tester et changer le contenu de donnée d’un nœud pointé
par une expression de la forme v->n1->n2->...nm est presque analogue aux
tests et aux affectations traiter précédemment. Cependant, changer les don-

85



x: x:

d

Fig. 4.5 – Changer les données dans un rTASC

nées d’un nœuds (par exemple changer la couleur dans un arbre rouge et
noir) peut changer la taille du sous-arbre correspondant. Dans ce cas, les
gardes de toutes les règles qui peuvent être utilisées au-dessus du nœud dont
la couleur est changé doivent être changées dans la même manière que dans la
section 4.4.3 pour tenir compte du changement du facteur d’équilibrage. Dans
la figure 4.5 nous donnons un exemple de l’affectation x->colour = black.

Insérer des nouveaux nœuds. Concernant l’insertion de bas niveau de
nœuds feuilles, nous rappelons que nous supposons que les successeurs nulls
de tels nœuds sont explicitement représentés dans notre modèle par des
nœuds étiquetés par null. Nous ajoutons donc une couche de nœuds supplé-
mentaires par rapport au vrai contenu de la mémoire, car les nœuds nulls
ne sont pas alloués dans la vrai mémoire. Insérer un nouveau nœud feuille
pointé par une variable de pointeur x (qui est indéfini ou null avant) avec
une valeur de donnée c revient donc à remplacer un des enfants null d’un
nœud par un nouveau nœud non-null avec deux enfants nulls. Nous abs-
trayons ici de la propriété d’être trié et choisissons un endroit pour insérer
une feuille d’une façon arbitraire. L’opération peut être implémentée par une
simple transformation d’un rTASC en choisissant non-déterministiquement
un nœud null, changer sa couleur à ({x}, c), et ajouter deux enfants null.
Ensuite les changements dans le nombre de nœuds marqués par c doivent
être propagés en utilisant la même technique que dans la section 4.4.3 (voir
la figure 4.6 pour une illustration).

Supprimer des nœuds. Enfin, la suppression d’un nœud pointé par une

variable de pointeur y est réalisée en supprimant les règles ({y}, c)(q, qnull)
ϕ
−→

qy, où null → qnull (notons que nous supposons que le nœud à supprimer
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null: x:

d

null: null:

Fig. 4.6 – Insérer un nœuds dans un rTASC

y:

d

null:

Fig. 4.7 – Enlever un nœud d’un rTASC

a au moins un enfant null. Dans les autres règles nous remplaçons simple-
ment toutes les apparences de qy par tous les états q qui apparaissent dans
les règles supprimées. Ensuite, nous utilisons la même technique que dans la
section 4.4.3 pour tenir compte des changements des facteurs d’équilibrage
qui résultent de la suppression d’un nœud (voir la figure 4.7 pour une illus-
tration).

4.5 Une étude de cas : L’insertion dans un

arbre rouge et noir

Pour illustrer notre méthodologie nous montrons comment on peut prou-
ver un invariant de la boucle principale de la procédure RB-Insert (voir la
figure 4.2). Toutes les étapes peuvent être faites automatiquement. L’inva-
riant est nécessaire pour prouver que la procédure d’insertion est correcte,
c.-à-d. qu’étant donné un arbre rouge et noir comme entrée de la procédure,
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la sortie est aussi un arbre rouge et noir. L’invariant est la conjonction des
faits suivants :

1. x pointe vers un nœud non-null dans l’arbre.

2. Si un nœud est rouge, alors (i) son fils gauche est soit noir soit pointé
par x, et (ii) son fils droit est soit noir soit pointé par x. Cette condition
est nécessaire, car pendant le rééquilibrage de l’arbre, un nœud rouge
peut devenir temporairement un fils d’un autre nœud rouge.

3. La racine est soit noir soit x pointe vers elle.

4. Si x ne pointe pas vers la racine et pointe vers un nœud dont le parent
est rouge, alors x pointe vers un nœud rouge.

5. Tous les chemins de la racine vers une feuille contiennent le même
nombre de nœuds noirs. C’est la dernière condition de la définition
d’un arbre rouge et noir de la section 4.1.

Dans cet exemple nous avons V = {x}, D = {red, black}, et donc Σ =
({∅, {x}} × {red, black}) ∪ {null}. Pour simplifier nous écrivons à la place
de (∅, c) ∈ Σ, c, et cx à la place de ({x}, c) ∈ Σ, où c ∈ {red, black}. Aussi,
si aucune garde est spécifiée dans une règle binaire, nous supposons qu’elle
est |1| = |2|. Soit R = {null −→ qb, red(qb, qb) −→ qr, black(qb/r, qb/r) −→ qb}.

L’invariant de boucle est donné par le rTASC A1 suivant.

A1 : F = {qrx, qbx, q
′
bx}, ∆ = R ∪

{blackx(qb/r, qb/r) −→ qbx (1), black(qbx/rx, qb/r) −→ q′bx(2)

black(q′bx/rx, qb/r) −→ q′bx, black(qb/r, q
′
bx/rx) −→ q′bx (3),

black(qb/r, q
′
bx/rx) −→ q′bx, redx(qb, qb) −→ qrx,

red(q′bx, qb) −→ q′rx, red(qb, q
′
bx) −→ q′rx,

red(qrx, qb) −→ q′rx (4), red(qb, qrx) −→ q′rx (5)}

Intuitivement, qb étiquette des nœuds noirs et qr les nœuds rouges qui
n’ont pas de nœuds pointé par x au-dessous d’eux. qbx et qrx signifient la même
chose sauf qu’ils étiquettent un nœud qui est pointé par x. Les versions avec
apostrophe de qbx et qrx sont utilisées pour les nœuds qui ont un descendant
pointé par x. Par la suite, cette “sémantique” intuitive va être changée par
les opérations du programme. Nous faisons référence au pseudo-code de la
section 4.1.

Si la condition de la boucle x != root && x->parent->color == red

est satisfaite nous obtenons le nouvel automate A2. Il est donné en modifiant
A1 comme suit : F = {q′bx} et les règles (1), (2), et (3) sont enlevées.
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Si la condition x->parent == x->parent->parent->left est vraie, nous
prenons A2, changeons la règle (4) vers red(qrx, qb) −→ q′′rx, la règle (5) vers

red(qb, qrx) −→ q′′rx et ajoutons une règle black(q′′rx, qb/r) −→ q′bx (6) et obtenons

A3. Maintenant, q′′rx accepte le parent d’un nœud pointé par x et q′rx son
grand-parent.

Si la condition suivante x->parent->parent->right->color == red est
vraie, alors nous obtenons l’automate A4 qui est comme l’automate A3 sauf
pour la règle (6) qui est changée vers black(q′′rx, qr) −→ q′bx.

Le pas x->parent->color = black qui change la couleur, fait changer
quelques gardes sur les règles et amène à une propagation de ces changements
à travers l’automate. Le résultat est A5 :

A5 : F = {q′bx},∆ = R ∪

{black(q′bx/rx, qb/r)
|1| = |2|+ 1
−−−−−−−−−→ q′bx, redx(qb, qb) −→ qrx,

black(qb/r , q
′
bx/rx)

|1|+ 1 = |2|
−−−−−−−−−→ q′bx, red(q′bx, qb)

|1| = |2|+ 1
−−−−−−−−−→ q′rx,

black(q′′rx, qr)
|1| = |2|+ 1
−−−−−−−−−→ q′bx (7), red(qb, q

′
bx)
|1|+ 1 = |2|
−−−−−−−−−→ q′rx,

black(qrx, qb) −→ q′′rx, black(qb, qrx) −→ q′′rx}

Après le changement de couleur x->parent->parent->right->color =

black, nous obtenons A6 qui est A5 où (7) est changée vers black(q′′rx, qb) −→

q′bx. Notons qu’ici une propagation n’est pas nécessaire.

Après le changement de couleur x->parent->parent->color = red, qui
introduit des changements sur les gardes et leur propagation, nous obtenons :

A7 : F = {q′bx},∆ = R ∪
{black(q′bx/rx, qb/r) −→ q′bx, black(qb/r , q

′
bx/rx) −→ q′bx,

black(qrx, qb) −→ q′′rx, black(qb, qrx) −→ q′′rx,

redx(qb, qb) −→ qrx (8), red(q′bx, qb) −→ q′rx,

red(q′′rx, qr) −→ q′bx (9), red(qb, q
′
bx) −→ q′rx}

Après x = x->parent->parent, nous obtenons A8 obtenu de A7 en chan-
geant la règle (8) vers red(qb, qb) −→ qrx et la règle (9) vers redx(q

′′
rx, qb) −→ q′bx.

Cela termine cas 1 et on peut tester que L(A8) ⊆ L(A1).

Pour le cas 2, nous devons considérer l’automate A3 et tenir compte du
fait que x->parent->parent->right->color == red est fausse, c.-à-d. que
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x->parent->parent->right->color == black est vraie. Le résultat est :

A9 : F = {q′bx},∆ = R ∪
{black(q′bx/rx, qb/r) −→ q′bx, black(qb/r , q

′
bx/rx) −→ q′bx,

black(q′′rx, qb) −→ q′bx, redx(qb, qb) −→ qrx (11),

red(q′bx, qb) −→ q′rx, red(qb, q
′
bx) −→ q′rx,

red(qb, qrx) −→ q′′rx (12), red(qrx, qb) −→ q′′rx (10)}

Après la condition x == x->parent->right, A9 est changé vers A10 en
enlevant la règle (10). Après x = x->parent, A10 est changé vers A11 en
changeant règle (11) vers red(qb, qb) −→ qrx et règle (12) vers redx(qb, qrx) −→

q′′rx.

Après l’opération Left-Rotate(T,x) introduit des nouveaux états et
transitions et nous obtenons le TASC A12. Remarquons qu’une propagation
n’est pas nécessaire.

A12 : F = {q′bx},∆ = R ∪
{black(q′bx/rx, qb/r) −→ q′bx, black(qb/r , q

′
bx/rx) −→ q′bx,

black(qrot2, qb) −→ q′bx, redx(qb, qb) −→ qrot1,

red(q′bx, qb) −→ q′rx, red(qb, q
′
bx) −→ q′rx,

red(qrot1, qb) −→ qrot2}

Après x->parent->color = black et la propagation des changements,
nous obtenons :

A13 : F = {q′bx},∆ = R ∪

{black(q′bx/rx, qb/r)
|1| = |2|+ 1
−−−−−−−−−→ q′bx, redx(qb, qb) −→ qrot1,

black(qb/r, q
′
bx/rx)

|1|+ 1 = |2|
−−−−−−−−−→ q′bx, red(q′bx, qb)

|1| = |2|+ 1
−−−−−−−−−→ q′rx,

black(qrot2, qb)
|1| = |2|+ 1
−−−−−−−−−→ q′bx, red(qb, q

′
bx)
|1|+ 1 = |2|
−−−−−−−−−→ q′rx,

black(qrot1, qb) −→ qrot2}
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Après x->parent->parent->color = red, nous obtenons :

A14 : F = {q′bx},∆ = R ∪
{black(q′bx/rx, qb/r) −→ q′bx, redx(qb, qb) −→ qrot1,

black(qb/r , q
′
bx/rx) −→ q′bx, red(q′bx, qb) −→ q′rx,

red(qrot2, qb)
|1| = |2|+ 1
−−−−−−−−−→ q′bx, red(qb, q

′
bx) −→ q′rx,

black(qrot1, qb) −→ qrot2}

Enfin, après Right-Rotate(T,x->parent->parent), nous avons :

A15 : F = {q′bx},∆ = R ∪
{black(q′bx/rx, qb/r) −→ q′bx, black(qb/r , q

′
bx/rx) −→ q′bx

black(qb/r , qrot4) −→ q′bx, black(qrot4, qb/r) −→ q′bx,

black(qrot1, qrot3) −→ qrot4, redx(qb, qb) −→ qrot1,

red(q′bx, qb) −→ q′rx, red(qb, q
′
bx) −→ q′rx,

red(qrot4, qb) −→ q′rx, red(qb, qb) −→ qrot3,

red(qb, qrot4) −→ q′rx}

Il peut maintenant être testé que L(A15) ⊆ L(A1). Le cas 3 de la procédure
d’insertion est très similaire au cas 2 et il est omis.

4.6 Perspectives

Une possible extension de notre méthode est son automatisation totale.
Pour cela, une méthode de génération d’invariants pour les TASC est néces-
saire. Une piste possible est d’essayer d’étendre l’approche du regular model
checking du chapitre 2 vers les TASC.
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Chapitre 5

Programmes avec tableaux

Dans ce chapitre nous résumons nos travaux [69, 68, 33] sur la vérification
de programmes et logiques sur les tableaux d’entiers. Les tableaux sont une
structure de données fondamentale en informatique. Ils sont utilisés quasi-
ment dans tous les langages de programmation impératifs modernes. Pour
vérifier des logiciels qui manipulent des tableaux, il est d’abord essentiel
d’avoir des logiques suffisamment puissantes pour exprimer des propriétés
intéressantes qui peuvent par exemple apparâıtre comme des conditions de
vérification. Pour permettre une procédure de décision automatique, on a
besoin d’une logique décidable. Dans la section 5.2 nous introduisons la lo-
gique LIA [69] pour laquelle nous montrons sa décidabilité en passant par les
automates à compteurs représentant les modèles de formules. Nous donnons
ensuite une méthodologie de vérification automatique de programme avec
tableaux [33] qui est basée sur une version allégé de LIA, appelé SIL (intro-
duite dans la section 5.3.4, voir aussi [68]). Cette méthodologie est aussi basée
sur les automates à compteurs. D’abord, nous donnons quelques définitions
nécessaires.

5.1 Préliminaires

Pour une fonction f : A → B et un ensemble S ⊆ A, nous écrivons
f ↓S pour la restriction de f sur S. Cette notation est facilement étendu aux
ensembles, paires ou séquences de fonctions. Étant donnée une formule ϕ,
nous écrivons FV (ϕ) pour l’ensemble de ses variables libres. Si nous écrivons
ϕ(x1, ..., xn), nous supposons FV (ϕ) ⊆ {x1, ..., xn}. Pour ϕ(x1, ..., xn), nous
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écrivons ϕ[t/xi], 1 ≤ i ≤ n, pour la formule dans laquelle chaque occur-
rence de xi est remplacée par le terme t. Pour une formule ϕ(x1, . . . , xn)
nous écrivons ϕ[t1/x1, . . . , tn/xn] la formule qui obtenue à partir de ϕ en
replaçant chaque occurrence libre de x1, . . . , xn par les termes t1, . . . , tn, res-
pectivement. Nous écrivons ϕ[t/x1, . . . , xn] pour la formule obtenue à partir
de ϕ en remplaçant toutes les occurrences de toutes les variables x1, . . . , xn
par le même terme t. Étant données une formule ϕ et une valuation ν de ses
variables libres, nous écrivons ν |= ϕ si en remplaçant chaque variable libre x
de ϕ par ν(x) on obtient une formule valide. Nous écrivons |= ϕ pour le fait
que ϕ est valide. Par σ : Z → Z, σ(n) = n + 1, nous désignons la fonction
de successeurs sur les entiers. Dans la suite nous introduisons deux types de
formules : Les contraintes de différences et l’arithmétique de Presburger.

Une contraintes de différence (DBC) est une conjonction d’inéquations
de la forme x− y ≤ c, x ≤ c, ou x ≥ c où c ∈ Z est une constante. S’il n’y a
pas de contrainte entre x et y, nous écrivons parfois explicitement x−y ≤ ∞.
Nous écrivons ⊤ (true) pour la DBC vide. Par la suite, Z∞ dénote Z∪ {∞}.
Il est bien connu que la négation d’une DBC est équivalent à une disjonction
finie de DBCs (disjoints de paire à paire) car, par exemple, ¬(x−y ≤ c) ⇐⇒
y − x ≤ −c − 1 et ¬(x ≤ c) ⇐⇒ x ≥ c + 1. En particulier, la négation
de ⊤ est la disjonction vide, notée comme ⊥ (false). Soit ~z = {z1, . . . , zn}
un ensemble fixé de variables, appelées paramètres. Une DBC paramétrique
est une conjonction de formules DBC avec des propositions atomiques de la
forme x ≤ f(~z) ou x ≥ f(~z) où f est une combinaison linéaire de paramètres,
c.-à-d. f = a0 +

∑n
i=1 aizi pour certains ai ∈ Z, 0 ≤ i ≤ n.

Une formule de l’arithmétique de Presburger (PA) est une disjonction
de conjonction de contraintes linéaires de la forme

∑n
i=1 aixi + b ≥ 0 ou de

contraintes modulo
∑n

i=1 aixi+b ≡ c mod d où ai, b, c, d ∈ Z, c ≥ 0 et d > 0,
sont des constantes. Il est bien connu que chaque formule de l’arithmétique
sur les entiers avec addition 〈Z,≥,+, 0, 1〉 peut être écrite dans cette forme
grâce à l’élimination de quantificateurs [104]. Clairement chaque DBC est
aussi dans PA.

5.2 La logique LIA

Dans cette section, nous introduisons une logique de tableaux d’entiers
indicés par des entiers. Cette logique est appelée LIA (Logique of integer
arrays). Le but est d’être le plus général possible en retenant la décidabilité
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du problème de satisfaisabilité. Pour éviter de devoir traiter explicitement
des accès hors bornes des tableaux nous interprétons les formules sur des
tableaux bi-infinis (infinis dans les deux sens). Des tableaux bornés peuvent
être définis dans la logique en restreignant explicitement les indices d’être
entre deux bornes données.

Les propriétés intéressantes sur les tableaux d’un programme sont typi-
quement des combinaisons booléennes (existentiellement quantifiées) de for-
mules de la forme ∀~i.G → V où G est une expression de garde qui contient
des contraintes sur les variables d’indices ~i universellement quantifiées (sou-
vent entre deux bornes existentiellement quantifiées) et V est une expression
de valeur qui contient des contraintes sur les variables tableaux. Deux types
de propriétés apparaissent en particulier :

1. des propriétés relatant des éléments consécutifs d’un tableau, par exemple
∀i . l1 ≤ i < l2 → a[i + 1] = a[i] − 1, qui exprime le fait que chaque
valeur de a entre les deux bornes l1 et l2 est plus petit par 1 que son
prédécesseur,

2. des propriétés exprimant des faits périodiques, par exemple ∀i . i ≡2

0 → a[i] = 0, qui dit que tous les éléments pairs d’un tableau a sont
égaux à 0.

Une logique avec ce pouvoir d’expression est indécidable sans restrictions
syntaxiques. En effet, on peut montrer qu’un calcul d’une machine à deux
compteurs [93] correspond aux modèles d’une certaine formule sur des ta-
bleaux. De cette réduction, on peut déduire deux restrictions qui amènent à
la décidabilité. La première restriction interdit des références à a[i] et a[i+1]
dans la même formule, ce qui est considérée dans le travail de Bradley, Manna,
et Sipma [36]. La deuxième restriction considérée ici, est d’uniquement per-
mettre des formules de la forme ∀~i.G→ V dans lesquelles V ne contient pas
de disjonctions.

Nous introduisons une nouvelle logique appelée LIA (Logic on Integer
Arrays) dans le fragment ∃∗∀∗ de premier ordre. LIA est essentiellement
l’ensemble des combinaisons booléennes quantifiées existentiellement de la
forme

1. formules de la forme ∀~i . ϕ(~k,~i) → ψ(~k,~i,~a), où ~i est un ensemble de

variables d’indice et ~a (resp. ~k) est l’ensemble des variables de tableau
(resp. bornes de tableau), ϕ est une formule sur les variables d’indices
~i (par rapport aux bornes ~k) avec des contraintes de différences et des
contraintes de périodicité et ψ est une contrainte de différence, et
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2. des formules de l’arithmétique de Presburger sur les variables de bornes
de tableau.

Nous montrons la décidabilité de la logique LIA en utilisons l’idée clas-
sique de la connection entre logique et automates [114] : d’une formule ϕ de
la logique, nous construisons un automate Aϕ tel que ϕ est satisfaisable si et
seulement si le langage de Aϕ n’est pas vide. La décidabilité de la logique suit
ensuite de la décidabilité du problème du vide de la classe d’automate uti-
lisée. Pour cela, nous définissons une nouvelle classe d’automate à compteur,
appelé FBCA (bi-infinite Flat Büchi Counter Automata, les automates bi-
infinis de Büchi à compteurs). Ce sont des automates à compteurs travaillant
à l’infini vers la gauche et vers la droite avec des conditions d’acceptation à la
Büchi. Pour une formule quelconque ϕ de LIA, nous donnons la construction
d’un automate FBCA Aϕ dont les calculs correspondent aux modèles de ϕ :
la valeur du compteur xa à un point donné i dans un calcul de Aϕ corres-
ponds à la valeur a[i] dans un modèle de ϕ. Nous montrons la décidabilité de
LIA en prouvons que le problème du vide de FBCA est décidable en étendant
des résultats existants [44, 35] sur les automates à compteurs plats avec des
contraintes de différences.

Toutes les preuves sont données dans [67].

5.2.1 Travaux connexes

Dans le papier fondateur [91], les fonctions read et write de/vers un ta-
bleau et leur axiomes logiques ont été introduites. Une procédure de décision
pour le fragment sans quantificateurs de la théorie des tableaux a été donnée
dans [79]. Depuis, plusieurs autres logiques décidables ont été considérées, par
exemple [113, 89, 74, 112, 9, 60, 61]. Certaines de ces logiques contiennent
entre autres plusieurs prédicats (pour raisonner sur le caractère triée du
tableau, les permutations, etc.) et des contraintes arithmétiques (typique-
ment de Presburger) sur les indices de tableaux et/ou les valeurs des entrées.
Néanmoins, contrairement à notre travail, la plupart de ces logiques consi-
dèrent des formules sans quantificateurs. Dans ces cas, des références im-
briquées (comme a[a[i]]) sont autorisées, ce qui n’est pas le cas de notre
logique.

Dans [36], une logique dans le fragment ∃∗∀∗ est introduite. Contraire-
ment à notre procédure de décision qui est basée sur la théorie des automates,
la procédure de décision de [36] est basée sur le fait que la quantification uni-
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verselle peut être remplacée par une conjonction (finie). Le résultat est pa-
ramétré dans le sens d’autoriser différents types de données dans les tableaux
pour lesquels une théorie décidable est supposée existée. Comparé avec notre
résultat, [36] ne permet ni des contraintes modulo (permettant d’exprimer
des faits périodiques), ni les contraintes de différence sur des indices univer-
sellement quantifiées (uniquement i−j ≤ 0 est autorisée), ni de raisonner sur
des cellules de tableaux a une distance fixe (comme par exemple raisonner
sur a[i] et a[i+k] pour une constante k et un indice universellement quantifié
i). Les auteurs de [36] donnent aussi un résultat d’indécidabilité intéressant
pour des extensions de leur logique. Par exemple, ils montrent que relier deux
valeurs de tableaux adjacentes (a[i] et a[i+ 1]) ou avoir des accès imbriqués
amène à l’indécidabilité.

Une forme restreinte de quantification universelle dans le fragment ∃∗∀∗

est aussi autorisée dans [10], où la décidabilité est obtenu en se basant sur une
propriété de modèle petit. Contrairement à [36] et à notre travail, [10] per-
met une forme d’accès imbriqué hiérarchique. Néanmoins, ni des contraintes
modulo ni de raisonner sur des cellules de tableaux a une distance fixe est
autorisé. Une restriction similaire apparâıt aussi dans [25] où une logique
assez général dans le fragment ∃∗∀∗ sur des multi-ensemble d’éléments avec
des valeurs de données associées est considérée.

5.2.2 Automates à compteurs

Un automate à compteur (CA) est un triple A = 〈~x,Q,→〉 où ~x est
l’ensemble fini de compteurs sur Z, Q un ensemble d’état de contrôle, et →

une relation de transition donnée par des règles q
ϕ(~x,~x′)
−−−−→ q′ où ϕ est une

formule arithmétique reliant les valeurs courantes des compteurs ~x à leurs
valeurs futures ~x′. Une configuration d’un CA A est une paire (q, ν) où q ∈ Q
est un état de contrôle et ν : ~x → Z est une valuation des compteurs de
~x. Pour une configuration c = (q, ν), nous notons val(c) = ν la valuation
des compteurs dans c. Une configuration (q′, ν ′) est un successeur immédiat

de (q, ν) ssi A a une transition q
ϕ(~x,~x′)
−−−−→ q′ telle que |= ϕ(ν(~x), ν ′(~x′)). Une

configuration c est un successeur d’une autre configuration c′ ss’il existe
une séquence de configurations c = c0c1 . . . cn = c′ tel que pour tout i avec
0 ≤ i < n, ci+1 est un successeur immédiat de ci. Étant donnés deux états
de contrôle q, q′ ∈ Q, un calcul de A de q vers q′ est une séquence finie de
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configurations c0c1 . . . cn avec c0 = (q, ν), cn = (q′, ν ′) pour des valuations
ν, ν ′ : ~x → Z, et ci+1 est un successeur immédiat de ci pour tout i avec
0 ≤ i < n.

Soit S un ensemble. Une séquence bi-infinie de S est une fonction β :
Z → S.1 Nous notons ωSω l’ensemble de toutes les séquences bi-infinies de
S. Un automate de Büchi bi-infini à compteurs (BCA) est un quintuplet
A = 〈~x,Q, L,R,→〉 où ~x est un ensemble fini de compteurs, Q un ensemble
fini d’états de contrôle, L,R ⊆ Q sont les états acceptants gauches et droits,
et → est une relation de transition définie de la même manière que pour les
automates à compteurs.

Un calcul d’un BCA A est une séquence bi-infinie de configurations
. . . c−2c−1c0c1c2 . . . telle que, pour tout i ∈ Z, ci+1 est un successeur immédiat
de ci. Un calcul r est acceptant gauche ss’il existe un état q ∈ L et une
séquence d’entiers infinie décroissante . . . < i2 < i1 < 0 telle que, pour tout
j ∈ N, nous avons r(ij) = (q, νj) pour des valuations νj des compteurs de A.
Symétriquement, un calcul est acceptant droit ss’il existe un état q ∈ R et
une séquence d’entiers infinie croissante 0 < i0 < i1 < i2 < . . . telle que, pour
tout j ∈ N, nous avons r(ij) = (q, νj) pour des valuations νj des compteurs de
A. Un calcul est acceptant ss’il est acceptant gauche et acceptant droit. L’en-
semble de tous les calculs de A est noté par R(A). Si r ∈ R(A) est un calcul
de A, nous définissons val(r) = . . . val(r(−1))val(r(0))val(r(1)) . . . comme
la séquence bi-infinie de valuations dans r, et V(A) = {val(r) | r ∈ R(A)}.

Lemma 5.1 Pour chaque BCA A, nous avons r ∈ R(A) ssi r ◦ σ ∈ R(A).

Un chemin de contrôle du CA (ou BCA) A est une séquence finie q0q1 . . . qn
d’états de contrôle telle que, pour tout 0 ≤ i < n, il existe une transition
qi

ϕi−→ qi+1. Un cycle est un chemin de contrôle qui commence et se termine

dans le même état de contrôle. Un cycle élémentaire est un cycle dans lequel
chaque état apparâıt exactement une fois, sauf le premier qui y apparâıt deux
fois. Un CA (ou BCA) est plat ssi chaque état de contrôle apparâıt dans au
plus un cycle élémentaire.

1Dans [98], une séquence bi-infinie est définie comme la classe d’équivalence de toutes
les compositions β ◦σn ◦σ−m pour n, m ∈ N. Cela est du au fait qu’une séquence bi-infinie
reste la même si elle est décalée à gauche ou à droite. Pour simplifier, nous distinguons ici
les séquences bi-infinies β, β ◦ σn, et β ◦ σ−n pour n > 0.
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5.2.2.1 Décidabilité et propriétés de fermeture des FBCA

Nous considérons ici la classe des automates de Büchi bi-infinis à comp-
teurs qui sont plats, dont les cycles élémentaires sont étiquetés par des DBC
paramétriques et dont les autres transitions sont étiquetées par de formules
PA. De plus, chaque contrainte de transition force les valeurs des paramètres
à rester constantes. Nous appelons cette classe FBCA. Nous montrons que le
problème du vide de FBCA est décidable en utilisant des résultats de [44, 35]
et leurs extensions dans [67]. Essentiellement, on peut caractériser par une
formule de Presburger l’effet d’un cycle élémentaire.

Lemma 5.2 Le problème du vide est décidable pour la classe FBCA.

La classe FBCA est aussi fermée par union et par intersection. Nous
définissons d’abord ces opérations pour CA (BCA). Pour une valuation ν :
~x → Z, si ~z ⊆ ~x et un sous-ensemble des compteurs de ~x, soit ν ↓~z la
restriction de ν au domaine ~z. Pour un sous-ensemble ~z ⊂ ~x des compteurs de
A et s ∈ V(A), nous définissons l’opérateur de restriction sur des séquences
comme s ↓~z= . . . val(s(−1)) ↓~z val(s(0)) ↓~z val(s(1)) ↓~z . . ., et V(A) ↓~z=
{s↓~z | s ∈ V(A)}. Symétriquement, pour ~z ⊃ ~x, nous définissons l’opérateur
d’extension sur des séquences V(A)↑~z= {v ∈

ω(~z 7→ Z)ω | v↓~x∈ V(A)}.
Nous appelons une classe d’automate à compteurs fermée par union et

intersection, s’ils existent des opérations ⊎ et ⊗ telles que, pour deux FBCA
Ai = 〈~xi, Qi, Li, Ri,→i〉, i = 1, 2, nous avons V(A1 ⊎ A2) = V(A1) ↑ ~x1∪ ~x2

∪ V(A2) ↑ ~x1∪ ~x2 et V(A1 ⊗ A2) = V(A1) ↑ ~x1∪ ~x2 ∩ V(A2) ↑ ~x1∪ ~x2 , respective-
ment. La classe est appelé effectivement fermée par union et intersection si
ces opérateurs sont effectivement calculable.

Proposition 5.3 Soit A = 〈~x,Q, L,R,→〉 un FBCA. Soit Ac = 〈~x,Q, Lc, Rc,
→〉 le FBCA tel que (1) pour tout q ∈ L et q′ ∈ Q, q′ appartient au même
cycle élémentaire que q ssi q′ ∈ Lc, (2) pour tout q ∈ R et q′ ∈ Q, q′ appar-
tient au même cycle élémentaire que q ssi q′ ∈ Rc. Alors, R(A) = R(Ac).

Supposons sans perte de généralité que Q1 ∩ Q2 6= ∅. L’union est définie
comme A1 ⊎A2 = 〈 ~x1 ∪ ~x2, Q1 ∪Q2, L1 ∪L2, R1 ∪R2,→1 ∪ →2〉. Le produit
est défini comme A1 ⊗ A2 = 〈 ~x1 ∪ ~x2, Q1 × Q2, L

c
1 × L

c
2, R

c
1 × R

c
2,→〉 où →

est donné par : (q1, q
′
1)

ϕ1 ∧ ϕ2
−−−−−→ (q2, q

′
2) ssi q1

ϕ1
−→ q2 est une transition de A1

et q′1
ϕ2
−→ q′2 est une transition de A2. Ici, Lci et Rc

i (pour i = 1, 2) dénotent

les états acceptants gauches et droits de la proposition 5.3.
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Lemma 5.4 La classe FBCA est effectivement fermé par union et intersec-
tion.

5.2.3 Définition de LIA

Dans cette section nous définissons la logique LIA.

5.2.3.1 Syntaxe

Nous considérons trois types de variables. Les variables de bornes de ta-
bleau (k, l) qui apparaissent dans les termes de bornes de tableau. Ces termes
sont utilisés pour définir des intervals d’indices et des références statiques à
l’intérieur des tableaux. Les variables d’indice (i, j) et les variables de tableau
(a, b) sont utilisées pour construire les termes de tableaux. La figure 5.1 donne
la syntaxe de LIA. Nous utilisons le symbole ⊤ pour la valeur booléenne true.
Par la suite, nous utilisons f ≤ i ≤ g à la place de f ≤ i ∧ i ≤ g, i < f
à la place de i ≤ f − 1, et i = f à la place de f ≤ i ≤ f . Intuitivement,
notre logique est l’ensemble des combinaisons booléennes existentiellement
quantifiées de :

1. Des formules de tableaux de la forme : ∀~i . ϕ(~k,~i) → ψ(~k,~i,~a) où ~k
est un ensemble de variables de bornes de tableau, ~i est un ensemble
de variables d’indice, ~a est un ensemble de variables de tableau, ϕ
est une formule arithmétique sur les variables d’indice et ψ est une
formule arithmétique sur les termes de tableaux. En particulier, ψ est
une contrainte DBC, et ϕ est composée de propositions atomiques de
la forme f ≤ i, i ≤ f , i − j ≤ n, ou i ≡s t où f est une combinaison
linéaire de variables de bornes de tableau, n ∈ Z, et 0 ≤ t < s. Les
variables ~k et ~a sont libres dans une formule de tableau, mais elles
peuvent être existentiellement quantifiées au niveau le plus élevé.

2. Des formules PA sur les variables de bornes de tableau.

5.2.3.2 Exemples

Nous donnons ici quelques exemples de propriétés intéressantes sur des
tableaux exprimées dans notre logique. Par exemple, un tableau a strictement
ordonné jusqu’à une certaine borne est défini par

∃k ∀i . 0 ≤ i < k → a[i]− a[i+ 1] ≤ −1
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n,m, s, t . . . ∈ Z constantes (0 ≤ t < s)
k, l, . . . ∈ BV ar variables de bornes de tableau
i, j, . . . ∈ IV ar variables d’indice
a, b, . . . ∈ AV ar variables de tableau

B := n | k | B +B | B −B termes de bornes de tableau
I := i | I + n termes d’indice
A := a[I] | a[B] termes de tableau
G := B ≤ I | I ≤ B | I − I ≤ n |

I ≡s t | G ∨G | G ∧G gardes
V := A ≤ B | B ≤ A |

A−A ≤ n | V ∧ V expressions de valeur
C := B ≤ n | B ≡s t contraintes de bornes de tableau
P := ⊤ → V | G→ V | ∀i . P propriétés de tableau
U := P | C | ¬U | U ∨ U | U ∧ U formules universelles
F := U | ∃k . F | ∃a . F formules LIA

Fig. 5.1 – Syntaxe de la logique LIA

Le fait que les premiers k éléments d’un tableau a sont inférieurs d’au moins
5 des premiers l éléments d’un tableau b est défini par

∃k, l ∀i, j . 0 ≤ i < k ∧ 0 ≤ j < l→ a[i]− b[j] ≤ −5

L’égalité de deux tableaux jusqu’à une certaine borne est exprimé par

∃n∀i . 0 ≤ i < n→ a[i] = b[i]

L’utilisation des contraintes modulo permet d’exprimer des propriétés pério-
diques, par exemple

∀i, j . i ≡2 0 ∧ j ≡2 1→ a[i] ≤ a[j]

qui dit que chaque valeur à une position paire est plus petite ou égale à
toutes les valeurs des positions impaires. Ce type de formule est nécessaire
pour montrer par exemple la validité d’un programme qui fusionne deux
tableaux (voir [67]).
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5.2.3.3 Sémantique

La logique LIA est interprétée sur des tableaux bi-infinis. Cela permet
de traiter assez simplement des accès de tableaux hors bornes qui peuvent
apparâıtre dans des programmes avec tableaux. On peut prévenir et/ou tester
les accès hors bornes en introduisant explicitement des variables de bornes
de tableau existentiellement quantifiées pour les variables de tableaux. Soit
ϕ(~k,~a) une formule LIA. Une valuation est une paire de fonction partielle 2

〈ι, µ〉 avec ι : BV ar ∪ IV ar → Z⊥ qui associe un entier à chaque variable
d’entier libre et µ : AV ar → ωZω

⊥ qui associe une séquence bi-infinie d’entiers
à chaque tableau a ∈ ~a. La valuation ι est étendue d’une façon standard vers
des termes de bornes de tableau (ι(B)) et des termes d’indices (ι(I)). Iι,µ(A)
dénote la valeur d’un terme de tableau A donnée par une valuation 〈ι, µ〉.
La sémantique d’une formule ϕ est définie en utilisant la relation |= comme
suit :

Iι,µ(a[I]) = µ(a)(ι(I))
Iι,µ(a[B]) = µ(a)(ι(B))

〈ι, µ〉 |= A ≤ B ⇐⇒ Iι,µ(A) ≤ ι(B)
〈ι, µ〉 |= A1 −A2 ≤ n ⇐⇒ Iι,µ(A1)− Iι,µ(A2) ≤ n
〈ι, µ〉 |= ∀i . G→ V ⇐⇒ ∀ n ∈ Z . 〈ι[i← n], µ〉 |= G→ V
〈ι, µ〉 |= ∃a . ψ ⇐⇒ ∃ β ∈ ωZω . 〈ι, µ[a← β]〉 |= ψ

Les règles manquantes sont standards. Un modèle de ϕ(~k,~a) est une va-
luation 〈ι, µ〉 telle que la formule obtenue en interprétant chaque variable

k ∈ ~k par ι(k) et chaque tableau a ∈ ~a par µ(a) est valide : 〈ι, µ〉 |= ϕ.
Nous définissons [[ϕ]] = {〈ι, µ〉 | 〈ι, µ〉 |= ϕ}. Une formule est satisfaisable ssi
[[ϕ]] 6= ∅.

5.2.3.4 Un résultat d’indécidabilité

La raison pour laquelle les termes de tableaux ne peuvent pas apparâıtre
dans des disjonctions d’expressions de valeur (voir la figure 5.1) est que sans
cette restriction la logique devient indécidable. Essentiellement, cela peut être
prouvé en montrant qu’une formule de tableaux ∀~i.G→ V1 ∨ . . . ∨ Vn, pour

2Le symbole ⊥ est utilisé ici pour dénoter qu’une fonction partielle est indéfinie à un
point donné.
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n > 1, correspond grosso modo à n boucles imbriquées dans un automate
à compteurs. L’indécidabilité est montrée par une réduction du problème
d’arrêt d’une machine à deux compteurs [93].

Lemma 5.5 La logique LIA étendue avec des disjonctions dans les expres-
sions de valeur est indécidable.

Remarquons qu’avoir plus qu’une boucle imbriquée est une condition néces-
saire pour l’indécidabilité d’une machine à deux compteurs, car une machine à
deux compteurs plate est dans la classe des automates à compteurs décidables
de [44, 35].

5.2.4 Décidabilité du problème de satisfaisabilité

L’idée principale pour décider le problème de satisfaisabilité de LIA est
que pour chaque formule ϕ de LIA il existe un FBCA Aϕ tel que ϕ a un
modèle, si et seulement si Aϕ a un calcul acceptant. Plus précisément, chaque
variable de tableau dans ϕ a un compteur correspondant dans Aϕ, et étant
donné un modèle de ϕ qui associe des entiers à chaque position des tableaux,
Aϕ a un calcul tel que les valeurs des compteurs aux différents positions
du calcul correspondent aux valeurs des tableaux du modèle aux indices
respectifs. Puisque le problème du vide est décidable pour les FBCA (lemme
5.2), cela entrâıne la décidabilité de LIA.

Pour construire un automate à partir d’une formule LIA nous la nor-
malisons d’abord vers une formule existentiellement quantifiée qui est une
combinaison booléenne de propriétés simples de tableaux (voir la figure 5.1).
Ensuite, chaque formule comme cela est traduit vers un FBCA. L’automate
final Aϕ est défini récursivement sur la structure de la formule normalisé en
utilisant ⊎ et ⊗ correspondant aux connecteurs ∨ et ∧, respectivement.

5.2.4.1 La normalisation des formules

Le but de cette étape est de transformer chaque formule de LIA dans une
formule de la forme normale suivante :

∃~k∃~a .
∨

c

( ∧

d

φcd(~a,~k)
)

∧ θc(~k) (NF)

où ~a est un ensemble de variables de tableaux, ~k est un ensemble de variables
d’entiers, et
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– θd est une conjonction de termes de la forme (i) g(~k) ≥ 0 ou (ii) g(~k) ≡s
t avec g une combinaison linéaire de variables de ~k et 0 ≤ t < s,

– φcd est une formule des formes suivantes où ∼∈ {≤,≥}, m ∈ N, 0 ≤
t < s, 0 ≤ v < u, q ∈ Z, et fk, gl, f

1
k , g

1
l , f

2
k , g

2
l sont des combinaisons

linéaires de variables de bornes de tableau :

∀i .
K∧

k=1

fk ≤ i ∧
L∧

l=1

i ≤ gl ∧ i ≡s t→ a[i] ∼ h(~k) (F1)

Les formules (F1) lient chaque valeur de a dans un interval par une

combinaison linéaire h de variables dans ~k.

∀i .
K∧

k=1

fk ≤ i ∧
L∧

l=1

i ≤ gl ∧ i ≡s t→ a[i]− b[i+ p] ∼ q (F2)

Ici, p ∈ Z. Les formules (F2) relient toutes les valeurs de a et b dans
le même interval tel que la différence entre les indices de a et b est
constante.

∀i, j .
∧K1

k=1 f
1
k ≤ i ∧

∧L1

l=1 i ≤ g1
l ∧

∧K2

k=1 f
2
k ≤ j ∧

∧L2

l=1 j ≤ g2
l ∧

i− j ≤ p ∧ i ≡s t ∧ j ≡u v → a[i]− b[j] ∼ q
(F3)

Ici, p ∈ Z∞. Les formules (F3) relient toutes les valeurs de a avec les
valeurs de b dans deux (possiblement les mêmes) intervals. Le cas où
p = ∞ correspond à la situation où aucune contrainte i − j ≤ p avec
p ∈ Z est utilisée.

Lemma 5.6 Pour chaque formule de LIA il existe une formule équivalente
en forme (NF).

Par la suite nous appelons la matrice de ϕ la formule obtenu en enlevant
les quantificateurs existentiels de la forme (NF) de ϕ.

5.2.4.2 Les formules et les graphes de contraintes

Dans [44, 35], l’ensemble des calculs d’un automate à compteurs plat est
représenté par un graphe de contraintes de taille infinie. Ici, nous voyons les
modèles d’une formule comme un graphe de contrainte infini (à gauche et à
droite). Ces graphes de contraintes sont ensuite vus comme des exécutions
de FBCA, reliant ainsi des modèles de formules aux calculs des automates.
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Soit ϕ(~k,~a) une formule de type (F1)-(F3), et ι : ~k → Z une valuation de

ses variables de bornes de tableau ~k. Pour la suite de la section nous fixons
la valuation ι, et nous écrivons ϕι pour la formule obtenue à partir de ϕ en
remplaçant chaque occurrence de k ∈ ~k par la valeur ι(k).

La formule ϕι peut être représentée par un graphe dirigé pondéré Gι,ϕ

dans lequel chaque sommet (a, n) représente la valeur a[n] pour un a ∈ ~a et
un n ∈ Z, et il y a un chemin de poids w entre sommets (a, n) et (b,m) ssi la
contrainte a[n]−b[m] ≤ w est impliqué par ϕι. Dans la section suivante, nous
montrons que ces graphes sont en correspondance avec les calculs acceptants
d’un FBCA.

Pour construire le graphe de contrainte d’une formule, nous devons faire
attention au problème suivant. Considérons, par exemple la formule

∀i, j.i− j ≤ 3 ∧ i ≡2 0 ∧ j ≡2 1→ a[i]− b[j] ≤ 5

Le graphe de contrainte de cette formule doit avoir un chemin de poids 5
entre, a[0] et b[1], a[0] et b[3], a[0] et b[5], etc. Remarquons que si on représente
chaque chemin par un lien, la distance entre deux points liés est non-bornée.
Puisque nous voulons que ce graphe représente un calcul d’un automate à
compteurs plat, il est important de le définir comme une séquence composée
d’une répétition (possiblement infinie) d’un nombre fini de sous-graphe (voir
par exemple la figure 5.2(a) ou la figure 5.2(b)). Pour cela, nous introduisons
des sommets intermédiaires qui sont connectés entre eux par des arcs 0 de
sorte que pour chaque contrainte non-locale de la forme a[n] − b[m] ≤ w
où |n −m| peut être arbitrairement grand, il existe exactement un chemin
de poids w à travers ces sommets. Par exemple, dans la figure 5.2(a), il y

a un chemin (a, 0)
5
−→ (tϕ,−3)

0
−→ . . .

0
−→ (tϕ, 1)

0
−→ (b, 1) pour la contrainte

a[0] − b[1] ≤ 5, un autre chemin (a, 0)
5
−→ (tϕ,−3)

0
−→ . . .

0
−→ (tϕ, 3)

0
−→ (b, 3)

pour la contrainte a[0]− b[3] ≤ 5, etc.
Formellement, le graphe de contrainte Gι,ϕ = 〈V,E〉 d’une formule ϕ de

type (F1)-(F3) est défini comme suit : L’ensemble des sommets est V =
(A∪ T ∪ {ζ})× Z. Ici, A = {a} pour des formules (F1), et A = {a, b} pour
des formules (F2)-(F3), avec a ou a, b étant les tableaux qui apparaissent
dans ϕ de type (F1) ou (F2)-(F3), respectivement. Ensuite, T = ∅ pour les
formules (F1)-(F2), et T = {tϕ} pour les formules (F3) où tϕ est un symbole
auxiliaire unique associé à chaque formule ϕ de type (F3). Finalement, ζ est
un symbole spécial (trace zéro). L’ensemble des arêtes E est défini basé sur
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le type (F1)-(F3) de ϕ. Ici, nous donnons uniquement les définitions pour les
formules de type (F3). Nous avons :

E ⊃ {(ζ, k)
0
−→ (ζ, k + 1) | k ∈ Z} ∪ {(ζ, k + 1)

0
−→ (ζ, k) | k ∈ Z}

c’est-à-dire, la valeur de la trace zéro reste constante.

Graphe de contrainte pour les formules (F3) Soit ϕ la formule ci-
dessous où 0 ≤ s < t, 0 ≤ u < v, p ∈ Z∞, q ∈ Z, et f 1

k , g
1
l , f

2
k , g

2
l sont des

combinaisons linéaires de variables de bornes de tableau :

∀i, j .
K1∧

k=1

f 1
k ≤ i ∧

L1∧

l=1

i ≤ g1
l ∧ i ≡s t

︸ ︷︷ ︸

φ1

∧
K2∧

k=1

f 2
k ≤ j ∧

L2∧

l=1

j ≤ g2
l ∧ j ≡u v

︸ ︷︷ ︸

φ2

∧ i− j ≤ p→ a[i]− b[j] ∼ q

Soient φ1(i, ~k) et φ2(j,~k) les sous-formules définissant respectivement les
domaines de i et j, et P1

ι = {n ∈ Z | |= φ1
ι [n/i]} et P2

ι = {n ∈ Z | |= φ2
ι [n/j]}

ces domaines sous la valuation ι. Soit T≤ = {(tϕ, k)
0
−→ (tϕ, k + 1) | k ∈

Z ∧ ∃n ∈ P1
ι ∃m ∈ P

2
ι . n − m ≤ p} et T≥ = {(tϕ, k)

0
−→ (tϕ, k − 1) | k ∈

Z ∧ ∃n ∈ P1
ι ∃m ∈ P

2
ι . n −m ≥ p}. Remarquons que T≤ et T≥ sont vides

si la précondition de ϕ n’est pas satisfaisable. L’ensemble des arêtes E est
défini par :

1. Si p < ∞, alors il y a deux cas basés sur la direction de la contrainte
a[i]− b[j] ∼ q :

(a) pour a[i]− b[j] ≤ q, nous avons (Figure 5.2(a)) :

E ⊃ {(a, k)
q
−→ (tϕ, k − p) | k ∈ P

1
ι } ∪ {(tϕ, k)

0
−→ (b, k) | k ∈

P2
ι } ∪ T≤

(b) Pour a[i]− b[j] ≥ q, nous avons :

E ⊃ {(b, k)
−q
−→ (tϕ, k + p) | k ∈ P2

ι } ∪ {(tϕ, k)
0
−→ (a, k) | k ∈

P1
ι } ∪ T≥

2. Si p = ∞, nous considérons encore une fois deux cas basés sur la
direction de la contrainte a[i]− b[j] ∼ q :
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(a) Pour a[i]− b[j] ≤ q, nous avons (Figure 5.2(b)) :

E ⊃ {(a, k)
q
−→ (tϕ, k) | k ∈ P

1
ι } ∪ {(tϕ, k)

0
−→ (b, k) | k ∈

P2
ι } ∪ T≤ ∪ T≥

(b) Pour a[i]− b[j] ≥ q, nous avons :

E ⊃ {(b, k)
−q
−→ (tϕ, k) | k ∈ P

2
ι } ∪ {(tϕ, k)

0
−→ (a, k) | k ∈

P1
ι } ∪ T≤ ∪ T≥

Aucune autre arête est dans E.

ι(u2)

ι(l1) ι(u1)

a

b

tϕ 0

5 5 5

ι(l2)

0 0 00000
0 0 0

(a) ∀i, j.l1 ≤ i ≤ u1 ∧ l2 ≤ j ≤ u2 ∧ i − j ≤
3 ∧ i ≡2 0 ∧ j ≡2 1→ a[i]− b[j] ≤ 5

ι(l1)

a

5 5

ι(u1)

tϕ

b

00 0

0

ι(l2) ι(u2)

000

0

(b) ∀i, j.l1 ≤ i ≤ u1 ∧ l2 ≤ j ≤ u2 ∧
i ≡2 0 ∧ j ≡2 1 → a[i]− b[j] ≤ 5

Fig. 5.2 – Deux exemples de graphes des contraintes pour des formules (F3)

Relier les graphes des contraintes et les modèles de formules Nous
pouvons prouver une correspondance entre les graphes de contraintes et les
modèles de formules de la forme (F1)-(F3). Plus précisément, nous pouvons
montrer que si les arêtes d’un graphe de contrainte pour une formule ϕ
peuvent être étiquetées d’une façon consistante, alors à partir des étiquettes
on peut extraire un modèle de ϕ, et vice versa. Cela formalise la correction de
la construction des graphes de contraintes avec des traces supplémentaires.

Soit ϕ(~k,~a) une formule de la forme (F1)-(F3), ι : ~k → Z une valuation des
variables de bornes de tableau de ϕ, et Gι,ϕ = (V,E) le graphe de contrainte
correspondant. Un étiquetage Lab : V → Z de Gι,ϕ est appelé consistant

ssi (1) pour toute arête v1
k
−→ v2 ∈ E, on a Lab(v1) − Lab(v2) ≤ k et (2)

Lab((ζ, n)) = 0 pour tout n ∈ Z.

Lemma 5.7 Soit ϕ(~k,~a) une formule de la forme (F1)-(F3). Alors, pour

toute valuation ι : ~k → Z et µ : ~a → ωZω, on a 〈ι, µ〉 |= ϕ ss’il existe
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un étiquetage consistant Lab de Gι,ϕ tel que µ(a)(i) = Lab((a, i)) pour tout
a ∈ ~a et i ∈ Z.

5.2.4.3 D’une formule vers un automate à compteurs

Dans cette section, nous donnons la construction d’un FBCA Aϕ qui
correspond à une formule ϕ de sorte que (1) chaque calcul de Aϕ correspond
à un modèle de ϕ, et (2) pour chaque modèle de ϕ, Aϕ a au moins un calcul
correspondant. De cette façon, nous reduisons le problème de satisfaisabilité
de LIA au problème du vide pour FBCA.

La construction du FBCA est par induction sur la structure des formules.
Pour la suite de la section, soit ϕ une formule, ~k l’ensemble des variables de
bornes de tableaux de ϕ, et ~a l’ensemble des variables de tableaux de ϕ, c.-
à-d. FV (ϕ) = ~k ∪~a. Supposons que ϕ est la matrice d’une formule en forme

normale (NF), c.-à-d. ϕ :
∨

i∈I θi(
~k)∧

∧

j∈J ψij(
~k,~a) où θi sont des contraintes

PA et ψij des formules de type (F1)-(F3). L’automate Aϕ est défini comme
⊎

i∈I Aθi
⊗

⊗

j∈J Aψij
où ⊎ et ⊗ sont les opérations d’union et intersection

de FBCA. La construction de l’automate à compteurs Aψij
pour les formules

ψij de type (F1)-(F3) est basée sur la définition des graphes de contraintes
dans la section 5.2.4.2. Notamment, chaque calcul acceptant de Aψij

donne
une valuation consistante du graphe de contraintes de ψij .

Les gabarits d’automates à compteurs Pour simplifier la définition des
automates à compteurs, nous remarquons que chaque graphe de contrainte
pour les formules basiques de type (F1)-(F3) est composé d’arêtes horizon-
tales, verticales, et diagonales, qui sont définies essentiellement de la même
façon pour tous les types de formules. Pour cette raison, nous définissons
trois types de gabarits d’automates à compteurs qui sont par la suite utilisés
pour définir les automates pour les formules basiques.3 Plus précisément, les
automates pour les formules (F1)-(F3) sont définis comme des ⊗-produits
d’instances des gabarits d’automates pour les arêtes horizentales, verticales
et diagonales des graphes de contraintes respectifs. Dans la suite nous sup-
posons l’existence d’un compteur spécial xτ (tic-tac) incrémenté par chaque
transition, c.-à-d. nous supposons que la contrainte x′τ = xτ +1 est implicite-
ment ajoutée en conjonction avec chaque formule étiquetant une transition.
Intuitivement, le rôle du compteur xτ est de synchroniser tous les automates

3Par un gabarit, nous entendons une classe d’automates à compteurs qui utilisent la
même structure.
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composés par les ⊗-produits sur une position commune.

Le gabarit pour les arêtes horizontales Soit a un symbole de tableau,
dir ∈ {left, right, bi} un paramètre de direction, et φ une formule sur les
variables de bornes de tableaux. Soit ~xk l’ensemble {xk | k ∈ FV (φ)}. Nous
définissions le gabarit H(a, dir, φ) = 〈~x,Q, L,R,→〉 où :

– ~x = {xa} ∪ ~xk. Ces compteurs auront les mêmes noms dans toutes les
instances de H .

– Q = {qL, qR, pL, pR}. Les états de contrôle doivent avoir des noms
“frâıchement” choisis pour chaque instance de H . L = {qL, pL} et
R = {qR, pR}.

– qL
ξ
−→ qL, qR

ξ
−→ qR, qL

φ( ~xk) ∧ ξ
−−−−−→ qR, pL

⊤
−→ pL, pR

⊤
−→ pR, et pL

¬φ( ~xk)
−−−−→ pR.

Ci-dessus, φ( ~xk) est la formule obtenue en remplaçant chaque occurrence
d’un variable de borne de tableaux k ∈ FV (φ) par le compteur xk corres-
pondant. La formule ξ(xa, x

′
a) est xa − x

′
a ≤ 0 si dir = right, x′a − xa ≤ 0 si

dir = left, et x′a = xa si dir = bi. Nous supposons aussi, que pour chaque
transition,

∧

k∈FV (φ) x
′
k = xk est ajouté implicitement comme conjonction à

chaque étiquette (formule), c.-à-d. la valeur d’un compteur xk reste constant
dans un calcul.

Si la formule φ est vraie pour une valuation donnée des paramètres ~xk,
alors chaque calcul acceptant d’une instance deH visite qL infiniment souvent
à gauche et visite qR infiniment souvent à droite. Sinon, si φ n’est pas vraie
pour une valuation donnée de ~xk, l’automate (l’instance) a un calcul qui
visite infiniment souvent pL à gauche et pR à droite. Dans ce cas, l’automate
n’impose pas de contraintes sur xa.

Le gabarit pour les arêtes diagonales Soient a, b deux symboles de
tableaux, q ∈ Z, p, s ∈ N+, t ∈ [0, s − 1], et dir ∈ {left, right} un pa-
ramètre de direction. Par la suite nous appelons L = {l1, . . . , lK} et U =
{u1, . . . , uL} respectivement les bornes inférieures et supérieures, où li et
uj sont des combinaisons linéaires de variables de bornes de tableaux. Soit

~xk = {xk | k ∈
⋃K
i=1 FV (li) ∪

⋃L
j=1 FV (uj)}. Nous supposons aussi, que

L ∪ U 6= ∅ et nous traitons le cas L ∪ U = ∅ plus tard. Nous définissons le
gabarit D(a, b, p, q, s, t,L,U, dir) = 〈~x,Q, L,R,→〉 où :

– ~x = {xa, xb} ∪ ~xk ∪ {xi | 1 ≤ i < p}. Les compteurs xa, xb, et ~xk
auront les mêmes noms dans toutes les instances de D. De l’autre
coté, les compteurs xi, 1 ≤ i < p, ont des noms frâıchement choisis
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pour chaque instance de D. Les compteurs xi sont utilisés pour scinder
les arêtes diagonales qui enjambent plus qu’une position en plusieurs
arêtes connectant uniquement des positions adjacentes. Par exemple,
la contrainte a[i]− b[i+ 3] ≤ 5 peut être scindée en a[i]− x1[i+ 1] ≤ 5,
x1[i + 1] − x2[i + 2] ≤ 0, et x2[i + 2] − b[i + 3] ≤ 0. Les contraintes
sur les valeurs des tableaux à deux indices voisins peuvent ensuite être
exprimées en utilisant les valeurs actuelles et futures des compteurs cor-
respondants (par exemple, ici, xa−x

′
1 ≤ 5, x1−x

′
2 ≤ 0, et x2−x

′
b ≤ 0,

qui apparaissent sur des transitions qui se suivent dans le FBCA).
– Q = {qL, qR} ∪ {qi | 0 ≤ i < s} ∪ {qji | 0 ≤ j < s, j + 1 ≤ i < j + p}.

Les états de contrôle doivent avoir des noms “frâıchement” choisis pour
chaque D. Soient L = {qL} ∪ {qi | 0 ≤ i < s} et R = {qR} ∪ {qi | 0 ≤
i < s}.

– qL
⊤
−→ qL, qR

⊤
−→ qR, et qL

¬(∃i .
V

l∈L
i≥l( ~xk) ∧

V

u∈U
i≤u( ~xk) ∧ i≡st)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ qR.

– qL

V

l∈L
xτ≥l( ~xk)−1 ∧ (

W

l∈L
xτ=l( ~xk)−1) ∧ xτ+1≡si

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ qi pour i avec 0 ≤ i < s.

– qi

V

l∈L
xτ≥l( ~xk) ∧

V

u∈U
xτ<u( ~xk) ∧ ξi[xa/x0,xb/xp]

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ q(i+1) mod s pour tout i avec

0 ≤ i < s.

– qi

W

u∈U
xτ=u( ~xk) ∧ xτ≡si ∧ ξi[xa/x0,xb/xp]

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ qii+1 pour tout i avec 0 ≤ i < s.

– qi

W

u∈U
xτ=u( ~xk) ∧ xτ≡si ∧ ξi[xa/x0,xb/xp]

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ qR pour tout i avec 0 ≤ i < s si

p = 1.

– qji
ξi[xa/x0,xb/xp]
−−−−−−−−→ qji+1 pour tout j avec 0 ≤ j < s, j < i < j + p− 1.

– qjj+p−1

ξi[xa/x0,xb/xp]
−−−−−−−−→ qR pour tout j avec 0 ≤ j < s si p > 1.

Ci-dessus, l( ~xk) et u( ~xk) dénotent les expressions l et u dans lesquelles chaque
occurrence d’une variable de borne de tableaux k est remplacée par le comp-
teur (paramètre) xk correspondant. Comme avant, pour chaque transition
nous supposons que

∧

k∈FV (φ) x
′
k = xk est ajoutée implicitement comme

conjonction à chaque étiquette (formule), c.-à-d. la valeur d’un compteur
xk reste constant dans un calcul. Les formules ξi sont définies comme suit :

– si dir = right, ξi =
∧

k∈Ki
xk − x

′
k+1 ≤ αk pour Ki = {k | 0 ≤ k <

p, i ≡s k + t}, α0 = q, et αk = 0, k > 0,
– si dir = left, ξi =

∧

k∈Ki
x′k−1−xk ≤ αk, Ki = {k | 1 ≤ k ≤ p, k+i ≡s

t}, α1 = q, et αk = 0, k > 1.
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qL qR

q1 q1
2

q0
1 q0

2

q1
3

x′a − x1 ≤ 5

⊤ ⊤

x′1 − x2 ≤ 0q0 x ′
a − x

1 ≤ 5

x
′
1
−
x2

≤
0

x′1 − x2 ≤ 0 ∧ xτ ≡2 1

∧x′a − x1 ≤ 5
∧x′2 − xtϕ ≤ 0

∧x′1 − x2 ≤ 0

∧x′2 − xtϕ ≤ 0

∧x ′
2 − x

tϕ ≤
0

∧xτ + 1 ≡
2 1

∧xτ
+ 1 ≡2 0xτ

≥ xl1
− 4 ∧ xτ

= xl1
− 4

xτ ≥ x
l1 − 4 ∧ xτ = x

l1 − 4

∧xτ ≡2 0

∧x′a − x1 ≤ 5 ∧ x′2 − xtϕ ≤ 0

xτ = xu1 − 3∧

¬(∃i . xl1 ≤ i ≤ xu1 ∧ i ≡2 0)

xτ ≥ xl1 − 3 ∧ xτ < xu1 − 3
xτ ≥ xl1 − 3 ∧ xτ < xu1 − 3

xτ = xu1 − 3

Fig. 5.3 – Le FBCA pour les arêtes diagonales de la formula ϕ : ∀i, j.l1 ≤
i ≤ u1 ∧ l2 ≤ j ≤ u2 ∧ i − j ≤ 3 ∧ i ≡2 0 ∧ j ≡2 1 → a[i] − b[j] ≤ 5 de la
figure 5.2(a) obtenue comme D(a, tϕ, 3, 5, 2, 0− 3, {l1 − 3}, {u1 − 3}, left).
Pour comprendre la formule ξ0 sur la transition de q0 vers q1, notons que
la contrainte i ≡s k + t dans la définition de l’ensemble K0 est instantiée à
0 ≡2 k − 3, et donc K0 = {1, 3}. Un raisonnement similaire s’applique aux
autres transitions.

Finalement, pour le cas L = U = ∅, nous définissons chaque instance de
D(a, b, p, q, s, t, ∅, ∅, dir) d’êtreA1⊗A2 oùA1 est une instance deD(a, b, p, q, s,
t, ∅, {0}, dir) et A2 une instance de D(a, b, p, q, s, t, {0}, ∅, dir).

La construction peut être expliquée en considérant un calcul acceptant
d’une instance de D. Considérons le cas où il existe une valeur i entre les
bornes qui satisfait aussi la contrainte modulo. Si cela n’est pas le cas, il y a un

calcul acceptant qui prend la transitions qL
¬(∃i .

V

l∈L
i≥l( ~xk) ∧

V

u∈U
i≤u( ~xk) ∧ i≡st)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

qR exactement une fois.

Puisque le calcul est acceptant, il doit visiter infiniment souvent un état
de L à gauche et un état de R à droite. Il y a trois cas : (1) L 6= ∅ et U 6= ∅,
(2) L = ∅ et U 6= ∅, et (3) L 6= ∅ et U = ∅. Dans le cas (1), un calcul bi-
infini visite qL infiniment souvent à gauche et qR infiniment souvent à droite.
Notons que le calcul ne peut pas visiter la boucle q0 → . . .→ qs−1 infiniment
souvent grâce aux bornes inférieures et supérieures sur xτ . Dans le cas (2), le
calcul ne peut prendre aucune des transitions qL → qi, 0 ≤ i < s, à cause du
fait que L est vide, ce qui rend la garde insatisfaisable. La seule possibilité
pour un calcul bi-infini acceptant est donc de visiter les états q0 → . . .→ qs−1

infiniment souvent à gauche. Grâce à la borne supérieure sur xτ , le calcul ne
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peut pas rester infiniment souvent dans cette boucle et doit sortir par une
des transitions qi → qii+1 (ou qi → qR pour p = 1) en étant ensuite enfermé
dans qR à droite. Le cas (3) est symétrique au cas (2).

Notons que dans tous les cas, grâce aux tests modulo sur xτ dans l’entrée
et la sortie de la boucle principale q0 → . . . → qs−1 la valeur du compteur
xτ doit être égale à i modulo s quand un état qi, 0 ≤ i < s est visité dans
chaque calcul acceptant. Les états qji sont utilisés pour décrire les contraintes
qui correspondent à des arêtes qui commencent à l’intérieur des bornes et
vont au delà de la borne supérieure (et vice-versa, c.-à-d. les arêtes inversées)
Le nombre de ces arêtes est borné. Cette construction n’est pas nécessaire
pour les bornes inférieures car les gabarits sont utilisés uniquement de sorte
qu’aucune arête va au-dessous d’une borne inférieure.

Le gabarit pour les arêtes verticales Soient a, b deux symboles de ta-
bleaux, q une combinaison de variables de bornes de tableaux, p, s ∈ N+, et
t ∈ [0, s−1]. Par la suite nous appelons L = {l1, . . . , lK} et U = {u1, . . . , uL}
respectivement les bornes inférieurs et supérieurs, où li et uj sont des combi-
naisons linéaires de variables de bornes de tableaux. Soit aussi ~xk = {xk | k ∈⋃K
i=1 FV (li) ∪

⋃L
j=1 FV (uj)}. Par ailleurs, nous supposons L ∪ U 6= ∅

et nous traitons le cas L ∪ U = ∅ plus tard. Nous définissons le gabarit
V (a, b, p, q, s, t,L,U) = 〈~x,Q, L,R,→〉 où :

– ~x = {xa, xb} ∪ ~xk. Ces compteurs auront les mêmes noms dans toutes
les instances de V .

– Q = {qL, qR} ∪ {qi | 0 ≤ i < s}. Les états de contrôle doivent avoir
des noms “frâıchement” choisis pour chaque instance de V . L = {qL}∪
{qi | 0 ≤ i < s} et R = {qR} ∪ {qi | 0 ≤ i ≤ s}.

– qL
⊤
−→ qL, qR

⊤
−→ qR, et qL

¬(∃i .
V

l∈L
i≥l( ~xk) ∧

V

u∈U
i≤u( ~xk) ∧ i≡st)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ qR.

– qL

V

l∈L
xτ≥l( ~xk)−1 ∧

W

l∈L
xτ+1=l( ~xk) ∧ xτ+1≡si

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ qi, 0 ≤ i < s.

– qi

V

l∈L
xτ≥l( ~xk) ∧

V

u∈U
xτ<u( ~xk) ∧ xa−xb≤q( ~xk)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ q(i+1) mod s, 0 ≤ i < s et

i ≡s t.

– qi

V

l∈L
xτ≥l( ~xk) ∧

V

u∈U
xτ<u( ~xk)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ q(i+1) mod s, 0 ≤ i < s et i 6≡s t.

– qi

W

u∈U
xτ=u( ~xk) ∧ xτ≡si ∧ xa−xb≤q( ~xk)

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ qR, 0 ≤ i < s et i ≡s t.

– qi

W

u∈U
xτ=u( ~xk) ∧ xτ≡si

−−−−−−−−−−−−−−→ qR, 0 ≤ i < s et i 6≡s t.
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Ci-dessus, l( ~xk), u( ~xk), et q( ~xk) dénotent les expressions l, u, et q où chaque
occurrence d’une variable de bornes de tableaux k est remplacée par le
paramètre xk. Comme avant, nous supposons, que

∧

k∈FV (φ) x
′
k = xk est

ajouté implicitement comme conjonction à chaque étiquette (formule), c.-
à-d. la valeur d’un compteur xk reste constant dans un calcul. Finalement, si
L = U = ∅, nous définissons chaque instance de V (a, b, p, q, s, t, ∅, ∅) comme
A1 ⊗ A2 où A1 est une instance de V (a, b, p, q, s, t, ∅, {0}) et A2 est une ins-
tance de V (a, b, p, q, s, t, {0}, ∅). L’intuition derrière la construction de V est
très similaire que celle pour D.

5.2.4.4 Automates à compteurs pour les formules basiques

Nous donnons ici la construction d’un FBCA pour les formules basiques.
Cela est fait en composant des instances des gabarits en utilisant l’opérateur
⊗ pour l’intersection (voir la section 5.2.2.1). Nous donnons ici la construc-
tion du FBCA pour des formules (F3). Les formules de type (F1), (F2), et
les contraintes PA sur des variables de bornes de tableaux sont données dans
[67]. Soit ϕ une formule (F3)

∀i, j .
K1̂

k=1

f1
k ≤ i ∧

L1̂

l=1

i ≤ g1l ∧

K2̂

k=1

f2
k ≤ j ∧

L2̂

l=1

j ≤ g2l ∧ i− j ≤ p ∧ i ≡s t ∧ j ≡u v

| {z }

φ

→ a[i]− b[j] ∼ q

où 0 ≤ s < t et 0 ≤ u < v. Soit Li = {f i1, . . . , f
i
Ki
} et Ui = {gi1, . . . , g

i
Li
}

pour i = 1, 2. Nous écrivons φ pour la précondition de ϕ. L’automate Aϕ est
défini comme Aϕ = A1 ⊗ A2 ⊗ A3 où A1, A2, A3 sont instantiés par rapport
au tableau 5.1.

5.2.4.5 Assembler les automates pour des formules normalisées

Étant donnée une formule ϕ(~k,~a) qui est une combinaison booléenne po-
sitive de formules de type (F1)-(F3) et des contraintes PA sur des variables de

bornes de tableaux ~k, soit Aϕ l’automate défini inductivement sur la structure
de ϕ comme suit :

– Si ϕ est de type (F1)-(F3), ou une contrainte PA sur ~k, alors Aϕ est tel
que défini dans la section 5.2.4.4,

– si ϕ = ψ1 ∧ ψ2, alors Aϕ = Aψ1 ⊗ Aψ2 ,
– si ϕ = ψ1 ∨ ψ2, alors Aϕ = Aψ1 ⊎ Aψ2 .
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p ∼ A1 A2 A3

∞ ≤ V (a, tϕ, q, s, t,L1,U1) H(tϕ, bi,∃i, j.φ) V (tϕ, b, 0, u, v,L2,U2)
∞ ≥ V (b, tϕ,−q, u, v,L2,U2) H(tϕ, bi,∃i, j.φ) V (tϕ, a, 0, s, t,L1,U1)
0 ≤ V (a, tϕ, q, s, t,L1,U1) H(tϕ, right,∃i, j.φ) V (tϕ, b, 0, u, v,L2,U2)
0 ≥ V (b, tϕ,−q, u, v,L2,U2) H(tϕ, left, ∃i, j.φ) V (tϕ, a, 0, s, t,L1,U1)
> 0 ≤ D(a, tϕ, p, q, s, t− p,L1−p,U1−p,left) H(tϕ, right,∃i, j.φ) V (tϕ, b, 0, u, v,L2,U2)
> 0 ≥ D(b, tϕ, p,−q, u, v,L2,U2, right) H(tϕ, left, ∃i, j.φ) V (tϕ, a, 0, s, t,L1,U1)
< 0 ≤ D(a, tϕ,−p, q, s, t,L1,U1, right) H(tϕ, right,∃i, j.φ) V (tϕ, b, 0, u, v,L2,U2)
< 0 ≥ D(b,tϕ,−p,−q, u, v+p,L2+p,U2+p,left) H(tϕ, left, ∃i, j.φ) V (tϕ, a, 0, s, t,L1,U1)

Tab. 5.1 – La table d’instantiation de formules (F3). Dans quelques lignes
nous transposons les bornes originales apparaissant dans les formules pour
pouvoir utiliser les gabarits qui ne traitent pas explicitement les arêtes qui
partent à l’intérieur des bornes et qui arrivent au-dessous. La sémantique des
formules est préservée grâce à la façon dont les gabarits sont construits, au
lieu d’arêtes qui vont au-dessous d’une borne inférieure pour un interval nous
obtenons les mêmes arêtes qui vont juste au-dessus de la borne inférieur de
l’interval transposé. Étant donné un ensemble d’entiers S et un entier p, nous
utilisons la notation S + p pour {s+ p | s ∈ S}.

Soit r ∈ R(Aϕ) un calcul acceptant de Aϕ et δ(r) = val(r(0))(xτ ) la valeur
du compteur xτ (tic-tac) à la position 0 de r. Nous appelons η(r) = r ◦σ−δ(r)

le calcul centré obtenu de r en le transposant tel que la valeur de xτ à
la position 0 et aussi 0. En utilisant le lemme 5.1, r est aussi un calcul
acceptant de Aϕ ssi η(r) l’est. Notons que r induit les valuations suivantes

sur ~k et ~a, respectivement : ιr(k) = val(η(r)(0))(xk) pour tout k ∈ ~k, et
µr(a)(i) = val(η(r)(i))(xa) pour tout a ∈ ~a et i ∈ Z.

Pour une valuation quelconque ν ∈ V(Aϕ), il existe r ∈ R(Aϕ) tel que
ν = val(r). Soit Mϕ(ν) = 〈ιr, µr〉 la valuation des variables libres de ϕ qui
correspond à r. Alors, on voit que Mϕ définit une fonction Mϕ : V(Aϕ) →

(~k 7→ Z)× (~a 7→ ωZω).

Theorème 5.8 Soit ϕ(~k,~a) une combinaison booléenne positive de formules
de type (F1)-(F3) et des contraintes PA sur les variables de bornes de tableaux
~k, et Aϕ l’automate défini ci-dessus Alors, Mϕ(V(Aϕ)) = [[ϕ]].

La preuve est par induction sur la structure de ϕ. Pour le cas de base, nous
utilisons la correspondence entre modèles et graphes de contraintes des for-
mules (F1)-(F3) (Lemme 5.7). Le pas inductif suit comme une conséquence du
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fait que la classe des FBCA est fermée par union et intersection (Lemme 5.4).
Le résultat principal de cette section est le suivant :

Corollaire 5.9 La logique LIA est décidable.

La preuve utilise la normalisation (voir le lemme 5.6) pour réécrire une
formule de LIA en forme normale (NF) et applique ensuite le théorème 5.8 à la
matrice de la formule (c.-à-d. la formule obtenu en enlevant les quantificateur
existentielle).

5.3 Vérification automatique de programme

avec tableaux

Dans cette section nous donnons une approche de vérification pour des
programmes utilisant des tableaux d’entiers avec affectations, conditions et
des boucles while non-imbriquées. Notre technique de vérification est basée
sur une combinaison de la logique SIL (une sous-classe de LIA) présentée
dans la section 5.3.4 utilisée pour exprimer des pré- et postconditions et
les automates et transducteurs à compteurs (CA) utilisés pour traduire les
formules SIL et les boucles du programme permettant de calculer l’effet des
boucles et de vérifier l’implication.

Par exemple, la formule (∀i.0 ≤ i ≤ n1 − 1 → b[i] ≥ 0) ∧ (∀i.0 ≤ i ≤
n2 − 1→ c[i] < 0) décrit une postcondition d’un programme qui partitionne
un tableau a dans un tableau b contenant ses éléments positifs et un tableau
c contenant ses éléments négatifs.

Les formules SIL sont interprétées sur des configurations de programmes
qui associent des entiers aux variables scalaires et des séquences finies d’en-
tiers aux variables de tableaux. Comme montré dans la section précédente
et dans [68] (où une preuve plus directe est donnée), l’ensemble des modèles
d’une formule de ∃∗∀∗-SIL correspond à l’ensemble de traces d’un automate
à compteurs plat avec des contraintes DBM. Cela entrâıne la décidabilité du
problème de satisfaisabilité pour ∃∗∀∗-SIL.

Dans cette section nous prenons un autre regard sur la connection entre
∃∗∀∗-SIL et les automates à compteurs CA, qui nous permet de bénéficier des
avantages des deux formalismes. En effet, la logique est utile pour exprimer
des pré/postconditions lisibles de programmes et leurs parties et pour calculer
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symboliquement l’effet de commandes (sans boucles). De l’autre côté, les
automates sont adaptés pour exprimer l’effet de boucles de programmes.

En particulier, étant donnée une formule ∃∗∀∗-SIL, nous pouvons facile-
ment calculer la plus forte postcondition, qui est dans le même fragment,
d’une affectation ou d’un conditionnel. En atteignant une boucle du pro-
gramme, nous traduisons la formule ∃∗∀∗-SIL ϕ qui décrit l’ensemble des
configurations au début de la boucle vers un automate à compteurs Aϕ
qui code l’ensemble de ses modèles. Par la suite, pour caractériser l’effet
d’une boucle L, nous la traduisons (d’une façon purement syntaxique) dans
un transducteur TL, c.-à-d. un automate à compteurs qui décrit la rela-
tion entrée/sortie sur les variables scalaires et les éléments des tableaux
implémentée par L. La postcondition de L est ensuite obtenue en compo-
sant TL avec Aϕ. Le résultat de la composition est un automate à compteurs
CA Bϕ,L représentant l’ensemble exact de configurations après un nombre

quelconque d’itérations de L. À la fin, nous traduisons Bϕ,L vers ∃∗∀∗-SIL
et nous obtenons une postcondition de L par rapport à ϕ. Cependant, ce
pas contient une abstraction (raffinable), puisque les automates à compteurs
sont plus expressifs que ∃∗∀∗-SIL. Nous générons d’abord un automate à
compteurs plat, qui sur-approxime l’ensemble des traces de Bϕ,L, et nous le
traduisons ensuite vers ∃∗∀∗-SIL.

Notre approche permet donc de générer des postconditions “lisibles” pour
chaque boucle du programme permettant à l’utilisateur de comprendre ce
que fait le programme. Puisque ces postconditions sont exprimées dans une
logique décidable, cela permet en plus de tester automatiquement si elles
impliquent les postconditions définies par l’utilisateur dans la même logique.
Nous avons validé notre approche en vérifiant plusieurs programmes ma-
nipulant les tableaux, comme la partition d’un tableaux, la rotation d’un
tableaux, etc.

Tous les détails se trouvent dans [33] et le rapport technique correspon-
dant [34].

5.3.1 Travaux connexes

Le domaine de la vérification automatique de programmes avec tableaux
et/ou la synthèse d’invariants de boucles est très étudié récemment. Par
exemple, [57, 83, 17, 18, 75, 63] utilisent des gabarits d’invariants de boucles
universellement quantifiés et/ou des prédicats définis par l’utilisateur. La
forme des invariants recherchés est basée sur ces gabarits. Inférer les inva-
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riants est abordé par plusieurs approches, telles que l’abstraction par prédi-
cats avec de constantes de Skolem [57], la synthèse d’invariants basée sur les
contraintes [17, 18], ou l’abstraction par prédicats combinée avec l’interpola-
tion [75].

Dans [92], un prouveur par saturation et interpolation est utilisé pour
dériver des invariants à partir de dépliages finis de boucles. Dans le travail
récent [82], des invariants de boucles sont synthétisés en dérivant d’abord
des invariants scalaires, en les combinant ensuite avec des axiomes de pre-
mier ordre sur les tableaux prédéfinis et enfin en utilisant un prouveur par
saturation pour générer des invariants de boucles sur les tableaux. Cette
approche peut générer des invariants contenant des alternations de quantifi-
cateurs. Un désavantage est que, contrairement à notre approche, la méthode
ne tient pas compte de préconditions de boucles, qui sont parfois nécessaires
pour trouver des invariants raisonnables. Cette approche ne génère pas en
général des invariants dans un fragment logique décidable.

Une autre approche, basée sur l’interprétation abstraite, est utilisée dans
[62]. Les tableaux sont partitionnés et des propriétés de “résumé” sont traquées.
Le partitionnement est basé sur des heuristiques dépendant des valeurs des
variables d’indices. Ces heuristiques échouent parfois et l’intervention de l’uti-
lisateur devient nécessaire. Cette approche a été récemment amélioré dans
[71] en utilisant des meilleurs heuristiques de partition et des meilleurs do-
maines relationnels abstraits pour garder la trace de relation entre deux par-
ties de tableaux.

Les travaux sur les logiques de tableaux [36, 112, 60, 25, 61] ne donnent
pas une méthode directe pour traiter automatiquement les boucles de pro-
grammes.

5.3.2 Préliminaires

Pour une séquence σ ∈ A∗, nous écrivons |σ| pour sa longueur et σi pour
l’élément à la position i pour 0 ≤ i < |σ|. Contrairement aux automates
à compteurs pour LIA nous utilisons ici des automates à compteurs plus
simples avec des calculs finis. Pour cette raison nous définissons les automates
à compteurs munis explicitement d’un état initial et des états finaux. Un
automate à compteurs fini (FCA) est un quintuple A = 〈X,Q, I,−→, F 〉, où :

X est un ensemble fini de compteurs sur Z, Q est un ensemble fini d’états
de contrôle, I ⊆ Q est un ensemble d’états initiaux, −→ est une relation de
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transition donné par un ensemble de règles q
ϕ(X,X ′)
−−−−−−−→ q′ où ϕ est une

formule arithmétique reliant les valeurs actuelles des compteurs X à leur
valeurs futures X ′ = {x′ | x ∈ X}, et F ⊆ Q est un ensemble fini d’états
finaux.

Les notions de configuration et successeur immédiat sont les mêmes que
celles la section 5.2.2. Étant donnés deux états de contrôle q, q′ ∈ Q, un
calcul de A de q à q′ est une séquence finie de configurations c1c2 . . . cn avec
c1 = 〈q, ν〉, cn = 〈q′, ν ′〉 pour des valuations ν, ν ′ : X → Z, et ci+1 est un
successeur immédiat de ci, pour tout i avec 1 ≤ i < n. Soit R(A) l’ensemble
de calculs de A d’un état initial q0 ∈ I vers un état final qf ∈ F et Tr(A) =
{val(c1)val(c2) . . . val(cn) | c1c2 . . . cn ∈ R(A)} son ensemble de traces.

Pour deux automates à compteurs finis Ai = 〈Xi, Qi, Ii,→i, Fi〉, i = 1, 2
nous définissons l’automate produit comme A1⊗A2 = 〈X1∪X2, Q1×Q2, I1×

I2,→, F1×F2〉, où 〈q1, q2〉
ϕ
→ 〈q′1, q

′
2〉 ssi q1

ϕ1
→1 q

′
1, q2

ϕ2
→2 q

′
2 et |= ϕ↔ ϕ1∧ϕ2.

Nous avons pour toute séquence σ ∈ Tr(A1 ⊗A2), σ↓X1∈ Tr(A1) et σ↓X2∈
Tr(A2), et vice-versa.

5.3.3 Automates à compteurs pour reconnâıtre les confi-

gurations et les transitions

Pour le reste de la section, soit ~a = {a1, a2, . . . , ak} un ensemble de va-

riables de tableau, et ~b = {b1, b2, . . . , bm} un ensemble de variables scalaires.

Une configuration 〈α, ι〉 est une paire de valuations α : ~a→ Z∗, et ι : ~b→ Z.
Pour simplifier, nous supposons que |α(a1)| = |α(a2)| = . . . = |α(ak)| > 0, et
notons |α| la taille des tableaux dans la configuration.

Par la suite, soit X un ensemble de compteurs partitionné dans des comp-
teurs de valeurs ~x = {x1, x2, . . . , xk}, compteurs d’indices ~i = {i1, i2, . . . , ik},
paramètres ~p = {p1, p2, . . . , pm}, et compteurs de travail ~w. Notons que ~a est

en correspondance directe avec ~x et ~i, et que ~b est en correspondance avec ~p.

Definition 5.10 Soit 〈α, ι〉 une configuration. Une séquence σ ∈ (X → Z)∗

est appelé consistante avec 〈α, ι〉, noté σ ⊢ 〈α, ι〉 ssi, pour tout 1 ≤ p ≤ k, et
tout 1 ≤ r ≤ m :

1. pour tout q ∈ N avec 0 ≤ q < |σ|, nous avons 0 ≤ σq(ip) ≤ |α|,

2. pour tout q, r ∈ N avec 0 ≤ q < r < |σ|, nous avons σq(ip) ≤ σr(ip),
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3. pour tout s ∈ N avec 0 ≤ s ≤ |α|, il existe q avec 0 ≤ q < |σ| tel que
σq(ip) = s,

4. pour tout q ∈ N avec 0 ≤ q < |σ|, si σq(ip) = s < |α|, alors σq(xp) =
α(ap)s,

5. pour tout q ∈ N avec 0 ≤ q < |σ|, nous avons σq(pr) = ι(br).

Intuitivement, un calcul d’un FCA représente le contenu d’un tableau
en traversant toutes ses entrées de gauche à droite. Le contenu de plu-
sieurs tableaux est représenté en entrelaçant d’une façon arbitraire le par-
cours des différents tableaux (contrairement à la représentation des tableaux
dans LIA). De ce point de vue, pour qu’un calcul d’un FCA corresponde
à une configuration (c.-à-d. soit consistant avec elle), il est nécessaire que
chaque compteur d’indice garde sa valeur ou incrémente à chaque point du
calcul (voir point 2 de la définition 5.10) en visitant chaque entrée du ta-
bleau (points 1 et 3 de la définition 5.10). 4 La valeur d’une certaine entrée
d’un tableau ap est codée par la valeur du compteur de tableaux xp quand
le compteur d’indice contient la position de l’entrée donnée (point 4 de la
définition 5.10). Enfin, les valeurs des variables scalaires sont codées par les
valeurs des paramètres correspondants qui restent constants pendant le calcul
(point 5 de la définition 5.10).

Un FCA est appelée conf-consistant ssi pour chaque trace σ ∈ Tr(A), il
existe une configuration (qui est unique) 〈α, ι〉 telle que σ ⊢ 〈α, ι〉. Nous no-
tons Σ(A) = {〈α, ι〉 | ∃ σ ∈ Tr(A) . σ ⊢ 〈α, ι〉} l’ensemble des configurations
reconnu par un FCA.

Une conséquence de la définition 5.10 est qu’entre deux positions adja-
centes d’une trace d’un FCA conf-consistant les compteurs d’indice n’incré-
mentent jamais de plus qu’un. Par conséquent, chaque transition dont la
relation est non-déterministe par rapport à un compteur d’indice peut être
séparée en deux transitions : un idle (pas de changement) et un tic-tac
(incrément par un). Par la suite, nous supposons donc, que chaque tran-
sition d’un FCA conf-consistant et soit un idle soit un tic-tac par rapport à
chaque compteur d’indice.

4En fait, chaque compteur d’indice atteint la valeur |α| qui est un de plus que nécessaire
pour traverser un tableau avec des entrées 0 . . . |α| − 1. La raison est technique, liée à la
composition avec les transducteurs représentant les boucles du programme. Ils produisent
des entrée de tableaux avec un délai d’un pas. Notons que l’entrée à la position |α| n’est
pas contrainte.
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Pour chaque ensemble U = {u1, ..., un}, nous notons U i = {ui1, ..., u
i
n}

et Uo = {uo1, ..., u
o
n}. Si s = 〈α, ι〉 et t = 〈β, κ〉 sont deux configurations

tels que |α| = |β|, la paire 〈s, t〉 est appelée une transition. Un FCA T =
〈X,Q, I,−→, F 〉 est appelé un transducteur ssi son ensemble de compteurs

X est partitionné dans : compteurs d’entrée ~xi et compteurs de sortie ~xo,
où ~x = {x1, x2, . . . , xk}, compteurs d’indices ~i = {i1, i2, . . . , ik}, paramètres
d’entrée ~pi et paramètres de sortie ~po, où ~p = {p1, p2, . . . , pm}, et compteurs
de travail ~w.

Definition 5.11 Une séquence σ ∈ (X → Z)∗ est appelée consistante avec
une transition 〈s, t〉, où s = 〈α, ι〉 et t = 〈β, κ〉, notée σ ⊢ 〈s, t〉 ssi, pour tout
p avec 1 ≤ p ≤ k et tout r avec 1 ≤ r ≤ m :

1. pour tout q ∈ N avec 0 ≤ q < |σ|, nous avons 0 ≤ σq(ip) ≤ |α|,

2. pour tout q, r ∈ N avec 0 ≤ q < r < |σ|, nous avons σq(ip) ≤ σr(ip),

3. pour tout s ∈ N avec 0 ≤ s ≤ |α|, il existe p avec 0 ≤ q < |σ| tel que
σq(ip) = s,

4. pour tout q ∈ N avec 0 ≤ q < |σ|, si σq(ip) = s < |α|, alors σq(x
i
p) =

α(ap)s,

5. pour tout q ∈ N avec 0 ≤ q < |σ|, si σq(ip) = s > 0, alors σq(x
o
p) =

β(ap)s−1,

6. pour tout q ∈ N avec 0 ≤ q < |σ|, nous avons σq(p
i
r) = ι(br) et σ(por) =

κ(br).

L’intuition derrière la représentation des transitions d’un programme avec
des tableaux par des transducteurs est la même que celle pour la représentation
des configurations par des automates à compteurs. Les transducteurs décrivent
les configurations entrée et sortie en utilisant les compteurs d’entrée et de
sortie respectivement. Notons que les transducteurs sont définis de sorte que
les valeurs de sortie apparaissent avec un délai d’un pas par rapport aux
valeurs d’entrée correspondantes (voir point 5 de la définition 5.11). 5

Un transducteur T est appelé trans-consistant ssi pour chaque trace σ ∈
Tr(T ) il existe une transition 〈s, t〉 telle que σ ⊢ 〈s, t〉. Nous notons Θ(T ) =
{〈s, t〉 | ∃ σ ∈ Tr(T ) . σ ⊢ 〈s, t〉} l’ensemble des transitions reconnu par un
transducteur.

5Intuitivement, le transducteur à besoin d’un pas pour calculer la valeur de sortie. Il
est possible de définir des transducteurs synchrones. Nous préférons cette définition pour
des raisons techniques.
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5.3.3.1 Dépendances entre les compteurs d’indice

Un automate à compteurs conf-consistant peut représenter un tableau de
plusieurs façons. Par exemple, le tableau a = 4, 3, 2 est codé par les deux cal-
culs (0, 4), (0, 4), (1, 3), (2, 2), (2, 2) et (0, 4), (1, 3), (1, 3), (2, 2), où les premiers
éléments des paires sont les valeurs du compteur d’indice et les deuxièmes les
valeurs du compteur de valeur correspondant à a. Deux ou plus de compteurs
d’indices sont appelés dépendants s’ils avancent toujours à la même vitesse
ensemble. Cette notion est utilisée pour donner des conditions suffisantes
permettant la composition d’automate à compteurs avec des transducteurs.

Soit X ⊂ ~i un ensemble fixé de compteurs d’indice. Une dépendance δ
est une conjonction d’égalités entre des éléments appartenant à X. Pour une
séquence de valuations σ ∈ (X → Z)∗, nous notons σ |= δ ssi σl |= δ, pour
tout 0 ≤ l < |σ|.

Pour une dépendance δ, nous notons [[δ]] = {σ ∈ (X → Z)∗ | il existe
une configuration s tel que σ ⊢ s et σ |= δ}, c.-à-d., l’ensemble de toutes les
séquences qui correspondent à un tableau et qui satisfont δ. Une dépendance
δ1 est appelée plus forte qu’une autre dépendance δ2, notée δ1 → δ2, ssi
l’implication de premier ordre entre δ1 et δ2 est valide. Notons que δ1 → δ2 ssi
[[δ1]] ⊆ [[δ2]]. Si δ1 → δ2 et δ2 → δ1, nous écrivons δ1 ↔ δ2. Pour un automate à
compteurs conf-consistant (resp. trans-consistant) A, nous notons par ∆(A)
la dépendance la plus forte δ telle que Tr(A) ⊆ [[δ]].

Definition 5.12 Un FCA A = 〈~x,Q, I,−→, F 〉, où ~x ⊆ X, est appelé conf-

complet ssi pour toute configuration s ∈ Σ(A), et toute séquence σ ∈ (X →
Z)∗, telle que σ ⊢ s et σ |= ∆(A), nous avons σ ∈ Tr(A).

Intuitivement, un automate A est conf-complet s’il représente chaque
configuration s ∈ Σ(A) de toutes les façons possibles par rapport à la dépen-
dance la plus forte sur ses compteurs d’indices.

5.3.3.2 Composer les automates à compteurs avec les transduc-
teurs

Pour un automate à compteurs A et un transducteur T , Σ(A) représente
un ensemble de configurations, tandis que Θ(T ) est la relation de transition.
Une question naturelle est de savoir, si l’image de Σ(A) par la relation Θ(T )
peut être représentée par un FCA, et si cet automate peut être construit à
partir de A et de T .
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Theorème 5.13 Si A est un automate à compteurs conf-consistant et conf-
complet avec des compteurs de valeurs ~x = {x1, ..., xk}, compteurs d’indice
~i = {i1, ..., ik}, et paramètres ~p = {p1, ..., pm}, et T est un transducteur
avec compteurs d’entrée (sortie) ~xi (~xo), compteurs d’indice ~i, et paramètres
d’entrée (sortie) ~pi (~po) tel que ∆(T )[~x/~xi]→ ∆(A), alors on peut construire
un automate à compteurs conf-consistant B, tel que Σ(B) = {t | ∃ s ∈
Σ(A) . 〈s, t〉 ∈ Θ(T )}, et de plus, ∆(B)→ ∆(T )[~x/~xi].

5.3.4 La logique SIL

Dans cette section nous introduisons SIL (Singly Index Logique) qui est
une version allégée et légèrement modifiée de LIA, notamment un seul indice
est permis dans les propriétés de tableaux et les contraintes modulo sur les
indices ne sont pas autorisées. Comme pour LIA nous avons trois types de
variables. Les variables scalaires b, b1, b2, ... ∈ BV ar apparaissent dans les
bornes qui définissent les intervals et dans les contraintes sur les variables
qui ne sont pas des tableaux. Les variables d’indices i, i1, i2, ... ∈ IV ar et les
variables de tableaux a, a1, a2, ... ∈ AV ar sont utilisées dans les termes de
tableaux. Les ensembles BV ar, IV ar, et AV ar sont disjoints.

n,m, p . . . ∈ Z constantes entières
b, b1, b2, . . . ∈ BV ar variables scalaires
φ contraintes de Presburger

i, j, i1, i2, . . . ∈ IV ar variables d’indices
a, a1, a2, . . . ∈ AV ar variables de tableaux
∼ ∈ {≤,≥}

B := n | b+ n termes de bornes de tableaux
G := ⊤ | B ≤ i ≤ B | G ∧G | G ∨G expressions de garde
V := a[i+ n] ∼ B | a1[i+ n]− a2[i+m] ∼ p |

i− a[i+ n] ∼ m | V ∧ V expressions de valeur
F := ∀i . G→ V | φ(B1, B2, . . . , Bn) |

¬F | F ∧ F formules

Fig. 5.4 – Syntaxe de SIL

La figure 5.4 montre la syntaxe de SIL. Nous autorisons des comparaisons
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entre i et a[i+ n] qui ne sont pas explicitement autorisées en LIA.

Comme dans LIA, nous écrivons i < f à la place de i ≤ f − 1, i = f
à la place de f ≤ i ≤ f , ϕ1 ∨ ϕ2 à la place de ¬(¬ϕ1 ∧ ¬ϕ2), et ∀i . υ(i)
à la place de ∀i . ⊤ → υ(i). Si B1(b1), ..., Bn(bn) sont des termes de bornes
avec des variables libres b1, ..., bn ∈ BV ar, nous écrivons chaque formule de
Presburger ϕ sur les termes a1[B1], ..., an[Bn] comme une abréviation pour
(
∧n
k=1 ∀j . j = Bk → ak[j] = b′k) ∧ ϕ[b′1/a1[B1], ..., b

′
n/an[Bn]], où b′1, ..., b

′
n

sont des variable frâıches de scalaires.

La sémantique d’une formule ϕ est définie en utilisant la relation 〈α, ι〉 |=

ϕ entre configurations et formules En particulier, 〈α, ι〉 |= ∀i . γ(i,~b) →

υ(i,~a,~b) ssi, pour toute valeur de n dans l’ensemble
⋂
{[−m, |α| − m −

1] | a[i+m] apparâıt dans υ}, si ι |= γ[n/i], alors aussi ι ∪ α |= υ[n/i].
Intuitivement, γ est considéré uniquement pour les indices qui ne génèrent
pas des accès de tableaux hors bornes.

Nous notons [[ϕ]] = {〈α, ι〉 | 〈α, ι〉 |= ϕ}. Alors le problème de satisfaisa-

bilité demande, si pour une formule ϕ, [[ϕ]]
?
= ∅. Nous disons qu’un automate

A et une formule SIL se correspondent ssi Σ(A) = [[ϕ]].

Le fragment ∃∗∀∗ de SIL est l’ensemble des formules SIL qui écrit en forme
normale prenexe ont un préfixe de quantificateur de la forme ∃i1 . . .∃in∀j1 . . .
∀jm. Comme montré dans [68] le fragment ∃∗∀∗ de SIL est équivalent à
l’ensemble de combinaisons booléennes existentiellement quantifiés de (1)

contraintes PA sur les variables scalaires ~b et (2) propriétés de tableaux de

la forme ∀i . γ(i,~b)→ υ(i,~b,~a).

Theorème 5.14 ([68]) Le problème de satisfaisabilité est décidable pour le
fragment ∃∗∀∗ de SIL.

Nous donnons ci-dessous une connexion automate logique entre ∃∗∀∗-
SIL et automates à compteurs. Nous montrons comment des préconditions
de boucles écrites en ∃∗∀∗-SIL peuvent être traduite vers des automates à
compteurs CA de sorte qu’on peut les composer avec des transducteurs cor-
respondant aux boucles (pour cette raison la traduction décrite dans [33] est
différente de celle de [68]). Ensuite nous montrons comment, des formules de
∃∗∀∗-SIL peuvent être obtenues à partir d’un automate à compteurs qui est
obtenue comme un produit entre l’automate à compteurs d’une précondition
et le transducteur d’une boucle.
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5.3.4.1 De ∃∗∀∗-SIL aux automates à compteurs

Étant donnée une précondition ϕ en ∃∗∀∗-SIL, nous pouvons construire un
automate Aϕ avec Σ(A) = [[ϕ]]. Nous supposons que la précondition est satis-
faisable (ce qui peut être testé, voir théorème 5.14). L’idée de la construction
(donnée dans [33]) est similaire aux automates construits pour LIA.

La plus forte dépendance ∆(Aϕ) entre les compteurs d’indice de Aϕ peut
être déterminé de considérant la formule ϕ. Nous pouvons aussi montrer que
Aϕ est conf-complet (voir la définition 5.12). Puisque Aϕ est construit inducti-
vement sur la structure de ϕ, ∆(Aϕ) peut aussi être construit inductivement.
Soit δ(ϕ) la formule définie comme suit :

– δ(ϕ) = ⊤ si ϕ est une contrainte de Presburger sur ~b,
– pour ϕ ≡ ∀i . f ≤ i ≤ g → υ,

δ(ϕ)
∆
= δ(¬ϕ)

∆
=

{
⊤ si υ est ap[i] ∼ B ou i− ap[i] ∼ n,
ip = iq si υ est ap[i]− aq[i+ 1] ∼ n,

– δ(ϕ1 ∧ ϕ2) = δ(ϕ1) ∧ δ(ϕ2).

Theorème 5.15 Étant donnée une formule satisfaisable ϕ de ∃∗∀∗-SIL, nous
avons pour le FCA Aϕ : (1) Aϕ est conf-consistant, (2) Aϕ est conf-complet,
(3) Aϕ et ϕ correspondent, et (4) δ(Aϕ) ↔ ∆(Aϕ).

5.3.4.2 Des automates à compteurs à ∃∗∀∗-SIL

En général les automates à compteurs sont plus expressifs que ∃∗∀∗-
SIL. Pour donner une formule qui correspond à un automate nous donnons
d’abord une construction qui permet d’obtenir à partir d’un FCA A un en-
semble de FCA restreints AK1 ,A

K
2 , . . . ,A

K
n , tel que Σ(A) ⊆

⋂n
i=1 Σ(AKi ), et

pour chaque AKi , 1 ≤ i ≤ n, nous pouvons donner une formule ∃∗∀∗-SIL ϕi
qui lui correspond. Nous obtenons donc une formule ϕA =

∧n
i=1 ϕi telle que

Σ(A) ⊆ [[ϕA]] (la formule est donc une sur-approximation de l’automate).
Intuitivement, les FCA restreints sont des automates plats dont les transi-
tions sont des DBMs. L’abstraction consiste à aplatir (d’une façon raffinable)
les automates en tenant compte des dépendances entre les compteurs d’in-
dices. Chaque automate de AK1 ,A

K
2 , . . . ,A

K
n ne concerne que des compteurs

d’indice dépendants.
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b ∈ BV ar, a ∈ AV ar, i ∈ IV ar, n ∈ Z, c ∈ N

ASGN ::= LHS = RHS
LHS ::= b | a[i+ c]
TRM ::= LHS | i
RHS ::= TRM | -TRM | TRM+n
CND ::= CND && CND | RHS ≤ RHS

Fig. 5.5 – Affectations et conditions

5.3.5 Les programmes qui manipulent les tableaux

Nous considérons des programmes avec des affectations, des conditions et
des boucles while non-imbriquées montrées dans la figure 5.6, qui travaillent
sur des tableaux AV ar et des variables scalaires BV ar (for une syntaxe for-
mel, voir [34]). Dans une boucle, nous supposons une correspondance 1 :1
entre l’ensemble des tableaux AV ar et l’ensemble des indices IV ar. Autre-
ment dit, à chaque tableau est associé une variable d’indice. Chaque indice
i ∈ IV ar est initialisé au début de la boucle en utilisant une expression de
la forme b+n où b ∈ BV ar et n ∈ Z. Les indices sont locaux à la boucle. Le
corps Sl1 ;... ;S

l
nl
; de chaque branche de boucle consiste en zéro ou plusieurs

affectations suivies par une commande d’incrémentation des indices incr(I),
I ⊆ IV ar. La syntaxe des affectations et des expressions booléennes est
donnée dans la figure 5.5.

Une configuration d’un programme est une paire 〈l, s〉 où l est une ligne
du programme et s est une configuration 〈α, ι〉 définie comme dans la sec-
tion 5.3.3. La sémantique des commandes est standard (voir par exemple
[87]). Nous supposons qu’il n’y a pas d’accès hors bornes des tableaux (ces
situations sont traitées dans [34]).

Pour les commandes données dans la figure 5.5, nous avons développé un
calcul de plus fortes postconditions pour ∃∗∀∗-SIL. Ce calcul permet d’expri-
mer la sémantique des affectations et des conditions et peut être utilisé pour
traiter les parties séquentielles du programme (les blocs de commandes en
dehors des boucles). On peut montrer que ∃∗∀∗-SIL est fermée par les plus
fortes postconditions (voir [34]).
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5.3.6 Des boucles aux automates à compteurs

Étant donnée une boucle L qui commence à la ligne l, tel que l′ est la
ligne qui suit directement L, nous notons ΘL = {〈s, t〉 | il y a un calcul de L
de 〈l, s〉 vers 〈l′, t〉} la relation de transition induite par L. Nous définissons
la dépendance de boucle δL comme la conjonction des égalités ip = iq, ip, iq ∈
IV ar, où (1) ep ≡ eq où e1 et e2 sont les expressions initialisant ip et iq
et (2) pour chaque branche de L finit par un incrément d’indice incr(I),
ip ∈ I ⇐⇒ iq ∈ I. La relation d’équivalence ≃δL sur les compteurs d’indice
est définie comme avant : ip ≃δL iq ssi |= δL → ip = iq.

whilea1:i1=e1,...,ak:ik=ek
(C)

if (C1) S
1
1 ;... ;S

1
n1
;

else if (C2) S
2
1 ;... ;S

2
n2
;

...
else if (Ch−1) S

h−1
1 ;... ;Sh−1

nh−1
;

else Sh1 ;... ;S
h
nh

;

Fig. 5.6 – Une boucle while

Nous supposons avoir une boucle L comme dans la figure 5.6 où AV ar =
{a1, . . . , ak}, IV ar = {i1, . . . , ik}, et BV ar = {b1, . . . , bm} sont respecti-
vement les ensemble de variables de tableaux, indices, et scalaires. Soient
I1, I2, . . . , In ⊆ IV ar une partition de IV ar en classes d’équivalence induites
par ≃δL . Pour une condition, affectation, incrément d’indices ou une boucle
entière E nous définissons dE : AV ar → N ∪ {⊥} as dE(a) = max{c |
a[i + c] apparâıt dans E} si a est utilisé dans E, et dE(a) =⊥ sinon. Le
transducteur TL = 〈X,Q, {q0},−→, {qfin}〉, qui correspond à la boucle L, est

défini ci-dessous :

– X = {xir, x
o
r, ir | 1 ≤ r ≤ k}∪{wir,l | 1 ≤ r ≤ k, 1 ≤ l ≤ dL(ar)}∪{w

o
r,l |

1 ≤ r ≤ k, 0 ≤ l ≤ dL(ar)} ∪ {p
i
r, p

o
r, wr | 1 ≤ r ≤ m} ∪ {wN} où

x
i/o
r , 1 ≤ r ≤ k, sont les compteurs de tableaux entrée/sortie, p

i/o
r ,

1 ≤ r ≤ k, les paramètres mémorisant les scalaires entrée/sortie, et
wr, 1 ≤ r ≤ m, sont des compteurs de travail utilisés pour manipuler
les tableaux et les scalaires (wN mémorise la longueur commune des
tableaux).

– Q = {q0, qpre, qloop, qsuf , qfin} ∪ {q
r
l | 1 ≤ r ≤ h, 0 ≤ l < nr}.
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– Les règles de transition de TL sont les suivantes. Nous supposons une
contrainte implicite x′ = x pour chaque compteur x ∈ X tel que x′

n’apparâıt par explicitement :

– q0
ϕ
−→ qpre, ϕ =

∧

1≤r≤m(wr = pir) ∧ wN > 0 ∧
∧

1≤r≤k(ir = 0 ∧ xir =

wor,0) ∧
∧

1≤r≤k

1≤l≤dL(ar)
(wir,l = wor,l) (les compteurs sont initialisés).

– Pour chaque classe d’équivalence Ij de ≃δL , 1 ≤ j ≤ n, qpre
ϕ
−→ qpre

avec ϕ =
∧

1≤r≤k(ir < ξ(er)) ∧ ξ(incr(I)) (TL copie la partie initiale
des tableaux non modifiée par L).

– qpre
ϕ
−→ qloop, ϕ =

∧

1≤r≤k ir = ξ(er) (TL commence la simulation de

L).

– Pour chaque 1 ≤ l ≤ h, qloop
ϕ
−→ ql0, ϕ = ξ(C)∧

∧

1≤r<l(¬ξ(Cr))∧ξ(Cl)

où Ch = ⊤ (TL choisit la branche de la boucle à simuler).

– Pour chaque 1 ≤ l ≤ h, 1 ≤ r ≤ nl, q
l
r−1

ξ(Slr)−−−−→ q où q = qlr si r < nl,

et q = qloop sinon (l’automate simule une branche de la boucle).

– qloop
ϕ
−→ qsuf , ϕ = ¬ξ(C) ∧

∧

1≤r≤m(wr = por) (TL a terminé la simu-

lation d’une exécution de L).
– Pour chaque classe d’équivalence Ij de ≃δL , 1 ≤ j ≤ n, et ir ∈ Ij ,

qsuf
ϕ
−→ qsuf , ϕ = ir < wN ∧ ξ(incr(Ij)) (copie les suffixes des

tableaux non-modifiés par la boucle)

– qsuf
ϕ
−→ qfin, ϕ =

∧

1≤r≤k ir = wN (tous les tableaux sont complètement

traités).

La transformation syntaxique ξ d’affectations et de conditions préserve la
structure de ces expression, mais remplace chaque br par le compteur wr et
chaque ar[ir + c] par wor,c pour br ∈ BV ar, ar ∈ AV ar, ir ∈ IV ar, et c ∈ N.
Dans les parties gauches des affectations, les valeurs futures des compteurs
sont utilisées (voir [34]). Pour les incréments nous définissons, pour chaque
ir ∈ IV ar :

– ξ(incr(ir)) : xir
′
= wir,1 ∧

∧

1<l≤dL(ar) w
i′
r,l−1 = wir,l ∧ x

o
r
′ = wor,0 ∧

∧

0<l≤dL(ar)w
o′
r,l−1 = wor,l∧w

i′
r,dL(ar) = wo′r,dL(ar)∧i

′
r = ir+1, si dL(ar) > 0,

– ξ(incr(ir)) : xir
′
= wo′r,0 ∧ x

o
r
′ = wor,0 ∧ i

′
r = ir + 1, si dL(ar) = 0.

Pour l’incrément d’un ensemble d’indices cette définition est étendue “point
par point”.
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L’idée principale de la construction est la suivante. TL préserve les sé-
quences exactes des opérations faites sur les tableaux et les scalaires dans L,
mais les exécute sur des compteurs convenablement choisis. Nous exploitons
le fait que le programme accède aux tableaux uniquement à travers d’une
“fenêtre” de taille bornée, qui bouge de gauche à droite. Le contenu de cette
fenêtre est mémorisé dans les compteurs de travail dont la sémantique change
à chaque pas d’incrément. En particulier, la valeur initiale d’une cellule de
tableau ar[l] est mémorisée dans wor,dL(ar) pour dL(ar) > 0 (le cas de dL(ar) =

0 est un peu plus simple). Cette valeur peut être accédé et/ou modifié ensuite
via wor,q où q ∈ {dL(ar), ..., 0} dans les itérations l − dL(ar), ..., l respectives,
car wor,q est copié dans wor,q−1 pendant la simulation de incr(ir) pour q > 0.
En même temps, la valeur initiale de ar[l] est mémorisée dans wir,dL(ar), qui

est ensuite copié dans wir,q pour q ∈ {dL(ar)− 1, ..., 1} et finalement dans xir,
ce qui arrive exactement quand ir atteint la valeur l. Pendant la simulation
du prochain incr(ir), la valeur finale de ar[l] apparâıt dans xor, ce qui est en
accord avec la façon dont un transducteur exprime un changement dans une
certaine cellule de tableau (voir la définition 5.11). Les valeurs d’entrée des
scalaires sont mémorisées dans les paramètres pir et initialement copiées dans
les compteurs de travail wr. Ces compteurs sont modifiés tout au long des
calculs de TL et finalement copié dans les paramètres de sortie por.

La correction de la traduction est donné par le théorème suivant.

Theorème 5.16 Étant donnée une boucle de programme L, nous avons :

1. TL est un transducteur trans-consistant

2. Θ(L) = Θ(TL), et

3. ∆(TL)→ δL.

Le dernier point assure que δL est une sur-approximation des dépendances
de compteurs d’indice de TL. Cette sur-approximation est utilisé dans le
théorème 5.13 pour tester si l’image d’un automate d’une précondition A
peut être calculé, en testant δT → ∆(A). Pour satisfaire les exigences du
théorème 5.13, on peut étendre TL d’une façon simple pour copier de l’entrée
vers la sortie toutes les valeurs des variables qui apparaissent dans le pro-
gramme mais pas dans L.
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Tab. 5.2 – Exemples
programme états de contrôle compteurs

init 4 8
partition 4 24
insertion 7 19
rotate 4 15

5.3.7 Exemples

Pour valider notre approche, nous avons fait des expériences avec plusieurs
programmes qui manipulent des tableaux d’entiers La table 5.2 donne la taille
des automates après la boucle principale du programme en nombre d’états
de contrôle et en nombre de compteurs. Les automates ont été légèrement
optimisés en utilisant des techniques d’analyse statique (élimination de comp-
teurs inutiles, etc.) Ces résultats montre que les automates obtenu sont assez
simples. Plus de détails se trouvent dans [34].

L’exemple init est l’initialisation d’un tableau avec des zéros. L’exemple
partition copie les éléments positifs d’un tableau a dans un autre tableau
b, et les éléments négatifs dans c. L’exemple insertion exemple insère un
élément dans sa position correspondante dans un tableau trié. L’exemple
rotation prend un tableau et applique une rotation par une position vers
la gauche. Pour tous ces exemples, une postcondition est générée qui décrit
l’effet attendu d’un programme.

5.4 Perspectives

Une implémentation de l’approche de vérification est en cours. Nos premières
expériences sont encourageantes. Un des problèmes à résoudre dans le futur
est l’explosion du nombre de compteurs nécessaires dans les automates pro-
duits. Cette explosion est due à la généralité de la traduction. Nous envisa-
geons d’utiliser des analyses statiques pour réduire ce nombre en éliminant
des compteurs inutiles.
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Chapitre 6

Autres travaux

Pendant ces cinq dernières années j’ai réalisé plusieurs autres travaux qui
ne sont pas détaillés dans ce mémoire. Quelques travaux sont résumés ici.

Dans [30] nous considérons le problème de vérification d’une classe de
systèmes de processus qui rivalisent pour l’accès à des ressources communs.
Nous supposons l’accès aux ressources est contrôlé selon une politique de
FIFO avec la possibilité de distinguer entre des requêtes de haute ou basse
priorité. Nous proposons un modèle pour ces systèmes basé sur des auto-
mates avec files d’attente. Pour ce modèle nous considérons le problème
de vérification de propriétés exprimés en LTL/X enrichi avec quantifica-
tion universelle de processus et interprété sur des comportements finis ainsi
qu’équitables. Nous examinons aussi la vérification paramétrée d’interblo-
cage de processus. En réduisant le problème de vérification paramétrée vers le
model-checking de système fini, nous montrons plusieurs résultats de décidabi-
lité pour plusieurs classes des propriétés et systèmes considérés. Nous mon-
trons que la vérification de formules avec la quantification locale de processus
est indécidable.

Dans [12] nous considérons des automates à multi-pile qui sont une ex-
tension d’automate à pile classique à plusieurs piles avec une restriction sur
les opérations sur la pile : une opération dépiler peut uniquement être fait
sur la première pile non-vide (les piles sont ordonnées). Nous montrons que
le problème du vide pour ce modèle est 2ETIME-complet par rapport au
nombre de piles. La borne supérieure est montrer en traduisant un automate
à multi-pile vers une grammaire pour laquelle le vide de son langage peut être
décidé facilement. La borne inférieure est obtenu en simulant une machine
alternante de Turing qui travaille avec une espace exponentielle.
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Chapitre 7

Conclusion

À la fin de chaque chapitre nous avons donnés les perspectives concernant
le sujet précis traité à l’intérieur du chapitre. Ici, nous donnons quelques pers-
pectives plus générales. Concernant le regular model-checking nous pouvons
donner trois principaux axes de recherche future.

Il y a encore un grand potentiel d’amélioration des outils basés sur les
automates de mots (ou d’arbre) finis. En effet, nous avons montré dans le cha-
pitre 2 l’intérêt d’utiliser les automates non-déterministes (NFA) à la place
des automates déterministes (DFA) dans le regular model-checking et/ou
l’apprentissage. Nos expériences indiquent que mêmes des implémentations
du regular model-checking utilisant les automates non-déterministes faites
rapidement et sans trop chercher toutes les optimisations possibles peuvent
rivaliser avec des implémentations basées sur les automates déterministes
hautement optimisées qui sont basées sur l’outil MONA. MONA utilise des
BDD pour représenter les DFA tandis que les implémentations basées sur
les NFA utilisent des codages simples. Par ailleurs, les performances des
implémentations basées sur les NFA sont bien meilleurs que celles des implé-
mentations basées sur les DFA en utilisant le même type de représentation.
Il est donc très probable qu’une implémentation des techniques utilisant les
NFA basées sur les BDD permettra d’améliorer encore significativement les
performances du regular model-checking. De la même façon l’utilisation de
l’algorithme d’apprentissage pour les NFA que nous avons présenté com-
binée avec l’utilisation des représentations efficaces devrait améliorer considé-
rablement les performances des algorithmes de vérification basés sur l’appren-
tissage.

Une deuxième approche à explorer est celle d’étendre les techniques de
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regular model-checking vers les automates à compteurs, c.-à-d. utiliser des
techniques similaires à celles utiliser dans le regular model-checking pour
abstraire par exemple des automates à compteurs. Cela n’est pas simple
car le vocabulaire des transitions (contraintes linéaires sur les compteurs)
est potentiellement infini contrairement aux automates finis sur un alphabet
fini comme utilisé jusqu’à présent. Pour ce type d’automates de nouvelles
abstraction doivent être conçues. Il est aussi intéressant d’étudier l’extension
des techniques du regular model-checking vers d’autres types d’automates
comme les automates étudiés dans le chapitre 4. Une première tentative a
été faite dans [56] pour une classe particulière d’automates à pile.

Une troisième approche à explorer est d’étudier des cas spécifiques dans
le regular model-checking où uniquement des parties de la configuration sont
codées comme des mots et le reste autrement. Cela permet d’utiliser des
méthodes similaires aux méthodes dites de raisonnement local qui sont ap-
pliquées avec succès pour les programmes avec pointeurs dans le cadre de
l’utilisation de la logique de séparation. Les abstractions que nous avons pro-
posées dans le chapitre 3 vont déjà dans ce sens.

Une autre direction de travail prometteuse est d’étendre les méthodes
d’apprentissage pour la vérification. En effet, ces dernières années ces mé-
thodes se sont beaucoup dévéloppées. Elles sont basées en majorité sur l’uti-
lisation des automates finis (voir aussi nos travaux dans le chapitre 2).
Il serait intéressant d’étudier des modèles plus puissants permettant par
exemple d’apprendre des invariants qui ne sont pas forcément réguliers. De
manièrement plus générale, des méthodes déjà dévéloppés en apprentissage
pourraient être exploitées dans un cadre de vérification en suivant les pre-
miers succès obtenus ces dernières années.
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