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TD de Logique n° 2

Systéme de Hilbert
Déduction Naturelle

Les énoncés des TD sont disponibles sur http://www.liafa.jussieu.fr/ "haberm/cours/logique/

Systéme de Hilbert

On rappelle qu’en cas d’ambiguité, U'implication « — » est associative & droite; par exemple,
p — q — r signifie p — (q — r).
Exercice 1

1. Montrez que kg, p — p.

2. Montrez que -, p —+q —q.

3. Montrez que -y, (p +q) > (q—>r) >p—r

Exercice 2

1. Soit HY, le systéme H_, augmenté de la régle suivante :

A—-B—=C

B—-A—-C

Montrez que A g, P si et seulement si A+ P.

2. Déduisez-en que Fy, (p > q) > (r - p) - r = q.
3. Montrez aussi que -y, (p—>p—q) =2 p — q.

Exercice 3
1. Montrez que kg .. ((PAq) = 1) = (P — q — r). Qu’en est-il de la propriété réciproque ?
2. Montrez que kg, P — —p.
3. Montrez que kg, ~(PV q) = (=p A =q). Qu’en est-il de la propriété réciproque ?

Déduction Naturelle

Exercice 4 En utilisant Fpy montrer les propriétés suivantes :

L. -(pVa) —(qVp)
2.F(pV(gqAr))—= (pVa) A(pVr)
3 F((Pp—=a)A(p——q) = P

4. F=(pVa) = (-pA—q)

. F=(pAra) = (-pV—aq)

ot



Equivalence entre déduction naturelle et systéme de Hilbert

Dans l'exercice suivant, on considére 'ensemble de formules F- \, et les systémes DN_, \ et Hppop
ou :

e F_ est 'ensemble des formules propositionnelles construites & partir des seuls connecteurs —
et V.
e DN_ , est un sous-systéme de DN, pour I'ensemble F_, ;.

Exercice 5
1. Donnez une dérivation du séquent pV qkpn_ ., qV p.
2. Transformez cette dérivation en une dérivation dans le systeme Hp,qp.
3. Donnez une dérivation du séquent (pV q)Vrtpy. , pV(qVr).
4. Transformez cette dérivation en une dérivation dans le systéme Hp,op.
5

. Montrez que pour toute formule A € F-,, et tout ensemble fini A de formules de F-,, :
si Arpn., A, alors Ay, . A

Donnez une dérivation du séquent Fpy_,, —=p V p.

o

7. (A faire chez vous) Montrez 'équivalence des systémes DNprop €t Hprop, 4.€. montrez que
pour toute formule A et tout ensemble de formule A, on a :
e si Abppn A, alors A by A.

prop prop

o siAbp, . A alors Abpy,. . A



