Vers la complétude de la résolution dans le calcul

des prédicats
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Vers la complétude de la résolution

Soit ¥ = X F U Xp une signature telle que L contient au moins une
constante.

Définition :
@ L'univers d'Herbrand de ¥ est |I'ensemble des termes clos sur X.

@ La base d'Herbrand est |I'ensemble d’atomes clos sur X.

@ Une interprétation de Herbrand de la signature ¥ est une
interprétation Zy = (Dy, Iy) t.q.
» Son domaine Dy est |'univers d'Herbrand
» Pour chaque f € X¢ d'arité n, Iy(f)(t1,...,tn) = f(t1,...,tn)
» Pour chaque p € Xp d'arité n, on se donne un sous-ensemble S, de la
base de Herbrand t.q. Iy(p)(ti,...,t,) =V ssi p(t1,...,tn) € Sp.

Note: L'univers d'Herbrand n'est pas vide.
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Lemmes pour le Théoréme de Herbrand

Lemme : Soit t un terme dont les variables libres appartiennent a
{x1,...,%n}. Soit Z = (D, I) une interprétation. Soit o una valuation
quelconque, soit 7 la substitution {x; < t1,...,x, < t,} et soient
di...d, €D taq. [ti]I,a = d;. Alors on a [t]I,a[Xl::dl]..‘[xn::d,,] = [T(t)]I,o-

Lemme : Soit G une formule dont les variables libres appartiennent a
{x1,...,%n}. Soit Z = (D, I) une interprétation. Soit o una valuation
quelconque, soit 7 la substitution {xj < t1,..., X, < t,} et soient

dl ce dn €D t.q. [ti]I,J = di- Alors [G]I,a[xl::dl]...[x,,::d,,] = [T(G)]I,a-

Exercice : Soit G = r(xy,x2) et 7 = {x1  a,x2 « s(a)}. Soit
Z(r)(n,m) =V ssin<m, I(a) =0 et Z(s)(n) = n+ 1. Vérifier le
résultat du lemme précédent.
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Théoréme de Herbrand

Théoréeme : Un ensemble de clauses C admet un modéle ssi il existe une
interprétation Zy de Herbrand t.q. Zy est un modéle de C.

Preuve : <) Si il existe une interprétation de Herbrand qui est un modéle
de C, alors C admet un modéle.

=) Soit C un ensemble de clauses qui admet un modéle. Alors il existe une
interprétation Z = (D, I) qui est un modeéle de C. On montre qu'il existe
une interprétation Zy = (Dy, ly) de Herbrand qui est un modéle de C.

En effet, pour chaque symbole de prédicat p d'arité n, on construit
I'ensemble /y(p) comme suit :

In(p) = {(t1,...,tn) | (t1,...,t,) sont clos et
Z est un modéle de la formule p(t1,...,t,)}
Nous avons donc:
7 est un modéle de p(ti,...,t,) implique Zy est un modéle de p(t1,...,t,)
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Preuve du théoréme de Herbrand

3) [F(Alze =V

ssi

7 est un modéle de 7(A;)

implique (def. Herbrand)

Ty est un modéle de 7(A;)

ssi

[7(Ai)]z,.p = V (pour toute valuation p dans D)
implique

[T(Al V...V Ak)]IH,p =V

ssi (lemme, ou [ti]z, , = ti)

[Al V...V Ak]IH,p[X]_::t]_]...[XnZ:tn] = V
implique (les t; sont arbitraires)

[VXl .. .VXn(Al V...V Ak)]IH,p =V
ssi

[Elz,p =V

ssi Zy est un modéle de E
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Preuve du théoréme de Herbrand

Soit une clause quelconque E = Vx; ... Vxp(A1 V...V Ak) de I'ensemble
des clauses C ol chaque A; est un littéral. Supposons Z est un modéle de
E. On veut montrer que Zy est un modéle de E.

Par hypothése [E]z, = V (pour toute valuation o dans D)

ssi

(1) na1,---,an€'D[(A1 V..V Ak)]I,O'[Xl::al]...[x,,::a,,] =V

Soient t1, ..., t, une suite arbitraire de termes clos (cette suite existe car
I'univers de Herbrand n'est pas vide). Soient d; = [tj]z» (donc

di,...,dp ED)

(1) implique en particulier

(2) [(Al V...V Ak)]I,O'[xl::dl]...[x,,::d,,] =V

qui implique qu'il existe / t.q.
[Af]I,a[xl::dl]...[x,,::d,,] =V

ssi (lemme avec 7 = {x3 < t1,.
(3) [r(Alzo = V

ey Xn < th})
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Arbres sémantiques complets

Définition : Soit By, B1, By, ... une énumération de tous les atomes clos

d'une signature X. L'arbre sémantique complet associé a cette énumération
est un arbre (binaire et équilibré) t.q.

@ la racine est By
@ chaque nceud B; posséde un arc gauche V et un arc droit F

@ tous les successeurs de B; sont étiquetés par Bjy1

Exercice :
@ Construire un arbre sémantique complet A; pour |'énumération finie
q(a)v q(b)’ r(a)a r(b)'
@ Construire un arbre sémantique complet A, pour |'énumération infinie

q(a), a(b), a(s(a)), a(s(b)), a(s(s(a))), a(s(s(b))), - -
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Noeud d'échec pour un ensemble de clauses

Définition : Soit A un arbre sémantique complet et soit C un ensemble de
clauses. Un nceud n de I'arbre A est dit noeud d'échec pour C si

@ le segment de la branche qui va de la racine de A jusqu'a n suffit a
falsifier au moins une instance close d'une clause de C, et

@ aucun prédécesseur de n n'est un noeud d'échec de A.

Exercice : |dentifier dans les arbres A; et A> au moins un nceud d’échec
pour I'ensemble de clauses {—r(x) V q(x), q(a), r(a)}.

Exercice :
pour C7

Si False € C, qu'est-ce qu'on peut dire sur les nceuds d'échec
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Corollaire du théoréme de Herbrand

Théoreme : Soit C un ensemble de clauses. Aucune interprétation de
Herbrand ne satisfait C ssi il existe un arbre sémantique partiel associé a C

qui est clos.

Corollaire : Un ensemble de clauses C n'a pas de modéle ssi il existe un
arbre sémantique partiel associé a C qui est clos.
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Arbres sémantiques partiels

Définition : Soit A un arbre sémantique complet et soit C un ensemble de
clauses. Un arbre sémantique partiel associé a C est un arbre obtenu a
partir de A en éliminant les sous-arbres issus des nceuds d'échec.
Définition : Un arbre sémantique partiel A est clos si
@ A est fini, et

@ toute feuille de A est un noeud d'échec.

Exercice : Construire un arbre sémantique partiel clos associé a

C = {=r(x) v q(s(x)), r(a), ~q(s(a))}.
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Complétude de la résolution

Théoréeme : La résolution est compléte pour la réfutation, i.e. si A n'a
pas de modéle, alors A Fg False.

Preuve : En utilisant le corollaire précédent et le fait que chaque arbre
sémantique partiel clos permet de construire une réfutation (construction
subtile).
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