Le calcul des prédicats
Sémantique

La notion d'interprétation

Définition : L'interprétation Z d'une signature ¥ = X U X p est un
couple T = (D, ]) t.q.
@ Le domaine D est un ensemble non vide.
@ [ est une fonction.
@ | associe a chaque f € X d'arité n une fonction totale
I(f) : D" — D.
Remarque : Lorsque le symbole de fonction f est O-aire (d'arité 0),
alors I(f) est une fonction constante (i.e. un élément du domaine D).

@ [ associe a chaque p € X p d'arité n une relation (i.e. un prédicat)

I(p) C D". Cette relation peut aussi se voir comme fonction booléene
totale /(p) : D" — BOOL.

Remarque : Lorsque le symbole de prédicat p est 0-aire (d'arité 0),
alors I(p) est une fonction booléene constante, donc V ou F.
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Premier Exemple
Soit X =YrUZXp, oo X ={b/0,c/1} et £p ={s/0,q/1,r/2,p/3}.

Soit Z = (D, 1), ou D ={1,2,3,4,5}, et | est |'interprétation donnée par:

Les fonctions:

e /(b) =2 (i.e. I(b) est un élément du domaine),
o I(c)={1—2,2—~3,3—4,4— 55~ 1}
(i.e. I1(c) est une fonction unaire sur D, donc e.g. I(c)(3) = 4).

Les prédicats:

@ /(s) =F (i.e. I(s) est une valeur booléene).

e I(q) =D =1{1,2,3,4,5} (un prédicat unaire sur D),
Donc e.g. I(q)(4) = V.

o I(r)={(2,2)} (un prédicat binaire sur D),
Donc e.g. I(r)(2,2) =V et I(r)(2,4) =F.

o I(p) =1{(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5)} (un prédicat ternaire sur D),
Donc e.g. I(p)(1,2,5) =V et I(p)(2,2,2) = F.

L —

Les valuations

Définition : Soit Z = (D, I) une interprétation pour la signature ¥ et soit
X un ensemble de variables. Une assignation ou valuation dans Z est une
fonction o0 : X — D.

Notation : Si o est une assignation, alors |'assignation o[x := d| vérifie
olx :=d](y) =o(y) si y # x et o[x := d](x) = d sinon.
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Valeur d'un terme Des opérations sur |'ensemble BOOL

On définit sur I'ensemble BOOL = {F,V} les opérations de somme et de
produit suivantes:

o . . . . . V+V =V V.V =
Définition : Soit Z = (D, I) une interprétation pour la signature ¥ et soit v ::__ F —vV V.F —
o une assignation dans Z. Alors la valeur d'un terme de I'ensemble 75 y Fov :: v vy = i
dans Z pour o est une fonction [ ]z, : Tx x — D définie par récurrence FAF —F F-F —F
comme sult :
o [X|z,o = o(x) @ On écrit ¥ jcvj I'expression qui représente la somme potentiellement
o [f(ts,. .. to)lze = 1(F)([tilzo - - [talz.0) infinie de tous les v; (j € J).

Dans le cas vide J =0, on a Xjc v; =F.
@ On écrit Mjc,v; I'expression qui représente le produit potentiellement

infini de tous les v; (j € J).
Dans le cas vide J =0, on a Mjcyv; = V.
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Valeur d'une formule Le cas du quantificateur existentiel

o Le calcul de [3x. A]z,, est en général infini:

Définition : Soit Z = (D, ) une interprétation pour la signature ¥ et soit

o une assignation dans Z. La valeur d'une formule de I'ensemble F5 » [3x. Alz,0 = [Alz opx=dy] + [Alzopx=da] +-- - - - (di € D)
d,ans I pour o est une ?peratlon [LJz.0: P2 > BOOL définie par o |l suffit d'une seule valeur V pour que le résultat final soit V, i.e.
récurrence comme suit :

o [p(t1,.- -, tn)lz.e = I(P)([t1lz,0 - - - [tnlz,0) o+ V4+...=V

* PAzo = FB-{|Alzo) Mais il faut que toutes les valeurs soient F le résultat final

@ Mais il faut que toutes les valeurs soien our que le résultat fina
° W#Blro = FB4({Alzo, [Blz.) ot F, e | o
) [E|X. A]Z,a = ZdED[A]I,a[x::d] F..+F+...F=F
. =11 —
° [¥x Az deD|Alz opc=d] e Comme [AV Blz, = [Alz,c + [Blz,s, on dit que la disjonction V est la

version finie du quantificateur existentiel 3.
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Le cas du quantificateur universel Suite Premier Exemple
Soit Xr = {b/0,c/1} et Xp ={s/0,q/1,r/2,p/3}.
Soit D = {1,2,3,4,5}, et | 'interprétation donnée par:
o Le calcul de [Vx. Az, est en général infini:

e /(b)) =2,
[vx Alzo = [Alzope—d] - [Alzopx—d - (dj € D) o l(c)={1—~2,2—33—4,4—55—1},
o |l suffit d'une seule valeur F pour que le résultat final soit F, i.e. o I(s)=F,
i i o I(q) = {1,2,3,4,5},
ST o I(r) ={(2,2)}.
e Mais il faut que toutes les valeurs soient V pour que le résultat final o I(p) =1{(1,2,3),(1,2,4),(1,2,5)},
soit V/, i.e. Soit o n'importe quelle valuation. Alors
V...-V....V=V
e Comme [AA B [A] [B]z.s, on dit que la conjonction A est la ° lrx Xlzopemy = 1r)(1 1) = F.
o = o O | u J] I _ _ _
’ ’ - o [r(c(x), c(x)lzop=1y = 1(r)(I(c)(1),1(c)(1)) = I(r)(2,2) = V.

version finie du quantificateur universel V.
o [q(y)]I,U[y::3] = I(Q)(?)) =V.

° [p(vaa Z)]I,a‘[x::2][y::2][z::4] = I(p)(27 2, 4) =F.
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° D'autres formules a interpréter
[Vx r(x,x)]z,0 = P
ndED[r(Xa X)]I,o[x::d] =

1(r)(L,1) - 1(r)(2,2) - 1(r)(3,3) - I(r)(4,4) - 1(r)(5,5) =
F-V.F-F-F=F

[3x r(x,x)]z0 = o (VxVy r(x,y)A(3z r(z,2)))
szD[r(Xa X)]I,a[x::d] = ° (ElX p(X, va)) v (Vy Vz r(}/7z))
I(r)(1,1) + 1(r)(2,2) + 1(r)(3,3) + I(r)(4,4) + I(r)(5,5) = o (Vx Vy r(b, b)) — r(b,c(b))
F+tV+F+F+F=V e Vx (q(x) = r(x,x))

o e Ix —(q(x) A r(x, x))
[Vx (q(x) A q(c(x)lz,0 = Naepla(x) A q(c(x))]z,ox:=d] =
FBA(I(q)(1), 1(q)(I(c)(1))) - FBA(I(q)(2), I(q)(I(c)(2))) - ... =
FBAV, 1(q)(2)) - FBAV, 1(q)(3)) - ... - FBA(V, 1(q)(1)) =
FBAV,V) - FBA(V,V) -...- FBA(V,V) =

V-V....-V=
\%
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Deuxiéme exemple Troisieme exemple

Soit L =YXrUXp, o0 Xr=0etXp=1{A/2}. La notation A(x,
Soit X =YrUXp, ouXp=0etXp={r/1}. F==pP F p=1{A/2} (x,5)

. _ _ _ signifie "x aime y". Soit D = {a, b, ¢, d, e}.
Soit Z = (D, I) une interprétation pour ¥, et o une valuation. Nous avons

trois cas pour définir /(r):

e Sil(r) =D, alors [Vx.r(x)]z,, =V et [3x.r(x)]z, = V. Il'y a 10 formules que I'on peut construire avec les quantificateurs V et 3,
e Sil(r) =0, alors [Vx.r(x)]z.c = F et [3x.r(x)]z- = F. le symbole de prédicat A, et aucun symbole de fonction ni connecteur
o i C I(r) C D, alors [¥x r’(x)] F mais [Elx r()] v logique. Parmi ces 10 formules on retrouve 8 significations différentes.

' . Lo — . Zo — V.

Dans les diagrammes suivants, le rouge dans la ligne x et la colonne y
signifie que "x aime y".
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Quelqu’un s'aime soit méme Tout le monde s'aime soit méme
3x.A(x, X) Vx.A(x, x)
alb|lc|d]e aj|blc|d|e

2 a
b

b

b | :

d d

o e

Si I(A) = {(b, b)}, alors [3x.A(x, x)]z.- = V, pour toute valuation o. SiI(A) = {(a, a),_(b, b), (¢, ¢),(d, d), (e, €)}, alors [vx.A(x, x)]z.c = V.
pour toute valuation o.

[ February25,2019 15/30 G

February 25, 2019 16 / 39



Tout le monde aime quelqu’un

Tout le monde est aimé par quelqu’un
Vx.Jy.A(x, y)

Vx.Jy. Ay, x)

alblcld]|e blc|d]e

Q|0 |T|L

D|IQ(O|[T|L

Si I(A) = {(a, ), (b, a),(c,d),(d,c), (e, a)}, alors [Vx.Jy.A(x,y)|z,, =V, Si I(A) = {(a, b),(a, €),(c,a),(d,c),(d,d)}, alors
pour toute valuation o. [Vx.3y.A(y, x)]z,, = V., pour toute valuation o.
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Quelqu’un aime tout le monde Quelqu'un est aimé par tout le monde
IxVy.A(x, y) Ix.Vy.A(y, x)
a|blc|d|e
alblc|d]|e
a
d b
b N
c
¢ d
d
e
e
Si I(A) = {(b, a), (b, b), (b, ), (b,d), (b, e)}, alors Si 1(A) = {(a, b), (b, b), (¢, b), (d b), (e, b)}, alors
[3x.Vy.A(x, y)]z,c =V, pour toute valuation o. [3x.Vy.A(y, X)lz,, = V, pour toute valuation o.
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Quelqu'un aime quelqu'un Tout le monde aime tout le monde

Ix.Jy.A(x, y) Vx.Vy.A(x,y)
Quelqu'un est aimé par quelqu’un Tout le monde est aimé par tout le monde
Jy.3Ix.A(x, y) Yy Vx.A(x,y)
alblc|d]|e alb|c|d]|e
a
b
O
d
e
Si I(A) = {(c, b)}, alors [Ax.Ty.A(x, y)|z,c = [Fy.Ix.A(x, ¥)]lz.c =V, Si I(A) ={a,b,c,d,e} x {a,b,c,d,e}, alors
pour toute valuation o. Vx.Vy.A(x, y)lz,c = [Vy.Vx.A(x,y)|z,, = V, pour toute valuation o.
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Nouvelles notions de satisfiabilité Modele et validité
C Définition :
Définition : dele d . |
o . . e L' interprétation Z est un modéle d'une formule B ssi [B]z, = V pour
@ 7 satisfait une formule B s'il existe une valuation o dans 7 t.q. preta [Blz.0 P
(Blr, =V toute valuation o dans 7.
T ) y - L . N , .
o .y C @ L' interprétation Z est un modeéle d'un ensemble de formules A ssi 7
@ Une formule B est satisfaisable s'il existe Z qui satisfait B.

est un modéle de toutes les formules de A.

@ La formule B est valide ssi toute interprétation Z est un modéle de B.
On verra plus tard que pour étudier la satisfiablité d'une formule on peut se
limiter & des interprétations d'une forme particuliére.
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Pour retenir..... Formule satisfiable - Exemple

@ La formule Vx.p(x, y) est satisfiable.

En effet, soient

Interprétation Z | Valuation o » Z=(N,I), ou I(p) = {(n,3) | n € N} est une relation binaire.
Formule satisfiable il existe il existe » o(y) =3.
Formule admet modéle il existe pour toute
Formule valide pour toute pour toute Alors [Vx.p(x, Y)lz.0 = Mpenl (P)(n,3) =V -...-V = V.

@ Mais Z n'est pas un modéle pour Vx.p(x, y).

En effet, soit o’(y) =6, on a [Vx.p(x,y)]z,.» = F.
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Formule qui admet un modéle - Exemple Formule valide - Exemple

La formule A = 3x.[r(x) — Vy.r(y)] (dite drinking formula) est valide.

@ La formule Vx.p(x, y) admet un modéle.

. En effet, soient
En effet, soient

» Z=(N,I), ot I(p) = {(n,m) | n,m € N} est une relation binaire. © 7= (D, ) une interprétation quelconque (rappel D # 0).
» o est une valuation quelconque. @ o est une valuation quelconque.
Alors [Vx.p(x, y)lz,c = Maenl(p)(n, o(y) )=V -...-V=V. Alors [Alz.o = ZgepF B (1(r)(d), Ngep(I(r)(d")).
dans N @ Si tout le monde boit, i.e. /(r) =D, alors I(r)(d") est toujours V et
e Mais la formule Vx.p(x, y) n'est pas valide. donc Myrep(I(r)(d")) = V. Puis FB_,(...,V) =V, d'o le résultat
[Alz, = V.

En effet, si 7 = (N, /), ou I(p) = {(2,3)}, et o est une valuation @ Si quelqu’un ne boit pas, i.e. il existe e ¢ I(r), alors I(r)(e) = F et
quelconque, alors [Vx.p(x, y)]z.o = F. FBL(I(r)(e),...) =V, d'oit le résultat [Al7., = V.
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A propos de la cloture existentielle

@ p(x) est satisfaisable s'il existe une interprétation Z = (D, /) et il
existe une valuation o dans Z telles que [p(x)]z, =V, i.e.
s'il existe Z = (D, I) et il existe 0 t.q. I(p)(c(x)) =V, i.e.
s'il existe Z = (D, 1) et il existe o(x) = d' € D t.q. I(p)(d') = V.

@ Jx.p(x) est satisfaisable s'il existe une interprétation Z = (D, /) et il
existe une valuation o dans 7 telles que T yep[p(X)]z,opx.=a] = V. i-€.
s'il existe Z = (D, I) et il existe d’ € D t.q. I(p)(d") = V.

Conséquence: p(x) est satisfaisable ssi Ix.p(x) est satisfaisable.

February 25, 2019

A propos de la cloture universelle

@ p(x) posséde un modéle s'il existe une interprétation Z = (D, /) t.q.
pour toute valuation o dans Z [p(x)]z, =V, i.e.
s'il existe Z = (D, I) t.q. pour toute o on a I(p)(c(x)) =V, i.e.
s'il existe Z = (D, I) t.q. pour tout o(x) =d" € D on a I(p)(d') = V.
@ Vx.p(x) posséde un modéle s'il existe une interprétation Z = (D, )
t.q. pour toute valuation o dans Z Myep[p(X)]z,opx.=q] = V. i-e.
s'il existe Z = (D, I) t.q. pour tout d" € D ona I(p)(d') = V.

Conséquence:
p(x) posséde un modele ssi Vx.p(x) posséde un modéle.
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Clotiire existentielle

Soit B une formule, soit {xi,...,x,} son ensemble de variables libres. La
clotiire existentielle de B est la formule 3x; ... 3x,.B.

Lemme : La formule B est satisfaisable ssi la clotlire existentielle de B est
satisfaisable.
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Cloti{ire universelle

Soit B une formule, soit {xi,...,x,} son ensemble de variables libres. La
clotiire universelle de B est la formule Vx; ... Vx,.B.

Lemme :

o L' interprétation Z est un modéle de B ssi Z est un modéle de la
cléture universelle de B.

@ La formule B est valide ssi la clotiire universelle de B est valide.
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(In)décidabilité Conséquence logique

@ Le probléme de satisfiabilité d'une formule du calcul des prédicats est Définition :
indécidable.

. ) . R b A @ Une formule B est conséquence logique d'un ensemble de formules A,
La preuve utilise les machines de Turing et le probléme de I'arrét. 9 &'q

noté A |= B, si tout modeéle de A est aussi un modéle de B.

i dacidable. ° {D;L;xlzfo;\mules A et B sont equivalentes, noté A= B, ssi {A} = B et

Néanmoins il est semi-décidable.

@ Le probléme de validité d'une formule du calcul des prédicats est
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Exemple de conséquence logique D'autres exemples de conséquence logique
{p(x)} = Vx.p(x)
Preuve : Soit Z = (D, /) un modéle c.Je la formule p(x). Ty vx. A = Vx. 3y A
Alors [p(x)]z.- = V pour toute valuation ¢ dans Z,
donc | Y — v tout D Ix.(AANB) E Ix.AAN3Ix. B
onc /(p)(o(x)) =V pour tout o(x) € D, Vx. AVVx. B = Vx.(AV B)

donc I(p)(d) =V pour tout d € D,

donc Myep[p(x)]z,0/[x:=q) = V pour toute valuation o’,
donc [Vx.p(x)]z,, = V pour toute valuation o’.

On conclut que Z un modéle de la formule Vx.p(x).
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Quelques exemples d'équivalence D'autres exemples d'équivalence lorsque x ¢ VI(A)

Vx. A = —-dx. A Vx. A = Ix. A =A
—Vx. A = dx.-A Vx.(ANB) = AAVx.B

Ix. A = -Vx. A Ix. (AANB) = AA3Ix. B

-3x. A = Vx. oA Vx.(AVB) = AVVx.B
Vx.(AANB) = Vx.AAVx.B Ix.(AvB) = Av3ix.B
Ix.(AvB) = Ix.Av3ix. B x.(A—-B) = A—-3x. B
Ix.(A—-B) = Y. A—3x. B Vx.(A—=B) = A—>Vx.B

Vx. Vy. A = Vy.Vx. A dx.(B—A) = x.B— A

Ix. dy. A = Jy.Ix. A Vx.(B—A) = Ix.B— A
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Remarques

@ A= B n'est pas équivalent 3 A — B valide, mais a
(VX.A) — (Vy.B) valide.

@ A = B n'est pas équivalent & A <» B valide, mais a
(VX.A) <> (Vy.B) valide.

Voir TD.
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