Le calcul des prédicats ou logique du premier ordre

@ Le calcul propositionnel est trés limité (opérations booléennes).

@ On veut des constructions plus expressives, comme par exemple, pour

Le calcul des prédicats
Motivations

tout x, si x est premier est supérieur a 2, alors x est impair.
Formellement, Vx. ((premier(x) A x > 2) — impair(x)).

@ Variables, quantificateurs, fonctions, prédicats.

Applications

Bases de données

Programmation logique

Systéme de types pour les langages de programmation..

Preuves de (propriétés de) programmes

Circuits et architecture

Intelligence artifielle (systémes experts).

@ Si on quantifie sur les variables = premier ordre.

@ Si on quantifie sur les fonctions/prédicats = ordre supérieur.
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Bases de données - exemple

On veut modéliser une base de données:

@ Ayant comme domaine un ensemble de personnes Alice, Bob,
Charles, Denis, Eric, Fanny, Georges, Héléne.
@ Autorisant deux relations binaires entre ces personnes, parent et

fratrie.

Ces relations doivent satisfaire plusieurs contraintes, par exemple “deux
personnes sont dans la méme fratrie ssi elles ont un parent commun.”
Les contraintes vont s'exprimer avec des formules du premier ordre:

Vx. Vy. (fratrie(x,y) <> 3z parent(z, x) A parent(z, y))
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Programmation logique - exemple Systémes de Types pour les langages de programmation

On veut formaliser une relation ternaire de concatenation entre listes:

append([ ], L, L).

append([X|L1], L2, [X|L3]) :- append(L1, L2, L3). Considérons le langage Ocaml. Soit A le type polym'orphe Vle:(a — ).
Les régles de typage sont données par des régles logiques. Puis on peut
Puis, on peut executer les requetes suivantes: typer un programme comme suit:

@ Quel est le résultat de la concatenation de [a, b] et [d, €]?
[a, b, d, €].

@ Quelle est la liste a concatener a gauche de [d, €] pour obtenir
[a, b, d,€]? [a,b].

@ Quelles sont toutes les listes dont la concatenation donne [a, b, d, €]?
[] et [a, b, d, €]. Flet f =Ay.yinf 1:int
[a] et [b, d, €].

[a, b] et [d, €].
[a, b, d] et [e].
[a, b,d, €] et [].

Va.(a — «) > int — int
y:akFy:« f:AFf :int — int f:AF1:int
FAldyy a—a« f:Va.(o—a)-f1:int
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P —

Le calcul des prédicats

Considérons un programme séquentiel P qui calcule x divisé par y:

r:=x; /* le reste de la division*/
q:=0; /* le résultat de la division*/
while r >= y do

r ;=1 - y; T
qi=q+ 1 Le calcul des prédicats
done

@ On se donne des régles de raisonnement pour toutes les constructions
du langage.

@ Puis on peut prouver des propriétés comme
"pour tout x > 0 et tout y > 0 le programme P produit comme
résultat g et r tellessque gxy +r=xet 0 <r < y."

February 18, 2019 8 /30



Le calcul des prédicats Syntaxe: alphabet

@ Syntaxe @ Les connecteurs —, =, A, V
e Formalisation du langage naturel @ Les quantificateurs 3, V
e Sémantique @ Un ensemble dénombrable X" de variables x, y, z, . ..
@ Systémes de preuves syntaxiques @ Une signature X contenant :
© Deduction naturelle » Un ensemble dénombrable de symboles de fonction X = {f, g, h,...},
@ Calcul de Gentzen chacun ayant une arité.
© Résolution » Un ensemble dénombrable de symboles de prédicat Xp = {p,q,r,...},
* Théorie de |'unification chacun ayant une arité.
* Régles de résolution L. . .
* Propriétés de la resolution On écrit f/n (ou p/n) pour dire que le symbole de fonction f (ou de

prédicat p) est d'arité n.
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Les termes Les sous-termes
Soit une signature ¥ = X U X p. L'ensemble des termes par rapport a un
ensemble de variables X’ et a une signature X est noté 75 r. Il est le plus

_ _ La définition inductive de 75 x induit une notion d’ensemble des
petit ensemble engendré par les régles suivantes:

sous-termes d'un terme t, notée ST (t), et donnée par la définition
xeX t,....,tnh€Txx f/neir suivante:

x€Tsx f(tr,....th) € Ty x e Sit=x, alors ST(x) = {x}.

® Sit="f(t1,...,ty), alors ST(t) ={t}U,_; ,ST(t).

@ Les cas de base de la définition inductive: les variables et les symboles
de fonction d'arité 0 (i.e. les constantes).

@ On note Var(t) I'ensemble des variables du terme t. Un terme est clos On.remarque que dans le cas particulier d'un symbole O-aire a € 2, on
s'il ne contient aucune variable. obtient 57 (a) = {a}.

Exemple : Pour le terme t = g(f(y), f(b)) du transparent précédent, on a

Exemple : Soit X = {x,y,z} et £ = {a/0,b/0,f/1,g/2}. Voici ST(t) =A{g(f(y), (b)), f(y), f(b),y, b}.
quelques termes dans 7y x: a, x, f(b),g(f(y), f(b)). Les termes a et f(b)
sont clos.

L —
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Les atomes Les formules

L'ensemble des formules sur un ensemble de variables X' et une signature *
est noté Fy y. Il est le plus petit ensemble engendré par les régles

suivantes:
Soit une signature ¥ :.ZF U Xp. L'ensemble des atomes sur un ensemble p(tr, ... t) € As x Ac Frux
de variables X’ et une signature ¥ est noté Ay y. Un atome dans Ay y est (cas de base) ————
un objet de la forme p(ti,...,t,), ol p est un symbole de prédicat d'arité p(ty,... ta) € Frx ~AE Iy
ndans Xp et ty,...,t, sont des termes dans Ty x. A BeFsx A Be Fsx A Be€ Frx
Exemple : Si ¥ = {0/0,s/1} et Xp = {inf/2}, alors 0 et s(s(s(x))) AsBeFrx AVBEFrx ANBEFrx
sont des termes, 0 et s(s(s(s(0)))) sont des termes clos et AceFsx xeX AeFrsxy xeX
inf(0,s(s(s(x)))) est un atome. Vx. A€ Fyx Ix. A€ Frx

Remarque :

@ Nous omettons les parenthéses quand cela n’entraine pas
d’ambiguités. Nous écrivons aussi Vxi ... x,.A pour Vx1.Vxp. - - - Vx,. A
et dxy...x,.A pour dxy.dxp. - - - dx,.A
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Exemples Un cas particulier

Soit XF = {0/0,s/1} et Xp = {enfant/1, mere/2,inf /2}. Est-ce que
I'objet syntaxique suivant est une formule?

o Vx. (enfant(x) — Jy. mere(y, x)) Le calcul propositionnel peut se voir comme un calcul des prédicats sur une

e Vx. inf(0,s(x)) signature ¥ t.q.

@ s(x)As(y) @ |'ensemble X est vide,

e Vx. mere(enfant(x),y) @ l'ensemble X p contient uniquement des prédicats O-aires,
e mere(x,y,z) @ les quantificateurs ne sont jamais utilisés.

e dx. inf(0,s(s((x)))

e Jx. inf(s(s(x),0)

e s(s(0))
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Les sous-formules Variables libres et liées

La définition inductive de Fx_x induit une notion d'ensemble des
sous-formules d'une formule A, notée SF(A), et donnée par la définition

suivante: Les variables libres (V1) et lices (VE) d'une formule sont définies comme
suit :
@ Si A est un atome, SF(A) = {A}. N _ _
o Si A= B, SF(A) = {A} USF(B). e Si A est un atome p(ty, ... ,.t,,), VE(A) =0 et VI(A) contient toutes
_ les variables de ses termes, i.e. VI(A) = J;<;<, Var(t;).
e SiA=B#C, SF(A) = {A} USF(B)USF(C). S A— =B VI(A) = VI(B) et VE(A) — VE(B
* STA=VxB, SFA = 1A USHE) . s! A= BHC \(/I)A_ \(// )Be VI( C) . Vé /)\. VE(B) U VE(C
o Si A=Ix.B, SF(A) = {A} USF(B). ° SIA=B#C, VI(A) = VI(B) U VI(C) et VE(A) = VE(B) U VE(C).

o SiA=Vx.BouA=3x. B, VI(A) = VI(B)\ {x} et
VE(A) = VE(B) U {x}.

Exemple : Si A=Vx. q(x, f(x,y)) ona VI(A) ={y} et VE(A) = {x}.
Exemple : Pour la formule A = Vx. (enfant(x) — Jy. mere(y, x)) du du Si B = r(x) V Vx. g(x, f(x,y)) on a VI(B) = {x,y} et VE(B) = {x}.
transparent précédent, on a

SF(A) = {Vx. (enfant(x) — Jy. mere(y, x)), enfant(x) —
Jy. mere(y, x), enfant(x), Jy. mere(y, x), mere(y, x)}.
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Renommage Exemples de renommage

@ Renommages valides de la formule Vx.3y.p(x,y): Vz.3y.p(z,y),
Vx.3z.p(x, z), Vz.3w.p(z, w), Vy.Ix.p(y, x) ...

Remarque : On suppose que I'on peut toujours renommer les variables e Renommages valides de la formule (Vx.p(x)) V p(x):
lices d'une formule afin de I'écrire sous une forme rectifiée : (Vz.p(2)) V p(x), ..., mais pas (Vx.p(x)) V p(2), ni (Vz.p(2)) V p(2),
@ toutes les variables liées d'une formule sont distinctes. On ne peut pas @ Renommages valides de la formule Vx.3x.p(x): Vy.3x.p(x),
avoir par exemple Vx. dx. A. Vx.3y.p(y), ..., mais pas Vy.3x.p(y)

@ les variables libres et liees d'une formule A portent des noms distincts,
i.e. VI(A)N VE(A) = 0. On ne peut plus écrire la formule

r(x) vV Vx. q(x, f(x,y)).

Mais comment formaliser cette notion de renommage?

Il faut définir une notion de substitution sur les formules.
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Les substitutions Substitution d'une formule

Définition :
@ Une substitution est une fonction o : X — 75 x. On note

i . Soit ¥ une signature et X un ensemble de variables.
{x1 t1,....,xp <t} sio(x)=tiet x; £t (1 <i<n). Le

domaine de o est dom(o) := {x|o(x) # x} et I'ensemble de variables Définition : Soit 0 = {x1 <= u1,...,xk < ux} (k > 0) une substitution.
de o est Var(o) :=J Var(t;). L'application d'une substitution o a une formule A est I'opération qui
@ Un renommage est une substitution de la forme consiste a remplacer toute occurrence libre de x; dans A par u;. Par
{x1t < y1,...,Xn < yn}, o0 y; # yj (i # j), i.e. chaque variable est induction sur A :
remplacée par une variable distincte. o o(r(te,...,tn)) =r(o(t1),...,o(tn))
@ L’'application d'une substitution o a un terme est |'extension de o aux _ _
termes donnée par o(F(t1, ..., t)) = F(o(t1), ..., o(tn)). ° o(=B) = ~a(B) et o(B7C) = o(B)#o(C)

e A=Vx. B, ou I'on suppose (grace a un renommage)

@ Soient o et 7 deux substitutions. La composition de o avec 7 est
P x ¢ (Var(o) U don(0)). Alors o(Vx. B) = Vx. o(B).

donnée par o o 7(x) = o(7(x)).
@ Si o est une substitution, alors la restriction de o a x := t est une o Pareil pour o(3x. B)

nouvelle substitution o[x := t| donnée par o[x := t](y) = o(y) si

y # x et o[x := t](x) = t sinon.

Exemples: voir tableau.
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Exemples de substitutions Mais comment formaliser la notion de renommage?

Etant donnée une formule, comment calculer un renommage?
Appliquer plusieurs fois (cléture transitive) la définition inductive
non-déterministe suivante:

renom(p(ty, ..., tn)) = p(t1,...,tn).
renom(—B) = —renom(B).
renom(B;#B>) = renom(Bj )#renom(By).
renom(Vx.B) = Vx.renom(B)

Voir Tableau.

renom(Vx.B) = Vy.renom({x <— y}B), ol y est une variable fraiche.

) (
renom(3x.B) = Ix.renom(B
) (

renom(dx.B) = Jy.renom({x « y}B), ol y est une variable fraiche.
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Deux exemples simples Un exemple plus compliqué

°
renom(Vx.Jy.p(x,y)) =
Vx.renom(3y.p(x,y)) = Comment calculer Vy.3x.p(y, x) a partir de ¥x.3y.p(x,y)?
VX'Elz_renom({y — Z}p(X’y)) — On Ca|Cu|e deUX fOiS un I’enommage:
Vx.3z.renom(p(x, z)) =
Vx.3z.p(x, 2) renom(Vx.3y.p(x, y)) = Vx'.3y’ .p(x',y’)

. ’ renom(Vx'.3y’.p(x’,y")) = Vy.Ix.p(y, x)
renom(Vx.3y.p(x,y)) = Puis, on compose:
Vz.renom({x < z}3y.p(x,y)) =
Vz.renom(Jy.p(z,y)) = renom(renom(Vx.3y.p(x,y))) = Vy.Ix.p(y, x)

Vz.3w.renom({y < w}p(z,y)) =
Vz.3w.renom(p(z, w)) =
Vz.3w.p(z, w)
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Formalisation du langage naturel

@ Tous les humains sont méchants.

Vx. (H(x) = M(x))

A partir de maintenant on peut assumer qu’une formule est rectifiée si cela .
@ Que veut dire

est ne:essalre. On verra dans la suite (ou en TD) que cette supposition est Wx. (H(x) A M(x)) 2
correcte.

@ Seulement les humains sont méchants.

Vx. (M(x) — H(x))

o Il existe un humain méchant.

Ix. (H(x) A M(x))
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Formalisation du langage naturel Formalisation du langage naturel

@ Il n'existe pas d’humain méchant.
@ Chaque personne aime quelqu’'un et personne n'aime tout le monde ou

—3x. (H(x) A M(x)) bien quelqu’un aime tout le monde et quelqu’un n’aime personne.

(Al AN Bl) V (A2 A Bz)

@ |l existe un humain qui aime tous les chats. aimetoutlemonde(x) = Vy. Aime(x, y)

Ix. (H(x) A Aimetousleschats(x)) aimepersonne(x) = Vy. =Aime(x, y)
Aimetousleschats(x) = Vy. (Chat(y) — Aime(x, y))
@ Chaque humain sait qui le déteste. A1 = Vx. (H(x) — Jy. Aime(x, y))
, Bi = —3x. (H(x) A aimetoutlemonde(x))
vx. (H(x) — Connaitdeteste(x)) Az = 3x. (H(x) A aimetoutlemonde(x))

By = 3x. (H(x) A aimepersonne(x))
Connaitdeteste(x) = Vy. (D(y,x) — C(x,y))
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