Différentes étapes

Nous présentons une méthode de réfutation pour le calcul des prédicats:

La résolution pour le calcul des prédicats o Forme prénexe
Skolemisation

Forme normale conjonctive

°
°

Méthode par réfutation - rappel : @ Forme clausale et renommage
°
°

A est une conséquence de A ssi Regles de résolution

A U {—A} est insatisfaisable ssi

AU {-A} est réfutable. Correction et complétude
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Forme prénexe Calcul d'une forme prénexe

Utiliser les équivalences suivantes vues en cours comme des régles orientées:

Définition : Une formule G est dite en forme prénexe ssi elle est de la —ax. A ~ Vx.—A

forme Qix1 ... Qnxn A, ol chaque Q; est un quantificateur V ou 3 et A ne —Vx. A ~ 3x A

contient pas de quantificateur. Vx. ANVX. B~ Vx. (AN B)
Ix. Avix.B ~ 3Ix.(AVB)

Exemple: La formule Vx.3z.(p(x) A r(x,z)) est une form prénexe. La Vx.A=3dx.B ~ 3x.(A— B)

formule (Vx.p(x)) A (3z.r(x, z)) n'est pas une form prénexe. ANVx. B ~ Vx. (AN B),x & VI(A)
AA3dx. B ~ 3Ix. (AANB),x ¢ VI(A)

Théoréme : Pour toute formule G il existe une formule G’ en forme AVVx. B ~ Vx. (AV B),x ¢ VI(A)

prénexe t.q G = G’. AV 3dx. B ~  dx. (A V B),X ¢ VI(A)
A—3dx. B ~ 3Ix. (A— B),x ¢ VI(A)

Preuve : Voir Tableau. A—Vx. B ~ Vx. (A— B),x ¢ VI(A)
Vx.B—>A  ~ 3x (B A),x¢ VI(A)
ix.B— A ~ Vx. (B = A),x ¢ VI(A)
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Exemples Skolemisation partielle

(Vx.p(x)) A r(x) v Iy(p(y) A r(x) Définition : Soit G une formule prénexe de la forme
(Vx.p(x)) A (vx.r(x)) Wz 7x.(p(x) A r(x)) Vx1 .. VX 3X i1 QnioXnia ... Qniixnei A. Soit £ un nouveau symbole de
(Vx.p(x)) A (Vx.r(x)) - Vx.Yy.(p(x) A r(y)) fonction n-aire. La formule
(vx.p(x)) v (vx.r(x)) ~, Px.9y-(p(x) V r(y)) VX1 X0 QnioXng2 o QniXngi {Xn1 <= F(x1,. .., xn) }(A) est une
(Vx.p(x)) = By.r(y)) ~* 3x.3y.(p(x) = r(y)) skolemisation partielle de G.
—[(Vx.p(x)) = By-r(y))] ~
—dx[p(x) = Qyr(y)]  ~
;jxﬂgygp((i)) : rr((y))]) :: Lemme : Soit G une formule prénexe et soit G’ une skolemisation partielle
YAP Y de G. Alors G est satisfaisable ssi G’ est satisfaisable.
Wy ~(p(x) = (7))
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Exemples Skolemisation

Définition : Soit G une formule prénexe ayant n quantificateurs 3. Une
G’ est une skolemisation partielle de G. Skolemisation de G est une formule obtenue par n applications successives
de la skolemisation partielle.

G G’
Vx Yy 3z r(x, z) Vx Yy r(x, f(x,y))
Vx dz \HVy w 3w’ s(w', x, h(z)) Vx ¥y Iw In' s(w', x, h(g(x))) Théoréme : Soit G’ une Skolemisation de la formule G. Alors
x 3z Vy s(x, x, z) 4z Vy s(a, 3, 2) @ Si G contient n quantificateurs 3, G’ contient au plus n nouveaux
Vx Yy Jz r(x,y) Vx Vy r(x,y)

symboles de fonction.
@ G’ ne contient pas de quantificateurs 3.

@ G est satisfaisable ssi G’ est satisfaisable.
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Exemples Forme normale conjonctive pour le calcul des prédicats

G’ est une Skolemisation de G.

Définition :
G G' @ Un littéral est une formule de la forme r(t1,...,t,) ou =r(t1,..., tn).
o vi/levv)v/ HHVZV/”S((;VZ/,)X? b)) e v\i,xsv(f/(;’(;s’f)(:k{g)%x))) @ Une clause est une formule de la forme L1, v o VL qg>0, ou
% 32 Vy s(x, x, 2) ¥y s(a, , b) chaque L; est un littéral. La clause vide s'écrit False.

@ Une formule est en forme normal conjonctive (FNC) ssi elle est de la
forme C; A ... A C,, n >0, ot chaque C; est une clause. La FNC vide

Remarque: pour chaque skolemisation partielle on choisit un nouveau S'écrit True.

symbole de fonction.
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Exemples Existence de la FNC

Théoréme : Pour toute formule A sans quantificateurs, il existe une

@ True est une FNC. formule A’ sans quantificateurs en FNC telle que A’ = A.
@ False est une FNC. o . .
Preuve : Comme dans le cas propositionnel : utiliser les transformations

® —p(h(x)) est une FNC. (équivalences) suivantes:

e —p(h(x)) Vv p(y) est une FNC.

o (—p(h(x)) Vv p(y)) N p(z) est une FNC. A _;\ B ~ ;\A vEB

o (=p(h(x)) v p(y)) A (p(2) V —p(h(x))) est une FNC. (AAB)  ~ —AV-B

e —(p(x)V —p(z)) n'est pas une FNC. ~(AV B) s —AA=B

e p(x) A (—p(z) = p(h(z))) n'est pas une FNC. AV(BAC) ~ (AVB)A(AV ()

e p(x)V (=p(z) A p(h(z))) n'est pas une FNC. (ANB)VC ~ (AVC)A(BVC)
(AAB)AC ~ AA(BAC)
(AVB)VC ~ Av(BV(Q)
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Exemple Unicité

[~(=p(x) = q(x,y))] V p(a) La FNC d'une formule n'est pas unique.

[H(==p() Vg y)IVpa) Exemple: B
[=(p(x) V a(x, ¥))] V p(a) ~ pVop=pVpVop=True.
[=p(x) A =q(x, )] V p(a) = Donc, _
[~p(x) V p(a)] A [~q(x, y) V p(a)] pV —p, pV pV —p et True sont trois FNC de la formule p vV —p.
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Ensemble de clauses et renommage - Construction Exemple

Entrée: une formule A en FNC sans quantificateurs

Sortie: un ensemble de clauses Cp associé a A, ou les clauses ne partagent
pas de variables deux a deux

@ Soit A= Ci A...NA C, une FNC, on construit I'ensemble de clauses B
Ca = {renommage;(C;),...,renommage, (C,)}, ou chaque Pou.r 2 ',:NC A =[2p() vV p(a)]l AT2a( y) v p(a)] Afa(x x) V p(x)] on
. . - obtient I'ensemble de clauses
renommage; utilise des nouvelles variables fraiches.

Ca = {-p(x1) vV p(a), ~q(x2,y) V p(a), q(x3,x3) V p(x3)}

Entrée: en ensemble A de formules en FNC sans quantificateurs

Sortie: un ensemble de clauses Ca associé a A, ol les clauses ne partagent
pas de variables deux & deux

@ Pour chaque A € A calculer C4 en utilisant & chaque fois des
nouvelles variables fraiches pour les renommages.
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Ensemble de clauses - Propriété Mise sous forme clausale

Théoréme : Pour toute formule close G il existe un ensemble de clauses
Cc appelé ensemble adapté 3 G t.q
@ les clauses de Cg ne partagent pas de variables deux a deux,

Lemme : Soit A = {A1,...,A,} un ensemble de formules sans o G est satisfaisable ssi c/u(C¢) est satisfaisable.
quantificateurs. Soit Ca I'ensemble de clauses associé a A.

Preuve :
Alors I'ensemble de formules clu(A) est satisfaisable ssi O Calculer Gy, la forme prénexe de G;. On a G = G.
I'ensemble de clauses clu(Cp) est satisfaisable, ou @ Calculer Gy =Vx; ...Vxy,.A (m > 0), la Skolemisation de G;.
@ clu(B) dénote la cléture universelle de la formule B On a G satisfaisable ssi Gy satisfaisable.
o clu({B Bn}) := {clu(Bi) clu(Bpm)} © Calculer A" la forme normal conjonctive de A. On obtient
sy Dm = sy m

G3 = VXl .. .VXm.A/ = G2.

Q Soit A= Ci A...A Gy On construit Cg = {(y,...,C,} ou chaque
C/ est un renommage de C; t.q. les clauses de C¢ ne partagent pas de
variables deux a deux. On a Gs satisfaisable ssi c/u(Cg) satisfaisable.

© On a G satisfaisable ssi clu(Cg) satisfaisable.

IEEEESSS——— 4 400000 May 1,200 17 /62 May 1,200 1862
Exemple Exemple
G = —[[g(a) A (Vx.(q(x) = a(f(x))))] = Fz.q(f(f(2)))] G = 3u.[(Fy.r(u, y) VVx.q(x,x)) A (=Vx.p(x)) A p(u)].
Q G =Vz.Vx.—[[q(a) A (q(x) = q(f(x)))] = a(f(f(2)))]. Q G =3Ju3xTyVz.((r(u,y) vV q(z,2)) A =p(x) A p(u)).
Q G = G. Q@ Gy =Vz.((r(c,b) VvV q(z,2)) A—p(a) A p(c)).
Q@ Gz =Vz.x[[q(a) A (=q(x) V q(f(x)))] A —q(f(f(2)))]. Q G3= G
0 Cc = {q(a), ~q(x) V q(f(x)), ~q(f(f(2)))}. Q C¢ = {r(c,b) Vq(z,2),~p(a), p(c)}-

I
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Résolution pour le calcul des prédicats
Axiomes :

- (C € A, ou A un ensemble de clauses).

Régles d'inférence :

DV r(si,...,sn) CV-r(ty,..., tn)

coupure
(D V C) (coupure)
DVr(si,...,sn)Vr(ty,...,tn) (factorisation)
o(DVr(si,...,sn))
DV =r(siy...,sn)V =r(ty,..., tn) (factorisation)
o(DV =r(s1,...,sn))

ol o est |'unificateur principal du probléme {s; = t1,...,s, = t,} et les

clauses C et D ne partagent pas de variables.

Résolution pour le calcul des prédicats

May 1, 2019

Notation : Comme dans le cas propositionnel, on écrit :

o [Fr Asi A est dérivée a partir de |I'ensemble de clauses I par
résolution (coupure et factorisation)

o [ Fr False si False est dérivée a partir de I'ensemble de clauses '
par résolution (coupure et factorisation)

Notion de réfutation
Un ensemble de clauses A est réfutable ssi on obtient False en appliquant
la méthode de résolution, c'est a dire, si A Fr False.
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Les cas particuliers

Quelques cas particuliers lorsque r est O-aire :

CV-—r r —r rvr

() ———()

DVr
Dv C

Quelques cas particulier lorsque {s; = t1,...,s, = t,} est unifiable avec

une substitution o :

r(siy...,sn)  —r(te,...,tn)

c
False (c)
r(siy...,sn)Vr(t,..., tn) —r(sty ..., Sn) vV or(ty, ..., tn)
(f) (f)
or(si,.--,5n) o=r(Si,---y5n)
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Exemple |

Montrer que I'ensemble suivant est contradictoire.

Hi: 3xp.t(x0)

Ha: ¥xa.(d(x2) = Vx1.r(x1, x2))

Hs: ¥x3.Vxa.—(t(x3) = —q(xa)) = —r(x3, xa)

Ha: —Vx5.(—d(x5) V —q(xs))

D'abord, on donne un ensemble de clauses C adapté a {Hi, Ho, H3, Hy},

C = {t(a),~d(x) V r(x1, %), ~t(x3) V =q(xa) V =r(x3,xa), d(b), q(b)}
Puis on donne une réfutation de |'ensemble C par la méthode de résolution.

—t(x3) V 2q(xq) V —r(x3, Xa) t(a)
—q(xa) vV =r(a, xa) q(b)
—r(a, b)

d(b) —d(b)

False

May 1, 2019 24 / 62



Exemple Il Exemple 1|

Montrer que la formule J; est conséquence de la formule J; A h A J3.
J1: 3x0-t(x0)

Jo: Vxp.(d(x2) = Vxir(x1, x2))

J3: Vx3.Vxa.2(t(x3) — —q(xa)) — —r(x3, xa)

Ja: Vx5.(=d(x5) V —q(xs)) C ={-p(a),p(y)}

@ On donne une réfutation de I'ensemble C par la méthode de résolution.

Montrer que la formule J : ¥x.p(x) V Jy.—p(y) est valide.

@ D’abord on utilise le fait que J est valide ssi —J est réfutable.

@ On calcule un ensemble de clauses C adapté a —J.

@ D’'abord on utilise le fait que Js est un conséquence de {J1, J», J3} ssi
{41, 2, J3,~Js} est réfutable.

—p(a)  ply)
@ On constate que {J1, Jo, J3,~Js} = {H1, Ha, H3, Hy} (de I'exemple 1), False
donc on conclut en appliquant le raisonnement de I'exemple précédent.
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Propriétés de la résolution

Soit A un ensemble de formules closes (sans variables libres).
Soit Ca un ensemble de clauses adapté a A.

Théoréme : La résolution est correcte, i.e. si Ca est réfutable
(Ca Fg False ), alors A est insatisfaisable.

Théoréme : La résolution est compléte, i.e. si A est insatisfaisable,
alors Cp est réfutable.
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