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Chapitre 1Le langage de la logique dupremier ordreCe hapitre est onsaré à la dé�nition du langage de la logique du premierordre. On y donne les règles de onstrution des termes et des formules, et on ydé�nit quelques notions-lé telles que les notions de variable libre et de variableliée, les notions d'alpha-onversion et de renommage, ainsi que les opérations desubstitution dans les termes et dans les formules.Ce hapitre ne traite que de syntaxe. La notion de démonstration ne seraabordée qu'au hapitre 2 (en dédution naturelle).1.1 GénéralitésLe langage du alul des prédiats est dé�ni à partir de deux lasses d'ex-pressions :� Les termes, qui expriment les objets du disours, omme par exemplel'expression 3 × x + 1. Suivant la théorie onsidérée, les termes peuventdésigner des nombres, des ensembles, des listes, des arbres, et.� Les formules, qui expriment les propositions suseptibles d'être énonéespar le disours, omme par exemple l'expression
∀x ∃y (x = 2× y ∨ x = 2× y + 1)(� pour tout x, il existe y tel que ou bien x = 2y, ou bien x = 2y + 1 �).1D'un point de vue syntaxique, les termes et les formules sont des arbres �nisonstruits à partir d'un jeu de symboles parmi lesquels on trouve :� Des variables (x, y, z, et.), qui désignent des objets indéterminés ;1Par rapport à la syntaxe des langues naturelles, les termes orrespondent aux groupesnominaux (par ex. : � le seond �ls de ma petite s÷ur � tandis que les formules orrespondentaux phrases (par ex. : � la souris verte mange le hat angora �). La distintion entre termeet formule est ainsi omplètement alquée sur la distintion entre groupe nominal et groupeverbal qui struture les langues indo-européennes. Il est tout à fait possible d'envisager uneprésentation de la logique qui ne repose pas sur une telle distintion, suivant l'esprit deslangues asiatiques. Par exemple, la théorie des types (de Churh ou de Martin-Löf) est uneprésentation alternative de la logique où il n'y a que des objets (représentés par des termes),et où les propositions sont des termes d'un type partiulier.3



� Des symboles de onstante (0, 2, π, N, et.), qui désignent des objetspartiuliers dont le sens est dé�ni par la théorie onsidérée ;� Des symboles de fontion (+, ×, √ , log, cos, et.), qui permettent deonstruire des objets omplexes à partir des variables et des onstantes ;� Des symboles de prédiat (=, ≤, >, ∈, et.), qui permettent d'exprimerdes relations (i.e. des propositions élémentaires) entre les objets ;� Des onneteurs (∧, ∨, ⇒), qui permettent de ombiner les propositionsélémentaires en des propositions plus omplexes ;� Des quanti�ateurs (∀, ∃), qui permettent d'exprimer des propositionsuniverselles (� pour tout... �) et existentielles (� il existe... �).Certains de es symboles, tels que les variables, les onneteurs et les quan-ti�ateurs, se retrouvent dans toutes les langages du premier ordre, tandis qued'autres, tels que les symboles de onstante, de fontion et de prédiat, dépen-dent en général de la théorie onsidérée. On a l'habitude de regrouper les dé-larations des symboles aratéristiques d'une théorie en une signature :Dé�nition 1 (Signature) � Une signature Σ est donnée par deux ensemblesde symboles disjoints, à savoir :� un ensemble ΣF de symboles de fontion (notés f , g, h, et.) ;� un ensemble ΣP de symboles de prédiat (notés p, q, r, et.).On suppose en outre que haque symbole s (de fontion ou de prédiat) dé�nidans Σ est muni d'un entier naturel qui indique le nombre d'arguments auquele symbole est suseptible d'être appliqué. Cet entier est appelé l'arité2 dusymbole s, et est noté arΣ(s).Dans tout e qui suit, on onsidérera qu'un symbole de onstante n'est riend'autre qu'un symbole de fontion d'arité nulle. La dé�nition i-dessus n'a donpas besoin de mentionner les symboles de onstante qui ne sont qu'un as par-tiulier des symboles de fontion. Plus généralement, on parlera de symbole(de fontion ou de prédiat) unaire, binaire, ternaire, n-aire pour désigner unsymbole (de fontion ou de prédiat) d'arité 1, 2, 3, n, et.Les deux exemples qui suivent présentent les signatures de deux théories dupremier ordre très importantes en logique :Exemple 1 (Signature de l'arithmétique de Peano) � La signature del'arithmétique de Peano est dé�nie par :� un symbole de onstante noté 0 (� zéro �) ;� un symbole de fontion s (� suesseur �) d'arité 1 ;� deux symboles de fontion + (� plus �) et × (� fois �) d'arité 2 ;� un symbole de prédiat = (� égale �) d'arité 2.Exemple 2 (Signature de la théorie des ensembles) � La signature dela théorie des ensembles est dé�nie par :� auun symbole de onstante ou de fontion ;� deux symboles de prédiat = (� égale �) et ∈ (� appartient à �) d'arité 2.2Le mot arité est formé à partir du su�xe -aire des mots unaire, binaire, ternaire.4



1.2 Les termes1.2.1 Dé�nitionSoit Σ une signature �xée. La dé�nition des termes (dans Σ) repose surla présene d'un ensemble auxiliaire de symboles qu'on appelle des variables(notation : x, y, z, et.), en nombre in�ni dénombrable.Dé�nition 2 (Terme) � On appelle terme (ou Σ-terme) toute expressiononstruite par appliation �nie des règles suivantes :� si x est une variable, alors x est un terme ;� si f est un symbole de fontion d'arité n (dans Σ) et si t1, . . . , tn sont
n termes, alors f(t1, . . . , tn) est un terme ;Dans e qui suit, les termes sont notés ave les lettres t, u, et.Si c est un symbole de onstante � 'est-à-dire un symbole de fontiond'arité 0 � on note c plut�t que c() le terme obtenu en appliquant le symbolede fontion c à la suite de termes vide. Certains symboles de fontion binairestels que + ou × s'utilisent en notation in�xe ; aussi a-t-on l'habitude d'érire

t + u plut�t que +(t, u), et t× u voire tu plut�t que ×(t, u).Exemples 3 1. Dans l'arithmétique de Peano, on utilise les abréviations
1 = s(0), 2 = s(1), 3 = s(2), 4 = s(3), 5 = s(4), et. Ainsi le terme
+(×(s(s(0)), x), s(0)) se note-t-il plus simplement 2x + 1.2. Dans le langage de la théorie des ensembles (qui est dépourvu de symbolede onstante ou de fontion), les seuls termes sont les variables.1.2.2 Ensemble des variables libresÉtant donné un terme t, on appelle ensemble des variables libres de t eton note FV (t) l'ensemble (�ni) de toutes les variables qui ont au moins uneourrene dans le terme t.3 Formellement, et ensemble est dé�ni par réurrenesur la struture de t à l'aide des équations suivantes :

FV (x) = {x}
FV (f(t1, . . . , tn)) = FV (t1) ∪ · · · ∪ FV (tn)On dit qu'un terme t est los lorsque FV (t) = ∅. Dans le as ontraire, ondit que t est un terme ouvert.1.2.3 SubstitutionÉtant donnés un terme t, une variable x et un terme u, on note t{x := u} leterme obtenu en remplaçant dans t toutes les ourrenes (libres) de la variable x3Dans un terme, toutes les ourrenes d'une variable sont libres, ar les termes ne ompren-nent pas de onstrution permettant de lier une variable ('est-à-dire de la rendre muette). Lanéessité de distinguer les ourrenes libres d'une variable de ses ourrenes liées n'apparaîtdon que dans les formules, en raison de la présene des symboles lieurs ∀ et ∃.5



par le terme u. Formellement, le terme t{x := u} est dé�ni par réurrene surla struture du terme t par les équations :
x{x := u} = u
y{x := u} = y

f(t1, . . . , tn){x := u} = f(t1{x := u}, . . . , tn{x := u})
(si y 6= x)On notera que la substitution est inopérante dans un terme t qui n'a pas d'o-urrene libre de la variable x, 'est-à-dire : t{x := u} = t si x /∈ FV (t).En règle générale les substitutions ne ommutent pas entre elles, en e sensque les termes t{x := u}{y := v} et t{y := v}{x := u} peuvent être di�érents.En revanhe, on démontre aisément le résultat suivant :Lemme 1 (Lemme de substitution) � Pour tous termes t, u, v et pourtoutes variables x, y telles que x 6= y et x /∈ FV (v), on a

t{x := u}{y := v} = t{y := v}{x := u{y := v}} .Preuve. Par réurrene sur la struture du terme t. 2La propriété de ommutation t{x := u}{y := v} = t{y := v}{x := u} estdon réalisée dans le as partiulier où x /∈ FV (v) et y /∈ FV (u).1.3 Les formules1.3.1 Dé�nitionSoit Σ une signature quelonque.Dé�nition 3 (Formule) � On appelle formule (ou Σ-formule) toute expres-sion onstruite par appliation �nie des règles suivantes :� si p est un symbole de prédiat d'arité n (dans Σ) et si t1, . . . , tn sont
n termes, alors l'expression p(t1, . . . , tn) est une formule ;� les expressions ⊤ (� vrai �) et ⊥ (� faux �) sont des formules ;� si A est une formule, alors l'expression ¬A (� non A �) est une formule ;� si A et B sont des formules, alors les expressions A∧B (� A et B �), A∨B(� A ou B �), A⇒ B (� A implique B �) et A⇔ B (� A si et seulementsi B �) sont des formules ;� si x est une variable et B une formule, alors les expressions ∀xA (� pourtout x, A �) et ∃xA (� il existe x tel que A �) sont des formules.On appelle formule atomique toute formule qui est soit l'une des deuxunités ⊤ et ⊥, soit une formule de la forme p(t1, . . . , tn), où p est un sym-bole de prédiat d'arité n et où t1, . . . , tn sont n termes. Plus généralement, onparle de négation (resp. de disjontion, de onjontion, d'impliation, d'équiv-alene logique, de formule universelle, de formule existentielle) pour désignertoute formule de la forme ¬A (resp. A∧B, A∨B, A⇒ B, A⇔ B, ∀xA, ∃xA).6



1.3.2 Variables libres, variables liéesLa gestion des variables est plus omplexe dans les formules que dans lestermes en raison de la présene des quanti�ateurs ∀ et ∃ qui rendent muettela variable sur laquelle ils portent dans la formule (universelle ou existentielle)qu'ils onstruisent. Pour étudier e phénomène, il est néessaire de travailler nonpas au niveau de la variable, mais au niveau de ses ourrenes dans la formule,'est-à-dire au niveau des positions où ette variable apparaît dans la formuleonsidérée. En pratique, on distinguera deux types d'ourrenes d'une mêmevariable x dans une formule A, à savoir :� Les ourrenes de x qui �gurent dans le sope d'une quanti�ation de laforme ∀x ou ∃x, et qu'on appelle des ourrenes liées de x ;� Les ourrenes de x qui ne �gurent dans le sope d'auune quanti�ationde la forme ∀x ou ∃x, et qu'on appelle des ourrenes libres de x.4On fera attention au fait qu'une même variable peut avoir simultanément desourrenes libres et liées dans une même formule, omme par exemple la vari-able x dans la formule p(x) ∧ ∃x q(x).Formellement, les notions d'ourrene libre et d'ourrene liée d'une vari-able x dans une formule A sont dé�nies réursivement sur la struture de A dela manière suivante :� Toutes les ourrenes de la variable x dans l'un des termes t1, . . . , tn sontdes ourrenes libres dans la formule p(t1, . . . , tn). Auune variable n'ad'ourrene liée dans la formule p(t1, . . . , tn).� Auune variable n'a d'ourrene libre ou liée dans les formules ⊤ et ⊥.� Toutes les ourrenes libres (resp. liées) de la variable x dans la formule Asont libres (resp. liées) dans la formule ¬A.� Toutes les ourrenes libres (resp. liés) de la variable x dans la formule Aou dans la formule B sont libres (resp. liées) dans les formules A ∨ B,
A ∧B, A⇒ B et A⇔ B.� Toutes les ourrenes libres et liées de la variable x dans la formule A sontliées dans les formules ∀xA et ∃xA. En revanhe, toutes les ourreneslibres (resp. liées) d'une variable y distinte de x dans la formule A restentlibres (resp. liées) dans les formules ∀xA et ∃xA.La distintion des deux formes d'ourrene d'une même variable permet dedé�nir l'ensemble des variables libres d'une formule A (noté FV (A)) ommel'ensemble de toutes les variables qui ont au moins une ourrene libre dans A.De manière équivalente, l'ensemble FV (A) des variables libres de A peut êtredé�ni par réurrene sur la struture de A à l'aide des équations suivantes :
FV (p(t1, . . . , tn)) = FV (t1) ∪ · · · ∪ FV (tn)

FV (U) = ∅

FV (¬A) = FV (A)
FV (A ⋄B) = FV (A) ∪ FV (B)
FV (QxA) = FV (A) \ {x}

(U ∈ {⊤;⊥})

(⋄ ∈ {∧;∨;⇒;⇔})
(Q ∈ {∀; ∃})On dit qu'une formule A est lose lorsque FV (A) = ∅. Dans le as on-traire, on dit que A est une formule ouverte. Étant donnée une formule A dont4En toute rigueur, on devrait également distinguer une troisième forme d'ourrene dela variable x dans une formule, à savoir l'ourrene de x qui assure la liaison dans la quan-ti�ation ∀x ou ∃x, et que l'on peut quali�er d'ourrene liante. En pratique, on ignoresystématiquement ette troisième forme d'ourrene dans laquelle la variable x n'apparaîtpas en position de sous-terme dans la formule onsidérée.7



l'ensemble des variables libres est donné par FV (A) = {x1; . . . ; xn}, on appellel�ture universelle de A la formule lose
∀x1 · · · ∀xn Aobtenue en quanti�ant universellement la formule A par rapport à toutes sesvariables libres. La l�ture universelle d'une formule A est dé�nie à une permu-tation près des variables x1, . . . , xn ; en toute rigueur, on devrait don parlerd'une l�ture universelle de la formule A plut�t que de la l�ture universellede A. Cependant, on verra au hapitre 2 que les di�érentes façons de lore uni-versellement une même formule donnent lieu à des formules logiquement équiv-alentes. (De manière analogue on dé�nit la notion de l�ture existentielle, quiest en pratique beauoup moins utilisée.)Alpha-onversion et renommage Dans une formule universelle ou existen-tielle, on dit que la variable sur laquelle porte la quanti�ation est muette ar ilest possible de hanger son nom sans hanger le sens de la formule onsidérée.Ainsi la formule ∃x (x > 3) a-t-elle exatement le même sens que la formule

∃y (y > 3), tandis que les formules x > 3 et y > 3 ont des sens di�érents (ensupposant évidemment que x et y sont des variables distintes).On appelle α-onversion et on note A =α A′ la relation (d'équivalene) quiexprime que deux formules A et A′ sont identiques aux noms de variables liéesprès. La dé�nition formelle de ette relation est déliate, ar un hangementde nom malenontreux peut omplètement hanger le sens de la formule. Parexemple, la formule ∀x ∃y p(x, y) est équivalente (au sens de l'α-onversion) auxformules ∀x ∃z p(x, z) et ∀z ∃y p(z, y), mais pas à la formule ∀z ∃z p(z, z). Enrevanhe, elle est équivalente à la formule ∀y ∃x p(y, x). Dans la sous-setionqui suit, on s'en tiendra à ette dé�nition intuitive de la relation d'α-onversion,dont la dé�nition formelle ne sera donnée qu'à la sous-setion 1.3.4.1.3.3 SubstitutionComme pour les termes, il est possible de dé�nir une opération de substitu-tion dans les formules, notée A{x := u}, qui onsiste à remplaer dans A toutesles ourrenes libres de la variable x par le terme u. La dé�nition de etteopération est déliate ar des liaisons indésirables peuvent être réées par unesubstitution maladroite : 'est le problème de la apture de variable.Ce problème se omprend failement à l'aide d'un exemple. Soit la formule
A ≡ ∃y (x = 2y) qui dans l'arithmétique de Peano exprime que � x est pair �.Normalement la formule A{x := 5y} (obtenue en remplaçant dans A la vari-able x par le terme 5y) devrait exprimer que � 5y est pair �. Or la formule
∃y (5y = 2y) obtenue en e�etuant naïvement la substitution exprime à l'évi-dene quelque hose de très di�érent. Le problème vient ii du fait que la variablelibre y dans le terme 5y est � apturée � (i.e. devient liée) par la quanti�ation
∀y au ours du remplaement de la variable x par le terme 5y dans la formule A.Pour éviter ette apture, il est néessaire de renommer dans A la variable yresponsable de la liaison fautive à l'aide d'une variable fraîhe z5. On obtientde la sorte une formule A′ ≡ ∃z (x = 2z) où la variable y a disparu, mais qui5C'est-à-dire une variable n'apparaissant nulle part dans les termes et formules qui posentproblème. Ii, il su�t de prendre n'importe quelle variable distinte de x et de y.8



reste équivalente à A au sens de l'α-onversion. Une fois le renommage e�etué,la substitution s'e�etue sans danger sur la formule A′ et a pour résultat laformule ∃z (5y = 2z) qui a e�etivement le sens reherhé (� 5y est pair �).L'exemple i-dessus montre l'importane de l'α-onversion et du renommagedans la dé�nition de la substitution dans les formules. Aussi pour dé�nir ettenotion on proède en deux temps. D'abord on dé�nit une substitution simplenotée A(x := u), sans renommage, mais qui est une opération partielle dont lerésultat est indé�ni dès qu'il y a un risque de apture. Dans un seond temps ondé�nit la substitution générale A{x := u} à partir de la substitution simple, enfaisant prééder ette dernière d'une phase de renommage pour antiiper toutesles aptures possibles ('est-à-dire en renommant toutes les variables liées de Apar des variables fraîhes, du moins distintes de toutes les variables libres duterme u.) Contrairement à la substitution simple, la substitution générale (quiest une opération totale) n'est pas dé�nie sur les formules, mais sur les lassesd'équivalene de formules pour la relation d'α-onversion.Formellement, la substitution simple A(x := u) est dé�nie par réurrenesur la struture de A à l'aide des équations suivantes :
p(t1, . . . , tn)(x := u) = p(t1(x := u), . . . , tn(x := u))

U(x := u) = U
(¬A)(x := u) = ¬(A(x := u))

(A ⋄B)(x := u) = A(x := u) ⋄B(x := U)
(QxA)(x := u) = QxA
(Qy A)(x := u) = Qy (A(x := u))

(U ∈ {⊤;⊥})

(⋄ ∈ {∧;∨;⇒;⇔})
(Q ∈ {∀; ∃})

(si y 6= x et y /∈ FV (u))On notera que la notation (Qy A)(x := u) (pour Q ∈ {∀; ∃}) n'est pas dé�niedans le as où y ∈ FV (u), 'est-à-dire préisément dans le as où la quanti�a-tion Qy est en mesure de � apturer � la variable y dans le terme u.On démontre alors aisément le lemme de substitution suivant, dont la preuves'e�etue par réurrene struturelle sur A :Lemme 2 (Lemme de substitution) � Pour toute formule A, pour toustermes u, v et pour toutes variables x, y telles que x 6= y et x /∈ FV (v), on a :
A(x := u)(y := v) = A(y := v)(x := u(y := v))(dès que es deux formules sont dé�nies).Pour dé�nir la substitution générale, nous devons maintenant nous attaquerau problème de la dé�nition formelle de l'α-onversion.1.3.4 Dé�nition de l'α-onversionL'opération de substitution simple A(x := u) dé�nie à la sous-setion préé-dente permet maintenant de dé�nir formellement la relation d'α-onversion

A =α A′ à partir d'un ensemble de règles d'inférene qui est le suivant :
p(t1, . . . , tn) =α p(t1, . . . , tn) U =α U (U ∈ {⊤;⊥})

A =α A′

¬A =α ¬A′
A =α A′ B =α B′

A ⋄B =α A′ ⋄A′
(⋄ ∈ {∧;∨;⇒;⇔})

A(x := z) =α A′(y := z)

QxA =α Qy A′
(z var. fraîhe, Q ∈ {∀; ∃})9



Les règles i-dessus sont dirigées par la syntaxe et donnent immédiatementun algorithme pour tester si deux formules A et A′ sont α-onvertibles.Elles expriment en e�et que deux formules A et A′, pour satisfaire au testd'α-onversion, doivent d'abord avoir la même onstrution de tête (le mêmesymbole de prédiat, le même onneteur ou le même quanti�ateur). Dans leas où A et A′ sont des formules atomiques, le test d'α-onversion se ramèneà une égalité ordinaire. Dans le as où A et A′ sont onstruites à l'aide dumême onneteur, le test d'α-onversion s'e�etue membre à membre, en ap-pelant réursivement la proédure de test. En�n, dans le as où A et A′ sontdes formules quanti�ées de la forme A = QxA0 et A′ = Qy A′0, le test d'α-onversion s'e�etue en hoisissant une variable fraîhe z quelonque, et enappelant réursivement la proédure de test sur les formules A0(x := z) et
A′0(x := z) onstruites par une opération de substitution simple. Évidemment,les formules A0(x := z) et A′0(y := z) qui résultent de la substitution simplesont ii toujours dé�nies en raison du fait qu'une variable fraîhe z ne risquepas d'être apturée par une quanti�ation dans A0 ou dans A′0.On véri�e alors que :1. La relation A =α A′ dé�nie i-dessus est une relation d'équivalene.2. Si A =α A′ et si les substitutions simples A(x := u) et A′(x := u) sonttoutes les deux dé�nies, alors A(x := u) =α A′(x := u).3. Étant donnée une formule A, une variable x et un terme u, il existe uneformule A′ =α A telle que la substitution simple A′(x := u) est dé�nie.Les points 2 et 3 permettent de dé�nir la substitution dans les formules sous saforme générale en posant

A{x := u} = A′(x := u) ,où A′ désigne n'importe quelle formule α-onvertible à A pour laquelle la sub-stitution simple A′(x := u) est dé�nie (et dont l'existene est assurée par le 3epoint i-dessus). Bien entendu, la formule A{x := u} est dé�nie à α-onversionprès : si la formule A′(x := u) dépend évidemment du hoix de A′, sa lassed'équivalene n'en dépend pas (d'après le 2e point).Il est faile de déduire du lemme 2 un lemme de substitution pour la sub-stitution généralisée où les deux membres de l'égalité (exprimée à α-onversionprès) sont ette fois-i toujours dé�nis :Lemme 3 (Lemme de substitution) � Pour toute formule A, pour toustermes u, v et pour toutes variables x, y telles que x 6= y et x /∈ FV (v), on a :
A{x := u}{y := v} =α A{y := v}{x := u{y := v}} .Dans la suite de e ours, on travaillera toujours à α-équivalene près, enrenommant silenieusement les variables liées en as de néessité.
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Chapitre 2La dédution naturelleCe hapitre est onsaré à la dé�nition du onept de démonstration (oupreuve) en logique du premier ordre. Nous adoptons ii une présentation baséesur la dédution naturelle1 � un système de dédution issu notamment destravaux de Gentzen (1909�1945) et de Prawitz (1936→) � étendue ave unerègle de raisonnement par l'absurde pour reouvrer toute l'expressivité de lalogique lassique.2.1 Preuves en dédution naturelleUn système de dédution � qu'il s'agisse de la dédution naturelle, du al-ul des séquents ou de tout autre système de dédution � sert à organiserle raisonnement logique a�n de distinguer parmi les formules elles qui sontlogiquement valides, 'est-à-dire vraies indépendamment de l'interprétation quel'on peut donner aux symboles de fontion et de prédiat à partir desquels esformules sont onstruites. Pour une formule donnée, ette distintion s'e�etueen onstruisant une dérivation (ou démonstration, ou preuve) � 'est-à-direessentiellement un enhaînement �ni d'inférenes logiques aboutissant à la for-mule onsidérée � qui onstitue littéralement un � erti�at de validité � pourla formule ainsi démontrée.L'intérêt d'une telle dérivation est non seulement qu'elle est �nie (et générale-ment de taille raisonnable, au moins pour les mémoires des ordinateurs), maissurtout que sa orretion formelle est véri�able en temps �ni à l'aide d'uneproédure �nie.2 Par omparaison, le alul de la valeur de vérité d'une for-mule, dont la omplexité exponentielle est déjà prohibitive dans le simple alulpropositionnel ('est-à-dire en l'absene de quanti�ateurs), n'est pas réalisableen temps �ni dès qu'on aborde le alul des prédiats. (Cependant nous verronsau hapitre 4 qu'il est possible de dé�nir mathématiquement la valeur de vérité1Plus préisément : sur la dédution naturelle ave des hypothèses expliites. Dans saprésentation originelle, la dédution naturelle ne manipule que des formules (les � buts �),les hypothèses étant manipulées au niveau des arbres de dérivation à l'aide d'un méanismeomplexe d'introdution et d'e�aement.2Les algorithmes de véri�ation de preuve, qui permettent de déider si une struturearboresente �nie d onstitue une dérivation d'une formule A ou non, sont à la base deslogiiels d'aide à la démonstration tels que Coq, Isabelle/HOL, PVS, PhoX, et.11



de n'importe quelle formule du alul des prédiats, même s'il n'est en généralpas possible de la aluler e�etivement.)Les premiers systèmes de dédution (dûs à Hilbert, 1862�1943) dé�nissaientles démonstrations omme des suites �nies de formules liées par des inféreneslogiques, suites qui ommençant généralement par l'énoné d'un ertain nombred'axiomes de la théorie pour �nalement s'ahever sur la formule à démontrer.Cette struture, dont le seul avantage était de rappeler l'ériture linéaire desdémonstrations qui prévaut dans les mathématiques informelles, montra viteses limites dès qu'on herha à étudier ses propriétés, sinon à l'utiliser.Les progrès onsidérables de la théorie de la démonstration à partir de la�n des années 1930 apportèrent deux modi�ations essentielles à la strutureinitiale des démonstrations. La première (déjà envisagée par ertains auteursdu temps de Hilbert) fut d'érire les démonstrations sous forme arboresenteet non sous forme linéaire, de manière à regrouper les di�érentes formules quipartiipent d'une même inférene logique autour d'un même n÷ud de l'arbre.(Dans une démonstration linéaire, les prémisses d'une inférene logique peuventêtre arbitrairement éloignées de la onlusion.) Mais la modi�ation essentiellefut sans nul doute le remplaement par Gentzen (1909�1945) des formules pardes séquents dans les n÷uds des arbres de démonstration, introduisant ainsil'une des notions lés de la théorie de la démonstration moderne.2.1.1 La notion de séquentUn séquent est un ouple noté
Γ ⊢ ∆ (� Γ thèse ∆ �)où Γ et ∆ sont des listes �nies de formules (ou éventuellement des multi-ensembles �nis de formules). La liste Γ �gurant à gauhe du signe ⊢ (� thèse �)se nomme le subséquent tandis que la liste ∆ �gurant à droite se nomme leonséquent. Intuitivement, un séquent Γ ⊢ ∆ exprime le jugement selon lequelSi toutes les formules du subséquent Γ sont vraies, alors l'une aumoins des formules du onséquent ∆ est vraie.3D'un point de vue logique, le symbole ⊢ (� thèse �) a don une signi�ation trèsprohe de l'impliation, et le séquent

A1, . . . , An ⊢ B1, . . . , Bkexprime sensiblement la même hose que la formule
(A1 ∧ · · · ∧An)⇒ (B1 ∨ · · · ∨Bk) .D'un point de vue tehnique ependant, la notion de séquent failite onsid-érablement la déstruturation de la formule à démontrer en introduisant un� urseur � (le signe ⊢) séparant un ensemble d'hypothèses (toutes plaées aumême niveau) d'un ensemble de buts (tous également au même niveau) dontl'un au moins est à démontrer sous es hypothèses.On distingue plusieurs formes de séquents, notamment :3La subtilité résidant dans le fait qu'en général, on ne sait pas laquelle des formules duonséquent est vraie, omme par exemple dans le séquent dérivable ⊢ A,¬A (ii A désignen'importe quelle formule ; par exemple la onjeture de Goldbah).12



� Les séquents droits, qui sont de la forme ⊢ ∆ ('est-à-dire les séquentsdont le subséquent est vide). Un séquent droit ⊢ ∆ exprime que l'une aumoins des formules de ∆ est vraie (même si en général on ne sait paslaquelle). Un as partiulier de séquent de ette forme est le séquent ⊢ Aqui exprime simplement que la formule A est valide.� Les séquents gauhes, qui sont de la forme Γ ⊢ ('est-à-dire les séquentsdont le onséquent est vide). Un séquent gauhe Γ ⊢ exprime que l'ensem-ble des hypothèses dans Γ est ontraditoire. Un as très simple de séquentde ette forme est le séquent vide ⊢ (sans subséquent ni onséquent), quiexprime la ontradition (et n'est don jamais dérivable).Dans e hapitre onsaré à la dédution naturelle, nous n'utiliserons qu'uneforme partiulière de séquent qui est la suivante :Dé�nition 4 (Séquent intuitionniste) � On appelle séquent intuitionnistetout séquent dont le onséquent omporte exatement une seule formule, 'est-à-dire tout séquent de la forme Γ ⊢ A.Un séquent intuitionniste Γ ⊢ A exprime don que � la formule A est vraiesous les hypothèses Γ �.Notations sur les listes de formules Dans le adre de e ours, les listes deformules sont notées par simple juxtaposition de leurs éléments séparés par desvirgules, i.e. A1, . . . , An. La liste vide est notée ∅ et est même omise en positionde subséquent et/ou de onséquent.La onaténation de deux listes Γ et ∆ (dans et ordre) est notée Γ, ∆. Lesnotations FV (Γ) (ensemble des variables libres) et Γ{x := u} (substitution)sont étendues aux listes de formules en posant
FV (A1, . . . , An) = FV (A1) ∪ · · · ∪ FV (A1)

(A1, . . . , An){x := u} = A1{x := u}, . . . , An{x := u}2.1.2 La notion de règle d'inféreneComme n'importe quel système de dédution, la dédution naturelle estdé�nie par un ensemble de règles d'inférene qui sont les briques à partir des-quelles on onstruit les dérivations. Chaque règle d'inférene est de la forme
P1 · · · Pn

Coù P1, . . . , Pn sont des séquents appelés les prémisses de la règle tandis que Cest un séquent appelé onlusion. Certaines règles omportent en outre uneondition de bord (généralement indiquée à droite du trait d'inférene) qui enrestreignent l'usage. Chaque règle peut se lire dans deux diretions :De haut en bas (sens de la ausalité) Si haun des séquents P1, . . . , Pnest dérivable, alors le séquent C est dérivable également.De bas en haut (sens de la reherhe de preuve) Une méthode possiblepour dériver C onsiste à dériver haun des séquents P1, . . . , Pn.13



2.1.3 Règles d'inférene de la dédution naturelleLes règles d'inférene de la dédution naturelle lassique, données à la �g-ure 2.1, se répartissent en quatre groupes :La règle axiome C'est la règle qui permet d'utiliser les hypothèses dans unraisonnement, 'est-à-dire de dériver n'importe quel séquent Γ ⊢ A dontle onséquent A �gure parmi les hypothèses Γ. Ave la règle ⊤-intro, 'estla seule règle du système qui omporte zéro prémisse.Les règles d'introdution Ce sont les règles qui dérivent le fontionne-ment des onneteurs à travers leurs auses. On les appelle des règlesd'introdution ar elles font apparaître un onneteur quand on les litdans le sens de la ausalité ('est-à-dire de haut en bas). Dans le sens dela reherhe de preuve au ontraire ('est-à-dire de bas en haut), on lesutilise pour simpli�er le but en faisant disparaître le onneteur de tête.Les règles d'élimination Ce sont les règles qui dérivent le fontionnementdes onneteurs à travers leurs onséquenes. On les appelle des règlesd'élimination ar elles font disparaître un onneteur quand on les lit dansle sens de la ausalité ('est-à-dire de haut en bas). Dans le sens de lareherhe de preuve au ontraire ('est-à-dire de bas en haut), elles fontapparaître un onneteur et sont pour ette raison souvent d'un usage plusdéliat que les règles d'introdution.La règle de raisonnement par l'absurde C'est la règle de dédution quipermet de dériver une formule A à partir d'une dérivation que sa négation
¬A est ontraditoire. (Cette règle ne doit pas être onfondue ave larègle d'introdution de la négation, qui permet de dériver la formule ¬Aà partir d'une dérivation que la formule A est ontraditoire.) La règle deraisonnement par l'absurde a un statut partiulier en dédution naturellepuisque 'est elle qui permet de reouvrer toute l'expressivité de la logiquelassique, les autres règles ne permettant de dériver que des tautologiesintuitionnistes (f �n de la sous-setion 2.1.4).2.1.4 DérivationsDé�nition 5 (Dérivation) � On appelle dérivation (ou preuve, ou démon-stration) tout arbre �ni dont les n÷uds sont étiquetés par des séquents, et quiest onstruit par appliation �nie de la règle de onstrution suivante :� Si d1, . . . , dn sont des dérivations des séquents P1, . . . , Pn.... d1

P1

.... d2

P2 · · ·

.... dn

Pnet si C est un séquent tel que l'inférene P1···Pn

C est une instane d'une desrègles d'inférene de la dédution naturelle lassique, alors l'arbre �ni
d =











.... d1

P1 · · ·

.... dn

Pn

Cobtenu en onnetant par un trait d'inférene les dérivations d1, . . . , dn auséquent C onstitue une dérivation du séquent C.14



(Axiome) Γ ⊢ A (A ∈ Γ)

(⊤-intro) Γ ⊢ ⊤

(⊥-élim)
Γ ⊢ ⊥
Γ ⊢ A

(¬-intro) Γ, A ⊢ ⊥
Γ ⊢ ¬A

(¬-élim)
Γ ⊢ A Γ ⊢ ¬A

Γ ⊢ ⊥

(∧-intro) Γ ⊢ A Γ ⊢ B
Γ ⊢ A ∧B

(∧-élim1,2)
Γ ⊢ A ∧B

Γ ⊢ A
Γ ⊢ A ∧B

Γ ⊢ B

(∨-intro1,2)
Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∨B
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A ∨B

(∨-élim)
Γ ⊢ A ∨B Γ, A ⊢ C Γ, B ⊢ C

Γ ⊢ C

(⇒-intro) Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A⇒ B

(⇒-élim)
Γ ⊢ A⇒ B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B

(⇔-intro) Γ, A ⊢ B Γ, B ⊢ A

Γ ⊢ A⇔ B

(⇔-élim1,2)
Γ ⊢ A⇔ B Γ ⊢ A

Γ ⊢ B
Γ ⊢ A⇔ B Γ ⊢ B

Γ ⊢ A

(∀-intro) Γ ⊢ A
Γ ⊢ ∀xA (x /∈ FV (Γ))

(∀-élim)
Γ ⊢ ∀xA

Γ ⊢ A{x := t}

(∃-intro) Γ ⊢ A{x := t}
Γ ⊢ ∃xA

(∃-élim)
Γ ⊢ ∃xA Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ B
(x /∈ FV (Γ, B))

(Absurde) Γ,¬A ⊢ ⊥
Γ ⊢ AFig. 2.1 � Règles d'inférene de la dédution naturelle15



Lorsqu'un séquent S admet une dérivation d ('est-à-dire une dérivation dontla raine est étiquetée par S), on dit que le séquent S est dérivable. Par exemple,le séquent ∀x (p(x)⇒ q(x)), p(3) ⊢ q(3) est dérivable et l'arbre i-dessous endonne une dérivation :
∀x (p(x) ⇒ q(x)), p(3) ⊢ ∀x (p(x) ⇒ q(x))

∀x (p(x) ⇒ q(x)), p(3) ⊢ p(3) ⇒ q(3) ∀x (p(x) ⇒ q(x)), p(3) ⊢ p(3)

∀x (p(x) ⇒ q(x)), p(3) ⊢ q(3)(Les règles utilisées sont, de haut en bas et de gauhe à droite, les règles axiome,
∀-élim, axiome, ⇒-élim) Une formule A telle que le séquent ⊢ A est dérivableest quali�é de tautologie.Dérivabilité intuitionniste Les notions de preuve et de dérivabilité dé�niesi-dessus sont elles de la logique lassique, qui est la logique ouramment utiliséeen mathématiques et qui orrespond à la notion de valeur de vérité booléenne.Les notions orrespondantes en logique intuitionniste (ou logique onstrutive)s'obtiennent simplement en prohibant l'usage de la règle de raisonnement parl'absurde (f Fig. 2.1). Ainsi, une dérivation est intuitionniste lorsqu'elle neomporte auune instane de la règle de raisonnement par l'absurde, et unetautologie est intuitionniste dès qu'elle admet une dérivation intuitionniste.La logique intuitionniste (introduite par Brouwer, 1881�1966) rejette ertainsprinipes de raisonnements tels que le tiers-exlu A ∨ ¬A ou la loi de Peire
((A⇒ B)⇒ A)⇒ A. En logique intuitionniste, une formule A n'est en généralpas équivalente à sa double négation ¬¬A : si l'impliation A⇒ ¬¬A reste unetautologie au sens intuitionniste, e n'est pas le as de sa réiproque ¬¬A⇒ A(élimination de la double négation) qui n'est dérivable qu'en logique lassique.On notera d'ailleurs que la règle de raisonnement par l'absurde n'est qu'uneformulation ahée du prinipe d'élimination de la double négation.2.2 Propriétés2.2.1 Règles struturellesSoient Γ et Γ′ deux ontextes. On dit que Γ est inlus dans Γ′ et on érit Γ ⊂
Γ′ lorsque toute formule qui �gure dans Γ �gure également dans Γ′. Cette notionne tient ompte ni de l'ordre des formules ni du nombre de leurs ourrenesdans les deux ontextes.Proposition 1 (A�aiblissement généralisé) � Si le séquent Γ ⊢ A estdérivable en logique lassique (resp. en logique intuitionniste), alors pour toutontexte Γ′ tel que Γ ⊂ Γ′ le séquent Γ′ ⊢ A est dérivable en logique lassique(resp. en logique intuitionniste).Preuve. Par réurrene sur la preuve du séquent Γ ⊢ A. 2Cette proposition a trois onséquenes importantes.La première est que la dérivabilité (en logique lassique omme en logiqueintuitionniste) est onservée par l'ajout d'hypothèses. Autrement dit, la règled'inférene suivante(A�aiblissement) Γ ⊢ A

Γ, B ⊢ A16



est admissible, en e sens que l'ajout de ette règle d'inférene aux règles dela �gure 2.1 ne hange pas la notion de dérivabilité, et ela quelle que soit lalogique (lassique ou intuitionniste) onsidérée. Dans e qui suit, on distinguerales règles d'inférene admissibles des règles d'inférene primitives en les signalantà l'aide d'un double trait d'inférene.La deuxième onséquene de la proposition préédente est que la dérivabilitéest invariante par permutation d'hypothèses, e que l'on peut formuler en disantque la règle d'inférene suivante est admissible(Permutation) B1, . . . , Bn ⊢ A

Bσ(1), . . . , Bσ(n) ⊢ Apour tout n ≥ 0 et pour toute permutation σ des entiers 1..n.En�n, la troisième onséquene de la règle d'a�aiblissement généralisé estque la dérivabilité ne dépend pas du nombre d'ourrenes d'une même formuledans le ontexte. Autrement dit, la règle suivante est admissible :(Contration) Γ, B, B ⊢ A

Γ, B ⊢ ALa voation des variables, qui est de représenter des termes quelonques,apparaît dans le résultat suivant qui exprime que la dérivabilité est préservéelorsqu'on substitue un terme arbitraire à une variable :Proposition 2 (Substitutivité) � Si le séquent Γ ⊢ A est dérivable en logi-que lassique (resp. en logique intuitionniste), alors pour toute variable x etpour tout terme t le séquent Γ{x := t} ⊢ A{x := t} est dérivable en logiquelassique (resp. en logique intuitionniste).Preuve. Par réurrene sur la struture de la dérivation Γ ⊢ A. 22.2.2 Règles inversiblesLes onneteurs ∧, ⇒ et le quanti�ateur ∀ sont inversibles en e sens queleurs règles d'introdution peuvent se lire à l'envers, en déduisant haune desprémisses à partir de la onlusion. Autrement dit :Proposition 3 (Inversion) � Les règles d'inférene
Γ ⊢ A ∧B

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A ∧B

Γ ⊢ B

Γ ⊢ A⇒ B

Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ ∀xA

Γ ⊢ A
(x/∈FV (Γ))sont admissibles en logique lassique omme en logique intuitionniste.Preuve. L'admissibilité des deux premières règles est triviale, puisqu'il s'agitdes règles d'élimination de la onjontion. L'admissibilité de la règle d'inversionde l'impliation se démontre à l'aide du fragment de dérivation....

Γ ⊢ A⇒ B

Γ, A ⊢ A⇒ B
(A�.)

Γ, A ⊢ A
(Ax.)

Γ, A ⊢ B
(⇒-élim)17



en utilisant la règle admissible d'a�aiblissement. En�n, l'admissibilité de la règled'inversion du quanti�ateur universel n'est qu'une instane partiulière de sarègle d'élimination utilisée ave le terme t ≡ x. (On notera que la ondition debord n'est pas utilisée.) 2Intuitivement, une règle inversible est une règle qui ne perd auune infor-mation lors du passage des prémisses à la onlusion. Dans la perspetive d'unereherhe automatique de preuve, l'inversibilité des onneteurs ∧ et ⇒ et duquanti�ateur ∀ est primordiale : elle signi�e que lorsqu'on herhe à onstruireune dérivation d'une formule de la forme A ∧ B, A ⇒ B ou ∀xA, il est tou-jours possible de déomposer la formule en appliquant la règle d'introdutionorrespondante sans ourir le risque de devoir revenir en arrière (pour essayerensuite une autre règle) dans le as où la preuve d'une des prémisses éhouerait.L'inversibilité du onneteur (ou quanti�ateur) prinipal entraîne en e�et quesi la formule admet une dérivation (en logique lassique omme en logique intu-itionniste), alors elle admet néessairement une dérivation qui se termine par larègle d'introdution assoiée. Cet argument est très important en pratique aril permet de réduire onsidérablement l'espae de reherhe.La situation est très di�érente pour la disjontion et le quanti�ateur ex-istentiel dont les règles d'introdution ne sont pas inversibles. Intuitivement,la disjontion néessite de faire un hoix sur la règle d'introdution à utiliser(faut-il prouver A ou faut-il prouver B ?) tandis que le quanti�ateur existentielnéessite de hoisir un témoin approprié (pour quel t a-t-on A(t) ?) En logiquelassique, le problème est d'autant plus grand qu'il existe des disjontions prou-vables (dans le ontexte vide) dont auun des deux membres ne l'est,4 de mêmequ'il existe des formules existentielles prouvables pour lesquelles il n'est paspossible d'exhiber le moindre témoin.52.2.3 Déomposition des onneteurs ¬ et ⇔En dédution naturelle, il est ommode de onsidérer les onneteurs ¬A(négation) et ⇔ (équivalene logique) non pas omme des onneteurs primitifsmais omme des onstrutions dé�nies par
¬A ≡ A⇒ ⊥ et A⇔ B ≡ (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A)Ce point de vue est justi�é par le fait que les règles d'introdution et d'élimina-tion de la négation et de l'équivalene logique peuvent elles-mêmes être déom-posées à l'aide des règles d'introdution et d'élimination de l'impliation et dela onjontion de la manière suivante :

¬-intro =















....
Γ, A ⊢ ⊥

Γ ⊢ A⇒ ⊥ (⇒-intro)
Γ ⊢ ¬A

¬-élim =















....
Γ ⊢ ¬A

Γ ⊢ A⇒ ⊥

....
Γ ⊢ A

Γ ⊢ ⊥ (⇒-élim)4Par exemple : � hypothèse du ontinu ∨ ¬ hypothèse du ontinu �.5Par exemple : � ∃x [(x = 1 ∧ hypothèse du ontinu)∨(x = 0 ∧ ¬hypothèse du ontinu)] �.18



⇔-intro =























....
Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ A⇒ B
(⇒-intro) ....

Γ, B ⊢ A

Γ ⊢ B ⇒ A
(⇒-intro)

Γ ⊢ (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
(∧-intro)

Γ ⊢ A⇔ B

⇔-élim1 =























....
Γ ⊢ A⇔ B

Γ ⊢ (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

Γ ⊢ A⇒ B
(∧-élim1)

....
Γ ⊢ A

Γ ⊢ B
(⇒-élim)

⇔-élim2 =























....
Γ ⊢ A⇔ B

Γ ⊢ (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A)

Γ ⊢ B ⇒ A
(∧-élim2)

....
Γ ⊢ B

Γ ⊢ A
(⇒-élim)En d'autres termes, tout instane de l'une des règles ¬-intro, ¬-élim, ⇔-intro,

⇔-élim1 ou ⇔-élim2 peut être remplaée dans n'importe quelle dérivation parle fragment de dérivation i-dessus qui la simule. Aussi les onneteurs ¬ et ⇔ainsi que leurs règles de dédution sont-ils en réalité super�us.2.2.4 Caratérisation des onneteurs par leurs règlesLa déomposition des onneteurs ¬ et⇔ illustre une propriété plus généralede la dédution naturelle qui est que haun des onneteurs et des quanti�a-teurs de la logique du premier ordre est aratérisé par ses règles d'introdutionet d'élimination dans e système. Pour omprendre e phénomène, prenons parexemple la onjontion et ajoutons au langage des formules un nouveau on-neteur binaire ♥ muni des mêmes règles d'introdution et d'élimination que laonjontion, à savoir :
Γ ⊢ A Γ ⊢ B

Γ ⊢ A♥B

Γ ⊢ A♥B

Γ ⊢ A

Γ ⊢ A♥B

Γ ⊢ BCes règles étant posées, il est faile de démontrer dans le système de dédu-tion étendu ave es règles que la nouvelle onstrution A♥B est logiquementéquivalente à la onjontion A ∧B, ainsi qu'en témoigne la dérivation
A ∧ B ⊢ A ∧ B

A ∧ B ⊢ A
A ∧ B ⊢ A ∧ B

A ∧ B ⊢ B
A ∧ B ⊢ A ♥ B

A ♥ B ⊢ A ♥ B

A ♥ B ⊢ A

A ♥ B ⊢ A ♥ B

A ♥ B ⊢ B

A ♥ B ⊢ A ∧ B

⊢ (A ∧ B) ⇔ (A ♥ B)La même propriété vaut pour toutes les autres onstrutions : les unités ⊤, ⊥,la négation ¬, les onneteurs binaires ∨, ⇒ et les quanti�ateurs ∀, ∃.2.2.5 Formule assoiée à un séquentÀ haque séquent A1, . . . , An ⊢ B il est possible d'assoier une formule
A1 ∧ · · · ∧ An ⇒ B (sans hypothèses), qui a exatement la même signi�ationen termes de dérivabilité : 19



Proposition 4 � En logique lassique omme en logique intuitionniste, lesassertions suivantes sont équivalentes :1. A1, . . . , An ⊢ B est dérivable,2. ⊢ A1 ∧ · · · ∧An ⇒ B est dérivable,3. ⊢ A1 ⇒ · · · ⇒ An ⇒ B est dérivable,où A1 ⇒ · · · ⇒ An ⇒ B désigne la formule A1 ⇒ (· · · ⇒ (An ⇒ B) · · · ).Preuve. L'équivalene de 1 ave 3 se démontre par réurrene sur le nombred'hypothèses, le passage de la longueur n à la longueur n+1 s'e�etuant à l'aidedes règles d'introdution et d'inversion de l'impliation. En�n, l'équivalene de 2ave 3 (qui se démontre également par réurrene sur n) déoule de la tautologieintuitionniste (A⇒ (B ⇒ C))⇔ ((A ∧B)⇒ C). 22.3 Équivalenes remarquablesDans ette setion, on présente un ertain nombre d'équivalenes (intuition-nistes et lassiques) remarquables. Pour haque équivalene, on mentionne lalogique minimale qui permet de la dériver : LJ pour la logique intuitionniste, etLK pour la logique lassique.2.3.1 Propriétés algébriques des onneteurs ∧ et ∨Les onneteurs ∧ et ∨ sont assoiatifs et ommutatifs (LJ) :
(A ∧B) ∧ C ⇔ A ∧ (B ∧ C) A ∧B ⇔ B ∧A
(A ∨B) ∨ C ⇔ A ∨ (B ∨ C) A ∨B ⇔ B ∨ALes unités ⊤ et ⊥ se omportent omme des éléments neutres vis à vis desonneteurs ∧ et ∨ respetivement, et omme des éléments absorbants vis à visdes onneteurs ∨ et ∧ respetivement (LJ) :

A ∧ ⊤ ⇔ A A ∧⊥ ⇔ ⊥
A ∨ ⊥ ⇔ A A ∨⊤ ⇔ ⊤Les onneteurs ∧ et ∨ sont distributifs l'un par rapport à l'autre (LJ)
A ∧ (B ∨C) ⇔ (A ∧B) ∨ (A ∧ C)
A ∨ (B ∧C) ⇔ (A ∨B) ∧ (A ∨ C)et distribuent ave les quanti�ateurs ∀ et ∃ respetivement (LJ) :
∀x (A ∧B) ⇔ (∀xA) ∧ (∀xB)
∃x (A ∨B) ⇔ (∃xA) ∨ (∃xB)L'impliation est ré�exive et transitive (LJ) :

A⇒ A, (A⇒ B) ∧ (B ⇒ C)⇒ (A⇒ C) .Elle distribue à droite ave la onjontion (LJ)
A⇒ (B ∧ C) ⇔ (A⇒ B) ∧ (A⇒ C)20



et véri�e l'isomorphisme de Curry (LJ)
((A ∧B)⇒ C)⇔ (A⇒ (B ⇒ C))(en rappelant que A ⇒ B ⇒ C désigne la formule A ⇒ (B ⇒ C)) qui segénéralise immédiatement à un nombre arbitraire d'hypothèses :

A1 ∧ · · · ∧An ⇒ B ⇔ A1 ⇒ · · · ⇒ An ⇒ B .2.3.2 Lois de MorganLes lois de Morgan sont des équivalenes lassiques basées sur le fait qu'enlogique lassique, la négation est une involution. Ces lois font apparaître deuxdualités : l'une entre les onneteurs ∧ et ∨, l'autre entre les quanti�ateurs ∀et ∃. Pour haune de es lois lassiques, nous indiquons également entre par-enthèses la ou les impliations qui demeurent valides en logique intuitionniste :
A ⇔ ¬¬A (LJ : ⇒)

¬⊤ ⇔ ⊥ (LJ : ⇔)
¬⊥ ⇔ ⊤ (LJ : ⇔)

¬(A ∧B) ⇔ (¬A) ∨ (¬B) (LJ : ⇐)
¬(A ∨B) ⇔ (¬A) ∧ (¬B) (LJ : ⇔)

¬(∀xA) ⇔ ∃x (¬A) (LJ : ⇐)
¬(∃xA) ⇔ ∀x (¬A) (LJ : ⇔)Nous n'avons pas fait �gurer ii les lois de Morgan de l'impliation, dans lamesure où en logique lassique, e onneteur et sa négation se déomposent dela manière suivante (LK) :

A⇒ B ⇔ (¬A) ∨B (LJ :⇐)
¬(A⇒ B) ⇔ A ∧ (¬B) (LJ :⇐)Notons pour terminer les deux tautologies lassiques suivantes (LK) :(Tiers exlus) A ∨ ¬A(Loi de Piere) ((A⇒ B)⇒ A)⇒ A2.3.3 Formes prénexesDé�nition 6 (Forme prénexe) � On dit d'une formule A qu'elle est enforme prénexe si elle est de la forme

A ≡ Q1x1 . . . Qnxn A′où Q1, . . . , Qn ∈ {∀; ∃} sont des quanti�ateurs, et où A′ est une formule sansquanti�ateurs.Proposition 5 (Mise en forme prénexe) � Pour toute formule A, il existeune formule A′ en forme prénexe qui est lassiquement équivalente à A.21



Preuve. La mise sous forme prénexe s'e�etue en utilisant les équivalenes i-dessous omme des règles de réériture (orientées de la gauhe vers la droite)pour faire remonter en tête de formule n'importe quel quanti�ateur Q situésous un onneteur (en notant Q le quanti�ateur dual de Q) :
¬(QxA) ⇔ Qx (¬A)

(QxA) ∧B ⇔ Qx (A ∧B) (x /∈ FV (B))
A ∧ (QxB) ⇔ Qx (A ∧B) (x /∈ FV (A))

(QxA) ∨B ⇔ Qx (A ∨B) (x /∈ FV (B))
A ∨ (QxB) ⇔ Qx (A ∨B) (x /∈ FV (A))

(QxA)⇒ B ⇔ Qx (A⇒ B) (x /∈ FV (B))
A⇒ (QxB) ⇔ Qx (A⇒ B) (x /∈ FV (A))On notera que la ondition de bord x /∈ FV (B) (resp. x /∈ FV (A)) peut tou-jours être satisfaite dans la mesure où dans la formule QxA (resp. QxB) on arenommé la variable x en une variable distinte des variables libres de la for-mule B (resp. de la formule A). À l'aide de es équivalenes la proposition sedémontre par une réurrene double, sur la struture de la formule A et sur lenombre de quanti�ateurs qu'elle omporte. 2
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Chapitre 3Théories du premier ordre3.1 La notion de théorie3.1.1 Théories et théorèmesDé�nition 7 � On appelle théorie (du premier ordre) tout ouple T = (Σ,A)formé par une signature Σ et par un ensemble A de formules loses onstruitessur Σ, qu'on appelle les axiomes de la théorie T .Étant donnée une théorie T , on appelle langage de T et on note L(T )l'ensemble des formules onstruites sur la signature de T . L'ensemble des for-mules loses du langage de T est noté L0(T ), tandis que l'ensemble des axiomesde T , qui est un sous-ensemble de L0(T ), est noté Ax(T ). Par onséquenelogique (au sens de la dédution naturelle), les axiomes de T dé�nissent unensemble plus vaste de formules (loses) qu'on appelle les théorèmes de T :Dé�nition 8 (Théorème) � Étant donnée une théorie T , on dit qu'une for-mule lose A ∈ L0(T ) est un théorème de T s'il existe des axiomes B1, . . . , Bntels que le séquent B1, . . . , Bn ⊢ A est dérivable. L'ensemble des théorèmes de Test noté Th(T ).Autrement dit : un théorème de T est une formule lose démontrable sousun ensemble �ni d'hypothèses prises dans les axiomes de T .Étant données une théorie T , une liste de formules Γ et une formule Aonstruites dans le langage de T , il est ommode d'utiliser la notation T , Γ ⊢ Apour exprimer qu'il existe une liste �nie d'axiomes ∆ ⊆ Ax(T ) telle que leséquent ∆, Γ ⊢ A est dérivable. Ave ette notation, une formule A ∈ L0(T ) estun théorème de T si et seulement si T ⊢ A.3.1.2 Inlusion et équivalene de théoriesÉtant données deux théories T1 et T2, on dit que T1 est inluse dans T2(ou enore que T2 est une extension de T1) et on note T1 ⊆ T2 si1. L(T1) ⊆ L(T2) (inlusion de langages) et2. Th(T1) ⊆ Th(T2) (inlusion des ensembles de théorèmes).23



Pour s'assurer de la deuxième ondition, il su�t en pratique de véri�er que tousles axiomes de T1 sont des théorèmes de T2 :Proposition 6 � Soient T1 et T2 deux théories. Les deux assertions suivantessont équivalentes :1. T1 ⊆ T22. L(T1) ⊆ L(T2) et Ax(T1) ⊆ Th(T2).On dit que deux théories T1 et T2 sont équivalentes et on note T1 ≈ T2si T1 ⊆ T2 et T2 ⊆ T1. Deux théories sont don équivalentes si elles dé�nis-sent le même langage et le même ensemble de théorèmes. En revanhe, deuxthéories équivalentes peuvent être onstruites sur des systèmes d'axiomes assezdi�érents ('est notamment fréquemment le as dans les diverses présentationsde la théorie des ensembles). Pour véri�er que deux théories onstruites sur unmême langage sont équivalentes, on se ontente en pratique de véri�er que toutaxiome de l'une est un théorème de l'autre, et vie-versa (d'après la Prop. 6).3.1.3 CohéreneDé�nition 9 (Cohérene) � Une théorie T est ontraditoire (ou inohé-rente) lorsque la formule ⊥ est un théorème de T . Dans le as ontraire (i.e.lorsque ⊥ /∈ Th(T )), on dit que la théorie T est ohérente.Dans la mesure où la dérivabilité de la formule ⊥ entraîne la dérivabilitéde n'importe quelle formule (règle ⊥-elim), une théorie ontraditoire est unethéorie dans laquelle toutes les formules loses du langage sont des théorèmes.Inversement, une théorie T est ohérente lorsqu'il existe au moins une formulelose (formée dans le langage de T ) qui n'est pas un théorème de T .Comme par ailleurs toute dérivation dans T de la formule ⊥ (ou de touteautre formule) n'utilise qu'un nombre �ni d'axiomes et qu'un nombre �ni desymboles dans la signature, il est lair que :Proposition 7 (Compaité) � Une théorie T = (Σ,A) est ohérente si etseulement si pour tout ensemble �ni d'axiomes A0 ⊆ A formé sur une sous-signature �nie Σ0 ⊆ Σ, la théorie T0 = (Σ0,A0) est ohérente.Cohérene du alul des prédiats Bien que le langage du alul des prédi-ats soit plus expressif que elui du alul propositionnel, il est assez faile dedéduire la ohérene du alul des prédiats (sans axiome) de la ohérene dualul propositionnel. Pour ela, on ommene par dé�nir une tradution quià haque formule A du alul des prédiats assoie une formule A∗ du alulpropositionnel, par indution sur la struture de A à l'aide des équations
(p(t1, . . . , tn))∗ = p

(U)∗ = U
(¬A)∗ = ¬A∗

(A ⋄B)∗ = A∗ ⋄B∗

(QxA)∗ = A∗

(U ∈ {⊤;⊥}

(⋄ ∈ {∧;∨;⇒;⇔}
(Q ∈ {∀; ∃})Intuitivement, ette tradution fait disparaître toute référene aux objets dupremier ordre : les formules atomiques p(t1, . . . , tn) sont remplaées par des24



variables propositionnelles p, et les quanti�ations sont supprimées. Cette tra-dution s'étend immédiatement en une tradution des listes de formules du aluldes prédiats vers les listes de formules du alul propositionnel (notation : Γ∗).La propriété remarquable de ette tradution est qu'elle transforme toutséquent Γ ⊢ A dérivable en dédution naturelle en un séquent Γ∗ ⊢ A∗ quiest dérivable en dédution naturelle propositionnelle ('est-à-dire sans les règlesd'introdution et d'élimination des quanti�ateurs) :Proposition 8 � Si le séquent Γ ⊢ A est dérivable en dédution naturelle,alors le séquent propositionnel Γ∗ ⊢ A∗ est dérivable en dédution naturellepropositionnelle.Preuve. Par indution sur la struture de la dérivation du séquent Γ ⊢ A. 2Proposition 9 (Cohérene du alul des prédiats) � Quelle que soit lasignature Σ, la théorie T = (Σ, ∅) est ohérente.Preuve. Supposons que le séquent ⊢ ⊥ est dérivable en dédution naturellelassique. D'après la proposition qui préède, le séquent (⊢⊥)∗ = ⊢⊥ est donégalement dérivable en dédution naturelle propositionnelle, e qui est impossi-ble puisque le alul propositionnel est ohérent.1. 23.2 Exemples3.2.1 L'arithmétique de PeanoOn appelle arithmétique de Peano et on note PA la théorie du premier ordredont la signature est formée par� un symbole de onstante noté 0 (� zéro �) ;� un symbole de fontion s (� suesseur �) d'arité 1 ;� deux symboles de fontion + (� plus �) et × (� fois �) d'arité 2 ;� un symbole de prédiat = (� égale �) d'arité 2.et dont les axiomes sont les formules loses (1�15) données à la Fig. 3.1. Cesaxiomes (qui sont en nombre in�ni) omprennent :Les axiomes d'égalité qui expriment que l'égalité est ré�exive (1), symé-trique (2), transitive (3) � 'est-à-dire une relation d'équivalene � etque tous les symboles de fontion de la signature sont ompatibles vis-à-vis de ette relation d'équivalene, à savoir : le suesseur (4), l'addition
(5, 6) et la multipliation (7, 8).Les axiomes de alul qui dé�nissent l'addition (9, 10) et la multipliation
(11, 12) à travers leurs règles de alul.1On rappelle que la ohérene du alul propositionnel se démontre à l'aide des valeurs devérité : on ommene par assoier une valeur de vérité quelonque (i.e. 0 ou 1) à haque variablepropositionnelle, puis on étend l'interprétation à toutes les formules et à tous les séquents (eninterprétant haque séquent omme sa formule assoiée). On montre ensuite par indution surla struture de la dérivation que tout séquent dérivable en dédution naturelle propositionnellea une valeur de vérité égale à 1. Ce qui n'est évidement pas le as du séquent ⊢ ⊥ (dont lavaleur de vérité vaut 0), qui n'est don pas dérivable.25



Ré�exivité, symétrie et transitivité de l'égalité
1. ∀x (x = x)

2. ∀x ∀y (x = y ⇒ y = x)

3. ∀x ∀y ∀z (x = y ∧ y = z ⇒ x = z)Compatibilité ave les symboles de fontion
4. ∀x ∀x′ (x = x′ ⇒ s(x) = s(x′))

5. ∀x ∀x′ ∀y (x = x′ ⇒ x + y = x′ + y)

6. ∀x ∀y ∀y′ (y = y′ ⇒ x + y = x + y′)

7. ∀x ∀x′ ∀y (x = x′ ⇒ x× y = x′ × y)

8. ∀x ∀y ∀y′ (y = y′ ⇒ x× y = x× y′)Axiomes de alul (addition, multipliation)
9. ∀y (0 + y = y)

10. ∀x ∀y (s(x) + y = s(x + y))

11. ∀y (0× y = 0)

12. ∀x ∀y (s(x) × y = (x × y) + y)Injetivité et non surjetivité du suesseur
13. ∀x ∀y (s(x) = s(y)⇒ x = y)

14. ∀x ¬(s(x) = 0)Axiomes de réurrene
15. ∀x1 · · · ∀xn

(

A{x := 0} ∧ ∀x (A⇒ A{x := s(x)}) ⇒ ∀xA
)pour haque formule A telle que FV (A) = {x; x1; . . . ; xn}Fig. 3.1 � Axiomes de l'arithmétique de Peano
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Les axiomes de Peano qui sont les axiomes arithmétiques proprement dits, àsavoir : l'axiome (13) exprimant que le suesseur est injetif (historique-ment onnu sous le nom de � 3e axiome de Peano �2), l'axiome (14)exprimant que zéro n'est le suesseur d'auun entier (le � 4e axiomede Peano �) et en�n le prinipe de réurrene (15) (ou � 5e axiome dePeano �). On notera que dans l'arithmétique de Peano, le prinipe deréurrene n'est pas un axiome, mais un shéma d'axiomes, 'est-à-direun shéma qui permet de dé�nir un nouvel axiome pour haque ouple
(A, x) onstitué d'une formule A et d'une variable x ∈ FV (A)3 (les autresvariables libres de A étant nommées x1, . . . , xn). De e fait, l'ensemble desaxiomes de l'arithmétique de Peano est in�ni.Les axiomes (4�8) qui expriment que les symboles de fontion de la signa-ture sont ompatibles vis-à-vis de l'égalité s'étendent à tous les assemblages desymboles de fontion, 'est-à-dire à tous les termes :Proposition 10 (Compatibilité) � Pour tout terme t, on a

PA ⊢ x = y ⇒ t{z := x} = t{z := y} .Preuve. Par réurrene sur la struture du terme t. 2De même, toute formule A qui vaut pour un ertain objet x vaut égalementpour n'importe quel objet y égal à x :Proposition 11 (Prinipe de Leibniz) � Pour toute formule A, on a
PA ⊢ x = y ∧ A{z := x} ⇒ A{z := y} .Preuve. On démontre par réurrene sur la struture de la formule A quePA ⊢ x = y ⇒ (A{z := x} ⇔ A{x := y})en utilisant la Prop. 10 dans le as des formules atomiques t = u. 2(Nous verrons à la sous-setion 3.2.2 omment généraliser e méanisme àune large lasse de théories dites égalitaires.)Expressivité de l'arithmétique de Peano Bien que son langage et sesaxiomes soit très élémentaires, l'arithmétique de Peano est une théorie trèsexpressive qui peut démontrer bien plus que les simples propriétés algébriquesde l'addition et de la multipliation (assoiativité, ommutativité, distributivité,et.) À travers les abréviations

x ≤ y ≡ ∃z (x + z = y) x < y ≡ s(x) ≤ y

x premier ≡ x > 1 ∧ ∀y ∀z (x = y × z ⇒ y = 1 ∨ z = 1)2La présentation originelle de l'arithmétique par Peano ommençait par deux axiomesexprimant 1. que � 1 est un entier � (Peano faisant ommener les entiers à partir de 1) et 2.que � le suesseur d'un entier est un entier �. Ces deux axiomes n'ont aujourd'hui plus deraison d'être dans les présentations modernes de l'arithmétique.3Dans le as où x /∈ FV (A), le prinipe de réurrene (15) assoié à la formule A est enréalité une tautologie, démontrable sans l'aide d'auun axiome.27



elle peut exprimer toutes les propriétés relatives à l'ordre et à la déompositiondes entiers en fateurs premiers. En partiulier, le prinipe du minimum
∃xA(x) ⇒ ∃x (A(x) ∧ ∀y (A(y)⇒ x ≤ y)(pour toute formule A(x) dépendant d'une variable x) ainsi que le théorèmed'Eulide exprimant l'existene d'une in�nité de nombre premiers

∀x ∃y (y > x ∧ y premier)sont tous les deux démontrables dans l'arithmétique de Peano.Plus généralement, il est possible d'exprimer dans l'arithmétique de Peanotoutes les strutures de données �nies (à travers des odages omplexes dans lesentiers) et de démontrer la plupart des propriétés ombinatoires de es stru-tures. Ainsi est-il possible de représenter dans l'arithmétique non seulement leslistes �nies, les ensembles et multi-ensembles �nis, les arbres �nis, mais aussitoutes les strutures syntaxiques de la logique telles que les termes, les formules,les séquents et les dérivations. En pratique, on pourrait don formaliser intégrale-ment les dé�nitions et résultats présentés dans les quatre premiers hapitres dee ours dans l'arithmétique de Peano. (Ce résultat tehnique est dû au logiienKurt Gödel, et il onstitue l'un des ingrédients essentiels de la démonstrationde ses deux élèbres théorèmes d'inomplétude.)3.2.2 Théories égalitairesLes propositions 10 et 11 peuvent se généraliser à une lasse plus vaste dethéories, à savoir les théories égalitaires.Dé�nition 10 (Théorie égalitaire) � On appelle théorie égalitaire toutethéorie T omportant un symbole de prédiat binaire = (� égale �) tel que1. T ⊢ ∀x (x = x)2. T ⊢ x = y ∧A{z := x} ⇒ A{z := y} pour toute formule A ∈ L(T ).(Les points 1 et 2 sont généralement appelés le prinipe d'identité et le prinipede Leibniz, respetivement.)La prinipale di�ulté qu'il y a à établir qu'une théorie donnée est égalitaire(ou tout simplement à en onstruire une) réside dans le 2e point (prinipe deLeibniz) qui porte sur un ensemble de formules qui est in�ni. Cependant, on peutonsidérablement restreindre le nombre de véri�ations (et même le ramener àun nombre �ni dans le as où la signature est �nie) en remarquant qu'une théorieest égalitaire si et seulement si haque symbole de fontion et haque symbole deprédiat dé�ni dans la signature est ompatible vis-à-vis de la relation d'égalitésur haque omposante :Proposition 12 � Une théorie T est égalitaire (de prédiat d'égalité =) si etseulement si les formules suivantes sont des théorèmes de T1. ∀x (x = x)2. ∀x1 · · · ∀xi−1 ∀xi ∀x′i ∀xi+1 · · · ∀xn

(xi = x′i ⇒ f(x1, . . . , xi, . . . , xn) = f(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn))28



3. ∀x1 · · · ∀xi−1 ∀xi ∀x′i ∀xi+1 · · · ∀xn

(xi = x′i ∧ p(x1, . . . , xi, . . . , xn)⇒ p(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn))pour haque symbole de fontion f et pour haque symbole de prédiat p d'ar-ité n dans la signature de T , ainsi que pour haque indie 1 ≤ i ≤ n.Preuve. Les onditions 1, 2 et 3 sont lairement néessaires d'après le priniped'identité (pour 1) et le prinipe de Leibniz (pour 2 et 3). Réiproquement,supposons que T satisfait les onditions 1, 2 et 3. On ommene par remarquerque la ondition 3 appliquée au prédiat d'égalité lui-même donne la symétrie etla transitivité de l'égalité (en utilisant la ré�exivité donnée par 1), e qui permetde démontrer dans T que l'égalité est une relation d'équivalene. En utilisantla ondition 2, on montre par indution sur le terme t que

T ⊢ x = y ⇒ t{z := x} = t{z := y}(f Prop. 10) avant de montrer �nalement le prinipe de Leibniz
T ⊢ x = y ∧A{z := x} ⇒ A{z := y}par indution sur la formule A (f Prop. 11). 23.2.3 La théorie des ensembles de Zermelo-FraenkelOn appelle théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel et on note ZF lathéorie du premier ordre dont la signature est formée par� auun symbole de fontion (ou de onstante) ;� deux symboles de prédiat binaires = (� égale �), ∈ (� appartient �)et dont les axiomes, donnés à la Fig. 3.2, sont formulés à l'aide des abréviationssuivantes :

x /∈ y ≡ ¬(x ∈ y)
x ⊂ y ≡ ∀z (z ∈ x⇒ z ∈ y)

∀x∈ y A ≡ ∀x (x ∈ y ⇒ A)
∃x∈ y A ≡ ∃x (x ∈ y ∧A)
∃!x A ≡ ∃x (A ∧ ∀y (A{x := y} ⇒ y = x))

zero(x) ≡ ∀z z /∈ x
succ(x, y) ≡ ∀z (z ∈ y ⇔ z = x ∨ z ∈ x)Ces axiomes omprennent :Les axiomes d'égalité qui expriment que l'égalité est ré�exive, symétrique,transitive � 'est-à-dire une relation d'équivalene � et que la relationd'appartenane est ompatible ave l'égalité (à gauhe et à droite). Cesaxiomes permettent à la théorie des ensembles de satisfaire aux ritères1�3 de la Prop. 12 (le ritère 2 étant trivialement réalisé), et don deonstituer une théorie égalitaire au sens de la Déf. 10.L'axiome d'extensionnalité qui exprime que deux ensembles a et b qui ontles mêmes éléments sont égaux. (Il est important de ne pas onfondre etaxiome ave l'axiome de ompatibilité à droite, qui exprime l'impliationréiproque, à savoir : deux ensembles égaux ont les mêmes éléments.)29



Axiomes d'égalité
(Re�exivité) ∀x (x = x)

(Symétrie) ∀x ∀y (x = y ⇒ y = x)

(Transitivité) ∀x ∀y ∀z (x = y ∧ y = z ⇒ x = z)

(Compat. à gauhe) ∀x ∀y ∀z (x = y ∧ x ∈ z ⇒ y ∈ z)

(Compat. à droite) ∀x ∀y ∀z (x ∈ y ∧ y = z ⇒ x ∈ z)Axiomes de Zermelo
(Extensionnalité) ∀a ∀b (∀x (x ∈ a⇔ x ∈ b) ⇒ a = b)

(Paire) ∀a ∀b ∃c ∀x (x ∈ c ⇔ x = a ∨ x = b)

(Compréhension) ∀z1 · · · ∀zn ∀a ∃b ∀x (x ∈ b ⇔ x ∈ a ∧A)pour toute formule A telle que FV (A) ⊂ {z1; . . . ; zn; a; x}
(Union) ∀a ∃b ∀x (x ∈ b ⇔ ∃y (y ∈ a ∧ x ∈ y))

(Parties) ∀a ∃b ∀x (x ∈ b ⇔ x ⊆ a)

(In�ni) ∃a (∃x∈ a zero(x) ∧ ∀x∈ a ∃y ∈ a succ(x, y))Shéma de Fraenkel-Skolem
(Remplaement) ∀z1 · · · ∀zn ∀a (∀x∈ a ∃!y A ⇒ ∃b ∀x∈ a ∃y∈ b A)pour toute formule A telle que FV (A) ⊂ {z1; . . . ; zn; a; x; y}Fig. 3.2 � Axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel
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On notera qu'en informatique et axiome n'a rien d'évident, ar un mêmeensemble �ni peut être représenté d'un grand nombre de manières dif-férentes. (Par exemple, sous forme de liste, l'ensemble {a; b} peut êtrereprésenté indi�éremment par [a; b], [b; a], [a; b; a], [b; b; a], et.) Dans etteperspetive, on peut don omprendre l'axiome d'extensionnalité ommeun prinipe de transparene de la théorie des ensembles vis-à-vis des dif-férentes manières de représenter (ou de onstruire) un même ensemble.L'axiome de la paire qui exprime que pour tous ensembles a et b, il existeun ensemble c dont les seuls éléments sont a et b. Cet ensemble, que l'onnote {a; b}, est unique d'après l'axiome d'extensionnalité. L'axiome dela paire permet également de onstruire le singleton {a}, en appliquantl'axiome ave a = b.Le shéma de ompréhension (ou de séparation) qui permet de onstruire,à partir d'un ensemble a et d'une formule A(x), l'ensemble de tous les
x ∈ a tels que A(x), que l'on note généralement {x ∈ a | A(x)}. (Làenore et ensemble est unique, par extensionnalité.) Le shéma de om-préhension � qui introduit dans la théorie un nouvel axiome pour haqueformule A(x) � permet de dé�nir de nombreuses autres onstrutions,telles que l'ensemble vide ∅ = {x ∈ a | ⊥} (qui ne dépend pas de l'ensem-ble a utilisé pour le onstruire), l'intersetion binaire a∩b = {x ∈ a | x ∈ b}ou la di�érene ensembliste a \ b = {x ∈ a | x /∈ b}.L'axiome de l'union qui permet de dé�nir l'ensemble formé par la réunion detous les éléments d'un ensemble a donné, ensemble que l'on note générale-ment ⋃

x∈a x ou plus simplement ⋃

a. Combiné ave l'axiome de la paire,l'axiome de l'union permet de dé�nir l'union binaire a ∪ b =
⋃{a; b} etplus généralement toutes les unions �nies.L'axiome des parties qui permet de onstruire l'ensemble des parties (i.e.des sous-ensembles) d'un ensemble a donné, que l'on note P(a).L'axiome de l'in�ni qui exprime l'existene d'un ensemble a ontenant 0(dé�ni par 0 = ∅) et los par l'opération suesseur s (dé�nie pour toutensemble x par s(x) = x∪ {x} =

⋃{x; {x; x}}).4 Cet axiome entraîne quel'ensemble a ontient au moins tous les entiers naturels, mais n'empêhepas que a ontienne d'autres objets. Pour dé�nir préisément l'ensembledes entiers naturels à partir de et ensemble a, il faut enore appliquer leshéma de ompréhension ave la formule idoine et poser
N =

{

x ∈ a | ∀b (0 ∈ b ∧ ∀y (y ∈ b⇒ s(y) ∈ b) ⇒ x ∈ b)
}

.Le shéma de remplaement qui exprime l'existene d'un ensemble b quiontient (au moins) l'image d'un ensemble a à travers une relation fon-tionnelle A(x, y) donnée (i.e. telle qu'il existe un unique y tel que A(x, y)pour haque élément x ∈ a). Ce shéma d'axiomes est néessaire dans lesas où on ne onnaît pas à l'avane un ensemble b ontenant toutes lesimages possibles d'un élément de a à travers la relation A(x, y), ensemble4En théorie des ensembles, haque entier naturel n est dé�ni omme l'ensemble des entiersnaturels stritement plus petits que lui : n = {0; . . . ;n−1}. Ainsi, on a 0 = ∅, 1 = {0} = {∅},
2 = {0; 1} = {∅; {∅}}, et. Ave ette représentation des entiers (due à von Neumann), il estfaile de se onvainre que le suesseur d'un entier n est dé�ni par s(n) = n ∪ {n}.31



dont l'existene est pourtant néessaire5 pour onstruire l'ensemble-imagereherhé à l'aide du shéma de ompréhension
Im(a, A) = {y ∈ b | ∃x∈ a A(x, y)} .En pratique, on utilise généralement et axiome ave une relation fontion-nelle A(x, y) présentée sous forme skolémisée, en introduisant une notation

f(x) pour désigner l'unique y tel que A(x, y) (pour haque x ∈ a). L'imagede l'ensemble a par la relation y = f(x) (dé�ni en ombinant les shémasde remplaement et de ompréhension) est alors notée {f(x) | x ∈ a}.3.3 Extensions onservativesAinsi que nous l'avons vu en 3.1.2, la notion d'extension de théorie doits'entendre à la fois au sens d'une extension du langage sous-jaent (par extensionde signature) et au sens d'une extension de l'ensemble des théorèmes qu'il estpossible de démontrer dans la théorie. À e titre, il est important de soulignerque le simple fait d'ajouter à une théorie T un nouveau symbole de fontionou de prédiat su�t à étendre l'ensemble des théorèmes de T , ne serait-eque pare que l'extension de langage qui en résulte permet d'érire � et dedémontrer � de nouvelles tautologies. Cependant, la plupart des extensions
T ′ ⊇ T font apparaître de nouveaux théorèmes y ompris dans le langage dela théorie initiale, en e sens que l'inlusion

Th(T ′) ∩ L(T ) ⊇ Th(T )est strite en règle générale (e qui est typiquement le as lorsqu'on ajoute desaxiomes à la théorie sans modi�er son langage).3.3.1 La notion d'extension onservativeDans ertaines situations, il est désirable d'étendre une théorie ave de nou-veaux symboles et de nouveaux axiomes dérivant le omportement des nou-veaux symboles sans pour autant étendre la lasse des théorèmes formulés dansl'anien langage, e qui nous amène à introduire la notion suivante :Dé�nition 11 (Extension onservative) � Soient T une théorie et T ′ uneextension de T . On dit que T ′ est une extension onservative de T si toutthéorème de T ′ formulé dans le langage de T est démontrable dans T , 'est-à-dire si :
Th(T ′) ∩ L(T ) = Th(T ) .Un des intérêts de la notion d'extension onservative est qu'elle préserve lapropriété de ohérene, ontrairement à la notion d'extension en général :Proposition 13 (Cohérene par onservativité) � Si T est une théorieohérente, alors toute extension onservative de T est ohérente également.5La néessité d'un tel axiome semble avoir été remarquée de manière indépendante parFraenkel et Skolem. On appelle théorie des ensembles de Zermelo et on note Z la théorie quireprend les mêmes axiomes (égalité, extensionnalité, paire, ompréhension, union, parties etin�ni) sans le shéma de remplaement. 32



Preuve. Si ⊥ est prouvable dans T ′ alors ⊥ est prouvable dans T également,puisque ⊥ ∈ L(T ). 2La proposition suivante établit que l'ajout de symboles de fontions et deprédiats (sans modi�ation de l'ensemble des axiomes) dé�nit une extensiononservative de la théorie. On notera que la démonstration de e résultat �pourtant très intuitif � n'est pas omplètement immédiate dans la mesure oùelle repose sur l'utilisation de fontions de rétration pour faire disparaître lessymboles additionnels dans les arbres de dérivation.Proposition 14 (Extension de signature) � Soit T une théorie basée surune signature Σ et sur un ensemble d'axiomes A. Pour toute signature Σ′ éten-dant la signature Σ, la théorie T ′ = (Σ′,A) est une extension onservative dela théorie T = (Σ,A).Preuve. Il s'agit de montrer que si un séquent Γ ⊢ A formé dans Σ admet unedérivation π formée dans la signature Σ′ ⊇ Σ, alors on peut faire disparaîtredans π toutes les ourrenes des symboles délarés dans Σ′ \ Σ de manière àobtenir une dérivation π∗ ave les seuls symboles délarés dans Σ (et dont laonlusion reste le séquent Γ ⊢ A). Pour ela, on onsidère une variable x0 �xée,et on dé�nit les trois orrespondanes suivantes :Termes. À haque terme t formé dans Σ′, on assoie un terme t∗ formé aveles seuls symboles de Σ en posant :
x∗ ≡ x

(

f(t1, . . . , tn)
)∗ ≡

{

f(t∗1, . . . , t
∗
n) si f ∈ Σ

x0 sinonPar onstrution, la transformation t 7→ t∗ laisse invariants tous les termes déjàformés ave les seuls symboles de Σ (i.e. t∗ = t). Elle est en outre substitutive,en e sens que
(t{x := u})∗ ≡ t∗{x := u∗}pour tous termes t et u tels que x /∈ FV (t, u), et pour toute variable x 6= x0.Formules. De même, on assoie à haque formule A ∈ L(Σ′) une formule A∗ ∈

L(Σ) en posant
(

p(t1, . . . , tn)
)∗ ≡

{

p(t∗1, . . . , t
∗
n) si p ∈ Σ

⊥ sinonpour haque formule atomique p(t1, . . . , tn), ette dé�nition s'étendant aussit�tà toutes les formules de L(Σ′) par simple propagation à travers les onneteurset les quanti�ateurs. Là enore, il est lair que les formules déjà formées dans Σsont invariantes par la transformation A 7→ A∗, et que ette transformation estsubstitutive dans le sens où
(A{x := t})∗ ≡ A∗{x := t∗}pour toute formule A et pour tout terme t dans lesquels x0 n'a auune ourrene(libre ou liée) et pour toute variable x distinte de x0.33



Dérivations. En�n, pour haque dérivation π formée sur la signature Σ′, onnote π∗ la struture arboresente obtenue en remplaçant haque séquent Γ ⊢ Aétiquetant un n÷ud de π par le séquent Γ∗ ⊢ A∗, le reste de la struture demeu-rant inhangé. On notera ependant que l'arbre π∗ ne onstitue une dérivationbien formée (sur Σ) que dans le as où la variable x0 n'apparaît pas dans π(ette ondition est en e�et essentielle pour assurer la préservation de la stru-ture des règles d'introdution et d'élimination des quanti�ateurs ainsi que desonditions de bord orrespondantes).Revenons à la démonstration de la proposition et supposons que A est unthéorème de T ′ formulé dans la signature Σ. D'après ette hypothèse, il existeune dérivation π (formée dans Σ′) d'un séquent de la forme Γ ⊢ A, où Γ est unontexte formé uniquement par des axiomes de T ′ � et don par des axiomesde T puisque les deux théories ont les mêmes axiomes. Si x0 est une variablequi n'apparaît nulle part dans la dérivation π, alors, d'après e qui préède,l'arbre π∗ onstitue une dérivation bien formée dans Σ dont la onlusion est leséquent Γ∗ ⊢ A∗. Mais omme Γ et A sont tous deux formés dans la signature Σ,on a Γ∗ = Γ et A∗ = A. Par onséquent, π∗ est bien une dérivation de Γ ⊢ A,et don A ∈ Th(T ). 23.3.2 Constantes de HenkinLe as d'extension onservative étudié i-dessus (par ajout de symboles sanstouher aux axiomes) n'est pas très intéressant dans la mesure où en pratique, onajoute rarement un nouveau symbole à une théorie sans donner ave e symboleun ou plusieurs axiomes qui en préisent la signi�ation. Un as beauoup plusintéressant d'extension onservative est le suivant :Dé�nition 12 (Extension de Henkin) � Soient T une théorie et T unthéorème de T de la forme T ≡ ∃xA(x) où A(x) est une formule qui ne dépendque de la variable x. On appelle extension de Henkin de la théorie T vis-à-visdu théorème T la théorie formée en ajoutant à T :� un nouveau symbole de onstante c (une onstante de Henkin) ;� un nouvel axiome : A{x := c}.Comme on le voit, e méanisme d'extension est la tradution en logiqueformelle du proédé habituel en mathématiques qui onsiste à donner un nom('est-à-dire un statut de onstante) à un objet véri�ant une ertaine propriétésit�t que l'existene d'un tel objet a été démontrée.6Proposition 15 (Conservativité de Henkin) �Toute extension de Henkinest une extension onservative.Preuve. La preuve de e résultat reprend le prinipal ingrédient de la preuvede la proposition 14, à savoir les tradutions t 7→ t∗, A 7→ A∗ et π 7→ π∗ quiremplaent dans les termes, les formules et les dérivations haque ourrene6C'est par e proédé qu'on introduit toutes les onstantes globales en mathématiques,omme les onstantes ∅, π ou R, qui sont respetivement les onstantes de Henkin assoiéesaux formules � x n'a auun élément �, � x est la demi-période de la fontion osinus � ou � xest un orps totalement ordonné arhimédien omplet �.34



d'un symbole de fontion supplémentaire � ii la onstante c � par une vari-able x0 hoisie en dehors de l'ensemble des variables qui apparaissent dans ladérivation onsidérée. Supposons don que B est un théorème de T ′ tel que
B ∈ L(T ) (i.e. la onstante c n'apparaît pas dans B). Par dé�nition, il ex-iste un ontexte Γ formé par des axiomes de T ′ ainsi qu'une dérivation π duséquent Γ ⊢ B, elle-même formée dans le langage de T ′. Quitte à a�aiblir leontexte Γ ave l'axiome A(c) (s'il n'y �gure pas déjà), on peut supposer que
Γ est de la forme Γ ≡ Γ0, A(c), où Γ0 ne ontient plus que des axiomes de lathéorie T . En appliquant la transformation π 7→ π∗ (Prop. 14) à la dérivation πdu séquent Γ0, A(c) ⊢ B, on obtient une dérivation π∗ du séquent Γ0, A(x0) ⊢ Bqui est entièrement formée dans le langage de T . De ette dérivation on tirealors aisément une dérivation du théorème B dans la théorie T :....

∆ ⊢ ∃x0 A(x0)

.... π∗

Γ0, A(x0) ⊢ B

∆, Γ0 ⊢ B
A�.+∃-introoù ∆ est un ontexte d'axiomes de T su�sant pour démontrer le théorème

∃xA(x) dans la théorie T . 23.3.3 Extension de SkolemDé�nition 13 (Extension de Skolem) � Soient T une théorie et T unthéorème de T de la forme
T ≡ ∀x1 · · · ∀xn ∃y A(x1, . . . , xn, y) ,où A(x1, . . . , xn, y) est une formule du langage de T qui ne dépend que desvariables x1, . . . , xn, y. On appelle extension de Skolem de la théorie T vis-à-vis du théorème T la théorie formée en ajoutant à T :� un nouveau symbole de onstante f d'arité n ( fontion de Skolem) ;� un nouvel axiome : ∀x1 · · · ∀xn A(x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)).L'extension de Skolem est une généralisation naturelle de la notion d'exten-sion de Henkin dans le as où l'objet y dont a démontré l'existene dépend d'ob-jets x1, . . . , xn à travers la relation A(x1, . . . , xn) � on parle alors de skolémisa-tion du théorème T . Là enore, il s'agit de la tradution en logique formelle duproédé habituel en mathématiques qui onsiste à introduire une notation fon-tionnelle f(x1, . . . , xn) pour nommer un objet y tel que A(x1, . . . , xn, y) sit�tqu'on a montré l'existene d'un tel objet pour tous x1, . . . , xn.7Le résultat de onservativité démontré à la proposition 15 se généralise na-turellement aux extensions de Skolem :Proposition 16 (Conservativité de Skolem) �Toute extension de Skolemest une extension onservative.Il n'est pas possible de généraliser la preuve de la proposition 15 aux exten-sions de Skolem : la preuve de onservativité des extensions de Skolem néessite7En théorie des ensembles par exemple, les notations {a; b} et P(a) sont obtenues enskolémisant l'axiome de la paire et l'axiome de l'ensemble des parties.35



en e�et des tehniques de théorie des modèles bien plus sophistiquées que lestehniques syntaxiques utilisées pour démontrer la onservativité des extensionsde Henkin. Pour ette raison, la preuve de onservativité des extensions deSkolem ne sera donnée qu'au hapitre 4, lorsque nous aurons introduit les outilsnéessaires pour en faire la démonstration.Extension de Skolem égalitaire Dans le as où T est une théorie égalitaire,mais où il n'y a pas forément uniité de l'objet y tel que A(x1, . . . , xn, y), iln'est pas possible (en règle générale) de démontrer que le symbole de Skolem fest ompatible ave l'égalité. Par onséquent, l'extension de Skolem assoiée authéorème T n'est don plus une théorie égalitaire !Pour pouvoir introduire une extension de Skolem sans remettre en ause lestatut de théorie égalitaire, il su�t en pratique de démontrer à �té du théorèmed'existene
T ≡ ∀x1 · · · ∀xn ∃y A(x1, . . . , xn, y)un théorème d'uniité de la forme

U ≡ ∀x1 · · · ∀xn ∀y ∀y′ (A(x1, . . . , xn, y) ∧A(x1, . . . , xn, y)⇒ y = y′) ,qui garantit que le symbole de Skolem assoié au théorème T est ompatibleave l'égalité (par rapport à toutes ses omposantes), et ainsi que l'extension deSkolem assoiée reste une théorie égalitaire.8

8Ainsi en théorie des ensembles, l'axiome d'extensionnalité implique l'uniité de la paire,de l'ensemble des parties, et. et permet ainsi d'introduire des symboles de Skolem ({a; b},
P(a), et.) sans remettre en ause le statut de théorie égalitaire.36



Chapitre 4Sémantique du alul desprédiatsDans les hapitres qui préèdent, nous n'avons donné de la logique du premierordre qu'une présentation purement syntaxique : si nous nous sommes intéressésaux méanismes qui permettent de former les expressions du langage (les termes,les formules et les séquents) ainsi qu'aux règles de dédution qui permettent deonstruire les raisonnements (les démonstrations), jamais nous n'avons herhéà déterminer à quels objets pouvaient référer les expressions du langage. C'estainsi que nous avons systématiquement parlé de symboles de fontion sans jamaisparler de fontion, et que nous avons toujours parlé de symboles de prédiat sansjamais parler de prédiat ou de relation.En pratique ependant, les expressions du langage de la logique du premierordre sont ensées dérire des objets du monde mathématique ou des objetsinformatiques, voire des objets du monde physique. Il est don très naturel dese demander à quoi peuvent référer les termes et les formules d'une théorie, et'est préisément là qu'est l'objet de la théorie des modèles. Dans e hapitre onse limitera à une présentation sommaire de la théorie, dont nous ne retiendronsessentiellement que les résultats de orretion et de omplétude.4.1 Σ-strutures4.1.1 La notion de Σ-struturePour interpréter les termes et les formules d'un langage du premier ordredé�ni à partir d'une signature Σ, il est néessaire de se donner un ensemble nonvide M (orrespondant au domaine des quanti�ations universelles et existen-tielles) aompagné d'un ertain nombre de fontions et de relations (dé�niessur l'ensemble M ) destinées à interpréter les symboles de fontion et de prédiatdélarés dans Σ :Dé�nition 14 (Σ-struture) � Étant donnée une signature Σ, on appelle
Σ-struture tout ensemble non vide M muni� pour haque symbole de fontion f d'arité n, d'une fontion

JfKM : M
n →M37



appelée la dénotation de f dans M ;� pour haque symbole de prédiat p d'arité n, d'une fontion
JpKM : M

n → {0; 1}appelée la dénotation de p dans M .On notera qu'ave ette dé�nition, la relation qui interprète un symbole deprédiat p d'arité n est donnée sous la forme d'une fontion de vérité JpKM :
M n → {0; 1} qui à haque n-uplet (v1, . . . , vn) ∈ M n assoie une valeur devérité JpKM (v1, . . . , vn) ∈ {0; 1}.Si les symboles de fontion et de prédiat de la signature Σ sont interprétéspar les fontions JfKM et JpKM qui sont données ave la Σ-struture M , lesvariables sont quant à elles interprétées à l'aide de valuations :Dé�nition 15 (Valuations) � Étant donnée un ensemble M non vide, onappelle valuation sur M toute fontion ρ : V →M assoiant un objet ρ(x) ∈Mà haque variable x ∈ V . L'ensemble des valuations sur M est noté ValM .Étant donnée une valuation ρ ∈ ValM , une variable x et un élément v ∈M ,on note (ρ, x ← v) la valuation obtenue en remplaçant dans la valuation ρla valeur assoiée à la variable x par la nouvelle valeur v (l'anienne valeurétant � érasée �), les valeurs assoiées aux autres variables restent inhangées.Formellement, la valuation (ρ, x← v) est dé�nie pour toute variable y par

(ρ, x← v)(y) =

{

v si y = x

ρ(y) sinon4.1.2 Interprétation des termesÉtant données une signature Σ et une Σ-struture M , on assoie à haqueterme t formé sur la signature Σ une fontion d'interprétation
JtKM : ValM →Mqui à haque valuation ρ ∈ ValM assoie un élément JtKρ ∈M qu'on appelle ladénotation du terme t dans M (relativement à la valuation ρ). Formellement, lafontion d'interprétation assoiée à t est dé�nie par réurrene sur la struturede t à l'aide des équations suivantes :

JxKM
ρ = ρ(x)

Jf(t1, . . . , tn)KM
ρ = JfKM

(

Jt1K
M
ρ , . . . , JtnKM

ρ

)Il est faile de véri�er que la dénotation JtKρ d'un terme t ne dépend que desvaleurs prises par la valuation ρ sur l'ensemble des variables libres de t :Lemme 4 � Soient M une Σ-struture et t un terme onstruit sur la signa-ture Σ. Pour tout ouple de valuations ρ1, ρ2 ∈ ValM telles que ρ1(x) = ρ2(x)pour tout x ∈ FV (t), on a JtKM
ρ1

= JtKM
ρ2
.En partiulier, la dénotation JtKρ d'un terme los t ne dépend pas de lavaluation ρ : on la note alors plus simplement JtK.38



4.1.3 Interprétation des formulesÉtant données une signature Σ et une Σ-struture M , on assoie à haqueformule A formée sur la signature Σ une fontion d'interprétation
JAKM : ValM → {0; 1}qui à haque valuation ρ ∈ ValM assoie un élément JAKρ ∈ {0; 1} qu'on appellela valeur de vérité de la formule A dans M (relativement à la valuation ρ).Formellement, la fontion d'interprétation assoiée à A est dé�nie par réurrenesur la struture de A à l'aide des équations suivantes :

J⊤KM
ρ = 1

J⊥KM
ρ = 0

Jp(t1, . . . , tn)KM
ρ = JpKM

(

Jt1K
M
ρ , . . . , JtnKM

ρ

)

J¬AKM
ρ = 1− JAKM

ρ

JA ∧BKM
ρ = min

(

JAKM
ρ , JBKM

ρ

)

JA ∨BKM
ρ = max

(

JAKM
ρ , JBKM

ρ

)

JA⇒ BKM
ρ = max

(

1− JAKM
ρ , JBKM

ρ

)

J∀xAKM
ρ = inf

v∈M
JAKM

(ρ;x←v)

J∃xAKM
ρ = sup

v∈M

JAKM

(ρ;x←v)Cette dé�nition appelle plusieurs remarques :1. Les onneteurs ⊤, ⊥, ¬, ∧ et ∨ s'interprètent à l'aide de leurs tables devérité habituelles : on notera que la onjontion orrespond à un alulde minimum, la disjontion à un alul de maximum, et la négation à unéhange des valeurs 0 et 1.2. L'impliation A⇒ B est interprétée omme la formule ¬A∨B. Là enoreon retrouve la table de vérité attendue, puisque la formule A⇒ B prendla valeur 0 uniquement dans le as où A prend la valeur 1 et B la valeur 0(dans tous les autres as, la formule A⇒ B prend la valeur 1).3. La quanti�ation universelle et la quanti�ation existentielle s'interprètentrespetivement omme une onjontion et une disjontion in�nitaires (dumoins lorsque M est in�ni). En pratique, e sont es deux onstrutionsqui sont responsables du fait que dans le as où M est in�ni, la fontion
A 7→ JAKM

ρ qui à une formule assoie sa dénotation n'est pas alulable.1Là enore, la dénotation JAKρ d'une formule A ne dépend que des valeursprises par la valuation ρ sur l'ensemble des variables libres de A :Lemme 5 � Soient M une Σ-struture et A une formule onstruite sur lasignature Σ. Pour tout ouple de valuations ρ1, ρ2 ∈ ValM telles que ρ1(x) =
ρ2(x) pour tout x ∈ FV (A), on a JAKM

ρ1
= JAKM

ρ2
.En partiulier, la dénotation JAKρ d'une formule lose A ne dépend pas dela valuation ρ : on la note alors plus simplement JAK.1Dans le as où la struture M est �nie, la omplexité du alul est exponentielle parrapport au nombre d'imbriations de quanti�ateurs dans la formule.39



Extension aux séquents L'interprétation des formules s'étend aux séquentsde la manière suivante : étant données une Σ-struture, une liste de formules
Γ = A1, . . . , An et une valuation ρ ∈ ValM , on note

minJΓKM
ρ = min(JA1K

M
ρ , . . . , JAnKM

ρ )
maxJΓKM

ρ = max(JA1K
M
ρ , . . . , JAnKM

ρ )L'interprétation d'un séquent Γ ⊢ ∆ est alors dé�nie par
JΓ ⊢ ∆K = max(1 −minJΓKM

ρ , maxJ∆KM
ρ )(par analogie ave l'impliation).4.1.4 Validité des formules et des séquentsDé�nition 16 (Validité) �Soit M une Σ-struture. On dit qu'une formuleA(onstruite dans Σ) est valide dans M et on note M |= A lorsque pour toutevaluation ρ ∈ ValM on a JAKM

ρ = 1.La notion de validité s'étend aux séquents de manière évidente : ainsi ondit d'un séquent Γ ⊢ ∆ qu'il est valide dans une Σ-struture M et on note
M |= Γ ⊢ ∆ si pour toute valuation ρ ∈ ValM on a JΓ ⊢ ∆KM

ρ = 1.On véri�e alors aisément que tous les séquents dérivables sont valides dansn'importe quelle Σ-struture :Proposition 17 (Validité) �Si un séquent Γ ⊢ ∆ est dérivable (en dédutionnaturelle lassique ou en alul des séquents lassique), alors e séquent est validedans n'importe quelle Σ-struture M .Preuve. Par indution sur la struture de la dérivation du séquent Γ ⊢ ∆. 2En partiulier, toute formule A qui est une tautologie (intuitionniste oulassique) est valide dans n'importe quelle Σ-struture.4.2 Modèles4.2.1 La notion de modèleDé�nition 17 � Soit T une théorie du premier ordre dont le langage estonstruit sur la signature Σ. On appelle modèle de la théorie T toute Σ-struture M dans laquelle tous les axiomes de T sont valides.Une onséquene immédiate de la Prop. 17 est qu'un modèle d'une théorie Tvalide non seulement les axiomes de T , mais également tous ses théorèmes :Proposition 18 (Validité) � Soient T une théorie du premier ordre et Aune formule. Si T ⊢ A, alors M |= A pour tout modèle M de la théorie T .Si les théorèmes de T sont valides dans n'importe quel modèle de T , unmodèle donné d'une théorie T valide en général un ensemble de formules losesqui est plus vaste que l'ensemble des théorèmes de T . Typiquement, si A estune formule lose indéidable dans la théorie T ('est-à-dire telle que ni A40



ni ¬A n'est un théorème de T 2) et si M est un modèle donné de T , alorsl'une des deux formules A ou ¬A est validée par le modèle M bien qu'auuned'elles ne soit un théorème de T . En revanhe, nous verrons dans la suite dee hapitre que si une formule lose A est valide dans tous les modèles de T ,alors ette formule est démontrable dans T : 'est e qu'énone le théorème deomplétude de la logique du premier ordre que nous établirons à la setion 4.4,et qui onstitue le prinipal résultat de e hapitre.4.2.2 Modèles des théories égalitairesSoient T une théorie égalitaire (Déf. 10) et M un modèle de la théorie T .Pour tous v1, v2 ∈M , on note v1 =M v2 lorsque J=KM (v1, v2) = 1. D'après lespropriétés de la relation d'égalité dans T (f Prop. 12), il est immédiat que larelation binaire =M est une relation d'équivalene sur M :1. v =M v2. v1 =M v2 entraîne v2 =M v1 ;3. v1 =M v2 et v2 =M v3 entraînent v1 =M v3 ;Par ailleurs, l'interprétation de haque symbole de fontion f (resp. de haquesymbole de prédiat p) d'arité n est une fontion ompatible ave la relationd'équivalene v1 =M v2, en e sens que :4. Si vi =M v′i pour tous 1 ≤ i ≤ n, alors
JfKM (v1, . . . , vn) =M JfKM (v1, . . . , vn)

(resp. JpKM (v1, . . . , vn) = JpKM (v1, . . . , vn))(où le symbole = de la seonde ligne désigne l'égalité des valeurs de vérité).Bien que es propriétés expriment que la relation d'équivalene v1 =M v2 seomporte � presque � omme la relation d'égalité, ette relation n'est en généralpas la relation d'égalité v1 = v2. En pratique, il est plus simple de supposer quela relation v1 =M v2 est la relation d'égalité v1 = v2 en ne travaillant qu'aveune forme partiulière de modèle de T : les modèles égalitaires.Dé�nition 18 (Modèle égalitaire) �On dit qu'un modèle M d'une théorieégalitaire T est un modèle égalitaire de T si la relation d'équivalene =M estla relation d'égalité, i.e. v1 =M v2 ssi v1 = v2 pour tous v1, v2 ∈M .En pratique, il est toujours possible de se ramener à un modèle égalitaire enproédant de la manière suivante : si M est un modèle (pas forément égali-taire) de la théorie T , on onsidère l'ensemble quotient M ′ = M /=M que l'ontransforme en Σ-struture en posant
JfKM

′

([v1], . . . , [vn]) = [JfKM (v1, . . . , vn)] ∈ M ′

JpKM
′

([v1], . . . , [vn]) = JpKM (v1, . . . , vn) ∈ {0; 1}2Le premier théorème d'inomplétude de Gödel établit que toute théorie ohérente per-mettant d'exprimer (au moins) l'arithmétique de Peano et dont l'ensemble des axiomes estréursivement énumérable admet des formules loses indéidables. Grâe au proédé de Gödel,on sait ainsi onstruire des formules loses indéidables dans l'arithmétique de Peano, dansla théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel, et. (l'indéidabilité de es formules étant bienentendu onditionnée par la ohérene de la théorie).41



pour tout symbole de fontion f d'arité n, pour tout symbole de prédiat pd'arité n et pour tous v1, . . . , vn ∈ M , en notant [v] la lasse d'équivalene del'élément v ∈M dans l'ensemble quotient M ′ = M /=M .On véri�e alors aisément queProposition 19 (Modèle quotient) � La Σ-struture M ′ déduite du mod-èle M par passage au quotient est un modèle égalitaire de la théorie T .Dans tout e qui suit, on ne onsidérera don que des modèles égalitaires.4.3 Existene de modèles4.3.1 Modèles et ohéreneUne onséquene importante de la Prop. 18 est la suivante :Proposition 20 (Cohérene par existene de modèle) � Toute théoriequi admet un modèle est ohérente.Preuve. Soit T une théorie admettant un modèle M . Comme par dé�nitionde la fontion d'interprétation des formules on a J⊥KM = 0, il ressort de laProp. 18 que la formule ⊥ n'est pas un théorème de T . 2Dans ette setion, on se propose d'établir la réiproque, à savoir que toutethéorie ohérente admet au moins un modèle. Pour ela, on utilisera le résultatsuivant :Lemme 6 � Si Σ est une signature �nie ou dénombrable, alors :1. L'ensemble des termes ouverts onstruits dans Σ est dénombrable, etl'ensemble des termes los est �ni ou dénombrable.2. L'ensemble des formules loses onstruites dans Σ est dénombrable.Preuve. À tout entier k ≥ 0 on assoie un ensemble de termes Tk dé�ni parréurrene sur k en posant :� T0 = ∅� Pour tout k > 0, Tk est dé�ni omme l'ensemble des termes qui sont soitune variable, soit un terme de la forme f(t1, . . . , tn), où f ∈ Σ est unsymbole de fontion arbitraire (d'arité n), et où t1, . . . , tn ∈ Tk−1.On véri�e alors aisément que1. Pour tout k ≥ 0, Tk ⊆ Tk+1 (par réurrene sur k). D'où il ressort que lasuite d'ensembles (Tk)k∈N est roissante.2. Tout terme t formé sur la signature Σ appartient à l'un au moins desensembles Tk (par réurrene sur la struture de t). D'où il ressort quel'union T∞ =
⋃

k Tk est préisément l'ensemble de tous les termes.3. Pour tout k > 0, l'ensemble Tk est dénombrable (par réurrene sur k,en utilisant les propriétés des ensembles dénombrables). Par onséquent,l'union T∞ =
⋃

k Tk est dénombrable.42



En partiulier, l'ensemble des termes los, qui est un sous-ensemble de T∞, est�ni ou dénombrable.3À l'aide d'une onstrution analogue (basée sur une suite roissante d'ensem-bles de formules (Fk)k≥0), on démontre que l'ensemble des formules ouvertes estdénombrable. Contrairement aux termes, l'ensemble des formules loses est for-ément dénombrable puisqu'il ontient au moins la suite in�nie de formules ⊤,
⊤ ∧⊤, ⊤ ∧⊤ ∧ ⊤, et. 24.3.2 Complétion d'une théorieDé�nition 19 (Complétude) � On dit qu'une théorie T est omplète sipour toute formule lose A du langage de T , l'une (au moins) des deux for-mules A ou ¬A est un théorème de T .Toute théorie inohérente est omplète de manière triviale. Inversement, lepremier théorème d'inomplétude de Gödel stipule que toute théorie ohérenteréursivement énumérable et ontenant l'arithmétique de Peano est néessaire-ment inomplète. Une autre forme de omplétude est la suivante :Dé�nition 20 (Saturation de témoins) �On dit qu'une théorie T est sat-urée de témoins (ou omplète au sens de Henkin) si pour tout théorème de Tde la forme ∃xA(x), il existe un terme los t0 tel que T ⊢ A(t0).L'ingrédient essentiel du théorème de omplétude est le résultat suivant :Proposition 21 (Complétion de théorie) � Toute théorie ohérente ad-met une extension ohérente, omplète et saturée de témoins. Si en outre lathéorie initiale a une signature �nie ou dénombrable, on peut onstruire l'ex-tension reherhée de telle sorte qu'elle ait une signature dénombrable.Preuve. On ne fait ii la démonstration de e résultat que dans le as où lasignature est �nie ou dénombrable.4 Supposons don que T est une théorieohérente dont le langage est formé sur une signature Σ �nie ou dénombrable.Considérons un ensemble dénombrable C de � onstantes fraîhes � ('est à direnon utilisées dans la signature Σ) et notons T0 la théorie obtenue en étendantle langage de T ave les onstantes de l'ensemble C (sans ajouter d'axiomesupplémentaire). D'après la Prop. 14, T0 est une extension onservative de T ,et don une théorie ohérente. Comme la signature de T0 (à savoir : Σ ∪ C) estdénombrable, l'ensemble des formules loses de T0 est dénombrable. Considéronsdon une énumération (Ai)i∈N de l'ensemble des formules loses de T0.Par réurrene sur i ∈ N, nous allons onstruire une suite in�nie de théoriesemboîtées

T0 ⊆ T1 ⊆ T2 ⊆ · · · ⊆ Ti ⊆ Ti+1 ⊆ · · ·telles que pour tout i ∈ N (1) la théorie Ti est ohérente, et (2) les axiomes de Tin'utilisent qu'un nombre �ni de onstantes de C. On notera que la théorie T0,3Ce sous ensemble peut être �ni, voire vide dans le as où la signature ne omporte auunsymbole de onstante (omme 'est le as dans la théorie des ensembles).4La démonstration dans le as général suit exatement la même tehnique. La seule dif-�ulté vient du fait que dans le as où le langage est non dénombrable, il est néessaired'indexer les formules loses par des ordinaux plut�t que par des entiers, e qui fait reposerla démonstration sur des tehniques d'indution trans�nie qui dépassent le adre de e ours.43



que nous avons déjà onstruite, véri�e es deux propriétés. La suite de théories
(Ti)i∈N est onstruite de prohe en prohe en passant de Ti à Ti+1 en intro-duisant une théorie intermédiaire Ti+1/2.Passage de Ti à Ti+1/2 Dans le as où Ti déide la formule Ai ('est-à-diredans le as où Ti ⊢ Ai ou Ti ⊢ ¬Ai), on pose simplement Ti+1/2 = Ti. Sinon,on pose Ti+1/2 = Ti + Ai ('est-à-dire : Ti étendue ave l'axiome Ai). Danstous les as, la théorie Ti+1/2 est ohérente et déide la formule Ai.Passage de Ti+1/2 à Ti+1 Dans le as où Ai n'est pas une formule ex-istentielle, on pose Ti+1 = Ti+1/2. Sinon, dans le as où Ai ≡ ∃xB(x), onhoisit une onstante c qui n'apparaît pas dans les axiomes de Ti+1/2 et onpose Ti+1 = Ti+1/2 + B(c) ('est-à-dire : Ti+1/2 étendue ave l'axiome B(c)).D'après les propositions 14 et 15, la théorie Ti+1 est une extension onservativede la théorie Ti+1/2, et don une théorie ohérente.Soit T∞ =

⋃

i∈N
Ti la réunion des théories Ti (i ∈ N), 'est-à-dire la théoriedont la signature est Σ ∪ C et dont l'ensemble des axiomes est la réunion desensembles des axiomes des théories Ti. On véri�e alors failement que :1. La théorie T∞ est une extension de T . (Par onstrution.)2. La théorie T∞ est ohérente. En e�et, toute démonstration dans T∞ n'u-tilise qu'un nombre �ni d'axiomes de T∞, et se plae don dans l'unedes théories Ti (i ∈ N). L'inohérene de T∞ induirait don l'inohérened'une des théories Ti, e qui est impossible.3. La théorie T∞ est omplète. En e�et, toute formule lose Ai du langagede T∞ est déidée dans la sous-théorie Ti+1 ⊆ T∞.4. La théorie T∞ est saturée de témoins. En e�et, pour toute formule lose Aide la forme Ai ≡ ∃xB(x) qui est un théorème de T∞, on a Ti+1 ⊢ ∃xB(x)(le ontraire induirait une ontradition). Par onstrution de Ti+1, ilexiste une onstante c ∈ C telle que Ti+1 ⊢ B(c).En�n, il est lair que la signature et le langage de T∞ sont dénombrables. 2L'intérêt de la notion de théorie omplète et saturée de témoins est que toutethéorie de ette nature se transforme très failement en un modèle syntaxiqued'elle-même. En e�et, étant donnée une théorie T de signature Σ qui est à lafois omplète et saturée de témoins, on onsidère la Σ-struture M dé�nie dela manière suivante :� Le domaine de M est l'ensemble des termes los du langage de T .� Chaque symbole de fontion f d'arité n est interprété par lui-même, 'est-à-dire par la fontion qui à tout n-uplet de termes los (t1, . . . , tn) ∈M nassoie le terme los f(t1, . . . , tn) ∈M .� Chaque symbole de prédiat p d'arité n est interprété par la fontion devérité pM : M n → {0; 1} dé�nie pour tout (t1, . . . , tn) ∈M n par
pM (t1, . . . , tn) =

{

1 si T ⊢ p(t1, . . . , tn)

0 si T ⊢ ¬p(t1, . . . , tn)(la dé�nition est omplète en raison de la omplétude de T ).On notera que dans ette Σ-struture, une valuation se omporte ommeune substitution destinée à lore les termes omme les formules. Ainsi, si ρdésigne une valuation et t un terme ouvert, on note t[ρ] le terme los obtenu44



en remplaçant dans t haque ourrene libre d'une variable x ∈ FV (t) parle terme los ρ(x). De même si A désigne une formule ouverte, on note A[ρ]la formule lose obtenue en remplaçant dans A haque ourrene libre d'unevariable x ∈ FV (A) par le terme los ρ(x).Ces notations étant préisées, on véri�e aisément que les formules validesdans M oïnident ave les formules démontrables dans T :Lemme 7 (Validité dans M ) � Pour toute formule A du langage de T etpour toute valuation ρ, on a
JAKM

ρ =

{

1 si T ⊢ A[ρ]

0 si T ⊢ ¬A[ρ]Preuve. Par indution sur la struture de la formule A. Dans le as où laformule A est formée à l'aide d'un onneteur (unaire ou binaire), on utilise laomplétude de T pour montrer que les as où la formule A est prouvable sontdonnés par la table de vérité de e onneteur. Dans le as où la formule A estformée à l'aide d'une quanti�ation (universelle ou existentielle), on utilise lapropriété de saturation de témoins pour onlure. 2De e lemme il ressort de manière immédiate que M est un modèle de lathéorie T puisqu'il valide toutes les formules démontrables dans T . Ce qui nouspermet de déduire le résultat suivant :Proposition 22 (Existene d'un modèle) � Toute théorie ohérente ad-met au moins un modèle. Si en outre la signature de la théorie est �nie oudénombrable, on peut faire en sorte que le modèle soit dénombrable.Preuve. Soit T une théorie ohérente. D'après la Prop. 21, la théorie T admetune extension T ′ ⊇ T qui est omplète et saturée de témoins. Et d'après e quipréède, la théorie T ′ induit un modèle syntaxique (f la onstrution i-dessus)qui onstitue également un modèle de T , modèle qui est en outre dénombrabledans le as où la signature de T est �nie ou dénombrable. 24.3.3 Le paradoxe de Löwenheim-SkolemLa proposition 22 fait apparaître une situation paradoxale5 ar elle impliqueque même la théorie de Zermelo-Fraenkel � qui dérit pourtant un universfortement non dénombrable � admet elle aussi un modèle dénombrable (dumoins si ette théorie est ohérente).Pour omprendre ette bizarrerie onnue des logiiens sous le nom de para-doxe de Löwenheim-Skolem, onsidérons un modèle dénombrable M de la théo-rie des ensembles de Zermelo-Fraenkel. Quitte à e�etuer le quotient idoine(dérit en 3.2.2) on peut supposer sans perte de généralité que le modèle M estégalitaire (f Déf. 18) � e qui ne hange rien à sa ardinalité6 � et on note
∈M la dénotation de la relation d'appartenane dans le modèle M .Examinons à présent omment sont représentés les entiers, mais aussi lesensembles N et P(N) dans le modèle M .5Il s'agit d'un paradoxe au sens étymologique du terme (à savoir : un phénomène � ontraireà l'opinion �), et non d'une ontradition formelle (une antinomie).6Le quotient peut transformer un modèle dénombrable en un modèle �ni, mais il est failede véri�er que e as ne peut pas se produire pour ZF, dont tous les modèles sont in�nis.45



Représentation des entiers Chaque entier naturel n ∈ N peut être ara-térisé par une formule de la théorie des ensembles An(x) à une variable libre,qui n'est vraie que pour et entier. On peut dé�nir par réurrene sur n unetelle formule en posant
A0(x) ≡ ∀z z /∈ x

An+1(x) ≡ ∃y
(

An(y) ∧ ∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y ∨ z = y)
)Intuitivement, A0(x) exprime que � x est l'ensemble vide �, tandis que An+1(x)exprime que � x est le suesseur de l'ensemble y tel que An(y) �.Comme pour haque entier n ∈ N la formule ∃!xAn(x) est prouvable dansZF, il existe dans le modèle M un unique objet ṅ tel que JAn(x)Kx←ṅ = 1.Cet objet est (intuitivement) le représentant de l'entier n ∈ N, et on le quali�ed'entier standard (dans le modèle).Représentation de l'ensemble des entiers De même, l'ensemble des en-tiers naturels peut-être aratérisé par une formule AN(x) de la théorie desensembles, qui exprime que � x est l'ensemble de tous les entiers naturels �.Là enore, la formule ∃!xAN(x) est prouvable dans ZF, et il existe don ununique objet Ṅ ∈ M tel que JAN(x)Kx←Ṅ

= 1. Intuitivement, l'objet Ṅ est lereprésentant de l'ensemble des entiers dans le modèle MComme pour tout entier n ∈ N la formule
∀x ∀y (An(x) ∧AN(y)⇒ x ∈ y)est prouvable dans ZF, on a au niveau du modèle la relation ṅ ∈M Ṅ pour haqueentier n ∈ N. Autrement dit : dans le modèle M , la dénotation Ṅ ontient (ausens de la relation ∈M ) tous les entiers standards. En revanhe, il se peut que lepoint Ṅ ∈M ontienne également (au sens de la relation ∈M ) d'autres objets.Ces objets, lorsqu'ils existent, sont appelés des entiers non standards, et on ditque le modèle M est un modèle non standard de la théorie des ensembles.Pour simpli�er les hoses, on supposera dans la suite de la disussion que lemodèle M est standard (et don que tous les entiers du modèle sont standards),e qui nous permettra d'identi�er l'ensemble des entiers naturels ave l'ensembledes entiers dans le modèle.Représentation de l'ensemble des parties de N Passons à présent à lareprésentation de l'ensemble non dénombrable R = P(N) dans le modèle. Làenore, et ensemble est aratérisé par la formule AR(x) dé�nie par

AR(x) ≡ ∃y
(

AN(y) ∧ ∀z (z ∈ x⇔ z ⊆ y)
)

,et omme la formule ∃!xAR(x) est prouvable dans ZF, il existe un unique objet
Ṙ ∈ M tel que JAR(x)Kx←Ṙ = 1. De même que haque entier standard � ap-partient � (au sens du modèle) à la dénotation Ṅ, on véri�e que haque objet
p ∈M Ṙ est � inlus � dans Ṅ, en e sens que z ∈M p entraîne z ∈M Ṅ pourtout objet z ∈M . Autrement dit, les � éléments � de Ṙ sont e�etivement desparties de Ṅ dans le modèle, 'est-à-dire des ensembles d'entiers (en supposantle modèle standard). 46



On a don onstruit une fontion φ qui à haque partie de N au sens dumodèle M assoie une partie de N :
φ : Ṙ → P(N)

p 7→ {n ∈ N | ṅ ∈M p}(en identi�ant Ṙ ave l'ensemble des objets p ∈M Ṙ). Cette fontion qui envoieles parties de N au sens du modèle dans les parties de N est injetive, en raison dufait que le modèle M est standard (et extensionnel). En revanhe, la fontion φne peut pas être surjetive, préisément pare que le modèle M est dénombrable.Toute ette disussion montre que dans un modèle dénombrable de ZF, il n'ya qu'un nombre dénombrable de parties de N qui sont représentées, e qui résoutle paradoxe. On peut aussi omprendre e phénomène omme l'expression dufait que d'un point de vue stritement syntaxique, il n'est possible d'exprimerqu'un nombre dénombrable de parties de N, préisément pare que le langage estdénombrable. Intuitivement, les autres parties de N, elles dont on ne � sait �pas parler, peuvent être simplement omises dans le modèle.On peut également noter que puisque l'ensemble des éléments de Ṙ (ausens du modèle) est dénombrable, on peut onstruire une bijetion f entre lesensembles Ṙ et Ṅ. Là enore, ei ne ontredit pas le fait que la formule� Il n'existe pas de bijetion entre R = P(N) et N �est prouvable dans ZF. Simplement, la bijetion f qui relie les objets Ṙ et Ṅn'est elle-même pas un objet du modèle ; il s'agit d'une bijetion � externe �,qui ne orrespond à auune bijetion de ZF vue à travers le modèle.4.4 Complétude4.4.1 Le théorème de omplétudeLa Prop. 22 nous permet maintenant d'établir le théorème de omplétude :Théorème 1 (Complétude) � Soient T une théorie du premier ordre et Aune formule lose du langage de T . Si M |= A pour tout modèle M de lathéorie T , alors T ⊢ A.Preuve. En raisonnant par l'absurde, supposons que la formule lose A n'estpas démontrable dans T . Dans e as, la théorie T ′ = T +¬A est ohérente etadmet don un modèle M d'après la Prop. 22. Mais e modèle M est aussi unmodèle de T , qui invalide la formule A. Ce qui prouve l'existene d'un modèlede T dans lequel A est fausse. 24.4.2 Conservativité des extensions de SkolemNous sommes à présent en mesure d'établir la onservativité des extensionsde Skolem (Déf. 13) énonée en 3.3.3, p. 35 :Proposition 16 (Conservativité de Skolem) � Toute extension de Skolemest une extension onservative. 47



Preuve. Soit T une théorie et T un théorème de T de la forme
T ≡ ∀x1 · · · ∀xn ∃y A(x1, . . . , xn, y) .L'extension de Skolem orrespondante est la théorie T ′ obtenue en ajoutantà T un nouveau symbole de fontion f d'arité n ave l'axiome

T ′ ≡ ∀x1 · · · ∀xn A(x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)) .Supposons à présent que B est une formule lose du langage de T qui est unthéorème de T ′. Pour montrer que B est également un théorème de T , il su�tde montrer (en utilisant le théorème de omplétude) que la formule B est validedans tous les modèles de T . Pour ela, on se �xe un modèle M de T , et pourhaque (v1, . . . , vn) ∈M n, on note φ(v1, . . . , vn) un élément de M tel que
JA(x1, . . . , xn, y)KM

x1←v1,...,xn←vn,y←φ(v1,...,vn) = 1(un tel élément existe pour haque (v1, . . . , vn) ∈ M n dans la mesure où laformule T , qui est un théorème de T , est valide dans M ). On étend alors M enun modèle M ′ de la théorie T ′ en interprétant le nouveau symbole de fontion fpar JfKM = φ (les autres symboles étant interprétés de la même manière quedans M ). Par onstrution, M ′ est un modèle de T ′ et valide don la formule B.Mais omme les symboles qui �gurent dans la formule B sont interprétés de lamême manière dans M et M ′, la valeur de vérité de B est la même dans lesdeux modèles. Par onséquent, la formule B est valide dans M également. 2
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