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Chapitre 1

Le langage de la logique du
premier ordre

Ce chapitre est consacré a la définition du langage de la logique du premier
ordre. On y donne les régles de construction des termes et des formules, et on y
définit quelques notions-clé telles que les notions de variable libre et de variable
liée, les notions d’alpha-conversion et de renommage, ainsi que les opérations de
substitution dans les termes et dans les formules.

Ce chapitre ne traite que de syntaxe. La notion de démonstration ne sera
abordée qu’au chapitre 2 (en déduction naturelle).

1.1 Généralités

Le langage du calcul des prédicats est défini a partir de deux classes d’ex-

pressions :

— Les termes, qui expriment les objets du discours, comme par exemple
I’expression 3 x x + 1. Suivant la théorie considérée, les termes peuvent
désigner des nombres, des ensembles, des listes, des arbres, etc.

— Les formules, qui expriment les propositions susceptibles d’étre énoncées
par le discours, comme par exemple I’expression

Ve Jy (x=2xy Va=2xy+1)

(« pour tout z, il existe y tel que ou bien = 2y, ou bien z = 2y + 1 »).!
D’un point de vue syntaxique, les termes et les formules sont des arbres finis
construits a partir d’un jeu de symboles parmi lesquels on trouve :
— Des variables (z, y, z, etc.), qui désignent des objets indéterminés ;

IPar rapport a la syntaxe des langues naturelles, les termes correspondent aux groupes
nominaux (par ex. : « le second fils de ma petite sceur » tandis que les formules correspondent
aux phrases (par ex. : « la souris verte mange le chat angora »). La distinction entre terme
et formule est ainsi complétement calquée sur la distinction entre groupe nominal et groupe
verbal qui structure les langues indo-européennes. Il est tout a fait possible d’envisager une
présentation de la logique qui ne repose pas sur une telle distinction, suivant ’esprit des
langues asiatiques. Par exemple, la théorie des types (de Church ou de Martin-Lof) est une
présentation alternative de la logique ou il n’y a que des objets (représentés par des termes),
et onl les propositions sont des termes d’un type particulier.



— Des symboles de constante (0, 2, m, N, etc.), qui désignent des objets

particuliers dont le sens est défini par la théorie considérée ;

— Des symboles de fonction (4, X, NG log, cos, etc.), qui permettent de

construire des objets complexes & partir des variables et des constantes ;

— Des symboles de prédicat (=, <, >, €, etc.), qui permettent d’exprimer

des relations (i.e. des propositions élémentaires) entre les objets ;

— Des connecteurs (A, V, =), qui permettent de combiner les propositions

élémentaires en des propositions plus complexes ;

— Des quantificateurs (V, 3), qui permettent d’exprimer des propositions

universelles (« pour tout... ») et existentielles (« il existe... »).

Certains de ces symboles, tels que les variables, les connecteurs et les quan-
tificateurs, se retrouvent dans toutes les langages du premier ordre, tandis que
d’autres, tels que les symboles de constante, de fonction et de prédicat, dépen-
dent en général de la théorie considérée. On a I’habitude de regrouper les déc-
larations des symboles caractéristiques d’une théorie en une signature :

Définition 1 (Signature) — Une signature 3 est donnée par deux ensembles
de symboles disjoints, a savoir :

— un ensemble X de symboles de fonction (notés f, g, h, etc.);

— un ensemble X p de symboles de prédicat (notés p, q, r, etc.).
On suppose en outre que chaque symbole s (de fonction ou de prédicat) défini
dans Y est muni d’un entier naturel qui indique le nombre d’arguments auquel
ce symbole est susceptible d’étre appliqué. Cet entier est appelé I'arité? du
symbole s, et est noté arx(s).

Dans tout ce qui suit, on considérera qu’un symbole de constante n’est rien
d’autre qu'un symbole de fonction d’arité nulle. La définition ci-dessus n’a donc
pas besoin de mentionner les symboles de constante qui ne sont qu’un cas par-
ticulier des symboles de fonction. Plus généralement, on parlera de symbole
(de fonction ou de prédicat) unaire, binaire, ternaire, n-aire pour désigner un
symbole (de fonction ou de prédicat) d’arité 1, 2, 3, n, etc.

Les deux exemples qui suivent présentent les signatures de deux théories du
premier ordre trés importantes en logique :

Exemple 1 (Signature de ’arithmétique de Peano) — La signature de
Parithmétique de Peano est définie par :

— un symbole de constante noté 0 (« zéro »);

— un symbole de fonction s (« successeur ») d’arité 1;

— deux symboles de fonction + (<« plus ») et x (« fois ») d’arité 2;

— un symbole de prédicat = (« égale ») d’arité 2.

Exemple 2 (Signature de la théorie des ensembles) — La signature de
la théorie des ensembles est définie par :

— aucun symbole de constante ou de fonction ;

— deux symboles de prédicat = (« égale ») et € (« appartient a ») d’arité 2.

2Le mot arité est formé a partir du suffixe -aire des mots unaire, binaire, ternaire.



1.2 Les termes

1.2.1 Définition

Soit X une signature fixée. La définition des termes (dans X) repose sur
la présence d’un ensemble auxiliaire de symboles qu’on appelle des wvariables
(notation : x, y, z, etc.), en nombre infini dénombrable.

Définition 2 (Terme) — On appelle terme (ou X-terme) toute expression
construite par application finie des régles suivantes :
— si x est une variable, alors x est un terme;
— si f est un symbole de fonction d’arité n (dans X) et si ty,...,t, sont
n termes, alors f(t1,...,t,) est un terme;

Dans ce qui suit, les termes sont notés avec les lettres ¢, u, etc.

Si ¢ est un symbole de constante — c’est-a-dire un symbole de fonction
d’arité 0 — on note ¢ plutdt que ¢() le terme obtenu en appliquant le symbole
de fonction ¢ a la suite de termes vide. Certains symboles de fonction binaires
tels que 4+ ou x s’utilisent en notation infixe; aussi a-t-on I'’habitude d’écrire
t + u plutot que +(t,u), et t x u voire tu plutdt que X (¢, u).

Exemples 3 1. Dans P'arithmétique de Peano, on utilise les abréviations
1 =5(0), 2 =s(1), 3 =s5(2),4=5(3),5 = s(4), etc. Ainsi le terme
+(x(s(s(0)), =), s(0)) se note-t-il plus simplement 2z + 1.

2. Dans le langage de la théorie des ensembles (qui est dépourvu de symbole
de constante ou de fonction), les seuls termes sont les variables.

1.2.2 Ensemble des variables libres

Etant donné un terme ¢, on appelle ensemble des variables libres de t et
on note FV(t) I'ensemble (fini) de toutes les variables qui ont au moins une
occurrence dans le terme ¢.? Formellement, cet ensemble est défini par récurrence
sur la structure de t a ’aide des équations suivantes :

FV(x) {z}
FV(f(ti,...,tn)) = FV(t1)U---UFV(ty)

On dit qu'un terme t est clos lorsque FV (t) = @. Dans le cas contraire, on
dit que t est un terme ouvert.

1.2.3 Substitution

Etant donnés un terme ¢, une variable z et un terme wu, on note t{x := u} le
terme obtenu en remplagant dans ¢ toutes les occurrences (libres) de la variable x

3Dans un terme, toutes les occurrences d’une variable sont libres, car les termes ne compren-
nent pas de construction permettant de lier une variable (c’est-a-dire de la rendre muette). La
nécessité de distinguer les occurrences libres d’une variable de ses occurrences liées n’apparait
donc que dans les formules, en raison de la présence des symboles lieurs V et 3.



par le terme u. Formellement, le terme t{x := u} est défini par récurrence sur
la structure du terme t par les équations :

x{r:=u} = wu
yloz:=u} =y (siy # )
flr,.. o to){x:=u} = f(ta{z:=u},... th{x:=u})
On notera que la substitution est inopérante dans un terme ¢ qui n’a pas d’oc-
currence libre de la variable x, c’est-a-dire : t{z :=u} =t six ¢ FV (t).
En régle générale les substitutions ne commutent pas entre elles, en ce sens

que les termes t{z := u}{y := v} et t{y := v}{x := u} peuvent étre différents.
En revanche, on démontre aisément le résultat suivant :

Lemme 1 (Lemme de substitution) — Pour tous termes t, u, v et pour
toutes variables x, y telles que x # y et ¢ FV (v), on a

He :=ul{y :=v} = t{y:=vH{r =u{y :=v}}.
Preuve. Par récurrence sur la structure du terme ¢. O

La propriété de commutation t{z := u}{y := v} = t{y := v}{z := u} est
donc réalisée dans le cas particulier o « ¢ FV(v) et y ¢ FV (u).
1.3 Les formules

1.3.1 Définition

Soit ¥ une signature quelconque.

Définition 3 (Formule) — On appelle formule (ou X-formule) toute expres-
sion construite par application finie des régles suivantes :
— si p est un symbole de prédicat d’arité n (dans X) et si ty,...,t, sont
n termes, alors I'expression p(ti,...,t,) est une formule;

— les expressions T (« vrai ») et L (« faux ») sont des formules;

— si A est une formule, alors ’expression —=A (« non A ») est une formule;

— si A et B sont des formules, alors les expressions AANB (« Aet B »), AVB
(¢« AouB »), A= B (« A implique B ») et A< B (« A si et seulement
si B ») sont des formules ;

— si ¢ est une variable et B une formule, alors les expressions Vo A (« pour
tout x, A ») et o A (« il existe x tel que A ») sont des formules.

On appelle formule atomique toute formule qui est soit 'une des deux
unités T et L, soit une formule de la forme p(t,...,t,), ou p est un sym-
bole de prédicat d’arité n et ou t¢1,...,t, sont n termes. Plus généralement, on
parle de négation (resp. de disjonction, de conjonction, d’implication, d’équiv-
alence logique, de formule universelle, de formule existentielle) pour désigner
toute formule de la forme —A (resp. AANB, AVB, A= B, A< B,Vx A, 3z A).



1.3.2 Variables libres, variables liées

La gestion des variables est plus complexe dans les formules que dans les
termes en raison de la présence des quantificateurs V et 3 qui rendent muette
la variable sur laquelle ils portent dans la formule (universelle ou existentielle)
qu’ils construisent. Pour étudier ce phénomeéne, il est nécessaire de travailler non
pas au niveau de la variable, mais au niveau de ses occurrences dans la formule,
c’est-a-dire au niveau des positions ot cette variable apparait dans la formule
considérée. En pratique, on distinguera deux types d’occurrences d’une méme
variable x dans une formule A, & savoir :

— Les occurrences de x qui figurent dans le scope d’une quantification de la

forme Va ou 3z, et qu’on appelle des occurrences liées de x ;

— Les occurrences de x qui ne figurent dans le scope d’aucune quantification

de la forme Vz ou 3z, et qu’on appelle des occurrences libres de x.*
On fera attention au fait qu’'une méme variable peut avoir simultanément des
occurrences libres et liées dans une méme formule, comme par exemple la vari-
able x dans la formule p(x) A 3z ¢(x).

Formellement, les notions d’occurrence libre et d’occurrence liée d’une vari-
able = dans une formule A sont définies récursivement sur la structure de A de
la maniére suivante :

— Toutes les occurrences de la variable z dans I'un des termes t1, ..., t, sont
des occurrences libres dans la formule p(ty,...,¢,). Aucune variable n’a
d’occurrence liée dans la formule p(tq, ..., t,).

— Aucune variable n’a d’occurrence libre ou liée dans les formules T et L.

— Toutes les occurrences libres (resp. liées) de la variable 2 dans la formule A
sont libres (resp. liées) dans la formule —A.

— Toutes les occurrences libres (resp. liés) de la variable = dans la formule A
ou dans la formule B sont libres (resp. liées) dans les formules A V B,
ANB, A= Bet A< B.

— Toutes les occurrences libres et liées de la variable z dans la formule A sont
lices dans les formules Vo A et dz A. En revanche, toutes les occurrences
libres (resp. liées) d’une variable y distincte de  dans la formule A restent
libres (resp. liées) dans les formules Va A et Jz A.

La distinction des deux formes d’occurrence d’une méme variable permet de
définir ’ensemble des variables libres d’une formule A (noté FV(A)) comme
I’ensemble de toutes les variables qui ont au moins une occurrence libre dans A.
De maniére équivalente, ’ensemble FV(A) des variables libres de A peut étre
défini par récurrence sur la structure de A a 'aide des équations suivantes :

FV(p(ty,...,tn)) = FV({)U---UFV(t,)
FvU) = @ (U e{T;1})
FV(=4) = FV(A)
FV(AoB) = FV(A)UFV(B) (ce{nVi=e))
FV(QzA) = FV(A)\{xz} (@Qe{v;3})

On dit qu’une formule A est close lorsque FV(A) = @. Dans le cas con-
traire, on dit que A est une formule ouverte. Etant donnée une formule A dont

4En toute rigueur, on devrait également distinguer une troisiéme forme d’occurrence de
la variable x dans une formule, & savoir I'occurrence de z qui assure la liaison dans la quan-
tification Vz ou Jz, et que ’on peut qualifier d’occurrence liante. En pratique, on ignore
systématiquement cette troisiéme forme d’occurrence dans laquelle la variable x n’apparait
pas en position de sous-terme dans la formule considérée.



Pensemble des variables libres est donné par FV(A) = {x1;...;x,}, on appelle
cloture universelle de A la formule close

Vo - -Va, A

obtenue en quantifiant universellement la formule A par rapport & toutes ses
variables libres. La cloture universelle d’une formule A est définie & une permu-
tation prés des variables z1,...,x, ; en toute rigueur, on devrait donc parler
d’une cloture universelle de la formule A plutdt que de la cloture universelle
de A. Cependant, on verra au chapitre 2 que les différentes facons de clore uni-
versellement une méme formule donnent lieu & des formules logiquement équiv-
alentes. (De maniére analogue on définit la notion de cloture existentielle, qui
est en pratique beaucoup moins utilisée.)

Alpha-conversion et renommage Dans une formule universelle ou existen-
tielle, on dit que la variable sur laquelle porte la quantification est muette car il
est possible de changer son nom sans changer le sens de la formule considérée.
Ainsi la formule 3z (z > 3) a-t-elle exactement le méme sens que la formule
Jy (y > 3), tandis que les formules = > 3 et y > 3 ont des sens différents (en
supposant évidemment que x et y sont des variables distinctes).

On appelle a-conversion et on note A =, A’ la relation (d’équivalence) qui
exprime que deux formules A et A’ sont identiques aux noms de variables liées
pres. La définition formelle de cette relation est délicate, car un changement
de nom malencontreux peut complétement changer le sens de la formule. Par
exemple, la formule Va Jy p(x, y) est équivalente (au sens de I’a-conversion) aux
formules Vz 3z p(x, 2) et Vz Ty p(z,y), mais pas a la formule Vz 3z p(z, z). En
revanche, elle est équivalente & la formule Vy 3z p(y,z). Dans la sous-section
qui suit, on s’en tiendra a cette définition intuitive de la relation d’a-conversion,
dont la définition formelle ne sera donnée qu’a la sous-section 1.3.4.

1.3.3 Substitution

Comme pour les termes, il est possible de définir une opération de substitu-
tion dans les formules, notée A{x := u}, qui consiste a remplacer dans A toutes
les occurrences libres de la variable x par le terme u. La définition de cette
opération est délicate car des liaisons indésirables peuvent étre créées par une
substitution maladroite : c’est le probléme de la capture de variable.

Ce probléme se comprend facilement a I’aide d’un exemple. Soit la formule
A = Fy (x = 2y) qui dans Parithmétique de Peano exprime que « x est pair ».
Normalement la formule A{z := 5y} (obtenue en remplacant dans A la vari-
able z par le terme 5y) devrait exprimer que « 5y est pair ». Or la formule
Jy (5y = 2y) obtenue en effectuant naivement la substitution exprime a I’évi-
dence quelque chose de trés différent. Le probléme vient ici du fait que la variable
libre y dans le terme 5y est « capturée » (i.e. devient liée) par la quantification
Vy au cours du remplacement de la variable z par le terme 5y dans la formule A.
Pour éviter cette capture, il est nécessaire de renommer dans A la variable y
responsable de la liaison fautive a 'aide d’une variable fraiche z°. On obtient
de la sorte une formule A’ = 3z (z = 2z) ou la variable y a disparu, mais qui

5(’est-a-dire une variable n’apparaissant nulle part dans les termes et formules qui posent
probléme. Ici, il suffit de prendre n’importe quelle variable distincte de x et de y.



reste équivalente & A au sens de ’a-conversion. Une fois le renommage effectué,
la substitution s’effectue sans danger sur la formule A’ et a pour résultat la
formule 3z (5y = 2z) qui a effectivement le sens recherché (« 5y est pair »).

L’exemple ci-dessus montre 'importance de I’a-conversion et du renommage
dans la définition de la substitution dans les formules. Aussi pour définir cette
notion on procéde en deux temps. D’abord on définit une substitution simple
notée A(x := u), sans renommage, mais qui est une opération partielle dont le
résultat est indéfini dés qu’il y a un risque de capture. Dans un second temps on
définit la substitution générale A{z := u} a partir de la substitution simple, en
faisant précéder cette derniére d’une phase de renommage pour anticiper toutes
les captures possibles (c’est-a-dire en renommant toutes les variables lices de A
par des variables fraiches, du moins distinctes de toutes les variables libres du
terme u.) Contrairement & la substitution simple, la substitution générale (qui
est une opération totale) n’est pas définie sur les formules, mais sur les classes
d’équivalence de formules pour la relation d’a-conversion.

Formellement, la substitution simple A(z := u) est définie par récurrence
sur la structure de A a l'aide des équations suivantes :

plte, ... tn)(x:=u) = pli(x:=u),... th(x:=u))
Ulx:=u) = U (Ue{T;1}
(mA)(x:=u) = —(A(x:=u))
(AoB)(x:=u) = A(x:=u)oB(x:=0U) (ce{nVi=e))
QA r=u) = QuA Qe {%:3)
(QyA)(z:=u) = Qy(A(z:=u)) (siy#wxetyd¢ FV(u)

On notera que la notation (Qy A)(x := u) (pour @ € {V;3}) n’est pas définie
dans le cas ot y € FV (u), c’est-a-dire précisément dans le cas ou la quantifica-
tion Qy est en mesure de « capturer » la variable y dans le terme u.

On démontre alors aisément le lemme de substitution suivant, dont la preuve
s’effectue par récurrence structurelle sur A :

Lemme 2 (Lemme de substitution) — Pour toute formule A, pour tous
termes u, v et pour toutes variables x, y telles que x # y et x ¢ FV (v), on a :

Alz = u)(y :=v) = Ay :=v)(x = u(y :=v))
(dés que ces deux formules sont définies).

Pour définir la substitution générale, nous devons maintenant nous attaquer
au probléme de la définition formelle de I’a-conversion.

1.3.4 Définition de I’a-conversion

L’opération de substitution simple A(z := u) définie & la sous-section précé-
dente permet maintenant de définir formellement la relation d’a-conversion
A =, A’ & partir d’'un ensemble de régles d’inférence qui est le suivant :

P t) =a bt T = U e (TiLp
A:aA’ A:aA/ B:aB/
m AoB =, A oA (<>e{/\;\/;:>;©})
A = =a Al =
= Q:ciz = Qy(yA/ ) (z var. fraiche, @ € {V;3})



Les régles ci-dessus sont dirigées par la syntaxe et donnent immédiatement
un algorithme pour tester si deux formules A et A’ sont a-convertibles.

Elles expriment en effet que deux formules A et A’, pour satisfaire au test
d’a-conversion, doivent d’abord avoir la méme construction de téte (le méme
symbole de prédicat, le méme connecteur ou le méme quantificateur). Dans le
cas ou A et A’ sont des formules atomiques, le test d’a-conversion se rameéne
a une égalité ordinaire. Dans le cas ou A et A’ sont construites a 'aide du
méme connecteur, le test d’a-conversion s’effectue membre 4 membre, en ap-
pelant récursivement la procédure de test. Enfin, dans le cas ot A et A’ sont
des formules quantifiées de la forme A = Qr Ap et A’ = Qy Ay, le test d’'a-
conversion s’effectue en choisissant une variable fraiche z quelconque, et en
appelant récursivement la procédure de test sur les formules Ag(z = 2) et
Aj(x := z) construites par une opération de substitution simple. Evidemment,
les formules Ag(z := z) et Aj(y := 2) qui résultent de la substitution simple
sont ici toujours définies en raison du fait qu’une variable fraiche z ne risque
pas d’étre capturée par une quantification dans Ay ou dans Aj.

On vérifie alors que :

1. La relation A =, A’ définie ci-dessus est une relation d’équivalence.

2. Si A =, A’ et si les substitutions simples A(x := u) et A’(x := u) sont
toutes les deux définies, alors A(x := u) =, A'(z := u).

3. Etant donnée une formule A, une variable z et un terme u, il existe une
formule A’ =, A telle que la substitution simple A’(z := ) est définie.

Les points 2 et 3 permettent de définir la substitution dans les formules sous sa
forme générale en posant

Az :=u} = A'(z:=u),

ot A’ désigne n’importe quelle formule a-convertible & A pour laquelle la sub-
stitution simple A’(x := u) est définie (et dont l'existence est assurée par le 3°
point ci-dessus). Bien entendu, la formule A{z := u} est définie & a-conversion
prés : si la formule A'(z := u) dépend évidemment du choix de A’, sa classe
d’équivalence n’en dépend pas (d’aprés le 2¢ point).

Il est facile de déduire du lemme 2 un lemme de substitution pour la sub-
stitution généralisée ou les deux membres de I’égalité (exprimée & a-conversion
prés) sont cette fois-ci toujours définis :

Lemme 3 (Lemme de substitution) — Pour toute formule A, pour tous
termes u, v et pour toutes variables x, y telles que x # y et x ¢ FV (v), on a :

Az :=ul{y :=v} =4 A{y = v}{z :=u{y:=v}}.

Dans la suite de ce cours, on travaillera toujours & a-équivalence prés, en
renommant silencieusement les variables liées en cas de nécessité.
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Chapitre 2

La déduction naturelle

Ce chapitre est consacré a la définition du concept de démonstration (ou
preuve) en logique du premier ordre. Nous adoptons ici une présentation basée
sur la déduction naturelle! — un systéme de déduction issu notamment des
travaux de Gentzen (1909-1945) et de Prawitz (1936—) — étendue avec une
régle de raisonnement par ’absurde pour recouvrer toute 'expressivité de la
logique classique.

2.1 Preuves en déduction naturelle

Un systéme de déduction — qu’il s’agisse de la déduction naturelle, du cal-
cul des séquents ou de tout autre systéme de déduction — sert & organiser
le raisonnement logique afin de distinguer parmi les formules celles qui sont
logiquement walides, c’est-a-dire vraies indépendamment de l'interprétation que
I’on peut donner aux symboles de fonction et de prédicat & partir desquels ces
formules sont construites. Pour une formule donnée, cette distinction s’effectue
en construisant une dérivation (ou démonstration, ou preuve) — c’est-a-dire
essentiellement, un enchainement fini d’inférences logiques aboutissant a la for-
mule considérée — qui constitue littéralement un « certificat de validité » pour
la formule ainsi démontrée.

L’intérét d’une telle dérivation est non seulement qu’elle est finie (et générale-
ment de taille raisonnable, au moins pour les mémoires des ordinateurs), mais
surtout que sa correction formelle est vérifiable en temps fini a4 I'aide d’une
procédure finie.? Par comparaison, le calcul de la valeur de vérité dune for-
mule, dont la complexité exponentielle est déja prohibitive dans le simple calcul
propositionnel (c’est-a-dire en I'absence de quantificateurs), n’est pas réalisable
en temps fini dés qu’on aborde le calcul des prédicats. (Cependant nous verrons
au chapitre 4 qu’il est possible de définir mathématiquement la valeur de vérité

IPlus précisément : sur la déduction naturelle avec des hypothéses explicites. Dans sa
présentation originelle, la déduction naturelle ne manipule que des formules (les « buts »),
les hypothéses étant manipulées au niveau des arbres de dérivation a l’aide d’un mécanisme
complexe d’introduction et d’effacement.

2Les algorithmes de wérification de preuve, qui permettent de décider si une structure
arborescente finie d constitue une dérivation d’une formule A ou non, sont & la base des
logiciels d’aide a la démonstration tels que Coq, Isabelle/HOL, PVS, PhoX, etc.
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de n’importe quelle formule du calcul des prédicats, méme s’il n’est en général
pas possible de la calculer effectivement.)

Les premiers systémes de déduction (dts a Hilbert, 1862-1943) définissaient
les démonstrations comme des suites finies de formules liées par des inférences
logiques, suites qui commencant généralement par ’énoncé d’un certain nombre
d’axiomes de la théorie pour finalement s’achever sur la formule a démontrer.
Cette structure, dont le seul avantage était de rappeler ’écriture linéaire des
démonstrations qui prévaut dans les mathématiques informelles, montra vite
ses limites dés qu’on chercha & étudier ses propriétés, sinon & 1'utiliser.

Les progrés considérables de la théorie de la démonstration & partir de la
fin des années 1930 apportérent deux modifications essentielles & la structure
initiale des démonstrations. La premiére (déja envisagée par certains auteurs
du temps de Hilbert) fut d’écrire les démonstrations sous forme arborescente
et non sous forme linéaire, de maniére a regrouper les différentes formules qui
participent d’une méme inférence logique autour d’un méme nceud de ’arbre.
(Dans une démonstration linéaire, les prémisses d’une inférence logique peuvent
étre arbitrairement éloignées de la conclusion.) Mais la modification essentielle
fut sans nul doute le remplacement par Gentzen (1909-1945) des formules par
des séquents dans les noeuds des arbres de démonstration, introduisant ainsi
I’une des notions clés de la théorie de la démonstration moderne.

2.1.1 La notion de séquent

Un séquent est un couple noté
r+A (« T thése A »)

ot I' et A sont des listes finies de formules (ou éventuellement des multi-
ensembles finis de formules). La liste ' figurant & gauche du signe - (« these »)
se nomme le subséquent tandis que la liste A figurant a droite se nomme le
conséquent. Intuitivement, un séquent I' = A exprime le jugement selon lequel

Si toutes les formules du subséquent I sont wvraies, alors l'une au
moins des formules du conséquent A est vraie.?

D’un point de vue logique, le symbole - (« thése ») a donc une signification treés
proche de implication, et le séquent

Ai,..., A, F By,...,By
exprime sensiblement la méme chose que la formule
(Al/\"'/\An)i(Bl\/---VBk).

D’un point de vue technique cependant, la notion de séquent facilite consid-
érablement la déstructuration de la formule & démontrer en introduisant un
« curseur » (le signe F) séparant un ensemble d’hypothéses (toutes placées au
méme niveau) d’un ensemble de buts (tous également au méme niveau) dont
I’'un au moins est & démontrer sous ces hypotheéses.

On distingue plusieurs formes de séquents, notamment :

3La subtilité résidant dans le fait qu’en général, on ne sait pas laquelle des formules du
conséquent est vraie, comme par exemple dans le séquent dérivable - A, —A (ici A désigne
n’importe quelle formule; par exemple la conjecture de Goldbach).
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— Les séquents droits, qui sont de la forme F A (c’est-a-dire les séquents
dont le subséquent est vide). Un séquent droit = A exprime que I'une au
moins des formules de A est vraie (méme si en général on ne sait pas
laquelle). Un cas particulier de séquent de cette forme est le séquent - A
qui exprime simplement que la formule A est valide.

— Les séquents gauches, qui sont de la forme I" - (c’est-a-dire les séquents
dont le conséquent est vide). Un séquent gauche I' - exprime que 'ensem-
ble des hypothéses dans I' est contradictoire. Un cas trés simple de séquent
de cette forme est le séquent vide - (sans subséquent ni conséquent), qui
exprime la contradiction (et n’est donc jamais dérivable).

Dans ce chapitre consacré a la déduction naturelle, nous n’utiliserons qu’une

forme particuliére de séquent qui est la suivante :

Définition 4 (Séquent intuitionniste) — On appelle séquent intuitionniste
tout séquent dont le conséquent comporte exactement une seule formule, c’est-
a-dire tout séquent de la forme I' - A.

Un séquent intuitionniste I' = A exprime donc que « la formule A est vraie
sous les hypothéses T' ».

Notations sur les listes de formules Dans le cadre de ce cours, les listes de
formules sont notées par simple juxtaposition de leurs éléments séparés par des
virgules, i.e. 41,..., A,. La liste vide est notée () et est méme omise en position
de subséquent et/ou de conséquent.

La concaténation de deux listes I et A (dans cet ordre) est notée I', A. Les
notations F'V(T') (ensemble des variables libres) et I'{x := u} (substitution)
sont étendues aux listes de formules en posant

FV(Ay,...,A,) = FV(A)U---UFV(4;)
(Ar, ..., A){z:=u} = A{x:=u},...,Ap{z:=u}

2.1.2 La notion de régle d’inférence

Comme n’importe quel systéme de déduction, la déduction naturelle est
définie par un ensemble de régles d’inférence qui sont les briques a partir des-
quelles on construit les dérivations. Chaque régle d’inférence est de la forme

P - P,
C

ou Py,..., P, sont des séquents appelés les prémisses de la régle tandis que C'
est un séquent appelé conclusion. Certaines régles comportent en outre une
condition de bord (généralement indiquée a droite du trait d’inférence) qui en
restreignent 1'usage. Chaque régle peut se lire dans deux directions :

De haut en bas (sens de la causalité) Si chacun des séquents Py,..., P,
est dérivable, alors le séquent C est dérivable également.

De bas en haut (sens de la recherche de preuve) Une méthode possible
pour dériver C consiste a dériver chacun des séquents P, ..., P,.
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2.1.3 Reégles d’inférence de la déduction naturelle

Les régles d’inférence de la déduction naturelle classique, données a la fig-
ure 2.1, se répartissent en quatre groupes :

La régle axiome  C’est la régle qui permet d’utiliser les hypothéses dans un
raisonnement, c’est-a-dire de dériver n’importe quel séquent I' = A dont
le conséquent A figure parmi les hypothéses I'. Avec la régle T-intro, c’est
la seule régle du systéme qui comporte zéro prémisse.

Les régles d’introduction  Ce sont les régles qui décrivent le fonctionne-
ment des connecteurs A travers leurs causes. On les appelle des régles
d’introduction car elles font apparaitre un connecteur quand on les lit
dans le sens de la causalité (c’est-a-dire de haut en bas). Dans le sens de
la recherche de preuve au contraire (c’est-a-dire de bas en haut), on les
utilise pour simplifier le but en faisant disparaitre le connecteur de téte.

Les régles d’elimination  Ce sont les régles qui décrivent le fonctionnement
des connecteurs a travers leurs conséquences. On les appelle des régles
d’élimination car elles font disparaitre un connecteur quand on les lit dans
le sens de la causalité (c’est-a-dire de haut en bas). Dans le sens de la
recherche de preuve au contraire (c’est-a-dire de bas en haut), elles font
apparaitre un connecteur et sont pour cette raison souvent d’un usage plus
délicat que les régles d’introduction.

La régle de raisonnement par l’absurde  C’est la régle de déduction qui
permet de dériver une formule A & partir d’une dérivation que sa négation
—A est contradictoire. (Cette régle ne doit pas étre confondue avec la
régle d’'introduction de la négation, qui permet de dériver la formule —A
a partir d’une dérivation que la formule A est contradictoire.) La régle de
raisonnement par ’absurde a un statut particulier en déduction naturelle
puisque c’est elle qui permet de recouvrer toute l'expressivité de la logique
classique, les autres régles ne permettant de dériver que des tautologies
intuitionnistes (cf fin de la sous-section 2.1.4).

2.1.4 Deérivations

Définition 5 (Dérivation) — On appelle dérivation (ou preuve, ou démon-
stration) tout arbre fini dont les nceuds sont étiquetés par des séquents, et qui
est construit par application finie de la régle de construction suivante :

- Sidy,...,d, sont des dérivations des séquents Pi,..., P,

Ldy i d L dn
P Py P,

et si C est un séquent tel que 'inférence % est une instance d’une des

régles d’inférence de la déduction naturelle classique, alors ’arbre fini
d=¢ P ... D,

obtenu en connectant par un trait d’inférence les dérivations dy, . ..,d, au
séquent C' constitue une dérivation du séquent C.
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(Axiome) IFA (AeT)
(T-intro) THT
(L-élim) H—j
. T Ak L
(—-intro) TF oA
1 A I'E-A
(—-élim) TF L
. I'HA I'-B
(A-intro) T TFAAB
. '-AAB I'CAAB
(A-elim 2) TFA TFB
. A I'-B
(V-intros 2) TFAVB TFAVE
. I'FAVEB AFC IBFC
(V-élim) T o
. I, AF B
(S-intro) Tr4A=B
- 'rA=B TFA
(=-élim) I'FB
_ I AFB T,BFA
(&-intro) F A< B
1 'A< B I'FA 'A< B I'-B
(<:>—€11H1172) TR THA
. A
(V-intro) TEVLA (x ¢ FV(I))
1 vz A
(V-élim) ' A{zx =t}
. ' A{z =t}
(-intro) TTroeA
. I'-3:A4 T,AFB
(3-élim) T B (x ¢ FV (T, B))
I Ak L
(Absurde) TraA

F1a. 2.1 — Régles d’inférence de la déduction naturelle
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Lorsqu’un séquent S admet une dérivation d (c’est-a-dire une dérivation dont
la racine est étiquetée par S), on dit que le séquent S est dérivable. Par exemple,
le séquent Vz (p(z) = g(x)), p(3) F q(3) est dérivable et I’arbre ci-dessous en
donne une dérivation :

Va (p(z) = q(x)), p3) F Va (p(z) = q(z))
Va (p(z) = q(x)), p(3) = p(3) =q(3)  Va(p(z) = q(@)), pB3) + p(3)
Va (p(z) = q(x)), p(3) F q(3)
(Les régles utilisées sont, de haut en bas et de gauche a droite, les régles axiome,

V-¢lim, axiome, =-¢élim) Une formule A telle que le séquent - A est dérivable
est qualifié de tautologie.

Dérivabilité intuitionniste Les notions de preuve et de dérivabilité définies
ci-dessus sont celles de la logique classique, qui est la logique couramment utilisée
en mathématiques et qui correspond & la notion de valeur de vérité booléenne.
Les notions correspondantes en logique intuitionniste (ou logique constructive)
s’obtiennent simplement en prohibant 'usage de la régle de raisonnement par
Pabsurde (cf Fig. 2.1). Ainsi, une dérivation est intuitionniste lorsqu’elle ne
comporte aucune instance de la régle de raisonnement par ’absurde, et une
tautologie est intuitionniste dés qu’elle admet une dérivation intuitionniste.

La logique intuitionniste (introduite par Brouwer, 1881-1966) rejette certains
principes de raisonnements tels que le tiers-exclu A V —A ou la loi de Peirce
((A= B) = A) = A. En logique intuitionniste, une formule A n’est en général
pas équivalente a sa double négation ——A : si 'implication A = ——A reste une
tautologie au sens intuitionniste, ce n’est pas le cas de sa réciproque -—A = A
(élimination de la double négation) qui n’est dérivable qu’en logique classique.
On notera d’ailleurs que la régle de raisonnement par ’absurde n’est qu’une
formulation cachée du principe d’élimination de la double négation.

2.2 Propriétés

2.2.1 Reégles structurelles

Soient I" et IV deux contextes. On dit que I est inclus dans I' et on écrit I' C
I lorsque toute formule qui figure dans I" figure également dans I'V. Cette notion
ne tient compte ni de I'ordre des formules ni du nombre de leurs occurrences
dans les deux contextes.

Proposition 1 (Affaiblissement généralisé) — Si le séquent I' - A est
dérivable en logique classique (resp. en logique intuitionniste), alors pour tout
contexte T tel que T' C TV le séquent T’ - A est dérivable en logique classique
(resp. en logique intuitionniste).

Preuve. Par récurrence sur la preuve du séquent I' - A. a

Cette proposition a trois conséquences importantes.

La premiére est que la dérivabilité (en logique classique comme en logique
intuitionniste) est conservée par ’ajout d’hypothéses. Autrement dit, la régle
d’inférence suivante

I'EA

(Affaiblissement) T,BFA
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est admissible, en ce sens que l'ajout de cette régle d’inférence aux régles de
la figure 2.1 ne change pas la notion de dérivabilité, et cela quelle que soit la
logique (classique ou intuitionniste) considérée. Dans ce qui suit, on distinguera
les régles d’inférence admissibles des régles d’inférence primitives en les signalant
a ’aide d’un double trait d’inférence.

La deuxiéme conséquence de la proposition précédente est que la dérivabilité
est invariante par permutation d’hypothéses, ce que I’on peut formuler en disant
que la régle d’inférence suivante est admissible

By,....B,F A
Bg(l),...,Bg(n) FA

(Permutation)

pour tout n > 0 et pour toute permutation o des entiers 1..n.

Enfin, la troisiéme conséquence de la régle d’affaiblissement généralisé est
que la dérivabilité ne dépend pas du nombre d’occurrences d’'une méme formule
dans le contexte. Autrement dit, la régle suivante est admissible :

T,B,BF A

(Contraction) T oA

La vocation des variables, qui est de représenter des termes quelconques,
apparait dans le résultat suivant qui exprime que la dérivabilité est préservée
lorsqu’on substitue un terme arbitraire & une variable :

Proposition 2 (Substitutivité) — Sile séquent I' = A est dérivable en logi-
que classique (resp. en logique intuitionniste), alors pour toute variable x et
pour tout terme t le séquent I'{x := t} + A{x := t} est dérivable en logique
classique (resp. en logique intuitionniste).

Preuve. Par récurrence sur la structure de la dérivation I" - A. O

2.2.2 Regles inversibles

Les connecteurs A, = et le quantificateur V sont inversibles en ce sens que
leurs régles d’introduction peuvent se lire a ’envers, en déduisant chacune des
prémisses a partir de la conclusion. Autrement dit :

Proposition 3 (Inversion) — Les régles d’inférence
'HFAANB THAAB ''-A=1B I'FVx A (¢ FV(D))
THA T'FB T,AF B r-4

sont admissibles en logique classique comme en logique intuitionniste.

Preuve. L’admissibilité des deux premiéres régles est triviale, puisqu’il s’agit
des régles d’élimination de la conjonction. L’admissibilité de la régle d’inversion
de l'implication se démontre a l'aide du fragment de dérivation

I'A= B

Tarasp A para )
T Ar G (=-élim)
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en utilisant la régle admissible d’affaiblissement. Enfin, I’admissibilité de la régle
d’inversion du quantificateur universel n’est qu’une instance particuliére de sa
régle d’élimination utilisée avec le terme ¢ = z. (On notera que la condition de
bord n’est pas utilisée.) O

Intuitivement, une régle inversible est une régle qui ne perd aucune infor-
mation lors du passage des prémisses a la conclusion. Dans la perspective d’une
recherche automatique de preuve, l'inversibilité des connecteurs A et = et du
quantificateur V est primordiale : elle signifie que lorsqu’on cherche & construire
une dérivation d’une formule de la forme A A B, A = B ou Vx A, il est tou-
jours possible de décomposer la formule en appliquant la régle d’introduction
correspondante sans courir le risque de devoir revenir en arriére (pour essayer
ensuite une autre régle) dans le cas ot la preuve d’une des prémisses échouerait.
L’inversibilité du connecteur (ou quantificateur) principal entraine en effet que
si la formule admet une dérivation (en logique classique comme en logique intu-
itionniste), alors elle admet nécessairement une dérivation qui se termine par la
régle d’introduction associée. Cet argument est trés important en pratique car
il permet de réduire considérablement I’espace de recherche.

La situation est trés différente pour la disjonction et le quantificateur ex-
istentiel dont les régles d’introduction ne sont pas inversibles. Intuitivement,
la disjonction nécessite de faire un choix sur la régle d’introduction & utiliser
(faut-il prouver A ou faut-il prouver B ?) tandis que le quantificateur existentiel
nécessite de choisir un témoin approprié (pour quel ¢ a-t-on A(¢)?) En logique
classique, le probléme est d’autant plus grand qu’il existe des disjonctions prou-
vables (dans le contexte vide) dont aucun des deux membres ne l’est,® de méme
qu’il existe des formules existentielles prouvables pour lesquelles il n’est pas
possible d’exhiber le moindre témoin.?

2.2.3 Décomposition des connecteurs — et <

En déduction naturelle, il est commode de considérer les connecteurs —A
(négation) et < (équivalence logique) non pas comme des connecteurs primitifs
mais comme des constructions définies par

—A = A= 1 et A& B = (A= B)A(B=A)

Ce point, de vue est justifié par le fait que les régles d’introduction et d’élimina-
tion de la négation et de I’équivalence logique peuvent elles-mémes étre décom-
posées a l'aide des régles d’introduction et d’élimination de I'implication et de
la conjonction de la maniére suivante :

DAF L

—-intro = intr
TEAD L o
I —A
il — TH-A :
¢lim 'FA=1 TFEA
(=-élim)
- L

4Par exemple : « hypothése du continu V — hypothése du continu ».
5Par exemple : « 3z [(x = 1 A hypothése du continu)V (z = 0 A —hypothése du continu)] ».
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T,AF B I,BF A

ednro = § T A= p ™ Trpsa
(A= B)A(B= A)
I'-AeB
I'-As B
&-élim; = (A= B)A(B=A) o :
TFA= B (-etima) PEA i
TFB
T'-AsB
&-¢limy = { T'H (A= B)A(B= A) 1 :
A-élimo .
TFB= A (-etimz) LEB i
TFA

En d’autres termes, tout instance de l'une des régles —-intro, —-élim, <-intro,
&-élimg ou <-élimy peut étre remplacée dans n’importe quelle dérivation par
le fragment de dérivation ci-dessus qui la simule. Aussi les connecteurs — et <
ainsi que leurs régles de déduction sont-ils en réalité superflus.

2.2.4 Caractérisation des connecteurs par leurs régles

La décomposition des connecteurs — et < illustre une propriété plus générale
de la déduction naturelle qui est que chacun des connecteurs et des quantifica-
teurs de la logique du premier ordre est caractérisé par ses régles d’introduction
et d’élimination dans ce systéme. Pour comprendre ce phénoméne, prenons par
exemple la conjonction et ajoutons au langage des formules un nouveau con-
necteur binaire © muni des mémes régles d’introduction et d’élimination que la
conjonction, a savoir :

r-A I'-B I'-AOB I'-AOB
r-AOB r-A I'kEB

Ces régles étant posées, il est facile de démontrer dans le systéme de déduc-
tion étendu avec ces régles que la nouvelle construction A Q' B est logiquement
équivalente a la conjonction A A B, ainsi qu’en témoigne la dérivation

AANBF AAB AANBF AAB AOBFAOB AOBFAQOB
AANBF A AANBF B AQOBFE A AOBF B
AANBFAQB AOBFAAB
F(AAB) © (AVB)

La méme propriété vaut pour toutes les autres constructions : les unités T, L,
la négation —, les connecteurs binaires V, = et les quantificateurs V, 3.

2.2.5 Formule associée a un séquent

A chaque séquent Ai,..., A, F B il est possible d’associer une formule
A1 A+ N A, = B (sans hypothéses), qui a exactement la méme signification
en termes de dérivabiliteé :
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Proposition 4 — En logique classique comme en logique intuitionniste, les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. Ay,..., A, B est dérivable,
2. F AL N~ NA, = B est dérivable,
3. FHA = ---= A, = B est dérivable,
ou Ay = --- = A, = B désigne la formule Ay = (--- = (A, = B)---).

Preuve. L’équivalence de 1 avec 3 se démontre par récurrence sur le nombre
d’hypothéses, le passage de la longueur n a la longueur n+1 s’effectuant a I’aide
des régles d’introduction et d’inversion de I'implication. Enfin, I’équivalence de 2
avec 3 (qui se démontre également par récurrence sur n) découle de la tautologie
intuitionniste (A = (B = C)) < ((AA B) = C). O

2.3 Equivalences remarquables

Dans cette section, on présente un certain nombre d’équivalences (intuition-
nistes et classiques) remarquables. Pour chaque équivalence, on mentionne la
logique minimale qui permet de la dériver : LJ pour la logique intuitionniste, et
LK pour la logique classique.

2.3.1 Propriétés algébriques des connecteurs A et V

Les connecteurs A et V sont associatifs et commutatifs (LJ) :

(AANBYANC & AAN(BACQ) ANB & BAA
(AvB)VC & Av(Bv() AVB & BVA

Les unités T et L se comportent comme des éléments neutres vis a vis des
connecteurs A et V respectivement, et comme des éléments absorbants vis & vis
des connecteurs V et A respectivement (LlJ) :

ANT & A ANl & L
Avl & A AVT & T

Les connecteurs A et V sont distributifs I'un par rapport a lautre (LJ)

ANBVC) & (AAB)V(AANC)
AV (BANC) & (AVB)A(AV(O)

et distribuent avec les quantificateurs V et 3 respectivement (LJ) :

Ve (AANB) < (VxA)A(VzB)
Jx(AVvB) < (FzA)Vv(IzB)

L’implication est réflexive et transitive (LJ) :
A=A, (A= B)A(B=C)= (A=C0C).
Elle distribue a droite avec la conjonction (LJ)

A= (BANC) & (A=B)A(A=0C)

20



et vérifie I'isomorphisme de Curry (LJ)
(AANB)=C)e (A= (B=0C))

(en rappelant que A = B = C désigne la formule A = (B = C)) qui se
généralise immédiatement & un nombre arbitraire d’hypothéses :

AN NA, =B & A =..-=>A,=B.

2.3.2 Lois de Morgan

Les lois de Morgan sont des équivalences classiques basées sur le fait qu’en
logique classique, la négation est une involution. Ces lois font apparaitre deux
dualités : 'une entre les connecteurs A et V, l'autre entre les quantificateurs V
et 3. Pour chacune de ces lois classiques, nous indiquons également entre par-
enthéses la ou les implications qui demeurent valides en logique intuitionniste :

A & A (LI: =)

-T & 1 (LI: <)

-1 & 7T (LT: &)
“(AANB) < (=A)V(-B) (LT : <)
-(AVvVB) & (=A)A(=B) (LT: ©)
(Ve A) & FJx(-A) (LI: <)
-(3z A) < Va(-A) (LT: &)

Nous n’avons pas fait figurer ici les lois de Morgan de 'implication, dans la
mesure ol en logique classique, ce connecteur et sa négation se décomposent de
la maniére suivante (LK) :

A=B & (HA)VB (L] : <)
-(A=B) & AA(-B) (LI : <)

Notons pour terminer les deux tautologies classiques suivantes (LK) :

(Tiers exclus) Av-A
(Loi de Pierce) (A=B)=A)= A

2.3.3 Formes prénexes

Définition 6 (Forme prénexe) — On dit d’une formule A qu’elle est en
forme prénexe si elle est de la forme

A = Q1$1 in'n A

ot Q1,...,Qn € {V; 3} sont des quantificateurs, et ou A’ est une formule sans
quantificateurs.

Proposition 5 (Mise en forme prénexe) — Pour toute formule A, il existe
une formule A’ en forme prénexe qui est classiquement équivalente a A.
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Preuve. La mise sous forme prénexe s’effectue en utilisant les équivalences ci-
dessous comme des régles de réécriture (orientées de la gauche vers la droite)
pour faire remonter en téte de formule n’importe quel quantificateur @ situé
sous un connecteur (en notant @ le quantificateur dual de Q) :

(QrA)ANB & Qx(AADB) (x ¢ FV(B))
AAN(QzB) & Qr(AAB) (x & FV(A))
(QtA)VB & Qu(AVB) (z ¢ FV(B))
AV (QrB) & Qz(AVB) (x ¢ FV(A))
(QrA) =B < Qx(A= B) (v ¢ FV(B))
A= (QzB) & Qz(A= B) (x ¢ FV(A))

On notera que la condition de bord = ¢ FV(B) (resp. ¢ FV(A)) peut tou-
jours étre satisfaite dans la mesure ou dans la formule Qz A (resp. Qx B) on a
renommeé la variable 2 en une variable distincte des variables libres de la for-
mule B (resp. de la formule A4). A I'aide de ces équivalences la proposition se
démontre par une récurrence double, sur la structure de la formule A et sur le
nombre de quantificateurs qu’elle comporte. O
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Chapitre 3

Théories du premier ordre

3.1 La notion de théorie

3.1.1 Théories et théorémes

Définition 7 — On appelle théorie (du premier ordre) tout couple 7 = (£, .A)
formé par une signature 3 et par un ensemble A de formules closes construites
sur ¥, qu’on appelle les axiomes de la théorie 7.

Etant donnée une théorie 7, on appelle langage de .7 et on note L(.7)
I’ensemble des formules construites sur la signature de .7. L’ensemble des for-
mules closes du langage de .7 est noté Lo (.7), tandis que l'ensemble des axiomes
de 7, qui est un sous-ensemble de Lo(T'), est noté Ax(.7). Par conséquence
logique (au sens de la déduction naturelle), les axiomes de .7 définissent un
ensemble plus vaste de formules (closes) qu’on appelle les théorémes de 7 :

Définition 8 (Théoréme) — Etant donnée une théorie 7, on dit qu’une for-
mule close A € Lo(.7) est un théoréme de 7 s'il existe des axiomes By, ..., B,
tels que le séquent By, ..., B, b A est dérivable. L’ensemble des théorémes de T
est noté Th(.7).

Autrement dit : un théoréeme de 7 est une formule close démontrable sous
un ensemble fini d’hypothéses prises dans les axiomes de 7.

Etant données une théorie .7, une liste de formules T' et une formule A
construites dans le langage de .7, il est commode d’utiliser la notation .7, "' - A
pour exprimer qu’il existe une liste finie d’axiomes A C Ax(.7) telle que le
séquent A, T A est dérivable. Avec cette notation, une formule A € L£y(.7) est
un théoréme de 7 si et seulement si .7 - A.

3.1.2 Inclusion et équivalence de théories

Etant données deux théories 7 et Zs, on dit que Zi est incluse dans s
(ou encore que 5 est une extension de 7)) et on note 7 C Js si

1. L(Z1) C L(F) (inclusion de langages) et
2. Th(Z) C Th(Z) (inclusion des ensembles de théorémes).
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Pour s’assurer de la deuxiéme condition, il suffit en pratique de vérifier que tous
les axiomes de .77 sont des théorémes de .7 :

Proposition 6 — Soient .77 et .95 deux théories. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

1. A1 C 7
2. L(71) € L(F) et Ax(1) € Th(Z).

On dit que deux théories 77 et 5 sont équivalentes et on note .7, ~ J
si 71 C % et 95 C 7. Deux théories sont donc équivalentes si elles définis-
sent le méme langage et le méme ensemble de théorémes. En revanche, deux
théories équivalentes peuvent étre construites sur des systémes d’axiomes assez
différents (c’est notamment fréquemment le cas dans les diverses présentations
de la théorie des ensembles). Pour vérifier que deux théories construites sur un
méme langage sont équivalentes, on se contente en pratique de vérifier que tout
axiome de 'une est un théoréme de ’autre, et vice-versa (d’aprés la Prop. 6).

3.1.3 Cohérence

Définition 9 (Cohérence) — Une théorie .7 est contradictoire (ou incohé-
rente) lorsque la formule | est un théoréme de 7. Dans le cas contraire (i.e.
lorsque L ¢ Th(.7")), on dit que la théorie 7 est cohérente.

Dans la mesure ou la dérivabilité de la formule | entraine la dérivabilité
de n’importe quelle formule (régle L-elim), une théorie contradictoire est une
théorie dans laquelle toutes les formules closes du langage sont des théorémes.
Inversement, une théorie .7 est cohérente lorsqu’il existe au moins une formule
close (formée dans le langage de .77) qui n’est pas un théoréme de 7.

Comme par ailleurs toute dérivation dans .7 de la formule L (ou de toute
autre formule) n’utilise qu’un nombre fini d’axiomes et qu’un nombre fini de
symboles dans la signature, il est clair que :

Proposition 7 (Compacité) — Une théorie 7 = (X,.A) est cohérente si et
seulement si pour tout ensemble fini d’axiomes Ay C A formé sur une sous-
signature finie g C X, la théorie J = (39, .Ag) est cohérente.

Cohérence du calcul des prédicats Bien que le langage du calcul des prédi-
cats soit plus expressif que celui du calcul propositionnel, il est assez facile de
déduire la cohérence du calcul des prédicats (sans axiome) de la cohérence du
calcul propositionnel. Pour cela, on commence par définir une traduction qui
a chaque formule A du calcul des prédicats associe une formule A* du calcul
propositionnel, par induction sur la structure de A & 'aide des équations

(p(t1,- s tn))* = p
o)y = U (Ue{T;L1}
(AoB) = A*oB (0 € {As Vi =i}
(QuA) = A" (Q € {¥%3})
Intuitivement, cette traduction fait disparaitre toute référence aux objets du
premier ordre : les formules atomiques p(ty,...,t,) sont remplacées par des
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variables propositionnelles p, et les quantifications sont supprimées. Cette tra-
duction s’étend immédiatement en une traduction des listes de formules du calcul
des prédicats vers les listes de formules du calcul propositionnel (notation : I'*).

La propriété remarquable de cette traduction est qu’elle transforme tout
séquent I' - A dérivable en déduction naturelle en un séquent I'* = A* qui
est dérivable en déduction naturelle propositionnelle (c’est-a-dire sans les régles
d’introduction et d’élimination des quantificateurs) :

Proposition 8 — Si le séquent I' = A est dérivable en déduction naturelle,
alors le séquent propositionnel I'* = A* est dérivable en déduction naturelle
propositionnelle.

Preuve. Par induction sur la structure de la dérivation du séquent ' - A. O

Proposition 9 (Cohérence du calcul des prédicats) — Quelle que soit la
signature 3, la théorie 7 = (3, @) est cohérente.

Preuve. Supposons que le séquent F L est dérivable en déduction naturelle
classique. D’aprés la proposition qui précéde, le séquent (F L)* = F L est donc
également dérivable en déduction naturelle propositionnelle, ce qui est impossi-
ble puisque le calcul propositionnel est cohérent.!. O

3.2 Exemples

3.2.1 L’arithmétique de Peano

On appelle arithmétique de Peano et on note PA la théorie du premier ordre
dont la signature est formée par

— un symbole de constante noté 0 (« zéro »);

— un symbole de fonction s (« successeur ») d’arité 1;

— deux symboles de fonction + (« plus ») et x (« fois ») d’arité 2;

— un symbole de prédicat = (« égale ») d’arité 2.
et dont les axiomes sont les formules closes (1-15) données a la Fig. 3.1. Ces
axiomes (qui sont en nombre infini) comprennent :

Les axiomes d’égalité qui expriment que l'égalité est réflexive (1), symé-
trique (2), transitive (3) — c’est-a-dire une relation d’équivalence — et
que tous les symboles de fonction de la signature sont compatibles vis-a-
vis de cette relation d’équivalence, & savoir : le successeur (4), I'addition
(5,6) et la multiplication (7,8).

Les axiomes de calcul qui définissent 'addition (9,10) et la multiplication
(11,12) a travers leurs régles de calcul.

1On rappelle que la cohérence du calcul propositionnel se démontre & 1’aide des valeurs de
vérité : on commence par associer une valeur de vérité quelconque (i.e. 0 ou 1) a chaque variable
propositionnelle, puis on étend 'interprétation a toutes les formules et & tous les séquents (en
interprétant chaque séquent comme sa formule associée). On montre ensuite par induction sur
la structure de la dérivation que tout séquent dérivable en déduction naturelle propositionnelle
a une valeur de vérité égale a 1. Ce qui n’est évidement pas le cas du séquent - L (dont la
valeur de vérité vaut 0), qui n’est donc pas dérivable.
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® N ook

10.
11.
12.

13.
14.

15.

Réflexivité, symétrie et transitivité de 1’égalité

Vo (z =)
VeVy (t=y=y=ux)
VeVyVz (x=yANy=2z=a=2)

Compatibilité avec les symboles de fonction

Vo Vo' (x =2’ = s(z) = s(2'))

VeVa' Vy (e =2’ = ax+y=a"+vy)
VeVyVy' (y=v =ax+y=x+1vy)
Ve Vo' Vy (e =2’ = xxy=2a" xvy)
VeVyVy (y=vy =z xy=xxy)

Axiomes de calcul (addition, multiplication)

vy (0+y=1y)
Vo Vy (s(z) +y =s(z +y))
Vy (0x y=0)

Vo Yy (s(x) xy=(x xy)+y)

Injectivité et non surjectivité du successeur

Vo Yy (s(x) =s(y) =z =y)
Vo —(s(z) =0)

Axiomes de récurrence

Yoy oo Vo, (A{z =0} A Vo (A= A{z:=s(z)}) = Vo A)

pour chaque formule A telle que FV(A) = {z;x1;...;2,}

Fia. 3.1 - Axiomes de I'arithmétique de Peano
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Les axiomes de Peano quisont les axiomes arithmétiques proprement dits, a
savoir : I’axiome (13) exprimant que le successeur est injectif (historique-
ment connu sous le nom de « 3e axiome de Peano »?), 'axiome (14)
exprimant que zéro n’est le successeur d’aucun entier (le « 4e axiome
de Peano ») et enfin le principe de récurrence (15) (ou « 5e axiome de
Peano »). On notera que dans l'arithmétique de Peano, le principe de
récurrence n’est pas un axiome, mais un schéma d’axiomes, c’est-a-dire
un schéma qui permet de définir un nouvel axiome pour chaque couple
(A, ) constitué d’une formule A et d’une variable x € FV(A4)? (les autres
variables libres de A étant nommeées x1, . .., x,). De ce fait, ’ensemble des
axiomes de 'arithmétique de Peano est infini.

Les axiomes (4-8) qui expriment que les symboles de fonction de la signa-
ture sont compatibles vis-a-vis de 1’égalité s’étendent a tous les assemblages de
symboles de fonction, c’est-a-dire & tous les termes :

Proposition 10 (Compatibilité) — Pour tout terme t, on a
PAF =y = t{z:=z} =t{z:=y}.

Preuve. Par récurrence sur la structure du terme ¢. O
De méme, toute formule A qui vaut pour un certain objet z vaut également

pour n’importe quel objet y égal & x :

Proposition 11 (Principe de Leibniz) — Pour toute formule A, on a
PAFx=y AN A{z:=2} = A{z:=y}.

Preuve. On démontre par récurrence sur la structure de la formule A que
PAF o=y = (Alz:=2} & A{z:=y})

en utilisant la Prop. 10 dans le cas des formules atomiques ¢ = u. m]

(Nous verrons a la sous-section 3.2.2 comment généraliser ce mécanisme a
une large classe de théories dites égalitaires.)

Expressivité de Parithmétique de Peano Bien que son langage et ses
axiomes soit trés élémentaires, 'arithmétique de Peano est une théorie trés
expressive qui peut démontrer bien plus que les simples propriétés algébriques
de I'addition et de la multiplication (associativité, commutativité, distributivité,
etc.) A travers les abréviations

x<y = Fz(x+z=y) r<y = s(z)<y
xpremier = z>1 AVyVz(z=yxz=>y=1Vz=1)

’T.a présentation originelle de P’arithmétique par Peano commencait par deux axiomes
exprimant 1. que « 1 est un entier » (Peano faisant commencer les entiers a partir de 1) et 2.
que « le successeur d’un entier est un entier ». Ces deux axiomes n’ont aujourd’hui plus de
raison d’étre dans les présentations modernes de I'arithmétique.

3Dans le cas ot ¢ FV(A), le principe de récurrence (15) associé a la formule A est en
réalité une tautologie, démontrable sans 1’aide d’aucun axiome.
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elle peut exprimer toutes les propriétés relatives a I’ordre et & la décomposition
des entiers en facteurs premiers. En particulier, le principe du minimum

3z A(z) = 3z (A(z) AVy (A(y) = = <y)

(pour toute formule A(z) dépendant d’une variable z) ainsi que le théoréme
d’Euclide exprimant I’existence d’une infinité de nombre premiers

Va Jy (y > x A y premier)

sont tous les deux démontrables dans l'arithmétique de Peano.

Plus généralement, il est possible d’exprimer dans l'arithmétique de Peano
toutes les structures de données finies (a travers des codages complexes dans les
entiers) et de démontrer la plupart des propriétés combinatoires de ces struc-
tures. Ainsi est-il possible de représenter dans 'arithmétique non seulement les
listes finies, les ensembles et multi-ensembles finis, les arbres finis, mais aussi
toutes les structures syntaxiques de la logique telles que les termes, les formules,
les séquents et les dérivations. En pratique, on pourrait donc formaliser intégrale-
ment les définitions et résultats présentés dans les quatre premiers chapitres de
ce cours dans l'arithmétique de Peano. (Ce résultat technique est da au logicien
Kurt Goédel, et il constitue I'un des ingrédients essentiels de la démonstration
de ses deux célébres théorémes d’incomplétude.)

3.2.2 Théories égalitaires

Les propositions 10 et 11 peuvent se généraliser & une classe plus vaste de
théories, a savoir les théories égalitaires.

Définition 10 (Théorie égalitaire) On appelle théorie égalitaire toute
théorie  comportant un symbole de prédicat binaire = (« égale ») tel que

1. T F-Vz (z=m1)
2. Tkae=ynNA{z:=2} = A{z :=y} pour toute formule A € L(.T).

(Les points 1 et 2 sont généralement appelés le principe d’identité et le principe
de Leibniz, respectivement.)

La principale difficulté qu’il y a a établir qu’une théorie donnée est égalitaire
(ou tout simplement & en construire une) réside dans le 2e point (principe de
Leibniz) qui porte sur un ensemble de formules qui est infini. Cependant, on peut
considérablement restreindre le nombre de vérifications (et méme le ramener a
un nombre fini dans le cas ou la signature est finie) en remarquant qu’une théorie
est égalitaire si et seulement si chaque symbole de fonction et chaque symbole de
prédicat défini dans la signature est compatible vis-a-vis de la relation d’égalité
sur chaque composante :

Proposition 12 — Une théorie .7 est égalitaire (de prédicat d’égalité =) si et
seulement si les formules suivantes sont des théorémes de .7

1. Vx (z =x)
2. Vl'l "'Vl'i,1 sz V:C; Vggi+1 VCCn
(s =2 = flor, .. 2o xn) = f(T1, .02, o )

28



3. Yoy -Va,_q Vo, Vo, Va4 -V,
(xi =2 Ap(T1, . @iy @) = p(T1, - T )
pour chaque symbole de fonction f et pour chaque symbole de prédicat p d’ar-
ité n dans la signature de .7, ainsi que pour chaque indice 1 < i < n.

Preuve. Les conditions 1, 2 et 3 sont clairement nécessaires d’aprés le principe
d’identité (pour 1) et le principe de Leibniz (pour 2 et 3). Réciproquement,
supposons que 7 satisfait les conditions 1, 2 et 3. On commence par remarquer
que la condition 3 appliquée au prédicat d’égalité lui-méme donne la symétrie et
la transitivité de I’égalité (en utilisant la réflexivité donnée par 1), ce qui permet
de démontrer dans .7 que ’égalité est une relation d’équivalence. En utilisant
la condition 2, on montre par induction sur le terme t que

Thrr=y=t{z=z}=t{z =y}
(cf Prop. 10) avant de montrer finalement le principe de Leibniz
Thkax=yNA{z:=2} = A{z =y}

par induction sur la formule A (cf Prop. 11). a

3.2.3 La théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel

On appelle théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel et on note ZF la
théorie du premier ordre dont la signature est formée par

— aucun symbole de fonction (ou de constante) ;

— deux symboles de prédicat binaires = (« égale »), € (« appartient »)
et dont les axiomes, donnés a la Fig. 3.2, sont formulés & I’aide des abréviations
suivantes :

ey = -(zey)
rCy = Vz(zex=z€y)
VeeyA = Ve (zvey=A)
JreyA = Fx(xeynA
ANx A = Foz (AANVy(A{z =y} = y=21))
zero(z) = Vzzédux
succ(r,y) = Vz(zeyez=aVzen)

Ces axiomes comprennent :

Les ariomes d’égalité qui expriment que l'égalité est réflexive, symétrique,
transitive — c’est-a-dire une relation d’équivalence — et que la relation
d’appartenance est compatible avec I’égalité (a4 gauche et a droite). Ces
axiomes permettent a la théorie des ensembles de satisfaire aux critéres
1-3 de la Prop. 12 (le critére 2 étant trivialement réalisé), et donc de
constituer une théorie égalitaire au sens de la Déf. 10.

L’azxiome d’extensionnalité qui exprime que deux ensembles a et b qui ont
les mémes éléments sont égaux. (Il est important de ne pas confondre cet
axiome avec l'axiome de compatibilité & droite, qui exprime I'implication
réciproque, a savoir : deux ensembles égaux ont les mémes éléments.)
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Axiomes d’égalité

(Reflexivité) Ve (x = x)

(Symétrie) VeVy (z=y=y=u1x)
(Transitivité) VeVyVz (z=yANy=2=a=2)
(Compat. & gauche) VeVyVz (xt=yAz€z=y¢E2)
(Compat. a droite) VeVyVz (x eyhNy=2z=x € 2)

Axiomes de Zermelo

(Extensionnalité) VaVb (Vz (r€a<xed) = a=D)

(Paire) VaVb3ecVr (x €c & z=aVa=0D>)

(Compréhension) Vz1--Vz, Va Fb Ve (x €b & z€anA)
pour toute formule A telle que FV(A) C {z1;...;2n;a;2}

(Union) Va3bVz (x€b & Jy(ycarxey))

(Parties) Va3bVz (x€b < zCa)

(Infini) Jda (3z € a zero(z) N Vr€a Jy € a suce(x,y))

Schéma de Fraenkel-Skolem

(Remplacement) Vz1--Vzp, Va (Ve €a Iy A = TFbVeecayeh A)
pour toute formule A telle que FV(A) C {z1;...;2n;0;2;y}

F1G. 3.2 — Axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel
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On notera qu’en informatique cet axiome n’a rien d’évident, car un méme
ensemble fini peut étre représenté d’'un grand nombre de maniéres dif-
féerentes. (Par exemple, sous forme de liste, I'ensemble {a;b} peut étre
représenté indifferemment par [a; b], [b; a], [a; b; a], [b; b; a], etc.) Dans cette
perspective, on peut donc comprendre ’axiome d’extensionnalité comme
un principe de transparence de la théorie des ensembles vis-a-vis des dif-
férentes maniéres de représenter (ou de construire) un méme ensemble.

L’axiome de la paire qui exprime que pour tous ensembles a et b, il existe
un ensemble ¢ dont les seuls éléments sont a et b. Cet ensemble, que I'on
note {a;b}, est unique d’aprés I'axiome d’extensionnalité. L’axiome de
la paire permet également de construire le singleton {a}, en appliquant
I’axiome avec a = b.

Le schéma de compréhension (ou de séparation) qui permet de construire,
a partir d'un ensemble a et d’une formule A(x), I'ensemble de tous les
x € a tels que A(x), que lon note généralement {x € a | A(x)}. (La
encore cet ensemble est unique, par extensionnalité.) Le schéma de com-
préhension — qui introduit dans la théorie un nouvel axiome pour chaque
formule A(xz) — permet de définir de nombreuses autres constructions,
telles que I'ensemble vide @ = {x € a | L} (qui ne dépend pas de I'ensem-
ble a utilisé pour le construire), 'intersection binaire anNb = {z € a | = € b}
ou la différence ensembliste a \ b= {z € a | z ¢ b}.

L’axiome de l'union quipermet de définir ’ensemble formé par la réunion de
tous les éléments d’un ensemble a donné, ensemble que ’on note générale-
ment J, ., ou plus simplement (Ja. Combiné avec I'axiome de la paire,
Paxiome de I'union permet de définir I'union binaire a Ub = (J{a;b} et
plus généralement toutes les unions finies.

L’axiome des parties qui permet de construire l’ensemble des parties (i.e.
des sous-ensembles) d’un ensemble a donné, que 'on note P(a).

L’axiome de l'infint qui exprime l'existence d’'un ensemble a contenant 0
(défini par 0 = @) et clos par l'opération successeur s (définie pour tout
ensemble x par s(x) = z U {z} = J{x; {x;2}}).* Cet axiome entraine que
I’ensemble a contient au moins tous les entiers naturels, mais n’empéche
pas que a contienne d’autres objets. Pour définir précisément ’ensemble
des entiers naturels & partir de cet ensemble a, il faut encore appliquer le
schéma de compréhension avec la formule idoine et poser

N ={zecalVh(0ebAVylycb=s(y)eb) = zcb)}.

Le schéma de remplacement qui exprime l'existence d’un ensemble b qui
contient (au moins) I'image d’un ensemble a & travers une relation fonc-
tionnelle A(x,y) donnée (i.e. telle qu’il existe un unique y tel que A(z,y)
pour chaque élément = € a). Ce schéma d’axiomes est nécessaire dans les
cas ol on ne connait pas a ’avance un ensemble b contenant toutes les
images possibles d’un élément de a & travers la relation A(z,y), ensemble

4Fn théorie des ensembles, chaque entier naturel n est défini comme ’ensemble des entiers
naturels strictement plus petits que lui: n = {0;...;n—1}. Ainsi,on a 0 = @, 1 = {0} = {&},
2 ={0;1} = {@; {D}}, etc. Avec cette représentation des entiers (due & von Neumann), il est
facile de se convaincre que le successeur d’un entier n est défini par s(n) = nU {n}.
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dont D'existence est pourtant nécessaire® pour construire 1’ensemble-image
recherché a I’aide du schéma de compréhension

Im(a,A) = {yeb|Ixca A(z,y)}.

En pratique, on utilise généralement cet axiome avec une relation fonction-
nelle A(z,y) présentée sous forme skolémisée, en introduisant une notation
f(z) pour désigner 'unique y tel que A(z,y) (pour chaque x € a). L’image
de Pensemble a par la relation y = f(z) (défini en combinant les schémas
de remplacement et de compréhension) est alors notée {f(z) | z € a}.

3.3 Extensions conservatives

Ainsi que nous 'avons vu en 3.1.2, la notion d’extension de théorie doit
s’entendre a la fois au sens d’une extension du langage sous-jacent (par extension
de signature) et au sens d’une extension de ’ensemble des théorémes qu'’il est
possible de démontrer dans la théorie. A ce titre, il est important de souligner
que le simple fait d’ajouter & une théorie 7 un nouveau symbole de fonction
ou de prédicat suffit & étendre ’ensemble des théorémes de 7, ne serait-ce
que parce que l’extension de langage qui en résulte permet d’écrire — et de
démontrer — de nouvelles tautologies. Cependant, la plupart des extensions
J'" D 7 font apparaitre de nouveaux théorémes y compris dans le langage de
la théorie initiale, en ce sens que l'inclusion

Th(Z')NL(F) 2 Th(7)

est stricte en régle générale (ce qui est typiquement le cas lorsqu’on ajoute des
axiomes a la théorie sans modifier son langage).

3.3.1 La notion d’extension conservative

Dans certaines situations, il est désirable d’étendre une théorie avec de nou-
veaux symboles et de nouveaux axiomes décrivant le comportement des nou-
veaux symboles sans pour autant étendre la classe des théorémes formulés dans
I’ancien langage, ce qui nous améne a introduire la notion suivante :

Définition 11 (Extension conservative) — Soient .7 une théorie et 7' une
extension de 7. On dit que 7' est une extension conservative de .7 si tout
théoréme de 7' formulé dans le langage de 7 est démontrable dans 7, c’est-
a-dire si :

Th(7') N L(T) = Th(7).

Un des intéréts de la notion d’extension conservative est qu’elle préserve la
propriété de cohérence, contrairement a la notion d’extension en général :

Proposition 13 (Cohérence par conservativité) — Si .7 est une théorie
cohérente, alors toute extension conservative de 7 est cohérente également.

5T.a nécessité d’un tel axiome semble avoir été remarquée de maniére indépendante par
Fraenkel et Skolem. On appelle théorie des ensembles de Zermelo et on note Z la théorie qui
reprend les mémes axiomes (égalité, extensionnalité, paire, compréhension, union, parties et
infini) sans le schéma de remplacement.
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Preuve. Si L est prouvable dans .77/ alors L est prouvable dans .7 également,
puisque L € L(.7). O

La proposition suivante établit que l'ajout de symboles de fonctions et de
prédicats (sans modification de I’ensemble des axiomes) définit une extension
conservative de la théorie. On notera que la démonstration de ce résultat —
pourtant trés intuitif — n’est pas complétement immédiate dans la mesure ou
elle repose sur l'utilisation de fonctions de rétraction pour faire disparaitre les
symboles additionnels dans les arbres de dérivation.

Proposition 14 (Extension de signature) — Soit .7 une théorie basée sur
une signature X et sur un ensemble d’axiomes A. Pour toute signature &' éten-
dant la signature X, la théorie 7' = (X', A) est une extension conservative de
la théorie T = (X, A).

Preuve. 11 s’agit de montrer que si un séquent I' = A formé dans ¥ admet une
dérivation 7 formée dans la signature ¥’ D ¥, alors on peut faire disparaitre
dans 7 toutes les occurrences des symboles déclarés dans ¥/ \ ¥ de maniére a
obtenir une dérivation 7* avec les seuls symboles déclarés dans ¥ (et dont la
conclusion reste le séquent I' = A). Pour cela, on considére une variable z fixée,
et on définit les trois correspondances suivantes :

Termes. A chaque terme t formé dans X/, on associe un terme t* formé avec
les seuls symboles de ¥ en posant :

¢ =

(f(t1, .. tn)” {f({,...,t;;) sifex

To sinon

Par construction, la transformation ¢ +— ¢* laisse invariants tous les termes déja
formés avec les seuls symboles de X (i.e. t* = t). Elle est en outre substitutive,
en ce sens que

(t{x:=u})* = t*{x:=u*}
pour tous termes t et u tels que @ ¢ FV (¢, u), et pour toute variable x # x.

Formules. De méme, on associe a chaque formule A € £(X') une formule A* €
L(X) en posant

* p(t],....t5) sipeX
t1,...,t =
(p( ! n)) {J_ sinon
pour chaque formule atomique p(t1, ..., t,), cette définition s’étendant aussitot

a toutes les formules de £(X') par simple propagation a travers les connecteurs
et les quantificateurs. La encore, il est clair que les formules déja formées dans X
sont invariantes par la transformation A +— A*, et que cette transformation est
substitutive dans le sens ou

(A{z:=t})" = Az :=1t"}

pour toute formule A et pour tout terme ¢ dans lesquels zo n’a aucune occurrence
(libre ou liée) et pour toute variable z distincte de xg.
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Dérivations. Enfin, pour chaque dérivation 7 formée sur la signature ¥/, on
note 7* la structure arborescente obtenue en remplacant chaque séquent I' - A
étiquetant un noeud de 7 par le séquent I'* - A*, le reste de la structure demeu-
rant inchangé. On notera cependant que I’arbre 7* ne constitue une dérivation
bien formée (sur X) que dans le cas ou la variable xy n’apparait pas dans 7
(cette condition est en effet essentielle pour assurer la préservation de la struc-
ture des régles d’introduction et d’élimination des quantificateurs ainsi que des
conditions de bord correspondantes).

Revenons & la démonstration de la proposition et supposons que A est un
théoréme de .7/ formulé dans la signature Y. D’aprés cette hypothése, il existe
une dérivation 7 (formée dans ') d’un séquent de la forme I' - A, ou I est un
contexte formé uniquement par des axiomes de .7’ — et donc par des axiomes
de 7 puisque les deux théories ont les mémes axiomes. Si x( est une variable
qui n’apparait nulle part dans la dérivation m, alors, d’aprés ce qui précéde,
I’arbre 7* constitue une dérivation bien formée dans > dont la conclusion est le
séquent I'* - A*. Mais comme I et A sont tous deux formés dans la signature >,
onal™* =TI et A* = A. Par conséquent, 7* est bien une dérivation de I' - A,
et donc A € Th(.7). O

3.3.2 Constantes de Henkin

Le cas d’extension conservative étudié ci-dessus (par ajout de symboles sans
toucher aux axiomes) n’est pas trés intéressant dans la mesure ou en pratique, on
ajoute rarement un nouveau symbole & une théorie sans donner avec ce symbole
un ou plusieurs axiomes qui en précisent la signification. Un cas beaucoup plus
intéressant d’extension conservative est le suivant :

Définition 12 (Extension de Henkin) — Soient .7 une théorie et T un
théoréme de  de la forme T = x A(x) ou A(x) est une formule qui ne dépend
que de la variable x. On appelle extension de Henkin de la théorie 7 vis-a-vis
du théoréme T la théorie formée en ajoutant a 7 :

— un nouveau symbole de constante ¢ (une constante de Henkin) ;
— un nouvel axiome : A{xz := c}.

Comme on le voit, ce mécanisme d’extension est la traduction en logique
formelle du procédé habituel en mathématiques qui consiste & donner un nom
(c’est-a-dire un statut de constante) & un objet vérifiant une certaine propriété
sitot que Pexistence d’un tel objet a été démontrée.®

Proposition 15 (Conservativité de Henkin) — Toute extension de Henkin
est une extension conservative.

Preuve. La preuve de ce résultat reprend le principal ingrédient de la preuve
de la proposition 14, & savoir les traductions ¢t — t*, A +— A* et 7 — 7* qui
remplacent dans les termes, les formules et les dérivations chaque occurrence

6C’est par ce procédé qu’on introduit toutes les constantes globales en mathématiques,
comme les constantes &, m ou R, qui sont respectivement les constantes de Henkin associées
aux formules « x n’a aucun élément », « x est la demi-période de la fonction cosinus » ou « x
est un corps totalement ordonné archimédien complet ».
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d’un symbole de fonction supplémentaire — ici la constante ¢ — par une vari-
able x( choisie en dehors de I'ensemble des variables qui apparaissent dans la
dérivation considérée. Supposons donc que B est un théoréme de .7’ tel que
B € L£(7) (i.e. la constante ¢ n’apparait pas dans B). Par définition, il ex-
iste un contexte I' formé par des axiomes de 7’ ainsi qu'une dérivation 7 du
séquent I' F B, elle-méme formée dans le langage de 7’'. Quitte & affaiblir le
contexte I' avec I’axiome A(c) (s’il n’y figure pas déja), on peut supposer que
T est de la forme I' = Ty, A(c), ot I’y ne contient plus que des axiomes de la
théorie 7. En appliquant la transformation 7 — 7* (Prop. 14) & la dérivation 7
du séquent Ty, A(c) b B, on obtient une dérivation 7* du séquent I'g, A(zg) F B
qui est entiérement formée dans le langage de 7. De cette dérivation on tire

alors aisément une dérivation du théoréme B dans la théorie J :

Do

At 3zoA(zg)  To, A(zo) F B
AToF B

Aff.+3-intro

ou A est un contexte d’axiomes de .7 suffisant pour démontrer le théoréme
Jz A(x) dans la théorie 7. O

3.3.3 Extension de Skolem

Définition 13 (Extension de Skolem) — Soient .7 une théorie et T un
théoréme de .7 de la forme

T = Vay -+ Vo, Jy Az, ..., 20, Y),

ou A(zy,...,2n,y) est une formule du langage de 7 qui ne dépend que des
variables x1,...,xy,,y. On appelle extension de Skolem de la théorie . vis-a-
vis du théoréme T' la théorie formée en ajoutant a .J :

— un nouveau symbole de constante f d’arité n (fonction de Skolem) ;
— un nouvel axiome : Vay -+ Va, A(xy, ..., T, f(21,...,2,)).

L’extension de Skolem est une généralisation naturelle de la notion d’exten-
sion de Henkin dans le cas ou l'objet y dont a démontré ’existence dépend d’ob-
jets x1,...,x, atravers la relation A(xy,...,z,) — on parle alors de skolémisa-
tion du théoréme T'. La encore, il s’agit de la traduction en logique formelle du
procédé habituel en mathématiques qui consiste & introduire une notation fonc-
tionnelle f(x1,...,2,) pour nommer un objet y tel que A(x1,...,z,,y) sitot
qu’on a montré I'existence d’un tel objet pour tous z1,...,x,."7

Le résultat de conservativité démontré a la proposition 15 se généralise na-
turellement aux extensions de Skolem :

Proposition 16 (Conservativité de Skolem) — Toute extension de Skolem
est une extension conservative.

Il n’est pas possible de généraliser la preuve de la proposition 15 aux exten-
sions de Skolem : la preuve de conservativité des extensions de Skolem nécessite

"En théorie des ensembles par exemple, les notations {a;b} et P(a) sont obtenues en
skolémisant ’axiome de la paire et ’axiome de ’ensemble des parties.
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en effet des techniques de théorie des modéles bien plus sophistiquées que les
techniques syntaxiques utilisées pour démontrer la conservativité des extensions
de Henkin. Pour cette raison, la preuve de conservativité des extensions de
Skolem ne sera donnée qu’au chapitre 4, lorsque nous aurons introduit les outils
nécessaires pour en faire la démonstration.

Extension de Skolem égalitaire Dans le cas ou .7 est une théorie égalitaire,
mais ou il n’y a pas forcément unicité de l'objet y tel que A(x1,...,2n,y), il
n’est pas possible (en régle générale) de démontrer que le symbole de Skolem f
est compatible avec I'égalité. Par conséquent, ’extension de Skolem associée au
théoréme T' n’est donc plus une théorie égalitaire !

Pour pouvoir introduire une extension de Skolem sans remettre en cause le
statut de théorie égalitaire, il suffit en pratique de démontrer a c6té du théoréme
d’existence

T = Vay -+ Va, Jy A(z1,...,24,9)

un théoréme d’unicité de la forme
U = Vay - Vo, Yy vy (A(x1, .. 20, y) ANA(T1, o 2n,y) =y =),

qui garantit que le symbole de Skolem associé au théoréme T' est compatible
avec l'égalité (par rapport a toutes ses composantes), et ainsi que ’extension de
Skolem associée reste une théorie égalitaire.®

8 Ainsi en théorie des ensembles, I’axiome d’extensionnalité implique ’unicité de la paire,
de I'ensemble des parties, etc. et permet ainsi d’introduire des symboles de Skolem ({a;b},
P(a), etc.) sans remettre en cause le statut de théorie égalitaire.
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Chapitre 4

Sémantique du calcul des
prédicats

Dans les chapitres qui précédent, nous n’avons donné de la logique du premier
ordre qu’'une présentation purement syntaxique : si nous nous sommes intéressés
aux mécanismes qui permettent de former les expressions du langage (les termes,
les formules et les séquents) ainsi qu’aux régles de déduction qui permettent de
construire les raisonnements (les démonstrations), jamais nous n’avons cherché
a déterminer a quels objets pouvaient référer les expressions du langage. C’est
ainsi que nous avons systématiquement parlé de symboles de fonction sans jamais
parler de fonction, et que nous avons toujours parlé de symboles de prédicat sans
jamais parler de prédicat ou de relation.

En pratique cependant, les expressions du langage de la logique du premier
ordre sont censées décrire des objets du monde mathématique ou des objets
informatiques, voire des objets du monde physique. Il est donc trés naturel de
se demander & quoi peuvent référer les termes et les formules d’une théorie, et
c’est précisément 1a qu’est I'objet de la théorie des modéles. Dans ce chapitre on
se limitera & une présentation sommaire de la théorie, dont nous ne retiendrons
essentiellement que les résultats de correction et de complétude.

4.1 Y-structures

4.1.1 La notion de Y-structure

Pour interpréter les termes et les formules d’un langage du premier ordre
défini & partir d’une signature ¥, il est nécessaire de se donner un ensemble non
vide .# (correspondant au domaine des quantifications universelles et existen-
tielles) accompagné d’un certain nombre de fonctions et de relations (définies
sur I’ensemble .#) destinées & interpréter les symboles de fonction et de prédicat
déclarés dans X :

Définition 14 (X-structure) — Etant donnée une signature Y, on appelle
Y-structure tout ensemble non vide .4 muni
— pour chaque symbole de fonction f d’arité n, d’une fonction

U1 s —
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appelée la dénotation de f dans . ;
— pour chaque symbole de prédicat p d’arité n, d’une fonction

[p)” 2™ — {0;1}
appelée la dénotation de p dans . .

On notera qu’avec cette définition, la relation qui interpréte un symbole de
prédicat p d’arité n est donnée sous la forme d’une fonction de vérité [p]# :
A" — {0;1} qui & chaque n-uplet (vy,...,v,) € 4™ associe une valeur de
verite [p]# (vi,...,v,) € {0;1}.

Si les symboles de fonction et de prédicat de la signature X sont interprétés
par les fonctions [f]# et [p]# qui sont données avec la Y-structure .#, les
variables sont quant & elles interprétées a ’aide de valuations :

Définition 15 (Valuations) — FEtant donnée un ensemble .# non vide, on
appelle valuation sur .# toute fonction p : V — .4 associant un objet p(x) € A
a chaque variable x € V. L’ensemble des valuations sur .# est noté Val 4.

Etant donnée une valuation p € Val 4, une variable x et un élément v € .,
on note (p,z <« wv) la valuation obtenue en remplagant dans la valuation p
la valeur associée a la variable x par la nouvelle valeur v (l’ancienne valeur
étant « écrasée »), les valeurs associées aux autres variables restent inchanggées.
Formellement, la valuation (p, x < v) est définie pour toute variable y par

(p. = 0)y) = { e

p(y) sinon

4.1.2 Interprétation des termes

Etant données une signature X et une X-structure ., on associe & chaque
terme ¢ formé sur la signature 3 une fonction d’interprétation

[t]% : Valg — .4

qui & chaque valuation p € Val 4 associe un élément [t], € .# qu’on appelle la
dénotation du terme ¢ dans .# (relativement a la valuation p). Formellement, la
fonction d’interprétation associée a t est définie par récurrence sur la structure
de t a l'aide des équations suivantes :

[2].7 = p(x)
[f(te, .. tn)] LA ([l [l )

Il est facile de vérifier que la dénotation [t], d'un terme ¢t ne dépend que des
valeurs prises par la valuation p sur ’ensemble des variables libres de ¢ :

Lemme 4 — Soient .# une Y-structure et t un terme construit sur la signa-
ture X. Pour tout couple de valuations py, pa € Val 4 telles que pi(x) = pa(z)
pour tout x € FV(t), on a [[t]],jf[ = [[t]]/f.

En particulier, la dénotation [t], d'un terme clos ¢ ne dépend pas de la
valuation p : on la note alors plus simplement [¢t].
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4.1.3 Interprétation des formules

Etant données une signature ¥ et une Y-structure .#, on associe a chaque
formule A formée sur la signature X une fonction d’interprétation

[A}” : Val, — {0;1}

qui & chaque valuation p € Val 4 associe un élément [A], € {0;1} qu’on appelle
la valeur de vérité de la formule A dans .# (relativement & la valuation p).
Formellement, la fonction d’interprétation associée a A est définie par récurrence
sur la structure de A a l'aide des équations suivantes :

[T1,r = 1
[l = o
oty t)l = D)l (07 Tta] )
ALY = 1-[ALY
[AABL# = min([A]7, [B]Y)
[AvB]# = max([A]#, [B].”)
[A= B[# = max(1-[A]#, [B].*)
[z ALY = inf [Al7. )
Br ALY = sup (AT o0

Cette définition appelle plusieurs remarques :

1. Les connecteurs T, 1, =, A et V s’interprétent a l'aide de leurs tables de
vérité habituelles : on notera que la conjonction correspond & un calcul
de minimum, la disjonction & un calcul de maximum, et la négation & un
échange des valeurs 0 et 1.

2. L’implication A = B est interprétée comme la formule —A V B. La encore
on retrouve la table de vérité attendue, puisque la formule A = B prend
la valeur 0 uniquement dans le cas ou A prend la valeur 1 et B la valeur 0
(dans tous les autres cas, la formule A = B prend la valeur 1).

3. La quantification universelle et la quantification existentielle s’interprétent
respectivement comme une conjonction et une disjonction infinitaires (du
moins lorsque .# est infini). En pratique, ce sont ces deux constructions
qui sont responsables du fait que dans le cas ot . est infini, la fonction
A [[A]];” qui & une formule associe sa dénotation n’est pas calculable.!

La encore, la dénotation [A], d’'une formule A ne dépend que des valeurs
prises par la valuation p sur ’ensemble des variables libres de A :

Lemme 5 — Soient .# une X-structure et A une formule construite sur la
signature Y. Pour tout couple de valuations p1,ps € Val 4 telles que py(z) =
p2(x) pour tout x € FV(A), on a [A]7 = [A] 7.

En particulier, la dénotation [A], d’une formule close A ne dépend pas de
la valuation p : on la note alors plus simplement [A].

IDans le cas ol la structure .# est finie, la complexité du calcul est exponentielle par
rapport au nombre d’imbrications de quantificateurs dans la formule.
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Extension aux séquents L’interprétation des formules s’étend aux séquents
de la maniére suivante : étant données une X-structure, une liste de formules

I'=A4,..., A, et une valuation p € Val 4, on note
min[[l"ﬂ;” = min([[Al]];”, . [[An]];”)
max[[F]];” = max([[Al]];”, e [[An]];”)

L’interprétation d’un séquent I' = A est alors définie par
[T'+A] = max(1l— min[[F]];/{,max[[A]];ﬂ)

(par analogie avec I'implication).

4.1.4 Validité des formules et des séquents

Définition 16 (Validité) — Soit .# une 3-structure. On dit qu’une formule A
(construite dans X)) est valide dans .# et on note .# |= A lorsque pour toute
valuation p € Val 4 on a [[A]];” =1.

La notion de validité s’étend aux séquents de maniére évidente : ainsi on
dit d’'un séquent I' F A qu’il est valide dans une Y-structure .#Z et on note
A =T F A si pour toute valuation p € Val 4 on a [I A]];” =1.

On vérifie alors aisément que tous les séquents dérivables sont valides dans
n’importe quelle X-structure :

Proposition 17 (Validité) — Siun séquentI' - A est dérivable (en déduction
naturelle classique ou en calcul des séquents classique), alors ce séquent est valide
dans n’importe quelle Y-structure A .

Preuve. Par induction sur la structure de la dérivation du séquent I' - A. O

En particulier, toute formule A qui est une tautologie (intuitionniste ou
classique) est valide dans n’'importe quelle X-structure.

4.2 Modéles

4.2.1 La notion de modéle

Définition 17 — Soit .7 une théorie du premier ordre dont le langage est
construit sur la signature . On appelle modéle de la théorie J toute Y-
structure .# dans laquelle tous les axiomes de 7 sont valides.

Une conséquence immédiate de la Prop. 17 est qu'un modéle d’une théorie .7
valide non seulement les axiomes de .7, mais également tous ses théorémes :

Proposition 18 (Validité) — Soient .7 une théorie du premier ordre et A
une formule. Si F + A, alors # |= A pour tout modéle .# de la théorie 7 .

Si les théorémes de .7 sont valides dans n’importe quel modéle de .77, un
modéle donné d’une théorie .7 valide en général un ensemble de formules closes
qui est plus vaste que I’ensemble des théorémes de 7. Typiquement, si A est
une formule close indécidable dans la théorie .7 (c’est-a-dire telle que ni A
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ni ~A n’est un théoréme de 7?) et si .# est un modéle donné de 7, alors
I'une des deux formules A ou —A est validée par le modéle .#Z bien qu’aucune
d’elles ne soit un théoréme de 7. En revanche, nous verrons dans la suite de
ce chapitre que si une formule close A est valide dans tous les modéles de 7,
alors cette formule est démontrable dans .7 : c’est ce qu’énonce le théoréme de
complétude de la logique du premier ordre que nous établirons a la section 4.4,
et qui constitue le principal résultat de ce chapitre.

4.2.2 Modéles des théories égalitaires

Soient .7 une théorie égalitaire (Déf. 10) et .# un modéle de la théorie 7.
Pour tous vy, ve € .4, on note v; =_4 vy lorsque [=]% (v1,ve) = 1. D’aprés les
propriétés de la relation d’égalité dans 7 (cf Prop. 12), il est immeédiat que la
relation binaire =_4 est une relation d’équivalence sur .Z :

l.v=y4v
2. v1 = 4 Vo entraine ve = 4 V1 ;
3. v1 =_y vy et vo =y vz entrainent vy =_y v3;

Par ailleurs, l'interprétation de chaque symbole de fonction f (resp. de chaque
symbole de prédicat p) d’arité n est une fonction compatible avec la relation
d’équivalence v, =_y v2, en ce sens que :

4. Siv; = 4 v, pour tous 1 < i <n, alors

17 (o1, vn) =2 [f]% (1, .., 00)
(resp. [[p]]//{(vla R vn) = [[pﬂ//[(vla R vn))

(ot le symbole = de la seconde ligne désigne 1’égalité des valeurs de vérité).

Bien que ces propriétés expriment que la relation d’équivalence v; =_4 v se
comporte « presque » comme la relation d’égalité, cette relation n’est en général
pas la relation d’égalité v; = vo. En pratique, il est plus simple de supposer que
la relation v; =_yz v est la relation d’égalité vy = vy en ne travaillant qu’avec
une forme particuliére de modeéle de .7 : les modéles égalitaires.

Définition 18 (Modéle égalitaire) — On dit qu’un modéle .# d’une théorie
égalitaire .7 est un modele égalitaire de .7 si la relation d’équivalence = 4 est
la relation d’égalité, i.e. v1 =_y vo SSi V1 = Vo pour tous vi,ve € M .

En pratique, il est toujours possible de se ramener & un modéle égalitaire en
procédant de la maniére suivante : si .# est un modeéle (pas forcément égali-
taire) de la théorie T, on considére I’ensemble quotient .#' = .# /=_4 que I'on
transforme en Y-structure en posant

T ([, o) = [T, on)] €
[Pl ([vi], - [on]) =[] (01, ) € {01}

2Le premier théoréme d’incomplétude de Godel établit que toute théorie cohérente per-
mettant d’exprimer (au moins) 'arithmétique de Peano et dont I’ensemble des axiomes est
récursivement énumérable admet des formules closes indécidables. Grace au procédé de Godel,
on sait ainsi construire des formules closes indécidables dans ’arithmétique de Peano, dans
la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel, etc. (I'indécidabilité de ces formules étant bien
entendu conditionnée par la cohérence de la théorie).
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pour tout symbole de fonction f d’arité n, pour tout symbole de prédicat p
d’arité n et pour tous vy,...,v, € .4, en notant [v] la classe d’équivalence de
léléement v € .# dans 'ensemble quotient .4’ = 4 /= 4.

On vérifie alors aisément que

Proposition 19 (Modéle quotient) — La X-structure .4’ déduite du mod-
¢le .# par passage au quotient est un modéle égalitaire de la théorie T .

Dans tout ce qui suit, on ne considérera donc que des modéles égalitaires.

4.3 Existence de modéles

4.3.1 Modéles et cohérence

Une conséquence importante de la Prop. 18 est la suivante :

Proposition 20 (Cohérence par existence de modéle) — Toute théorie
qui admet un modéle est cohérente.

Preuve. Soit .7 une théorie admettant un modéle .#. Comme par définition
de la fonction d’interprétation des formules on a [L]., = 0, il ressort de la
Prop. 18 que la formule | n’est pas un théoréme de 7. O

Dans cette section, on se propose d’établir la réciproque, a savoir que toute
théorie cohérente admet au moins un modéle. Pour cela, on utilisera le résultat
suivant :

Lemme 6 — Si ¥ est une signature finie ou dénombrable, alors :

1. L’ensemble des termes ouverts construits dans Y. est dénombrable, et
I’ensemble des termes clos est fini ou dénombrable.

2. L’ensemble des formules closes construites dans Y. est dénombrable.

Preuve. A tout entier k£ > 0 on associe un ensemble de termes 7T} défini par
récurrence sur k en posant :
CTy=o
— Pour tout k£ > 0, T} est défini comme ’ensemble des termes qui sont soit
une variable, soit un terme de la forme f(t1,...,¢,), ot f € X est un
symbole de fonction arbitraire (d’arité n), et ou t1,...,t, € Tk—1.
On vérifie alors aisément que

1. Pour tout k > 0, T, C Tx+1 (par récurrence sur k). D’ou il ressort que la
suite d’ensembles (T )ken est croissante.

2. Tout terme t formé sur la signature X appartient & I'un au moins des
ensembles T} (par récurrence sur la structure de t). D’ou il ressort que
I'union T, = Uk T}, est précisément ’ensemble de tous les termes.

3. Pour tout k& > 0, 'ensemble T} est dénombrable (par récurrence sur k,
en utilisant les propriétés des ensembles dénombrables). Par conséquent,
I'union Tiw = |J,, T est dénombrable.
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En particulier, 'ensemble des termes clos, qui est un sous-ensemble de T, est
fini ou dénombrable.?

A I’aide d’une construction analogue (basée sur une suite croissante d’ensem-
bles de formules (F)x>0), on démontre que I'ensemble des formules ouvertes est
dénombrable. Contrairement aux termes, I’ensemble des formules closes est for-
cément dénombrable puisqu’il contient au moins la suite infinie de formules T,
TAT, TATAT, etc. O

4.3.2 Complétion d’une théorie

Définition 19 (Complétude) — On dit qu’une théorie T est compléte si
pour toute formule close A du langage de 7, I'une (au moins) des deux for-
mules A ou —A est un théoréme de 7.

Toute théorie incohérente est compléte de maniére triviale. Inversement, le
premier théoréme d’incomplétude de Gddel stipule que toute théorie cohérente
récursivement énumérable et contenant 'arithmétique de Peano est nécessaire-
ment incompléte. Une autre forme de complétude est la suivante :

Définition 20 (Saturation de témoins) — On dit qu’une théorie 7 est sat-
urée de témoins (ou compléte au sens de Henkin) si pour tout théoréme de
de la forme 3z A(x), il existe un terme clos to tel que T = A(to).

L’ingrédient essentiel du théoréme de complétude est le résultat suivant :

Proposition 21 (Complétion de théorie) — Toute théorie cohérente ad-
met une extension cohérente, compléte et saturée de témoins. Si en outre la
théorie initiale a une signature finie ou dénombrable, on peut construire I'ex-
tension recherchée de telle sorte qu’elle ait une signature dénombrable.

Preuve.  On ne fait ici la démonstration de ce résultat que dans le cas ou la
signature est finie ou dénombrable.* Supposons donc que .7 est une théorie
cohérente dont le langage est formé sur une signature 3 finie ou dénombrable.
Considérons un ensemble dénombrable C de « constantes fraiches » (c’est a dire
non utilisées dans la signature X) et notons % la théorie obtenue en étendant
le langage de .7 avec les constantes de ’ensemble C (sans ajouter d’axiome
supplémentaire). D’aprés la Prop. 14, 9 est une extension conservative de .7,
et donc une théorie cohérente. Comme la signature de 7 (a savoir : ¥ UC) est
dénombrable, ’ensemble des formules closes de % est dénombrable. Considérons
donc une énumération (4;);en de 'ensemble des formules closes de 7.

Par récurrence sur i € N, nous allons construire une suite infinie de théories
emboitées

HCACHRC-CTCT1C- -

telles que pour tout i € N (1) la théorie J; est cohérente, et (2) les axiomes de .7;
n’utilisent qu’un nombre fini de constantes de C. On notera que la théorie 7,

3Ce sous ensemble peut étre fini, voire vide dans le cas ot la signature ne comporte aucun
symbole de constante (comme c’est le cas dans la théorie des ensembles).

4T.a démonstration dans le cas général suit exactement la méme technique. La seule dif-
ficulté vient du fait que dans le cas ou le langage est non dénombrable, il est nécessaire
d’indexer les formules closes par des ordinaux plutét que par des entiers, ce qui fait reposer
la démonstration sur des techniques d’induction transfinie qui dépassent le cadre de ce cours.
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que nous avons déja construite, vérifie ces deux propriétés. La suite de théories
(;)ien est construite de proche en proche en passant de J; a ;41 en intro-
duisant une théorie intermédiaire 7 1 5.

Passage de 7; a J; 1/, Dans le cas ou .7; décide la formule A; (c’est-a-dire
dans le cas ott .7; F A; ou .7; = —A;), on pose simplement .7/, = .7;. Sinon,
on pose J;i1/2 = i + A; (Clest-a-dire : 7, étendue avec I'axiome A;). Dans
tous les cas, la théorie ;5 est cohérente et décide la formule A;.
Passage de i1/, a J;11 Dans le cas o A; n’est pas une formule ex-
istentielle, on pose .71 = J;11/2. Sinon, dans le cas ou A; = 3z B(x), on
choisit une constante ¢ qui n’apparait pas dans les axiomes de 7,1/, et on
pose Jiy1 = Jip1/2 + Blc) (cest-a-dire : 711 /5 étendue avec I'axiome B(c)).
D’apreés les propositions 14 et 15, la théorie ;1 est une extension conservative
de la théorie ;1 /5, et donc une théorie cohérente.

Soit T = U, ey 7 la réunion des théories .7; (i € N), c’est-a-dire la théorie
dont la signature est ¥ U C et dont I’ensemble des axiomes est la réunion des
ensembles des axiomes des théories .7;. On vérifie alors facilement que :

1. La théorie 7., est une extension de .7. (Par construction.)

2. La théorie 7., est cohérente. En effet, toute démonstration dans 7., n’u-
tilise qu'un nombre fini d’axiomes de Z.,, et se place donc dans 'une
des théories .7; (i € N). L’incohérence de 7., induirait donc I'incohérence
d’une des théories .7;, ce qui est impossible.

3. La théorie I, est compléte. En effet, toute formule close A; du langage
de Z est décidée dans la sous-théorie Z;1 C J.

4. La théorie .7, est saturée de témoins. En effet, pour toute formule close A;
de la forme A; = JxB(x) qui est un théoréme de I, on a 41 - JzB(x)
(le contraire induirait une contradiction). Par construction de 41, il
existe une constante ¢ € C telle que Jj41 - B(c).

Enfin, il est clair que la signature et le langage de 7., sont dénombrables. O

L’intérét de la notion de théorie compléte et saturée de témoins est que toute
théorie de cette nature se transforme trés facilement en un modéle syntaxique
d’elle-méme. En effet, étant donnée une théorie 7 de signature % qui est a la
fois compléte et saturée de témoins, on considére la Y-structure .# définie de
la maniére suivante :

— Le domaine de .# est 'ensemble des termes clos du langage de 7.

— Chaque symbole de fonction f d’arité n est interprété par lui-méme, c’est-
a-dire par la fonction qui & tout n-uplet de termes clos (t1,...,t,) € 4™
associe le terme clos f(t1,...,t,) € .

— Chaque symbole de prédicat p d’arité n est interprété par la fonction de
verité p? . 4™ — {0;1} définie pour tout (¢y,...,t,) € 4" par

1 st T Fp(ty,... ts
p%(tlv" ?tn) = . p(l )
0 s Tk —plts,... tn)

(la définition est compléte en raison de la complétude de 7).
On notera que dans cette Y-structure, une valuation se comporte comme
une substitution destinée a clore les termes comme les formules. Ainsi, si p
désigne une valuation et ¢ un terme ouvert, on note t[p] le terme clos obtenu

44



en remplacant dans ¢ chaque occurrence libre d’une variable € FV(t) par
le terme clos p(x). De méme si A désigne une formule ouverte, on note A[p]
la formule close obtenue en remplacant dans A chaque occurrence libre d’une
variable x € FV(A) par le terme clos p(x).

Ces notations étant précisées, on vérifie aisément que les formules valides
dans .#Z coincident avec les formules démontrables dans 7 :

Lemme 7 (Validité dans .#) — Pour toute formule A du langage de .7 et
pour toute valuation p, on a

AL — {1 si T+ Alp]
r 0 si.7F-Alp]

Preuve. Par induction sur la structure de la formule A. Dans le cas ou la
formule A est formée & I’aide d’un connecteur (unaire ou binaire), on utilise la
complétude de .7 pour montrer que les cas ou la formule A est prouvable sont
donnés par la table de vérité de ce connecteur. Dans le cas ou la formule A est
formée & l'aide d’une quantification (universelle ou existentielle), on utilise la
propriété de saturation de témoins pour conclure. O

De ce lemme il ressort de maniére immédiate que .Z est un modéle de la
théorie .7 puisqu’il valide toutes les formules démontrables dans .77. Ce qui nous
permet de déduire le résultat suivant :

Proposition 22 (Existence d’un modéle) — Toute théorie cohérente ad-
met au moins un modéle. Si en outre la signature de la théorie est finie ou
dénombrable, on peut faire en sorte que le modeéle soit dénombrable.

Preuve. Soit 7 une théorie cohérente. D’aprés la Prop. 21, la théorie .7 admet
une extension .7’ O .7 qui est compléte et saturée de témoins. Et d’aprés ce qui
précede, la théorie 7 induit un modéle syntaxique (cf la construction ci-dessus)
qui constitue également un modéle de .77, modéle qui est en outre dénombrable
dans le cas ou la signature de .7 est finie ou dénombrable. m]

4.3.3 Le paradoxe de Lowenheim-Skolem

La proposition 22 fait apparaitre une situation paradoxale® car elle implique
que méme la théorie de Zermelo-Fraenkel — qui décrit pourtant un univers
fortement non dénombrable — admet elle aussi un modéle dénombrable (du
moins si cette théorie est cohérente).

Pour comprendre cette bizarrerie connue des logiciens sous le nom de para-
doze de Léwenheim-Skolem, considérons un modéle dénombrable .#Z de la théo-
rie des ensembles de Zermelo-Fraenkel. Quitte & effectuer le quotient idoine
(décrit en 3.2.2) on peut supposer sans perte de généralité que le modeéle .Z est
égalitaire (cf Déf. 18) — ce qui ne change rien a sa cardinalité’ — et on note
€_y la dénotation de la relation d’appartenance dans le modéle ..

Examinons a présent comment sont représentés les entiers, mais aussi les
ensembles N et PB(N) dans le modele ..

511 s’agit d’un paradoze au sens étymologique du terme (& savoir : un phénoméne « contraire
a ’opinion »), et non d’une contradiction formelle (une antinomie).

6Le quotient peut transformer un modéle dénombrable en un modéle fini, mais il est facile
de vérifier que ce cas ne peut pas se produire pour ZF, dont tous les modéles sont infinis.

45



Représentation des entiers Chaque entier naturel n € N peut étre carac-
térisé par une formule de la théorie des ensembles A, (x) & une variable libre,
qui n’est vraie que pour cet entier. On peut définir par récurrence sur n une
telle formule en posant

Ao((E)
An+1($)

zz
y (An(y) AN Vz (z€x e 2€yVe=y))

Intuitivement, Ag(z) exprime que « x est I'ensemble vide », tandis que A, 11(x)
exprime que « z est le successeur de I'ensemble y tel que A, (y) ».

Comme pour chaque entier n € N la formule 3!z A4,,(x) est prouvable dans
ZF, il existe dans le modéle .# un unique objet n tel que [A,(2)]r—n = 1.
Cet objet est (intuitivement) le représentant de l’entier n € N, et on le qualifie
d’entier standard (dans le modeéle).

Représentation de ’ensemble des entiers De méme, ’ensemble des en-
tiers naturels peut-étre caractérisé par une formule Ay(z) de la théorie des
ensembles, qui exprime que « x est I’ensemble de tous les entiers naturels ».
La encore, la formule 3!z Ay(z) est prouvable dans ZF, et il existe donc un
unique objet N € . tel que [Ay(x)], 5 = 1. Intuitivement, 'objet N est le
représentant de ’ensemble des entiers dans le modéle .#

Comme pour tout entier n € N la formule

Vo Yy (An(z) A An(y) = z € y)

est prouvable dans ZF, on a au niveau du modéle la relation 1 € 4 N pour chaque
entier n € N. Autrement dit : dans le modéle .#, la dénotation N contient (au
sens de la relation €_4) tous les entiers standards. En revanche, il se peut que le
point N € .# contienne également (au sens de la relation € ) d’autres objets.
Ces objets, lorsqu’ils existent, sont appelés des entiers non standards, et on dit
que le modéle .# est un modeéle non standard de la théorie des ensembles.

Pour simplifier les choses, on supposera dans la suite de la discussion que le
modele .# est standard (et donc que tous les entiers du modéle sont standards),
ce qui nous permettra d’identifier I’ensemble des entiers naturels avec I’ensemble
des entiers dans le modéle.

Représentation de ’ensemble des parties de N Passons a présent a la
représentation de I'ensemble non dénombrable R = PB(N) dans le modéle. La
encore, cet ensemble est caractérisé par la formule Ag(x) définie par

Agr(z) = 3y (An(y) A Vz (zex & 2Cy)),

et comme la formule 3!z Ag(x) est prouvable dans ZF, il existe un unique objet
R € A tel que [Ag(2)],._ ; = 1. De méme que chaque entier standard « ap-
partient » (au sens du modeéle) & la dénotation N, on vérifie que chaque objet
D Ew R est « inclus » dans N, en ce sens que z €_y p entraine z € _y N pour
tout objet z € .. Autrement dit, les « éléments » de R sont effectivement des
parties de N dans le modeéle, c’est-a-dire des ensembles d’entiers (en supposant
le modéle standard).
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On a donc construit une fonction ¢ qui a chaque partie de N au sens du
modéle .# associe une partie de N :

¢: R — P(N)
p — {neN|[necyp}

(en identifiant R avec 'ensemble des objets p €_z R) Cette fonction qui envoie
les parties de N au sens du modéle dans les parties de N est injective, en raison du
fait que le modeéle .# est standard (et extensionnel). En revanche, la fonction ¢
ne peut pas étre surjective, précisément parce que le modéle .# est dénombrable.

Toute cette discussion montre que dans un modéle dénombrable de ZF, il n’y
a qu’'un nombre dénombrable de parties de N qui sont représentées, ce qui résout
le paradoxe. On peut aussi comprendre ce phénoméne comme 'expression du
fait que d’un point de vue strictement syntaxique, il n’est possible d’exprimer
qu'un nombre dénombrable de parties de N, précisément parce que le langage est
dénombrable. Intuitivement, les autres parties de N, celles dont on ne « sait »
pas parler, peuvent étre simplement omises dans le modéle.

On peut également noter que puisque l’ensemble des éléments de R (au
sens du modéle) est dénombrable, on peut construire une bijection f entre les
ensembles R et N. La encore, ceci ne contredit pas le fait que la formule

« Il n’existe pas de bijection entre R = PB(N) et N »

est prouvable dans ZF. Simplement, la bijection f qui relie les objets R et N
n’est elle-méme pas un objet du modéle; il s’agit d'une bijection « externe »,
qui ne correspond & aucune bijection de ZF vue a travers le modéle.

4.4 Complétude

4.4.1 Le théoréme de complétude

La Prop. 22 nous permet maintenant d’établir le théoréme de complétude :

Théoréme 1 (Complétude) — Soient .7 une théorie du premier ordre et A
une formule close du langage de 7. Si .# |= A pour tout modeéle .# de la
théorie 7, alors T + A.

Preuve. En raisonnant par ’absurde, supposons que la formule close A n’est
pas démontrable dans 7. Dans ce cas, la théorie .7/ = 7 + —A est cohérente et
admet donc un modéle .# d’aprés la Prop. 22. Mais ce modéle .# est aussi un
modéle de 7, qui invalide la formule A. Ce qui prouve 'existence d’un modéle
de 7 dans lequel A est fausse. O

4.4.2 Conservativité des extensions de Skolem

Nous sommes a présent en mesure d’établir la conservativité des extensions
de Skolem (Déf. 13) énoncée en 3.3.3, p. 35 :

Proposition 16 (Conservativité de Skolem) — Toute extension de Skolem
est une extension conservative.
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Preuve. Soit 7 une théorie et T' un théoréme de 7 de la forme
T = Vo, -+ Vo, Jy Az, ..., Zn,Y) .

L’extension de Skolem correspondante est la théorie 7’ obtenue en ajoutant
a .7 un nouveau symbole de fonction f d’arité n avec ’axiome

T = Vay - Vo, Awr, .. T, f(T1,. 0, 20)) -

Supposons & présent que B est une formule close du langage de .7 qui est un
théoréme de .7’. Pour montrer que B est également un théoréme de .7, il suffit
de montrer (en utilisant le théoréme de complétude) que la formule B est valide
dans tous les modéles de 7. Pour cela, on se fixe un modéle .#Z de 7, et pour

chaque (vy,...,v,) € A™, on note ¢(vy,...,v,) un élément de .# tel que
M
[[A(‘rlv <oy Iy, y)ﬂxuﬁyh,,,,zn%yn7y<—¢(v1,_,7vn) = 1
(un tel élément existe pour chaque (vi,...,v,) € .#™ dans la mesure ou la

formule T', qui est un théoréme de 7, est valide dans .#). On étend alors .Z en
un modele .#’ de la théorie .77 en interprétant le nouveau symbole de fonction f
par [f]# = ¢ (les autres symboles étant interprétés de la méme maniére que
dans .#). Par construction, .#’ est un modeéle de 7 et valide donc la formule B.
Mais comme les symboles qui figurent dans la formule B sont interprétés de la
méme maniére dans .# et .#’', la valeur de vérité de B est la méme dans les
deux modéles. Par conséquent, la formule B est valide dans .# également. O
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