
Langages formels, calculabilité et complexité

Examen de rattrapage

25 avril 2013, durée 3h, sans documents

1 On applique les cours

Exercice 1 – Récursives primitives

Soient petit(x) et grand(x) le plus petit et le plus grand facteurs premiers de x. Montrer que
les fonctions petit et grand sont récursives primitives.

Exercice 2 – Mots infinis

On considère le langage T de tous les mots infinis sur {a, b} qui contiennent un nombre infini

de b sur des positions impaires.

1. Trouver une expression ω-régulière définissant T .

2. Trouver un automate de Büchi reconnaissant T .

3. Trouver une formule MSO définissant T .

Exercice 3 – Un langage non-régulier

Le langage L consiste de tous les mots sur l’alphabet {a, b} qui contiennent deux fois plus de a

que de b.

1. Montrer que L n’est pas régulier.

2. Trouver une grammaire hors contexte qui génère L.

3. Trouver un automate à pile qui accepte L.

2 On réfléchit un peu plus

Exercice 4 – Machines à file — indécidabilité

Une file (FIFO) est un modèle de mémoire capable de stocker une chaîne de caractères d’un

alphabet, avec deux opérations : enqueue(a:char), qui ajoute a dans la file en tant que le dernier
élément et dequeue():char qui lit le premier élément et l’enlève de la file (si la file est vide cette

fonction retourne 0). La machine à file (MàF) a un ensemble fini d’états de contrôle et une seule

file. L’entrée x est représentée par la file initialisée à 1x. Le résultat de calcul est le nombre de 1

dans la file après l’arrêt de la MàF

1. Formalisation : Donner une définition formelle de MàF. Soyez succincts.

(a) La syntaxe. Indication: une MàF est un tuple de forme. . .

(b) La sémantique. Indication: une configuration, une transition, une exécution, la fonction

calculée

2. Programmation : Décrire les MàF qui calculent les fonctions suivantes :

(a) f(x) = 2x
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(b) g(x, y) = x −̇y (l’expression x −̇y vaut x− y si x > y et 0 sinon.

3. Simulation : Simuler une machine de Turing (ou, si vous préférez, une machine à 2 compteurs)
avec une MàF.

4. R.e. : Montrer qu’un ensemble A ⊆ N est récursivement énumérable si et seulement s’il

existe une MàF M telle que A = {n|M s’arrête à partir de la file 1n}

5. Indécidabilité du problème d’arrêt :Le problème d’arrêt pour MàF est le suivant : étant

donnés une MàF M et un entier n, décider si M s’arrête à partir de la file 1n. Prouver que ce

problème d’arrêt n’est pas décidable.

3 Un vrai théorème

Exercice 5 – Encore des réels

L’objectif de cet exercice consiste à démontrer la décidabilité d’une théorie et trouver un

algorithme de décision (un tel algorithme est appliqué pour la vérification de programmes). Il
s’agit de la théorie T de premier ordre avec la signature suivante :

(S) = (0, 1,6,+, Z).

On l’interprète sur le domaine de réels R. L’ interprétation de 0, 1,6,+ est usuelle. Le prédicat

Z(x) est vrai si et seulement si x est un entier. On souhaite pour chaque formule close décider si

elle est vraie dans cette interprétation.

1. Décrire en termes usuels l’ensemble de x ∈ R satisfaisant la formule exo(x) ci-dessous :

∃y∃z (y+ y+ y = 1∧ Z(z))

2. Proposer une méthode pour représenter un nombre réel par un mot infini. Un vecteur réel
de dimension k par un mot infini. Un ensemble de vecteurs de dimension k par un langage

de mots infinis. N’oubliez pas de préciser quels sont les alphabets utilisés.

3. Associer un langage S(f) de mots infinis à chaque formule dans la signature.

4. Montrer que le langage S(exo) associé à la formule exo(x) introduite au début de ce problème

est ω-régulier (en exhibant un automate de Büchi ou une expression ω-régulière).

5. Donner un plan de preuve par induction structurelle du lemme principal suivant :

Lemme 1 Pour toute formule f, le langage S(f) est ω-régulier.

6. Démontrer le cas de base.

7. Démontrer le cas inductif.

8. Déduire la décidabilité de la théorie T et expliquer l’ algorithme de décision.

9. Vous avez sans doute oublié que certains nombres réels admettent plus d’un développement
en fraction décimale/ou binaire. Par exemple

2, 5 = 2, 49999999999999999999 . . . base 10

10, 1 = 10, 0111111111111111111 . . . base 2

Comment corriger la preuve pour tenir compte de ce phénomène désagréable ?
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