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Exercice 1 Quines

Pour chaque mot w € X*, soit M,, une machine de Turing sur X qui écrit le mot w sur le ruban. Pour deux
machines de Turing A et B sur X, soit A - B une machine de Turing sur X qui exécute machine B apres avoir
exécuté machine A.

1. Expliquer pourquoi la fonction ¢ :N— N,

) (M,) sin=(w)avecweZ*
n)=
1 sinon

est récursive.

2. Expliquer pourquoi la fonction sg : N — N,

so(m,n) = ]
sinon

{(A-B) sim=(A) et n=(B)

est récursive.

3. Montrer qu’il existe une machine de Turing M qui écrit (M) sur le ruban.

Exercice 2 Diagonalisation

Soit ¢1,9,... une énumeration récursive des fonctions récursives. On considére la fonction f(x) = @,(x) + 1.
1. Montrer que [ est récursive partielle.

2. Montrer qu’il n’existe pas de fonction récursive totale qui prolonge f.

Exercice 3 Probleme de correspondance de Post

Soit X un alphabet fini et P = {(1,v1),...,(tt;n,Vn)} un ensemble fini de couples de mots sur Z. Le probleme
de correspondance de Post (PCP) est de savoir §’il existe une suite non vide finie (i j);.‘:1 efl,...,m}" telle
que u;,...u;j, =UVj;...0j,.

Le probléeme se transforme en probléme de correspondance de Post modifié (PCPM) lorsque le pre-
mier couple est imposé : i1 = 1.

1. Montrer que si X ne contient qu'une lettre, alors PCP est décidable.

On veut tout d’abord montrer que PCP est indécidable si et seulement si PCPM I'est. Considérons une instance
de PCPM sur X. Posons X' = ZU{$} et en introduisons les morphismes p et s : X — X'* tels que p(a) = $a et
s(a)=a$.
2. Montrer que pour tout mot w, p(w)$ = $s(w). Montrer qu’on peut trouver une instance de PCP sur X’
qui a une solution si et seulement si I'instance de PCPM en a une.

3. En déduire I'équivalence entre PCP et PCPM.



Soit Le = {(M,w) | le mot w est accepté par la MT M}. On montre maintenant que PCPM est indécidable en
réduisant le probléeme L¢ a ce probléeme. Soit (M,w) une instance de L¢ ou M est une machine de Turing
normalisée : elle a un unique état acceptant ¢, qui est un puits, et lorsqu’un calcul termine en ¢, la bande
est vide (remplie de symboles blancs #).

4. Proposer un ensemble de couples de mots tels qu'une solution de PCPM sur ces couples existe si et
seulement §’il existe un calcul acceptant. Le mot formé par la concaténation de ces couples pourra étre
la suite des calculs effectués par M pour accepter w.

Exercice 4 Quelques applications

Soient u1,...,u, € Z*. On suppose que X NN = @. On définit le langage

Ly, ={ujujy--ujin---iz2i1In=20et1<i,<mpourtout l<k=<n}.

1. Montrer que L, et algébrique.
Utiliser I'indécidabilité de PCP pour montrer 'indécidabilité des problémes suivants :
2. Décider si les langages de deux grammaires hors contexte sont disjoints.

Pour les problemes suivants, il est utile de considérer le langage

L'u={win---i2i1InZO,wEZ*,lsik smpourtout lsksnetw#u; u;, -u;,} .

3. Montrer que L/, est algébrique et que (Z+[m])*\L, =L, U((Z+[mD*\Z*[m]*) ou [m]={1,2,...,m}.
4. Décider si deux grammaires hors contexte décrivent le méme langage.

5. Décider si une grammaire hors contexte est ambigué.



