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Exercice 1 Clôture par image inverse (avancé)

Le but de cet exercice est de montrer que l’image inverse µ
−1[L2] est algébrique. Dans un premier temps, nous

le montrons pour le cas que le morphisme µ est alphabétique, c’est-à-dire |µ(a)| ≤ 1 pour toute lettre a ∈Σ1.

1. Montrer que µ
−1[L2] est algébrique si µ est alphabétique.

2. Montrer la factorisation suivante : Pour tout morphisme µ : Σ∗
1
→ Σ

∗
2

il existe un alphabet Σ0, deux

morphismes ν :Σ∗
0
→Σ

∗
2

et π :Σ∗
0
→Σ

∗
1

et un langage rationnel K ⊆Σ
∗
0

tels que

µ
−1[w]=π

[

ν
−1[w]∩K

]

pour tout mot w ∈Σ
∗
2
.

3. Conclure que µ
−1[L2] est algébrique pour tout morphisme µ.

Exercice 2 Fonctions récursives primitives (base)

Montrer que les fonctions suivantes sont récursives primitives.

1. divise(x, y)=
{

1 si x divise y

0 sinon

2. estPremier(x)=
{

1 si x est premier

0 sinon

3. x 7→
⌊p

x
⌋

4. la suite de Fibonacci

5. Soit g :N→N récursive primitive. La fonction f definie par f (1)= f (2)= 1 et f (n)= g
(

f (n−1), f (n−2)
)

pour n ≥ 3 est-elle récursive primitive ?

6. L’ensemble des fonction récursives primitives N→ {0,1} est-il dénombrable ?

7. Existe-t-il une fonction récursive primitive f : N→N telle que l’image inverse f −1[{n}] est infinie pour

tout n ∈N ?

Exercice 3 Fonction d’Ackermann (avancé)

1. Montrer que pour toute fonction récursive primitive f il existe une fonction récursive primitive et

croissante g telle que f ≤ g.

2. Montrer que pour toute fonction récursive primitive f il existe un k tel que f (m, . . . ,m) ≤ 2 ↑k m pour

tout m ∈N.

3. Conclure que la fonction d’Ackermann n’est pas récursive primitive.


