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Exercice 1 (Evaluations de fonctions symétriques)

(i) Que valent hy(1,...,1) et ey(1,...,1) ou le nombre de 1 est k?
(ii) Que valent h,(1,2,...,k) et ey(1,2,...,k)?

(iii) Si les fonctions h,, s’évaluent a %, que valent ey, py, et my ?
Exercice 2

Calculer les déterminants :
det(hi—j+1)1<ij<n €t det(ei—jt1)1<ij<n

(Les coefficients sont nuls quand l'indice est strictement négatif.)

Exercice 3 (Indicatrice de cycles)

Pour un sous-groupe G de &,,, on définit son indicateur de cycles :
1
I(G) = al sz(a)
| ‘ oeCG
ou z(o) est la partition obtenue en ordonnant les tailles des cycles de o.

Calculer
I(Gn), I(Q[n), 1(6)\1 X@)\2 X)

ou 2, est le groupe alterné, et le produit de groupes symétriques se plongent de maniére naturelle
dans G,,.

Exercice 4 (Fonctions de Schur équerres)
Pour i,7 > 0, I'équerre (i|j) est la partition de ¢ + j + 1 définie par (: +1,1,1,1,...).

(i) Donner une expression de la fonction de Schur s(; ;) en termes des ey et hy.

il7)

(ii) Montrer que w(s(|j)) = S(jli)-

Exercice 5 (Fonctions symétriques oubliées)

On définit une base (fy) de A par fy = (—1)""“Nw(my) pour A partition de n, et des coefficients ay,,
par :

= Z AN My
o
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Une composition I = (i,142,...) est plus fine qu'une composition J = (j1, j2,...) si on peut obtenir J
en rassemblant des termes consécutifs dans I, par exemple (3,1, 1,6,2,1,5) est plus fine que (4,1,9,5),
en rassemblant 3,1 d’une part et 6, 2,1 d’autre part.

i) Montrer que ay, est le nombre de compositions plus fines que p et dont le tri décroissant est A.

Indication : L’Exercice 2 et sa solution pourraient étre utiles.

Exercice 5 (Théoréme de Pdlya)

Soit G un groupe agissant sur un ensemble X, on note G\X l'ensemble des orbites. Le lemme de
Burnside s’énonce :

1
|G\X|:@21X9\
geG
ot X9={zreX|g-z=ux}

Soit C un ensemble fini, G agit sur ’ensemble CX des fonctions de X dans C par :
(g-M(@)=~(g~"

On appelle C I'ensemble des couleurs, et CX I'ensemble des coloriages de X. Le type d'un coloriage v
est la famille d’entiers (|y~!(c)])

.z), ouwzeX,geG,yeCK.

ceC’

i) Vérifier que le type d’un coloriage est invariant par l'action de G, et que le nombre d’orbites de type
T ne dépend que de la partition A obtenue par tri des éléments de 7. Vérifier aussi que pour calculer
le nombre d’orbites de type 7 dans CX, on peut se ramener au cas : X = C = {1,...,n}, G est un
sous-groupe de &,,.

Le théoréme de Pélya dit que nombre d’orbites de type 7 dans C¥ est le coefficient de m, dans I(G),
en utilisant la définition de I"Exercice 3.

ii) Démontrer le théoréme de Pdlya, en utilisant le lemme de Burnside.
iii) Démontrer le lemme de Burnside.
Indication : On pourra se ramener au cas ou l'action est transitive.

iv) Combien y a-t-il de fagons de coller des gommettes sur les 6 faces d’un cube, si on en a 3 vertes,
2 orange et 1 mauve? (On pourra vérifier le résultat prédit par le théoréme de Pdlya en utilisant un
logiciel de calcul formel pour faire la conversion d’une base & une autre.)



