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Systémes de preuves syntaxiques La méthode axiomatique de Hilbert

@ Systémes "a la Hilbert"
@ Calculs des séquents :
» Déduction naturelle
» Calcul de Gentzen
@ Systémes de réfutation :

» Résolution
» Tableaux

David Hilbert: mathématicien allemand (1862 - 1943)

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012 3/ 76 Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012 4 }m



Systemes logiques axiomatiques Exemple : systéeme H_,

@ Formules : I'ensemble inductif construit & partir de toutes les lettres

@ Un ensemble de formules. propositionnelles et du symbole binaire —.
@ Un sous-ensemble de formules distinguées appelées axiomes. @ Axiome 1 : toutes les formules de la forme A — (B — A)
@ Un ensemble de régles d'inférence de la forme: @ Axiome 2 : toutes les formules de la forme

A=(B—=C)—=(A—=B)—= (A= 0))

Hypl H
w @ Régle de dérivation :
oncl AsB A
5 (Modus Ponens)
Dérivation sous forme de séquence (premier exemple) Dérivation sous forme de séquence (deuxiéme exemple)
(a) Axiome 2 : (p— ((p—p) = p)) = ((p—= (P — p)) = (P — P)) On fixe un ensemble d'hypothéses. Par exemple A = {p}.
(b) Axiome 1: (p — ((p — p) = P)) (a) Axiome 1: (p— (p = p))
(c) Mc?dus ponenssuraetb: (p—(p—p)—(p—p) (b) Formule dans A : p
(d) Axiome 1: (p = (p = p)) (c) Modus ponens suraetb: (p— p)

(e) Modus ponens sur cetd: (p— p)

Notation : {p}Fuy, (p— p)ouptu, (p— p)
Notation : Oy, (p— p) ou by, (p— p)
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Notion de dérivation sous forme de séquence Dérivation sous forme d'arbre

Une dérivation de la formule A a partir d'un ensemble d'hypothéses A est

une séquence de formules Fy, ..., F, telle que pour chaque / :
@ F; est une hypothése de A, ou
. . 1 A
@ f; est une instance d'axiome, ou (p - (p - p)) (ax ) pE
@ F; est obtenue par une régle d'inférence a partir de F,, ..., Fe, avec (p—p) peA
€1,..., 6 <iet p
@ la derniére formule de la séquence est A.
q Nous avons p =, p.
Notation : S'il y a une dérivation de A a partir de A, nous écrivons
Ay, A Nous écrivons A, Bty Apour AU{B} Fy_, A
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Notion de dérivation sous forme d'arbre La notion de théoréme

Définition : La dérivation de la formule A 3 partir d'un ensemble L . L R
) R . La formule A est un théoréme ssi il existe une dérivation de la formule A 3
d’hypothéses A est un arbre fini de formules tel que o ) R .
_ _ _ _ partir d'un ensemble d'hypothéses vide.
@ chaque feuille est soit une hypothése de A soit un axiome
@ si B est le pére des B; ... By, alors B est obtenu par |'application Exemple : La formule p — p est un théoréme dans le systeme H_,.
d'une régle d'inférence sur les formules By . .. Bj,.

@ la formule A est la racine de I'arbre.
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Théoréme de la déduction Dérivation comme séquence

Théoréeme : Soit H un systéme de Hilbert quelconque tel que

@ I'ensemble d'axiomes de H contient au moins Axiome 1 + Axiome 2 A={p—(q—r)pq}
@ la seule régle d'inférence de H est le Modus Ponens. (a) Element dans A : p— (g —r)
Alors, Ay A— B ssi A,Aby B. (b) Element dans A : p

(c) Modus Ponens suraetb: g—r

Preuve : au tableau (d) Element dans A : g

Exemple : Montrer que (p — (g9 — r)) — (g — (p — r)) est un (¢) Modus Ponens sur cetd: r
théoréme : par la propriété précédante, on démontre que r est dérivable 3
partirde A = {p— (¢ — r),q, p}.

Dérivation comme arbre Un autre exemple : systeme Hprop
@ Axiomel: A— (B — A)
@ Axiome2: (A= (B—=C))— (A—B)— (A— ())
A={p—=(qg—r)p q} @ Axiome 3: A— (B — (AAB))
@ Axiome 4: A— (AV B)
p=(gor)eA peA @ Axiome 5: B — (AV B)
i : - —A
G— 1) N @ Axiome 6: (A— B) = ((A— =B) — —A)
@ Axiome 7: (AANB) — A
r o Axiome 8: (AAB) — B
@ Axiome9: (A= B)—= ((C—B)—= ((AVvC)— B))
@ Axiome 10 : ——A— A
@ Régle de dérivation : Modus Ponens

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique



Exemple de dérivation

Soit D =AV -Aet A= {-D}.

(a) Axiome 4: A— (AV —-A) (ie. A= D)
(b) Axiome 1: =D — (A — =D)

(c) A: =D

(d) Modus ponensbetc: A— =D

(e) Axiome 6: (A— D) — ((A— —=D) — —A)
(f) Modus ponens a,e :(A— —D) — —A

(g) Modus ponens d,f: —A

(h) Axiome 5: =A — (AV —A)

(i) Modus ponens g, h: (AV —A)

Donc, =Dty D

prop
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Théoreme de |'affaiblissement

Théoreme : Si A | A est dérivable dans le systéme Hpnop, alors le séquent
A, B A est aussi dérivable dans le systéme Hy.op pour toute formule B.

Dit autrement,

Si AbFH,,, A alors A, B, A pour toute formule B.
15 fevrier 2012 19/ 76

Exemple de dérivation

Par le théoréme de la déduction nous avons une dérivation de =D — D a
partir de I'ensemble vide. Pareil pour =D — —D. On construit maintenant
une nouvelle dérivation comme suit :

(a) Obs prec: =D — D

(b) Obs prec : =D — =D

(c) Axiome 6 : (=D — D) — ((=D — —=D) — —=D)
(d) Modus ponens, ¢, a, b: ==D

(e) Axiome 10 : =—=D — D

(f) Modus ponens e, d : D

Enfin, nous avons une dérivation de D & partir de I'ensemble vide, donc
D = AV —A est un théoréme dans Hpop.
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Propriétés du systéme Hpop

Théoréme : Le systéme Hpy,p est correct, ie., si Ay, A, alors A = A.

Preuve : Par induction sur I'arbre de derivation de A -, A

Théoréme : Le systéme Hprop est complet, i.e., si A |= A, alors
Aty A

prop

Preuve : Dans la suite du cours.
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Les séquents en logique La notion de séquent

Définition : Un séquent est un couple de la forme A F T, ot A et I sont
des multi-ensembles de formules.

La formule associée & un séquent de la forme Ay, ..., A, F By, ..., By est
donnée par :

ALN...NA,— By V...V By

Rappel : une conjonction vide est vraie, une disjonction vide est fausse.
Gerhard Gentzen: mathématicien allemand (1909 - 1945)
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Sémantique d'un séquent Les ingrédients d'un calcul de séquents

Pour définir un calcul de séquents :

Définition : Un séquent Ay, ..., Ap b Bi,..., By est valide ssi sa formule @ On fixe des séquents axiomes (des séquents particuliers)

associée (A1 A ... ANAp) = (B V...V By) est valide. _ _ ATy .. A, FT,
@ On fixe des régles d'inférence de la forme ALT
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Systémes avec séquents

Définition : La dérivation du séquent A F T dans un systéme S
quelconque, ou S-dérivation de A T, est un arbre fini de séquents tel que

@ chaque feuille est un axiome de S.

@ si A O est le pére de n séquents A1 F ®y et ... et Ay Py, alors
A ® est obtenu par 'application d'une régle d'inférence de S sur ses
enfants A1 F Py et ... et A\, F P,

@ la racine de I'arbre est le sequent A FT.

Notation : On écrit A Fs I pour dire que le séquent A I est S-dérivable
et on écrit simplement A = I pour parler du séquent en tant qu'objet.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012 25 / 76
Remarque

Un systéme axiomatique peut aussi se voir comme un calcul avec séquents.
Ainsi par exemple, pour H_,:

@ Les séquents axiomes sont de la forme

A A(siAen)
AF A= (B— A)
AF (A (B—=C)—(A—=B)—= (A= ()

@ La régle d'inférence est de la forme

AFA—-B AFA
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Preuves et théorémes

Définition : Soit S un systéme avec séquents. Une preuve d'un séquent
A F T dans S est une dérivation de A F T dans S. Un théoréme de S est
un séquent de la forme () = I ayant une preuve dans S.
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Systéeme DN_, : déduction naturelle pour —

Formules : I'ensemble inductif construit a partir de toutes les lettres
propositionnelles et du symbole binaire —.

Axiome : AJAF A

Régles d'inférence :

AAEB AFA AFA—B

(=i — e
Arass 0 AL B (= e
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Exemple de dérivation dans DN_, Un autre exemple de dérivation dans DN_,

SoitN'=A— (B— C),A— B,A.
A B+ A (axiome)
AFB A D) F-A—=(B—C) M- A M-A—B A

|-A—>(B—>A)(—> 2 r-B—C (=e) reB (=)

(A= (B— C)),(A— B),AFC

A-=(B—=0),(A-B)FA=C

A B C))F(A B A C
Notation : § Fpy, A— (B — A)ouFpn, A— (B — A) (A= (B—=C))F(A=B)—= (A= ()

FA=-(B—C)— ((A—B)—=(A— ()
Nous avons démontré I'axiome 1 de H—, dans le systéme DN_,.
De maniére similaire on peut démontrer
Atpn, A— (B — A) pour tout A.

Nous avons démontré |'axiome 2 de H_, dans DN_,.
De maniére similaire on peut démontrer
Atpy, (A= (B— C))— ((A— B) = (A— C)) pour tout A.
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Equivalence entre H_, et DN_, (i) Equivalence entre H_, et DN_, (ii)
Théoreme : Si Aby, A alors Abpy, A Théoreme : Si Abpy , A alors Ay, A
Preuve : Par induction sur la dérivation de A a partir de A dans le Preuve : Par induction sur la DN_,-dérivation de A + A.
systéme Fi_,. @ Si A est axiome dans DN_,, alors c’est trivial.
e AcA @ Si I'arbre se termine par — i, alors on utilise le théoréme de la
@ A est une instance d'axiome dans H_, déduction.
@ La derniére régle est le modus ponens. @ Si I'arbre se termine par — e, alors on utilise modus ponens.
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Systéme DN, : déduction naturelle pour —, V, A, =

AFANANB AFAANB
(A e) (N e)
Axiome : A, Ak A AbA AFB
Régles d'inférence : AF A Vi A B Vi
1 1
AARB Ly AFA  AFASEB AFAVE AFAVE
- } e
AFA—B AFB AFAVE AAFC ABRC
e
AFA AFB (A1) ARC
1
AFAAB AAFB  AAF-B (=)
-l
AF—-A

Exemple de dérivation dans DN,

Tiers exclu

B=AvV-A

AFA AF-A AF——A
(—|e) _— (—|e) _|B,A l_ A i
Al B AF A (Vi)
—~B,AF B ~B,A+-B
La derniére régle —e est connue sous le nom de raisonnement par |'absurde. B A (—1)
(Vi)
-B+ B ﬁBl—ﬁB( )
-l
—— (~e)
—e
FB
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Un autre exemple de dérivation dans DN,y

Loi de Peirce G=(H—-A) A H=A—B
G=(HoA) A H=A-B

-G,H—>AAH—AFA
~-GH—sAFH—>A -G H-—=AFH

(= 1)
(= e -G,H—AAFG —|G,H—>A,A|——|G( )
~G,H— AF A —e
(— i) -G,H— A A-B )
-GFG -G+ -G —
(—|e) _‘G7H—>A|_ H
k-G
(me)
FG
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Comment transformer des dérivations dans DN, Observations

Le raisonnement par I'absurde entraine le tiers exclu et la loi de Peirce.
Mais, aussi

Théoreme : (Affaiblissement) Si A F A est dérivable dans le systéme

@ Le tiers exclu entraine la loi de Peirce.
DNprop, alors A, B - A l'est aussi (et la hauteur de I'arbre de dérivation ne

Soit F =(A— B) — A
change pas).
M-AF,AFA T,-AFAF-A
r,-AF,AFB
r-AFFF r-AFFA-B
Théoreme : (Contraction) Si A, B, B A est dérivable dans le systéme
, . MFAEA r-AFFA
DNprop, alors A, B = A I'est aussi.
FTFAV-A  TLAFF—A M-AFF = A

rF(A—=B)—A)— A
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Observations

@ La loi de Peirce entraine le raisonnement par I'absurde.
On considére —A=A — L.

Equivalence entre Hpop €t DNpyop (i)

Théoréeme : Si Aty A, alors A bFppy.. A

A b A . prop prop
—————— (Affaibl.) P - Par inducti la dérivation de A a ir de A dans |
A —AF A A,—AF —A reuve : Par induction sur la dérivation de A 3 partir de ans le
systeme Hprop.
A -AFA
AF(A—=-L1L)—-A)— A AF-A—=A
AFA
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Equivalence Hprop €t DNpyop (i) Suite de la preuve
Théoréme : Si A tpp,,, A, alors Ay, A
_ _ L @ Si l'arbre se termine par — i, alors on utilise le théoréeme de la
Preuve : Par induction sur la DN ,-dérivation de A = A. déduction et I'axiome 6.
@ Si axiome dans DNy, alors c'est trivial. @ Si I'arbre se termine par la seconde régle de — e, alors on utilise
@ Si I'arbre se termine par — i, alors on utilise le théoréme de la I'axiome 10.
déduction. @ Si I'arbre se termine par la premiére régle de — e, alors on raisonne
@ Si I'arbre se termine par — e, alors on utilise modus ponens. comme suit. Si on dérive A et —A, alors avec deux instances de
@ Si l'arbre se termine par A i, alors on utilise I'axiome 3. Faxiome 1 (A — (=8 — A)) et (_'A = (2B — =A)) on obtient
Si I'arb termi A | filise | ) et 8 -B — Aet =B — —A. Avec |'axiome 6
@ Si 'arbre se termine par A e, alors on utilise les axiomes 7 et 8. (=B — A) — ((—B — ~A) — =—B), on obtient ~—B, et avec
@ Si l'arbre se termine par V i, alors on utilise les axiomes 4 et 5. I'axiome 10 =——B — B on obtient B.
@ Si 'arbre se termine par V e, alors on utilise le théoréme de la
déduction et I'axiome 9.
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Propriétés du systéme DN,p

Théoreme : Le systeme DNy, est correct, i.e., si A Fpy

op A alors
A+ A est valide.

Théoreme : Le systeme DN, est complet, i.e, si A - A est valide, alors
AbFpy.. A

prop
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Régles d'inférence logiques :

AFT,A AAFT
——(g) ————— (= d)
A -AFT AFT,-A
AFAT TM,BFA AAFBT
(— &) (= d)
ATLA— BFT,A A+-A—B,T
AABET AFAT AFBT
—————— (\g) (A d)
AANBET AFANB,T
AAFT A BET AFAT AF BT
.~ (Vg) e (V) e (V)
AVBFT AFAVB,T AFAVB,T

Calcul de Gentzen LK

Axiome : A A
Régles d'inférence structurelles :
AAAET
AAFT

AFT,AA

contraction
( g) AFT,A

(contraction d)

AFT AFT
——— (affaiblissement g)

—— (affaiblissement d)
AAFT AFT, A
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Régles d'inférence coupure :

AFT,A AANFT
A AT,
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Dérivation dans LK Premier exemple de dérivation dans LK

Modus Ponens

On note A ki T si le sequent A - T est dérivable dans le systéme LK. PP ((ax) q)ll—_q (ax) (— g)
p,\p—4q q
A
pA(p—a)Fq (g) d)

FpA(p—q))—q

Deuxiéme exemple de dérivation dans LK Troisieme exemple de dérivation dans LK

Loi de Peirce

Tiers exclu
AF A (ax)
= 2 77 \er)
P ) ArsA T
o (v d) FA— B, A AF A (ax)
PPYP_(y q) (A B) S AFAA, L&)
l_pv_|p,pv_|p(contd) (A—>B)—>A|—:4 (cont d)

FpV-p

(A= oA A 9
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Propriétés du systeme LK

Théoréme : (Elimination de coupures) Si A I T est dérivable dans le
systéme LK, alors il existe une dérivation de A T dans LK qui n'utilise
pas la régle de coupure.
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Propriétés du systéme de Gentzen LK

Théoréme : Le systéme LK est correct, i.e., si Abpx I, alors AT est
valide.

Théoréme : Le systéme LK est complet, i.e., si A F T est valide, alors
AFT.
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Equivalence entre la Déduction naturelle et LK

Remarque : Si A Fpx T, alors soit A soit ' n'est pas vide.

Théoréme : Si Ak T, alors
@ Si A =), alors Fpp,,,, VT.
@ SiT =0, alors Fpp,,, V/ A.
@ Sinon, Fpp,,., VAV VT

Théoréme : Si A Fpy

prop

A, alors Ak A.

Peter Habermehl (U. Paris Diderot) Logique 15 février 2012

Automatisation : le systéme G
Axiome : AAFT A
Régles d'inférence logiques :

AFT, A AAFT
0 (78 ————— (=d)
A -AFT AFT,—A
AFAT ABFT AAF BT
(= &) (= d)
AA BT AFA— BT
AABFT AFAT AFBT
— o (ng) (A d)
AANBET AFANB,T
AAFT ABFT AFABT
(Vg) ——F——F%— (vd)
AAVBET AFAVB,T
Régles de coupure :
AFT, A AAFT
ANANET,
15 février 2012
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Dérivation dans G Premier exemple de dérivation dans G

Tiers exclu
On note A ¢ T si le séquent A T est dérivable dans le systeme G. pt p(ax) (- d)
EPTP iy gy
FpV-p

Deuxiéme exemple de dérivation dans G Comment transformer quelques dérivations dans G

Loi de Peirce Théoréeme : (Affaiblissement) Si AFg T, alors A,Alg et Alg A T.

ptq.p (ax) (— d) Théoréme : (Contraction) Si A, A, AkgT, alors A, AlgT. Si

Fp—aq,p p p(ax) (= g) AtgT,A A alors AbgT,Alest aussi.
(p=q)—=ptp (= d) . S - -
Fl(p—=q)—p)—p Théoréeme : (Elimination de coupures) Si A g T, alors il existe une
dérivation de A g I qui n'utilise pas la régle de coupure.
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Equivalence entre LK et G Equivalence entre DN et G

Théoréeme : Si A bpy,,, A, alors Alg A
Théoréme : Si A F T est dérivable en LK, alors A F T est dérivable en G.

Remarque : Si A g T, alors soit A soit I' n'est pas vide.

Théoreme : Si A Fg T, alors

@ Si A=), alors Fpp,,, VT.
Théoréme : Si A F T est dérivable en G, alors A - T est dérivable en LK. @ Sil =0, alors Fpy,. \/—A
! prop :

@ Sinon, Fpp,,., VAV VT
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Propriétés du systéeme G Propriétés du systeme G
. . S1...5n o . . S :
Théoréme : Toute régle de G de la forme — est réversible, i.e., Théoréeme : Le systéme G est complet, i.e., si A - T est valide, alors
AbgT.

SiA...NAS, est valide ssi S est valide.
Preuve :

@ On construit un arbre de dérivation pour le séquent A F T dans le
systéme G sans coupures, en appliquant les régles du systéme “du bas

Théoréme : Le systéme G est correct, i.e., si AFg T, alors AT est vers le haut” aussi longtemps que possible.

valide. @ Ce processus s'arréte nécessairement car tout séquent “hypothése” est

plus petit que le séquent “conclusion” (propriété de sous-formule).
Preuve : Par induction sur la dérivation du séquent A - I dans le systéme @ Puisque le séquent de la racine est valide, tous les séquents introduits
G a l'aide de la réversibilité et du fait que les axiomes sont des séquents par cette construction sont valides d’aprés le théoréme de réversibilité.
valides.
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Suite de la preuve

@ Pour conclure il faut montrer que la construction s'arréte sur des
séquents axiomes, c'est & dire, que toute feuille de I'arbre de dérivation
est un axiome.

@ On raisonne par I'absurde.

@ Si le séquent d'une feuille contient encore un connecteur logique, alors

on peut toujours appliquer une régle du systéme, ce qui est en La résolution en calcul propositionnel
contradiction avec le fait que c’était une feuille.

@ Si le séquent d'une feuille n"a plus de connecteur logique mais il n'est
pas un axiome, il est de la forme py,...,pm = q1,...qn, avec p; # q;,
pour tout i/, J.

@ L'interprétation qui donne V 3 toutes les lettres p; et F a toutes les
lettres g; falsifie ce séquent. Contradiction avec le fait que ce séquent

soit valide.
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Résolution Résolution

Méthode par réfutation :

A | A ssi A s'obtient a partir de A par résolution

A = Assi AU {—A} insatisfaisable ssi AU {—A} est réfutable

John Alan Robinson: philosophe, mathématicien, informaticien
anglais/américain (1930 - )
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Forme Normale Conjonctive (FNC) Forme Normale Disjonctive (FND)

Définition : L eis
: Définition :
@ Un littéral est une formule de la forme p ou —p, ol p est une lettre

propositionnelle quelconque @ Une conjonction élémentaire est une formule de la forme 4L A ... Ay,
ITI u ue.

n > 0, ol chaque /; est un littéral.La conjonction élémentaire vide
@ Une clause est une formule de la forme [y V...V I,, n > 0, ot chaque (n=0) s'écrit T.

I; est un littéral. La clause vide (n = 0) s'écrit L. . . :
! ( ) @ Une formule est en forme normal disjonctive ssi elle est de la forme

@ Une formule est en form\e normal conjonctive ssi elle est de la forme CiV...V Gy, n>0, ol chaque C; est une conjonction &lémentaire.
DiA...ANDp n>0, ol chaque D; est une clause.
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Existence de la FND et de la FNC Formes normales et tables de vérité

Théoréme : Soit A une formule.

@ |l existe une formule A; en FND telle que A; = A.
A= (pAgA-r)V(pA—-gATr)V
(=P AGAT)V(=pA=gA-=r)
“A= (pAgANV(pA—-gA-r)V
(=P AGA=r)V (=P A=gAT)
A= (-pV—=qV-r)A(=pVqgVr)A
(pV=gVr)A(pVaqV-r)

@ |l existe une formule A, en FNC telle que A, = A.

Lemme : Soit A = {Ay,..., Ay} et FNCp = {Ey, ..., E,} ol chaque E;
est une FNC de A;. Pour chaque E; de la forme Dj, A ... A Dj, on construit
Ce, ={Dj,,...,Dj }. Soit Cao = U <;<, Cg;- Alors A est satisfaisable ssi
Ca est satisfaisable. -
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Régles de la résolution Dérivation par résolution

Axiomes : aucun
Régles d'inférence :
(D et C sont deux clauses)

Exemple :
pVvrvVs rV-s

pvrvr

Dvp CV-p p —p . pvr -r
(coupure) (cas particulier)
Dv C p
Notation : Une dérivation de la clause p a partir de I'ensemble
DVvpVp o {pVrVs,rV-s —r}sécrit
YT (factorisation)
p
{pVrVs rV-s-rtktrp
Réfutation

Propriétés de la résolution

Définition : Un ensemble de clauses A est réfutable ssi A Fp L.

Exemple : Théoréme : La résolution est correcte, i.e., si AFg A, alors A = A et si
pVrVs rV-s AFp L, alors A est insatisfaisable.
pVvrvVr
pVr -r
o -p Théoréme : La résolution est compléte pour la refutation, i.e., si A est
insatisfaisable, alors A Fp L.
1
{pVrVsrV-s-r-ptkp L
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