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Plan du cours

Parcours en largeur d’un graphe

Parcours en Profondeur d’un graphe

Tri topologique

Composantes fortement connexes
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Parcours en largeur

Le parcours en largeur est l’un des algorithmes de 
parcours les plus simple.

Il est à la base de nombreux algorithmes importants sur 
les graphes:

L’algorithme de Dijkstra

Calcul des plus courts chemins à origine unique
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Parcours en largeur

Étant donnés un graphe G = (S, A) et un sommet origine s.

Le parcours en largeur (PL) emprunte systématiquement 
les arcs de G pour « découvrir » tous les sommets 
accessibles depuis s. 

PL calcule la plus petite distance entre chacun des 
sommet et s l’origine du PL.

PL construit une « arborescence de parcours en largeur » 
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Parcours en largeur

Pour tout sommet v accessible depuis s:

 le chemin reliant s à v dans l’arborescence de parcours en 
largeur correspond à un « plus court chemin » de s vers v.

L’algorithme de parcours en largeur tient son nom du fait qu’il:

Découvre d’abord tous les sommets situés à une distance k 
de s 

Avant de découvrir tout sommet situé à la distance k + 1.

Ect…
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Algorithme de PL

L’algorithme que nous allons voir fonctionne aussi bien:

Sur les graphes orientés.

Sur les graphes non orientés.
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Principe de PL

L’algorithme construit une arborescence ayant comme 
racine le sommet d’origine s.

A chaque étape un sommet déjà dans l’arborescence

Intègre ces voisins qui ne sont pas dans l’arborescence

Et ceci en maintenant un plus court chemin.
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Implémentation de PL
L’algorithme colorie chaque sommet en trois couleurs dans 
l’ordre:

blanc (sommet non découvert), 

gris (sommet découvert dont certains voisins ne le sont pas 
encore), 

noir (sommet découvert dont tous les voisin sont 
découverts). 

Tous les sommets sont blancs au départ, et deviennent gris, puis 
noirs. 
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Implémentation de PL

Quand un sommet est découvert (rencontré pour la 
première fois)

Il perd sa couleur blanche. 

Les sommets gris ou noirs ont donc été découverts.
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Implémentation de PL

 La distinction entre gris et noir permet de garantir que 
la recherche se poursuit en largeur d’abord. 

Les sommets gris peuvent avoir représentent la frontière 
entre les sommets découverts et les sommets non 
découverts.

Les sommets noirs sont des sommets dont tous les 
voisins ont été découvert.
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Algorithme PL: variables
Le graphe d’entrée G = (S, A) est représenté par des listes 
d’adjacences. 

couleur[u]: La couleur de chaque sommet u ∈ S

![u]: Le parent de chaque sommet u ∈ S

Si u n’a pas de parent alors ![u] = NIL.

d[u]: La distance calculée par l’algorithme  entre l’origine s et le 
sommet u. 

L’algorithme a également recours à une file fifo  F pour gérer 
l’ensemble des sommets gris.
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Algorithme PL: pseudo-code

!13
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et



Parcours en largeur: Exemple
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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PL Complexité en temps
Le test de la ligne 12 garantit que:

Chaque sommet est enfilé au 
plus une fois 

Et par conséquence défilé au 
plus une fois. 

Les opérations d’enfilement et de 
défilement sont en O(1), 

le temps total des opérations de 
file est O(|A|) pour l’ensemble 
des sommets.  
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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PL Complexité en temps

Le coût de l’initialisation est O(|S|) 

Le temps d’exécution total de PL est donc O(|S| +|A|). 

Conclusion:

 Le parcours en largeur s’exécute en un temps qui est 
linéaire par rapport à la taille de la représentation par 
listes d’adjacences de G.
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Distance

On définit la distance d(s, v)  de s à v comme étant le 
nombre minimal d’arêtes (d’arcs) d’un chemin reliant le 
sommet s au sommet v. 

Si il n’existe aucun chemin de s à v, d(s, v)=∞.
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Lemme 1

Soit G = (S, A) un graphe et soit s ∈ S un sommet 
arbitraire. Alors, pour toute arête  (u, v) ∈ A, on a:

 d(s,v) ≤ d(s,u) + 1
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Preuve lemme 1

Si u est accessible depuis s, alors v l’est aussi. 

Dans ce cas, la distance de s à v ne peut pas être plus 
grande que distance de s à u prolongé par l’arête (u, v), 
et l’inégalité est donc valable. 

Si u ne peut pas être atteint à partir de s, alors d(s, u) = ∞, 
et l’inégalité est vérifiée.
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Lemme 2

Soit G = (S, A) un graphe orienté ou non ; on suppose 
que PL est exécutée sur G à partir d’une origine donnée 
s ∈ S. 

Alors, quand PL se termine, pour tout sommet v ∈ S, la 
valeur d[v] calculée par PL vérifie l’inégalité 

d[v] ≥ d(s, v).

!29



Lélia Blin Algorithmique des graphes

Preuve
On utilise une récurrence sur le nombre 
total de sommets insérés dans la file F. 

Notre hypothèse de récurrence est que 
d[v] ≥ d(s, v) pour tout v ∈ S.

La base de la récurrence se situe juste 
après que s a été placé dans F à la ligne 9 
de PL. 

L’hypothèse de récurrence est vérifiée ici, 
car 

d[s] = 0 = d(s, s)  et 

d[v] = ∞ ≥ d(s, v) 

pour tout v ∈ S − {s}.
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Preuve
Pour l’étape de récurrence, on 
considère un sommet v blanc qui est 
découvert pendant le balayage des 
successeurs d’un sommet u. 

L’hypothèse de récurrence implique 
que d[u] ≥d(s, u). Une fois effectuée 
l’affectation en ligne 15 et d’après le 
lemme 1, on obtient

d[v]=d[u]+1

d[v]≥d[s,v]+1

d[v]≥d[s,v]
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Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Preuve

Le sommet v est donc inséré dans la 
file F, et il ne sera plus jamais inséré  
puisqu’il est colorié en gris  et que la 
clause alors des lignes 14–17 n’est 
exécutée que pour les sommets 
blancs. 

La valeur de d[v] n’est donc plus 
modifiée, et l’hypothèse de 
récurrence est maintenue.

!32

518 22 • Algorithmes élémentaires pour les graphes

Le parcours en largeur construit une arborescence de parcours en largeur, qui ne
contient initialement que sa propre racine, représentant le sommet origine s. À chaque
découverte d’un sommet v blanc pendant le balayage de la liste d’adjacences d’un
sommet u déjà découvert, le sommet v et l’arc (u, v) sont ajoutés à l’arborescence.
On dit que u est le prédécesseur ou parent de v dans l’arborescence de parcours en
largeur. Comme un sommet est découvert au plus une fois, il possède au plus un
parent. Les relations ancêtre/descendant dans l’arborescence de parcours en largeur
sont définies relativement à la racine s de la manière habituelle : si u se trouve sur un
chemin de l’arbre entre la racine s et le sommet v, alors u est un ancêtre de v et v est
un descendant de u.

La procédure PL ci-dessous de parcours en largeur suppose que le graphe d’entrée
G = (S, A) est représenté par des listes d’adjacences. Pour chaque sommet du graphe,
elle maintient à jour plusieurs structures de données supplémentaires. La couleur de
chaque sommet u ∈ Sest stockée dans la variable couleur[u], et le parent de u est
stocké dans la variable p[u]. Si u n’a pas de parent (par exemple, si u = s ou si u
n’a pas été découvert), alors p[u] = NIL. La distance calculée par l’algorithme entre
l’origine s et le sommet u est stockée dans d[u]. L’algorithme a également recours à
une file fifo (premier entré, premier sorti) F (voir section 10.1) pour gérer l’ensemble
des sommets gris.

PL(G, s)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G] − {s}
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 d[u] ← ∞
4 p[u] ← NIL

5 couleur[s] ← GRIS

6 d[s] ← 0
7 p[s] ← NIL

8 F ← {s}
9 tant que F fi ∅

10 faire u ← tête[F]
11 pour chaque v ∈ Adj[u]
12 faire si couleur[v] = BLANC

13 alors couleur[v] ← GRIS

14 d[v] ← d[u] + 1
15 p[v] ← u
16 ENFILE(F, v)
17 DÉFILE(F)
18 couleur[u] ← NOIR

La figure 22.3 illustre la progression de PL sur un graphe particulier.

La procédure PL fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–4 colorient tous
les sommets en blanc, donnent à d[u] la valeur infinie pour chaque sommet u, et
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Parcours en profondeur

La stratégie suivie par un parcours en profondeur est de 
descendre plus « profondément » dans le graphe chaque fois 
que c’est possible. 
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Parcours en profondeur

Les arêtes sont explorées à partir du sommet origine

Lorsque tous les arcs d’un sommet v ont été explorés, 

L’algorithme « revient en arrière » pour explorer les 
arêtes qui partent du sommet à partir duquel v a été 
découvert. 

Ce processus se répète jusqu’à ce que tous les sommets 
accessibles à partir du sommet origine aient été 
découverts.
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Comme dans le parcours en largeur, 

Les sommets sont coloriés pendant le parcours pour indiquer 
leur état. 

Chaque sommet est initialement blanc, 

Puis gris quand il est découvert pendant le parcours, 

Et enfin noirci en fin de traitement, c’est-à-dire quand sa liste 
d’adjacences a été complètement examinée. 

Cette technique assure que chaque sommet appartient à une 
arborescence de parcours en profondeur et une seule
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Le parcours en profondeur date chaque sommet. 

Chaque sommet v porte deux dates : 

la première, d[v], marque le moment où v a été découvert 
pour la première fois et colorié en gris, 

La seconde, f[v], enregistre le moment ou le parcours a fini 
d’examiner la liste d’adjacences de v et le colorie en noir. 

Ces dates sont utilisées dans de nombreux algorithmes de 
graphes et sont utiles pour analyser le comportement du 
parcours en profondeur.
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Les dates sont des entiers compris entre 1 et 2+|S|, puisque 
découverte et fin de traitement se produisent une fois et une 
seule pour chacun des |S| sommets. 

Pour tout sommet u on a d[u] < f [u] 
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En plus de créer une forêt de parcours en profondeur, le parcours en profondeur
date chaque sommet. Chaque sommet v porte deux dates : la première, d[v], marque
le moment où v a été découvert pour la première fois (et colorié en gris), et la se-
conde, f [v], enregistre le moment ou le parcours a fini d’examiner la liste d’adja-
cences de v (et le colorie en noir). Ces dates sont utilisées dans de nombreux al-
gorithmes de graphes et sont utiles pour analyser le comportement du parcours en
profondeur.

La procédure PP ci-après enregistre le moment où elle découvre le sommet u dans
la variable d[u], et le moment où elle termine le traitement du sommet u dans la
variable f [u]. Ces dates sont des entiers compris entre 1 et 2 |S|, puisque découverte
et fin de traitement se produisent une fois et une seule pour chacun des |S| sommets.
Pour tout sommet u,

d[u] < f [u] . (22.2)

Le sommet u est BLANC avant l’instant d[u], GRIS entre d[u] et f [u], et NOIR après.

Le pseudo code suivant correspond à l’algorithme de base de parcours en profon-
deur. Le graphe d’entrée G peut être orienté ou non. La variable date est une variable
globale qui sert à la datation.

PP(G)
1 pour chaque sommet u ∈ S[G]
2 faire couleur[u] ← BLANC

3 p[u] ← NIL

4 date ← 0
5 pour chaque sommet u ∈ S[G]
6 faire si couleur[u] = BLANC

7 alors VISITER-PP(u)

VISITER-PP(u)
1 couleur[u] ← GRIS ◃ sommet blanc u vient d’être découvert.
2 date ← date +1
3 d[u] ← date
4 pour chaque v ∈ Adj[u] ◃ Exploration de l’arc (u, v).
5 faire si couleur[v] = BLANC

6 alors p[v] ← u
7 VISITER-PP(v)
8 couleur[u] ← NOIR ◃ noircir u, car on en a fini avec lui.
9 f [u] ← date ← date +1

La figure 22.4 illustre la progression de PP sur le graphe de la figure 22.2.

La procédure PP fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–3 colorient tous
les sommets en blanc et initialisent leurs champs p à NIL. La ligne 4 initialise le
compteur de dates. Les lignes 5–7 testent chaque sommet de S l’un après l’autre
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En plus de créer une forêt de parcours en profondeur, le parcours en profondeur
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6 alors p[v] ← u
7 VISITER-PP(v)
8 couleur[u] ← NOIR ◃ noircir u, car on en a fini avec lui.
9 f [u] ← date ← date +1

La figure 22.4 illustre la progression de PP sur le graphe de la figure 22.2.

La procédure PP fonctionne de la manière suivante. Les lignes 1–3 colorient tous
les sommets en blanc et initialisent leurs champs p à NIL. La ligne 4 initialise le
compteur de dates. Les lignes 5–7 testent chaque sommet de S l’un après l’autre



Parcours en profondeur: exemple

!41

1

15

2

3 4

s 5

6 7

8 9 13

1211

14

10



Autre exemple

!42



Blin lélia

Tri topologique Algorithmique des graphes



Lélia Blin Algorithmique des graphes

  Le tri topologique d’un graphe orienté G = (S, A) 

Si le graphe n’a pas de circuit

ordonne linéairement tous ses sommets de sorte 
que si G contient un arc (u, v), u apparaisse avant v 
dans 

Si le graphe n’est pas sans circuit, 

aucun ordre linéaire n’est possible.
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  X doit s’habiller le matin. 

Il doit enfiler certains vêtements avant d’autres

les chaussettes avant les chaussures. 

D’autres peuvent être mis dans n’importe quel ordre 

les chaussettes et le pantalon.

Un arc (u, v) du graphe orienté sans circuit de la figure  indique que le vêtement u doit être enfilé avant le vêtement v. 
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22.4 TRI TOPOLOGIQUE

Cette section montre comment utiliser le parcours en profondeur pour effectuer un tri
topologique d’un graphe orienté sans circuit. Le tri topologique d’un graphe orienté
sans circuit G = (S, A) consiste à ordonner linéairement tous ses sommets de sorte
que, si G contient un arc (u, v), uapparaisse avant v dans le tri. (Si le graphe n’est
pas sans circuit, aucun ordre linéaire n’est possible.) Le tri topologique d’un graphe
peut être vu comme un alignement de ses sommets le long d’une ligne horizontale de
manière que tous les arcs soient orientés de gauche à droite. Le tri topologique diffère
donc du « tri » habituel étudié dans la partie 2.

Les graphes orientés sans circuit sont utilisés dans de nombreuses applications
pour représenter des précédences entre événements. La figure 22.7 donne l’exemple
du savant Cosinus qui s’habille le matin. Le professeur doit enfiler certains vêtements
avant d’autres (par exemple les chaussettes avant les chaussures). D’autres peuvent
être mis dans n’importe quel ordre (par exemple, les chaussettes et le pantalon). Un
arc (u, v) du graphe orienté sans circuit de la figure 22.7(a) indique que le vêtement u
doit être enfilé avant le vêtement v. Le tri topologique de ce graphe orienté sans circuit
donne donc un ordre permettant de s’habiller correctement. La figure 22.7(b) montre
le graphe orienté sans circuit trié topologiquement comme une suite de sommets
sur une ligne horizontale de telle façon que tous les arcs soient orientés de gauche
à droite.
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Figure 22.7 (a) Le savant Cosinus trie topologiquement ses vêtements quand il s’habille. Chaque
arc (u, v) signifie que le vêtement u doit être enfilé avant le vêtement v. Les dates de découverte
et de fin de traitement résultant d’un parcours en profondeur sont données à côté de chaque
sommet. (b) Le même graphe trié topologiquement. Ses sommets sont ordonnés de gauche à
droite par ordre décroissant des dates de fin de traitement. Notez que tous les arcs sont orientés
de gauche à droite.
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22.4 TRI TOPOLOGIQUE
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manière que tous les arcs soient orientés de gauche à droite. Le tri topologique diffère
donc du « tri » habituel étudié dans la partie 2.

Les graphes orientés sans circuit sont utilisés dans de nombreuses applications
pour représenter des précédences entre événements. La figure 22.7 donne l’exemple
du savant Cosinus qui s’habille le matin. Le professeur doit enfiler certains vêtements
avant d’autres (par exemple les chaussettes avant les chaussures). D’autres peuvent
être mis dans n’importe quel ordre (par exemple, les chaussettes et le pantalon). Un
arc (u, v) du graphe orienté sans circuit de la figure 22.7(a) indique que le vêtement u
doit être enfilé avant le vêtement v. Le tri topologique de ce graphe orienté sans circuit
donne donc un ordre permettant de s’habiller correctement. La figure 22.7(b) montre
le graphe orienté sans circuit trié topologiquement comme une suite de sommets
sur une ligne horizontale de telle façon que tous les arcs soient orientés de gauche
à droite.
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arc (u, v) signifie que le vêtement u doit être enfilé avant le vêtement v. Les dates de découverte
et de fin de traitement résultant d’un parcours en profondeur sont données à côté de chaque
sommet. (b) Le même graphe trié topologiquement. Ses sommets sont ordonnés de gauche à
droite par ordre décroissant des dates de fin de traitement. Notez que tous les arcs sont orientés
de gauche à droite.
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avant d’autres (par exemple les chaussettes avant les chaussures). D’autres peuvent
être mis dans n’importe quel ordre (par exemple, les chaussettes et le pantalon). Un
arc (u, v) du graphe orienté sans circuit de la figure 22.7(a) indique que le vêtement u
doit être enfilé avant le vêtement v. Le tri topologique de ce graphe orienté sans circuit
donne donc un ordre permettant de s’habiller correctement. La figure 22.7(b) montre
le graphe orienté sans circuit trié topologiquement comme une suite de sommets
sur une ligne horizontale de telle façon que tous les arcs soient orientés de gauche
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  On place les noeud de droite à gauche par date de fin décroissante 
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L’algorithme simple suivant permet d’effectuer le tri topologique d’un graphe
orienté sans circuit.

TRI-TOPOLOGIQUE(G)
1 appeler PP(G) pour calculer

les dates de fin de traitement f [v] pour chaque sommet v
2 chaque fois que le traitement d’un sommet se termine,

insérer le sommet début d’une liste chaînée
3 retourner la liste chaînée des sommets

La figure 22.7(b) montre les sommets triés topologiquement selon l’ordre inverse des
dates de fin de traitement.

On peut effectuer un tri topologique en Q(S+ A), car le parcours en profondeur
prend Q(S+ A) et l’insertion de chacun des |S| sommets au début de la liste chaînée
nécessite O(1).

On démontre la validité de cet algorithme à l’aide du lemme fondamental suivant,
qui caractérise les graphes orientés sans circuit.

Lemme 22.11 Un graphe orienté G est sans circuit si et seulement si un parcours en
profondeur de G ne génère aucun arc arrière.

Démonstration : ⇒ : On suppose qu’il existe un arc arrière (u, v). Alors, le sommet
v est un ancêtre du sommet u dans la forêt de parcours en profondeur. Il existe donc
un chemin de v à u dans G, et l’arc arrière (u, v) complète un circuit.
⇐ : Supposons que G contienne un circuit c. On va montrer qu’un parcours en pro-
fondeur de G génère un arc arrière. Soit v le premier sommet découvert dans c, et
soit (u, v) l’arc précédent dans c. A l’instant d[v], les sommets de c forment un che-
min entre v et ucomposé de sommets blancs. D’après le théorème du chemin blanc, le
sommet u devient un descendant de v dans la forêt de parcours en profondeur. (u, v)
est donc un arc arrière. ❑

Théorème 22.12 TRI-TOPOLOGIQUE(G) effectue le tri topologique d’un graphe
orienté sans circuit G.

Démonstration : Supposons que PP soit exécutée sur un graphe orienté sans circuit
G = (S, A) donné pour déterminer les dates de fin de traitement de ses sommets. Il
suffit de montrer que, pour toute paire de sommets distincts u, v ∈ S, s’il existe un
arc dans G menant de u à v, alors f [v] < f [u]. On considère un arc (u, v) quelconque
exploré par PP(G). Lorsque cet arc est exploré, v ne peut pas être gris, car alors v
serait un ancêtre de u, et (u, v) serait un arc arrière, ce qui contredit le lemme 22.11.
v est donc soit blanc, soit noir. Si v est blanc, il devient un descendant de u, et donc
f [v] < f [u]. Si v est noir, c’est que son traitement est achevé, et donc que f [v] a déjà
été initialisé. Comme on est encore en train d’explorer à partir de u, il reste encore à
dater f [u], et une fois que ce sera fait, on aura derechef f [v] < f [u]. Donc, pour un
arc (u, v) quelconque du graphe orienté sans circuit, on a f [v] < f [u], ce qui démontre
le théorème. ❑c ⃝
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Remarque

Il existe plusieurs parcours en profondeur donc 
plusieurs tri topologique
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Exercices

22.4.1 Donner l’ordre dans lequel TRI-TOPOLOGIQUE trie les sommets quand on l’exécute
sur le graphe orienté sans circuit de la figure 22.8, en gardant l’hypothèse de l’exercice 22.3.2.

zyx

wvut

srq

ponm

Figure 22.8 Un graphe orienté sans circuit à trier topologiquement.

22.4.2 Donner un algorithme à temps linéaire qui prend en entrée un graphe orienté sans
circuit G = (S, A) et deux sommets s et t, puis qui retourne le nombre de chemins allant
de s à t dans G. Par exemple, dans le graphe orienté sans circuit de la figure 22.8, il existe
exactement quatre chemins permettant de relier le sommet p au sommet v : pov, poryv, posryv
et psryv. (Votre algorithme n’est pas obligé d’énumérer les chemins. Il suffit de les compter.)

22.4.3 Donner un algorithme qui détermine si un graphe non orienté G = (S, A) donné
contient ou non un cycle. L’algorithme devra s’exécuter en O(S), indépendamment de |A|.

22.4.4 Démontrer ou contredire l’affirmation suivante : si un graphe orienté G contient des
circuits, alors TRI-TOPOLOGIQUE(G) fournit un ordre des sommets qui minimise le nombre
de « mauvais » arcs qui ne sont pas cohérents avec l’ordre obtenu.

22.4.5 Un autre moyen d’effectuer le tri topologique d’un graphe orienté sans circuit
G = (S, A) consiste à faire, de manière itérative, les opérations suivantes : trouver un sommet
de degré entrant 0, l’imprimer, puis le supprimer du graphe ainsi que tous les arcs qui en
partent. Expliquer comment implémenter cette idée par un algorithme à temps O(S+ A).
Qu’advient-il de cet algorithme si G contient des circuits ?

22.5 COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES

Nous allons à présent considérer une application classique du parcours en profon-
deur : la décomposition d’un graphe orienté en ses composantes fortement connexes.
Cette section montre comment effectuer cette décomposition à l’aide de deux par-
cours en profondeur. Beaucoup d’algorithmes de graphe orientés commencent par
cette décomposition ; cette approche permet souvent de diviser le problème initial
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Décomposition d’un graphe orienté 

en composantes fortement connexes. 

Décomposition à l’aide de deux parcours en 
profondeur.

Rm: beaucoup d’algorithmes de graphe orientés 
commencent par cette décomposition ; 
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Transposée d’un graphe orienté G = (S,A) 

le graphe TG = (S,T A), 

où TA = {(v,u) ∈ S × S : (u,v) ∈ A}. 

Autrement dit, TG est obtenu en inversant le sens de 
tous les arcs de G. 
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la création de TG demande un temps en O(S + A). Il est intéressant d’observer que
G et TG ont exactement les mêmes composantes fortement connexes : u et v sont
accessibles dans G l’un à partir de l’autre si et seulement si ils le sont aussi dans TG.
La figure 22.9(b) montre le transposé du graphe de la figure 22.9(a) ; les composantes
fortement connexes sont représentées en gris.

L’algorithme à temps linéaire (c’est-à-dire en Q(S + A)) que voici calcule les com-
posantes fortement connexes d’un graphe orienté G = (S, A) à l’aide de deux parcours
en profondeur, l’un sur G et l’autre sur TG.

COMPOSANTES-FORTEMENT-CONNEXES(G)
1 appeler PP(G) pour calculer les dates de fin de traitement f [u]

pour chaque sommet u
2 calculer TG
3 appeler PP(TG), mais dans la boucle principale de PP, traiter les sommets

par ordre de f [u] (calculés en ligne 1) décroissants
4 imprimer les sommets de chaque arborescence de la forêt obtenue

en ligne 3 en tant que composante fortement connexe distincte

L’idée sous-jacente à cet algorithme vient d’une propriété majeure du graphe des
composantes GCFC = (SCFC, ACFC), que nous définissons comme suit. Supposons que
G ait des composantes fortement connexes C1, C2, . . . , Ck. L’ensemble des sommets
SCFC est {v1, v2, . . . , vk}, et il contient un sommet vi pour chaque composante forte-
ment connexe Ci de G. Il y a un arc (vi, vj) ∈ ACFC si G contient un arc (x, y) pour
un certain x ∈ Ci et un certain y ∈ Cj. Vu d’une autre façon, en contractant tous les
arcs dont les sommets incidents sont à l’intérieur de la même composante fortement
connexe de G, le graphe obtenu est GCFC. La figure 22.9(c) montre le graphe des
composantes du graphe de la figure 22.9(a).

La propriété majeure est que le graphe des composantes est un graphe orienté sans
circuit, ce qu’implique le lemme suivant.

Lemme 22.13 Soient C et C′ des composantes fortement connexes distinctes du
graphe orienté G = (S, A), soit u, v ∈ C, soit u′, v′ ∈ C′, et supposons qu’il y ait
un chemin u ! u′ dans G. Alors, il ne peut pas y avoir aussi un chemin v′ ! v
dans G.

Démonstration : S’il y a un chemin v′ ! v dans G, alors il y a des chemins
u ! u′ ! v′ et v′ ! v ! u dans G. Donc, u et v′ sont accessibles mutuellement,
ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle C et C′ sont des composantes fortement
connexes distinctes. ❑

Nous allons voir que le fait de traiter, dans le second parcours en profondeur,
les sommets dans l’ordre décroissant des dates de fin de traitement calculées lors
du premier parcours en profondeur, revient fondamentalement à visiter les sommets
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dans G.

Démonstration : S’il y a un chemin v′ ! v dans G, alors il y a des chemins
u ! u′ ! v′ et v′ ! v ! u dans G. Donc, u et v′ sont accessibles mutuellement,
ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle C et C′ sont des composantes fortement
connexes distinctes. ❑

Nous allons voir que le fait de traiter, dans le second parcours en profondeur,
les sommets dans l’ordre décroissant des dates de fin de traitement calculées lors
du premier parcours en profondeur, revient fondamentalement à visiter les sommets

C B A G

E F D H
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la création de TG demande un temps en O(S + A). Il est intéressant d’observer que
G et TG ont exactement les mêmes composantes fortement connexes : u et v sont
accessibles dans G l’un à partir de l’autre si et seulement si ils le sont aussi dans TG.
La figure 22.9(b) montre le transposé du graphe de la figure 22.9(a) ; les composantes
fortement connexes sont représentées en gris.

L’algorithme à temps linéaire (c’est-à-dire en Q(S + A)) que voici calcule les com-
posantes fortement connexes d’un graphe orienté G = (S, A) à l’aide de deux parcours
en profondeur, l’un sur G et l’autre sur TG.

COMPOSANTES-FORTEMENT-CONNEXES(G)
1 appeler PP(G) pour calculer les dates de fin de traitement f [u]

pour chaque sommet u
2 calculer TG
3 appeler PP(TG), mais dans la boucle principale de PP, traiter les sommets

par ordre de f [u] (calculés en ligne 1) décroissants
4 imprimer les sommets de chaque arborescence de la forêt obtenue

en ligne 3 en tant que composante fortement connexe distincte

L’idée sous-jacente à cet algorithme vient d’une propriété majeure du graphe des
composantes GCFC = (SCFC, ACFC), que nous définissons comme suit. Supposons que
G ait des composantes fortement connexes C1, C2, . . . , Ck. L’ensemble des sommets
SCFC est {v1, v2, . . . , vk}, et il contient un sommet vi pour chaque composante forte-
ment connexe Ci de G. Il y a un arc (vi, vj) ∈ ACFC si G contient un arc (x, y) pour
un certain x ∈ Ci et un certain y ∈ Cj. Vu d’une autre façon, en contractant tous les
arcs dont les sommets incidents sont à l’intérieur de la même composante fortement
connexe de G, le graphe obtenu est GCFC. La figure 22.9(c) montre le graphe des
composantes du graphe de la figure 22.9(a).

La propriété majeure est que le graphe des composantes est un graphe orienté sans
circuit, ce qu’implique le lemme suivant.

Lemme 22.13 Soient C et C′ des composantes fortement connexes distinctes du
graphe orienté G = (S, A), soit u, v ∈ C, soit u′, v′ ∈ C′, et supposons qu’il y ait
un chemin u ! u′ dans G. Alors, il ne peut pas y avoir aussi un chemin v′ ! v
dans G.

Démonstration : S’il y a un chemin v′ ! v dans G, alors il y a des chemins
u ! u′ ! v′ et v′ ! v ! u dans G. Donc, u et v′ sont accessibles mutuellement,
ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle C et C′ sont des composantes fortement
connexes distinctes. ❑

Nous allons voir que le fait de traiter, dans le second parcours en profondeur,
les sommets dans l’ordre décroissant des dates de fin de traitement calculées lors
du premier parcours en profondeur, revient fondamentalement à visiter les sommets
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la création de TG demande un temps en O(S + A). Il est intéressant d’observer que
G et TG ont exactement les mêmes composantes fortement connexes : u et v sont
accessibles dans G l’un à partir de l’autre si et seulement si ils le sont aussi dans TG.
La figure 22.9(b) montre le transposé du graphe de la figure 22.9(a) ; les composantes
fortement connexes sont représentées en gris.

L’algorithme à temps linéaire (c’est-à-dire en Q(S + A)) que voici calcule les com-
posantes fortement connexes d’un graphe orienté G = (S, A) à l’aide de deux parcours
en profondeur, l’un sur G et l’autre sur TG.

COMPOSANTES-FORTEMENT-CONNEXES(G)
1 appeler PP(G) pour calculer les dates de fin de traitement f [u]

pour chaque sommet u
2 calculer TG
3 appeler PP(TG), mais dans la boucle principale de PP, traiter les sommets

par ordre de f [u] (calculés en ligne 1) décroissants
4 imprimer les sommets de chaque arborescence de la forêt obtenue

en ligne 3 en tant que composante fortement connexe distincte

L’idée sous-jacente à cet algorithme vient d’une propriété majeure du graphe des
composantes GCFC = (SCFC, ACFC), que nous définissons comme suit. Supposons que
G ait des composantes fortement connexes C1, C2, . . . , Ck. L’ensemble des sommets
SCFC est {v1, v2, . . . , vk}, et il contient un sommet vi pour chaque composante forte-
ment connexe Ci de G. Il y a un arc (vi, vj) ∈ ACFC si G contient un arc (x, y) pour
un certain x ∈ Ci et un certain y ∈ Cj. Vu d’une autre façon, en contractant tous les
arcs dont les sommets incidents sont à l’intérieur de la même composante fortement
connexe de G, le graphe obtenu est GCFC. La figure 22.9(c) montre le graphe des
composantes du graphe de la figure 22.9(a).

La propriété majeure est que le graphe des composantes est un graphe orienté sans
circuit, ce qu’implique le lemme suivant.

Lemme 22.13 Soient C et C′ des composantes fortement connexes distinctes du
graphe orienté G = (S, A), soit u, v ∈ C, soit u′, v′ ∈ C′, et supposons qu’il y ait
un chemin u ! u′ dans G. Alors, il ne peut pas y avoir aussi un chemin v′ ! v
dans G.

Démonstration : S’il y a un chemin v′ ! v dans G, alors il y a des chemins
u ! u′ ! v′ et v′ ! v ! u dans G. Donc, u et v′ sont accessibles mutuellement,
ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle C et C′ sont des composantes fortement
connexes distinctes. ❑

Nous allons voir que le fait de traiter, dans le second parcours en profondeur,
les sommets dans l’ordre décroissant des dates de fin de traitement calculées lors
du premier parcours en profondeur, revient fondamentalement à visiter les sommets
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la création de TG demande un temps en O(S + A). Il est intéressant d’observer que
G et TG ont exactement les mêmes composantes fortement connexes : u et v sont
accessibles dans G l’un à partir de l’autre si et seulement si ils le sont aussi dans TG.
La figure 22.9(b) montre le transposé du graphe de la figure 22.9(a) ; les composantes
fortement connexes sont représentées en gris.

L’algorithme à temps linéaire (c’est-à-dire en Q(S + A)) que voici calcule les com-
posantes fortement connexes d’un graphe orienté G = (S, A) à l’aide de deux parcours
en profondeur, l’un sur G et l’autre sur TG.

COMPOSANTES-FORTEMENT-CONNEXES(G)
1 appeler PP(G) pour calculer les dates de fin de traitement f [u]

pour chaque sommet u
2 calculer TG
3 appeler PP(TG), mais dans la boucle principale de PP, traiter les sommets

par ordre de f [u] (calculés en ligne 1) décroissants
4 imprimer les sommets de chaque arborescence de la forêt obtenue

en ligne 3 en tant que composante fortement connexe distincte

L’idée sous-jacente à cet algorithme vient d’une propriété majeure du graphe des
composantes GCFC = (SCFC, ACFC), que nous définissons comme suit. Supposons que
G ait des composantes fortement connexes C1, C2, . . . , Ck. L’ensemble des sommets
SCFC est {v1, v2, . . . , vk}, et il contient un sommet vi pour chaque composante forte-
ment connexe Ci de G. Il y a un arc (vi, vj) ∈ ACFC si G contient un arc (x, y) pour
un certain x ∈ Ci et un certain y ∈ Cj. Vu d’une autre façon, en contractant tous les
arcs dont les sommets incidents sont à l’intérieur de la même composante fortement
connexe de G, le graphe obtenu est GCFC. La figure 22.9(c) montre le graphe des
composantes du graphe de la figure 22.9(a).

La propriété majeure est que le graphe des composantes est un graphe orienté sans
circuit, ce qu’implique le lemme suivant.

Lemme 22.13 Soient C et C′ des composantes fortement connexes distinctes du
graphe orienté G = (S, A), soit u, v ∈ C, soit u′, v′ ∈ C′, et supposons qu’il y ait
un chemin u ! u′ dans G. Alors, il ne peut pas y avoir aussi un chemin v′ ! v
dans G.

Démonstration : S’il y a un chemin v′ ! v dans G, alors il y a des chemins
u ! u′ ! v′ et v′ ! v ! u dans G. Donc, u et v′ sont accessibles mutuellement,
ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle C et C′ sont des composantes fortement
connexes distinctes. ❑

Nous allons voir que le fait de traiter, dans le second parcours en profondeur,
les sommets dans l’ordre décroissant des dates de fin de traitement calculées lors
du premier parcours en profondeur, revient fondamentalement à visiter les sommets

PP(TG)
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la création de TG demande un temps en O(S + A). Il est intéressant d’observer que
G et TG ont exactement les mêmes composantes fortement connexes : u et v sont
accessibles dans G l’un à partir de l’autre si et seulement si ils le sont aussi dans TG.
La figure 22.9(b) montre le transposé du graphe de la figure 22.9(a) ; les composantes
fortement connexes sont représentées en gris.

L’algorithme à temps linéaire (c’est-à-dire en Q(S + A)) que voici calcule les com-
posantes fortement connexes d’un graphe orienté G = (S, A) à l’aide de deux parcours
en profondeur, l’un sur G et l’autre sur TG.

COMPOSANTES-FORTEMENT-CONNEXES(G)
1 appeler PP(G) pour calculer les dates de fin de traitement f [u]

pour chaque sommet u
2 calculer TG
3 appeler PP(TG), mais dans la boucle principale de PP, traiter les sommets

par ordre de f [u] (calculés en ligne 1) décroissants
4 imprimer les sommets de chaque arborescence de la forêt obtenue

en ligne 3 en tant que composante fortement connexe distincte

L’idée sous-jacente à cet algorithme vient d’une propriété majeure du graphe des
composantes GCFC = (SCFC, ACFC), que nous définissons comme suit. Supposons que
G ait des composantes fortement connexes C1, C2, . . . , Ck. L’ensemble des sommets
SCFC est {v1, v2, . . . , vk}, et il contient un sommet vi pour chaque composante forte-
ment connexe Ci de G. Il y a un arc (vi, vj) ∈ ACFC si G contient un arc (x, y) pour
un certain x ∈ Ci et un certain y ∈ Cj. Vu d’une autre façon, en contractant tous les
arcs dont les sommets incidents sont à l’intérieur de la même composante fortement
connexe de G, le graphe obtenu est GCFC. La figure 22.9(c) montre le graphe des
composantes du graphe de la figure 22.9(a).

La propriété majeure est que le graphe des composantes est un graphe orienté sans
circuit, ce qu’implique le lemme suivant.

Lemme 22.13 Soient C et C′ des composantes fortement connexes distinctes du
graphe orienté G = (S, A), soit u, v ∈ C, soit u′, v′ ∈ C′, et supposons qu’il y ait
un chemin u ! u′ dans G. Alors, il ne peut pas y avoir aussi un chemin v′ ! v
dans G.

Démonstration : S’il y a un chemin v′ ! v dans G, alors il y a des chemins
u ! u′ ! v′ et v′ ! v ! u dans G. Donc, u et v′ sont accessibles mutuellement,
ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle C et C′ sont des composantes fortement
connexes distinctes. ❑

Nous allons voir que le fait de traiter, dans le second parcours en profondeur,
les sommets dans l’ordre décroissant des dates de fin de traitement calculées lors
du premier parcours en profondeur, revient fondamentalement à visiter les sommets

BCE AG

DF H


