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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Poids d’un chemin

Dans un graphe valué le poids w(p) d'un chemin p est la 
somme des poids des arêtes le long du chemin.!

Notation mathématique:

w(p) =
kX

i=1

w(vi�1, vi)
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Plus court chemin

Le plus court chemin entre deux sommets s et t est défini 
comme le chemin de plus faible poids reliant s et t.!

Notations mathématique:

Chapitre 24

Plus courts chemins
à origine unique

Un automobiliste souhaite trouver le plus court chemin possible entre Strasbourg et
Bordeaux. Étant donnée une carte routière de France, avec les distances de chaque
portion de route, comment peut-il déterminer la route la plus courte ?

Un possibilité consiste à énumérer toutes les routes de Strasbourg à Bordeaux, ad-
ditionner les distances de chacune puis choisir la plus courte. Toutefois, on s’aperçoit
rapidement que, même en n’autorisant pas les routes qui contiennent des cycles, il
existe des millions de possibilités, dont la plupart ne valent même pas la peine d’être
considérées. Par exemple, une route allant de Strasbourg à Bordeaux en passant par
Lille est manifestement une mauvaise option, Lille faisant faire un détour de plusieurs
centaines de kilomètres.

Dans ce chapitre, ainsi que dans le chapitre 25, nous allons montrer comment ré-
soudre efficacement ce type de problèmes. Dans un problème de plus courts che-
mins, on possède en entrée un graphe orienté pondéré G = (S, A), avec une fonction
de pondération w : A → R qui fait correspondre à chaque arc un poids à valeur réelle.
La longueur du chemin p = ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ est la somme des poids (longueurs) des
arcs qui le constituent :

w(p) =
k∑

i=1

w(vi−1, vi) .

On définit la longueur du plus court chemin entre u et v par

d(u, v) =
{

min{w(p) : u
p! v} s’il existe un chemin de u à v ,

∞ sinon .
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Plus court chemin lemme

Tous les sous-chemins d’un plus court 
chemin sont eux-mêmes des plus courts 
chemins
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Représentation machine

Matrices d’adjacences.!

Pour des raisons de commodités:  on supposons que les 
sommets sont numérotés 1, 2, . . . , |S|, !

On utilise une matrice W de type n × n qui représente les 
poids d’arc d’un graphe orienté G = (S, A) à n sommets.
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depuis chaque sommet. Le temps d’exécution résultant est en O(S2A), ce qui donne
O(S4) sur un graphe dense. Dans ce chapitre, nous verrons qu’il est possible de faire
mieux. Nous étudierons aussi la relation entre le problème des plus courts chemins
pour tout couple de sommet et la multiplication des matrices, ainsi que sa structure
algébrique.

Contrairement aux algorithmes à origine unique, qui supposent que le graphe est
représenté par une liste d’adjacences, la plupart des algorithmes de ce chapitre uti-
lisent une représentation par matrice d’adjacences. (L’algorithme de Johnson pour les
graphes peu denses utilise des listes d’adjacences.) Pour des raisons de commodités,
nous supposons que les sommets sont numérotés 1, 2, . . . , |S|, de sorte que l’entrée
est une matrice W de type n × n qui représente les poids d’arc d’un graphe orienté
G = (S, A) à n sommets. Autrement dit, W = (wij), où

wij =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0 si i = j ,

le poids de l’arc (i, j) si i fi j et (i, j) ∈ A ,

∞ si i fi j et (i, j) ̸∈ A .

(25.1)

Les arcs de poids négatif sont autorisés, mais on suppose pour l’instant que le graphe
en entrée ne contient aucun circuit de longueur strictement négative.

La sortie tabulaire produite par les algorithmes de plus court chemin toutes paires
qui sont présentés dans ce chapitre est une matrice n×n notée D = (dij), où la compo-
sante dij contient la longueur d’un plus court chemin reliant le sommet i au sommet j.
Autrement dit, si l’on appelle d(i, j) la longueur de plus court chemin du sommet i au
sommet j (comme au chapitre 24), alors dij = d(i, j) à la fin de l’exécution.

Pour rechercher les plus courts chemins entre tous les couples de sommets à partir
d’une matrice d’adjacences donnée, il faut calculer non seulement les longueurs des
plus courts chemins mais aussi une matrice de liaison P = (pij), où pij vaut NIL si
i = j ou s’il n’existe aucun chemin de i vers j ; autrement, pij est le prédécesseur
de j sur un plus court chemin issu de i. De même que le sous-graphe de liaison Gp

du chapitre 24 est une arborescence de plus courts chemins pour un sommet origine
donné, le sous-graphe induit par la ième ligne de la matrice P sera une arborescence
de plus courts chemins ayant pour racine i. Pour chaque sommet i ∈ S, on définit le
sous-graphe de liaison de G pour i par Gp,i = (Sp,i, Ap,i) , où

Sp,i = {j ∈ S : pij fi NIL} ∪ {i}

et

Ap,i = {(pij, j) : j ∈ Sp,i − {i}} .

Si Gp,i est une arborescence de plus courts chemins, la procédure ci-après, qui est
une version modifiée de la procédure IMPRIMER-CHEMIN du chapitre 24, imprime
un plus court chemin reliant le sommet i au sommet j.
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Remarques
Les arcs de poids négatif sont autorisés mais on suppose qu’il 
n’y a aucun circuit de longueur strictement négative.!

La sortie par les algorithmes est une matrice n×n !

Notation de la matrice:  D = (di,j), !

di,j est la longueur d’un plus court chemin reliant le sommet 
i au sommet j. !

Autrement dit, si l’on appelle 𝛿(i, j) la longueur de plus 
court chemin du sommet i au sommet j alors di,j = 𝛿(i, j) à la 
fin de l’exécution.
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Matrice de Liaison
Pour rechercher les plus courts chemins !

entre tous les couples de sommets !

à partir d’une matrice d’adjacences donnée, !

Il faut calculer !

Les longueurs des plus courts chemins !

Une matrice de liaison  !

       vaut NIL  si i = j ou s’il n’existe aucun chemin de i vers j ; !

     est le prédécesseur de j sur un plus court chemin issu de i, 
sinon 
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Algorithme

25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 603

IMPRIMER-PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES(P, i, j)
1 si i = j
2 alors imprimer i
3 sinon si pij = NIL

4 alors imprimer « il n’existe aucun chemin de » i « à » j
5 sinon IMPRIMER-PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES(P, i, pij)
6 imprimer j

Afin de mieux faire ressortir les caractéristiques principales des algorithmes toutes
paires, nous n’étudierons pas la création et les propriétés des matrices de liaison de
manière aussi détaillée que pour les sous-graphes de liaison du chapitre 24. Les no-
tions élémentaires seront traitées par certains exercices.

a) Structure du chapitre

La section 25.1 présente un algorithme de programmation dynamique, qui se fonde
sur la multiplication des matrices, pour résoudre le problème des plus courts chemins
pour tout couple de sommets. Grâce à la technique des « élévations au carré », on
peut faire en sorte que cet algorithme s’exécute en Q(S3 lg S). Un autre algorithme
de programmation dynamique, l’algorithme de Floyd-Warshall, est donné à la sec-
tion 25.2. Celui-là s’exécute en Q(S3). La section 25.2 traite aussi le problème de
la fermeture transitive d’un graphe orienté, qui est lié à celui des plus courts che-
mins pour tous couples de sommets. Enfin, l’algorithme de Johnson est présenté à
la section 25.3. Contrairement aux autres algorithmes de ce chapitre, l’algorithme de
Johnson utilise pour un graphe la représentation par listes d’adjacences. Il trouve les
plus courts chemins entre tous les couples de sommets en O(S2 lg S + SA), ce qui en
fait un bon algorithme pour les grand graphes peu denses.

Avant de continuer, il est nécessaire de définir quelques conventions concernant
les représentations par matrices d’adjacences. Premièrement, nous supposerons gé-
néralement que le graphe d’entrée G = (S, A) comporte n sommets, c’est-à-dire que
|S| = n. Deuxièmement, les matrices seront notées par des majuscules, comme W
ou D, et leurs composantes par des minuscules indicées, comme wij ou dij. Certaines
matrices porteront des exposants entre parenthèses, comme dans D(m) =

(
d(m)

ij

)
, pour

indiquer des itérations. Enfin, pour une matrice M donnée n × n, nous supposerons
que la valeur de n est stockée dans l’attribut lignes[M].

25.1 PLUS COURTS CHEMINS ET MULTIPLICATION
DE MATRICES

Cette section présente un algorithme de programmation dynamique pour le pro-
blème des plus courts chemins pour tout couple de sommets sur un graphe orienté
G = (S, A). Chaque exécution de la boucle principale du programme dynamiquec ⃝
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Multiplication de matrices

Programmation dynamique!

Graphe orienté G=(S,A)!

Programme similaire à la multiplication 
de matrices
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Programmation dynamique

Elaboration d’un programme dynamique:!

1.Caractérisation de la structure d’une 
solution optimale.!

2. Définition récursive de la valeur d’une 
solution optimale.!

3. Calcul de la valeur d’une solution optimale 
de façon ascendante.
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Structure d’un plus court chemin
On considère un plus court chemin p du sommet i au sommet j, et 
on suppose que p contient au plus m arcs. !

En supposant qu’il n’existe aucun circuit de longueur strictement 
négative, m est fini. !

Si i = j, alors p a une longueur égale à 0 et n’a aucun arc.!

Si les sommets i et j sont distincts, on décompose le chemin p en:!

 i       k → j, où le chemin p’ contient maintenant au plus m − 1 
arcs. !

D’après le lemme 1 p′ est un plus court chemin de i vers k, et donc 

p0
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effectue une opération très similaire à un produit de matrices, et fait ressembler
l’algorithme à une multiplication répétée de matrices. Nous allons commencer par
développer un algorithme en Q(S4), puis nous améliorerons son temps d’exécution
pour le faire descendre à Q(S3 lg S).

Avant d’aller plus loin, récapitulons brièvement les étapes suggérées au chapitre 15
pour l’élaboration d’un algorithme de programmation dynamique.

1) Caractérisation de la structure d’une solution optimale.
2) Définition récursive de la valeur d’une solution optimale.
3) Calcul de la valeur d’une solution optimale de façon ascendante.

(La quatrième étape, construction d’un solution optimale à partir des informations
calculées, sera traitée en exercice.)

b) La structure d’un plus court chemin

On commence par caractériser la structure d’une solution optimale. Concernant les
plus courts chemins pour tous les couples de sommets d’un graphe G = (S, A), nous
avons démontré (Lemme 24.1) que tous les sous-chemins d’un plus court chemin
sont eux-mêmes des plus courts chemins. On suppose que le graphe est représenté
par une matrice d’adjacences W = (wij). On considère un plus court chemin p du
sommet i au sommet j, et on suppose que p contient au plus m arcs. En supposant
qu’il n’existe aucun circuit de longueur strictement négative, m est fini. Si i = j, alors
p a une longueur égale à 0 et n’a aucun arc. Si les sommets i et j sont distincts, on

décompose le chemin p en i
p′! k → j, où le chemin p′ contient maintenant au plus

m − 1 arcs. D’après le lemme 24.1 p′ est un plus court chemin de i vers k, et donc
d(i, j) = d(i, k) + wkj.

c) Une solution récursive au problème des plus courts chemins pour tout
couple de sommets

Soit d(m)
ij la longueur minimale d’un chemin d’au plus m arcs du sommet i au som-

met j. Pour m = 0, il existe un plus court chemin sans arc de i vers j si et seulement si
i = j. Donc,

d(0)
ij =

{
0 si i = j ,

∞ si i fi j .

Pour m " 1, on calcule d(m)
ij comme étant le minimum de d(m−1)

ij (poids du plus
court chemin de i à j constitué d’au plus m − 1 arcs) et de la longueur minimale
d’un quelconque chemin d’au plus m arcs de i à j, obtenu après examen de tous les
prédécesseurs potentiels k de j. On définit donc récursivement

d(m)
ij = min

(
d(m−1)

ij , min
1 k n

{d(m−1)
ik + wkj}

)

= min
1 k n

{d(m−1)
ik + wkj} . (25.2)
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Solution récursive: cas de base

Soit       la longueur minimale d’un chemin 
d’au plus m arcs du sommet i au sommet j. !

Pour m = 0, il existe un plus court chemin 
sans arc de i vers j si et seulement si i = j.!

Formalisation: 
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met j. Pour m = 0, il existe un plus court chemin sans arc de i vers j si et seulement si
i = j. Donc,

d(0)
ij =

{
0 si i = j ,

∞ si i fi j .

Pour m " 1, on calcule d(m)
ij comme étant le minimum de d(m−1)

ij (poids du plus
court chemin de i à j constitué d’au plus m − 1 arcs) et de la longueur minimale
d’un quelconque chemin d’au plus m arcs de i à j, obtenu après examen de tous les
prédécesseurs potentiels k de j. On définit donc récursivement

d(m)
ij = min

(
d(m−1)

ij , min
1 k n

{d(m−1)
ik + wkj}

)

= min
1 k n

{d(m−1)
ik + wkj} . (25.2)
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l’algorithme à une multiplication répétée de matrices. Nous allons commencer par
développer un algorithme en Q(S4), puis nous améliorerons son temps d’exécution
pour le faire descendre à Q(S3 lg S).
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2) Définition récursive de la valeur d’une solution optimale.
3) Calcul de la valeur d’une solution optimale de façon ascendante.

(La quatrième étape, construction d’un solution optimale à partir des informations
calculées, sera traitée en exercice.)

b) La structure d’un plus court chemin

On commence par caractériser la structure d’une solution optimale. Concernant les
plus courts chemins pour tous les couples de sommets d’un graphe G = (S, A), nous
avons démontré (Lemme 24.1) que tous les sous-chemins d’un plus court chemin
sont eux-mêmes des plus courts chemins. On suppose que le graphe est représenté
par une matrice d’adjacences W = (wij). On considère un plus court chemin p du
sommet i au sommet j, et on suppose que p contient au plus m arcs. En supposant
qu’il n’existe aucun circuit de longueur strictement négative, m est fini. Si i = j, alors
p a une longueur égale à 0 et n’a aucun arc. Si les sommets i et j sont distincts, on

décompose le chemin p en i
p′! k → j, où le chemin p′ contient maintenant au plus

m − 1 arcs. D’après le lemme 24.1 p′ est un plus court chemin de i vers k, et donc
d(i, j) = d(i, k) + wkj.

c) Une solution récursive au problème des plus courts chemins pour tout
couple de sommets

Soit d(m)
ij la longueur minimale d’un chemin d’au plus m arcs du sommet i au som-

met j. Pour m = 0, il existe un plus court chemin sans arc de i vers j si et seulement si
i = j. Donc,

d(0)
ij =

{
0 si i = j ,

∞ si i fi j .

Pour m " 1, on calcule d(m)
ij comme étant le minimum de d(m−1)

ij (poids du plus
court chemin de i à j constitué d’au plus m − 1 arcs) et de la longueur minimale
d’un quelconque chemin d’au plus m arcs de i à j, obtenu après examen de tous les
prédécesseurs potentiels k de j. On définit donc récursivement

d(m)
ij = min

(
d(m−1)

ij , min
1 k n

{d(m−1)
ik + wkj}

)

= min
1 k n

{d(m−1)
ik + wkj} . (25.2)
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Solution récursive: cas général
Pour m ≥ 1, on calcule        comme étant le minimum de       !

          est le poids du plus court chemin de i à j constitué !

D’au plus m − 1 arcs!

De la longueur minimale d’un quelconque chemin d’au 
plus m arcs de i à j obtenu après examen de tous les 
prédécesseurs potentiels k de j. !

On définit donc formalise donc récursivement:

604 25 • Plus courts chemins pour tout couple de sommets

effectue une opération très similaire à un produit de matrices, et fait ressembler
l’algorithme à une multiplication répétée de matrices. Nous allons commencer par
développer un algorithme en Q(S4), puis nous améliorerons son temps d’exécution
pour le faire descendre à Q(S3 lg S).

Avant d’aller plus loin, récapitulons brièvement les étapes suggérées au chapitre 15
pour l’élaboration d’un algorithme de programmation dynamique.

1) Caractérisation de la structure d’une solution optimale.
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sommet i au sommet j, et on suppose que p contient au plus m arcs. En supposant
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p a une longueur égale à 0 et n’a aucun arc. Si les sommets i et j sont distincts, on

décompose le chemin p en i
p′! k → j, où le chemin p′ contient maintenant au plus

m − 1 arcs. D’après le lemme 24.1 p′ est un plus court chemin de i vers k, et donc
d(i, j) = d(i, k) + wkj.

c) Une solution récursive au problème des plus courts chemins pour tout
couple de sommets

Soit d(m)
ij la longueur minimale d’un chemin d’au plus m arcs du sommet i au som-

met j. Pour m = 0, il existe un plus court chemin sans arc de i vers j si et seulement si
i = j. Donc,

d(0)
ij =

{
0 si i = j ,

∞ si i fi j .

Pour m " 1, on calcule d(m)
ij comme étant le minimum de d(m−1)

ij (poids du plus
court chemin de i à j constitué d’au plus m − 1 arcs) et de la longueur minimale
d’un quelconque chemin d’au plus m arcs de i à j, obtenu après examen de tous les
prédécesseurs potentiels k de j. On définit donc récursivement

d(m)
ij = min

(
d(m−1)

ij , min
1 k n

{d(m−1)
ik + wkj}

)

= min
1 k n

{d(m−1)
ik + wkj} . (25.2)
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i = j. Donc,

d(0)
ij =

{
0 si i = j ,

∞ si i fi j .

Pour m " 1, on calcule d(m)
ij comme étant le minimum de d(m−1)

ij (poids du plus
court chemin de i à j constitué d’au plus m − 1 arcs) et de la longueur minimale
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Solution récursive: Remarque
Quels sont les longueurs réelles de plus court chemin 𝛿(i,j)? !

Si le graphe ne contient aucun circuit de longueur négative:!

Alors pour toute paire de sommets i et j tels que 𝛿(i, j) < ∞, il existe 
un plus court chemin de i à j qui est élémentaire et qui contient 
donc au plus n − 1 arcs. !

Un chemin du sommet i au sommet j de plus de n − 1 arcs ne peut pas 
avoir une longueur inférieure à celle d’un plus court chemin de i à j. !

Les longueurs de plus court chemin réelles sont donc données par

25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 605

La dernière égalité vient du fait que wjj = 0 pour tout j.

Quels sont les longueurs réelles de plus court chemin d(i, j) ? Si le graphe ne
contient aucun circuit de longueur négative, alors pour toute paire de sommets i et
j tels que d(i, j) < ∞, il existe un plus court chemin de i à j qui est élémentaire et
qui contient donc au plus n − 1 arcs. Un chemin du sommet i au sommet j de plus de
n − 1 arcs ne peut pas avoir une longueur inférieure à celle d’un plus court chemin
de i à j. Les longueurs de plus court chemin réelles sont donc données par

d(i, j) = d(n−1)
ij = d(n)

ij = d(n+1)
ij = · · · . (25.3)

d) Calcul ascendant des longueurs de plus court chemin

En prenant en entrée la matrice W = (wij), on calcule maintenant une série de matrices
D(1), D(2), . . . , D(n−1) où, pour m = 1, 2, . . . , n − 1, on a D(m) =

(
d(m)

ij

)
. La dernière

matrice, D(n−1), contient les longueurs de plus court chemin réelles. Notons que,
comme d(1)

ij = wij pour tous les sommets i, j ∈ S, on a D(1) = W.

Le cœur de l’algorithme est constitué de la procédure suivante qui, étant données
les matrices D(m−1) et W, retourne la matrice D(m). Autrement dit, elle étend d’un arc
supplémentaire les plus courts chemins calculés jusqu’à présent.

EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS(D, W)
1 n ← lignes[D]
2 soit D′ = (d′

ij) une matrice n × n
3 pour i ← 1 à n
4 faire pour j ← 1 à n
5 faire d′

ij ← ∞
6 pour k ← 1 à n
7 faire d′

ij ← min(d′
ij, dik + wkj)

8 retourner D′

La procédure calcule une matrice D′ = (d′
ij), qu’elle retourne à la fin. Pour cela, elle

résout l’équation (25.2) pour tout i et j, en prenant D pour D(m−1) et D′ pour D(m).
(Elle ne fait pas intervenir les exposants, de façon que les matrices en entrée et en
sortie soient indépendantes de m.) Son temps d’exécution en Q(n3) est dû aux trois
boucles pour imbriquées.

On peut voir à présent la relation avec la multiplication des matrices. Supposons
qu’on veuille calculer le produit C = A·B de deux matrices A et B de taille n × n.
Pour i, j = 1, 2, . . . , n, on calcule

cij =
n∑

k=1

aik ·bkj . (25.4)
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Calcul ascendant: Principe
Entrée: matrice W = (wi,j),!

Calcule d’une série de matrices D(1),D(2),...,D(n−1) !

 pour m = 1,2,...,n − 1, on a D(m) =      !

La dernière matrice, D(n−1), contient les longueurs de plus court chemin réelles.!

Notons que, comme d(1) = wi,j pour tous les sommets i,j ∈ S, !

on a D(1) = Wi,j !

Le principe de l’algorithme est le suivant:!

 étant données les matrices D(m−1) et W, !

retourne la matrice D(m). !

Autrement dit, elle étend d’un arc supplémentaire les plus courts chemins 
calculés jusqu’à présent.

25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 605

La dernière égalité vient du fait que wjj = 0 pour tout j.

Quels sont les longueurs réelles de plus court chemin d(i, j) ? Si le graphe ne
contient aucun circuit de longueur négative, alors pour toute paire de sommets i et
j tels que d(i, j) < ∞, il existe un plus court chemin de i à j qui est élémentaire et
qui contient donc au plus n − 1 arcs. Un chemin du sommet i au sommet j de plus de
n − 1 arcs ne peut pas avoir une longueur inférieure à celle d’un plus court chemin
de i à j. Les longueurs de plus court chemin réelles sont donc données par

d(i, j) = d(n−1)
ij = d(n)

ij = d(n+1)
ij = · · · . (25.3)

d) Calcul ascendant des longueurs de plus court chemin

En prenant en entrée la matrice W = (wij), on calcule maintenant une série de matrices
D(1), D(2), . . . , D(n−1) où, pour m = 1, 2, . . . , n − 1, on a D(m) =

(
d(m)

ij

)
. La dernière

matrice, D(n−1), contient les longueurs de plus court chemin réelles. Notons que,
comme d(1)

ij = wij pour tous les sommets i, j ∈ S, on a D(1) = W.

Le cœur de l’algorithme est constitué de la procédure suivante qui, étant données
les matrices D(m−1) et W, retourne la matrice D(m). Autrement dit, elle étend d’un arc
supplémentaire les plus courts chemins calculés jusqu’à présent.

EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS(D, W)
1 n ← lignes[D]
2 soit D′ = (d′

ij) une matrice n × n
3 pour i ← 1 à n
4 faire pour j ← 1 à n
5 faire d′

ij ← ∞
6 pour k ← 1 à n
7 faire d′

ij ← min(d′
ij, dik + wkj)

8 retourner D′

La procédure calcule une matrice D′ = (d′
ij), qu’elle retourne à la fin. Pour cela, elle

résout l’équation (25.2) pour tout i et j, en prenant D pour D(m−1) et D′ pour D(m).
(Elle ne fait pas intervenir les exposants, de façon que les matrices en entrée et en
sortie soient indépendantes de m.) Son temps d’exécution en Q(n3) est dû aux trois
boucles pour imbriquées.

On peut voir à présent la relation avec la multiplication des matrices. Supposons
qu’on veuille calculer le produit C = A·B de deux matrices A et B de taille n × n.
Pour i, j = 1, 2, . . . , n, on calcule

cij =
n∑

k=1

aik ·bkj . (25.4)
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Algorithme

25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 605

La dernière égalité vient du fait que wjj = 0 pour tout j.

Quels sont les longueurs réelles de plus court chemin d(i, j) ? Si le graphe ne
contient aucun circuit de longueur négative, alors pour toute paire de sommets i et
j tels que d(i, j) < ∞, il existe un plus court chemin de i à j qui est élémentaire et
qui contient donc au plus n − 1 arcs. Un chemin du sommet i au sommet j de plus de
n − 1 arcs ne peut pas avoir une longueur inférieure à celle d’un plus court chemin
de i à j. Les longueurs de plus court chemin réelles sont donc données par

d(i, j) = d(n−1)
ij = d(n)

ij = d(n+1)
ij = · · · . (25.3)

d) Calcul ascendant des longueurs de plus court chemin

En prenant en entrée la matrice W = (wij), on calcule maintenant une série de matrices
D(1), D(2), . . . , D(n−1) où, pour m = 1, 2, . . . , n − 1, on a D(m) =

(
d(m)

ij

)
. La dernière

matrice, D(n−1), contient les longueurs de plus court chemin réelles. Notons que,
comme d(1)

ij = wij pour tous les sommets i, j ∈ S, on a D(1) = W.

Le cœur de l’algorithme est constitué de la procédure suivante qui, étant données
les matrices D(m−1) et W, retourne la matrice D(m). Autrement dit, elle étend d’un arc
supplémentaire les plus courts chemins calculés jusqu’à présent.

EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS(D, W)
1 n ← lignes[D]
2 soit D′ = (d′

ij) une matrice n × n
3 pour i ← 1 à n
4 faire pour j ← 1 à n
5 faire d′

ij ← ∞
6 pour k ← 1 à n
7 faire d′

ij ← min(d′
ij, dik + wkj)

8 retourner D′

La procédure calcule une matrice D′ = (d′
ij), qu’elle retourne à la fin. Pour cela, elle

résout l’équation (25.2) pour tout i et j, en prenant D pour D(m−1) et D′ pour D(m).
(Elle ne fait pas intervenir les exposants, de façon que les matrices en entrée et en
sortie soient indépendantes de m.) Son temps d’exécution en Q(n3) est dû aux trois
boucles pour imbriquées.

On peut voir à présent la relation avec la multiplication des matrices. Supposons
qu’on veuille calculer le produit C = A·B de deux matrices A et B de taille n × n.
Pour i, j = 1, 2, . . . , n, on calcule

cij =
n∑

k=1

aik ·bkj . (25.4)
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606 25 • Plus courts chemins pour tout couple de sommets

Notons que, si l’on effectue les substitutions

d(m−1) → a ,

w → b ,

d(m) → c ,

min → + ,

+ → ·
dans l’équation (25.2), on obtient l’équation (25.4). Donc, si ces modifications sont
répercutées dans EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS et que ∞ (l’élément neutre
pour min) est remplacé par 0 (l’élément neutre pour +), on obtient la procédure simple
qui multiplie deux matrices en Q(n3) :

MULTIPLIER-MATRICES(A, B)
1 n ← lignes[A]
2 soit C une matrice n × n
3 pour i ← 1 à n
4 faire pour j ← 1 à n
5 faire cij ← 0
6 pour k ← 1 à n
7 faire cij ← cij + aik ·bkj
8 retourner C

Pour en revenir au problème des plus courts chemins entre tous les couples de som-
mets, on calcule les longueurs de plus court chemin en allongeant les plus courts
chemins arc par arc. En notant A·B la matrice « produit » retournée par EXTENSION-
PLUS-COURTS-CHEMINS(A, B), on calcule la séquence des n − 1 matrices

D(1) = D(0) ·W = W ,

D(2) = D(1) ·W = W2 ,

D(3) = D(2) ·W = W3 ,
...

D(n−1) = D(n−2) ·W = Wn−1 .

Comme nous l’avons montré plus haut, la matrice D(n−1) = Wn−1 contient les poids
de plus court chemin. La procédure suivante calcule cette séquence en un temps
Q(n4).

PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI(W)
1 n ← lignes[W]
2 D(1) ← W
3 pour m ← 2 à n − 1
4 faire D(m) ← EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS(D(m−1), W)
5 retourner D(n−1)

Temps d’exécution Θ(n4) 
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Exemple25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 607

La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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D(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝
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0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1

.c ⃝
D

un
od

–
L

a
ph

ot
oc

op
ie

no
n

au
to

ri
sé

e
es

tu
n

dé
lit

25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 607

La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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min{d11,4; d11,k + wk,4} ! d11,4 = 1
k = 1 : d11,1 + w1,4 = 0 +1 = 1
k = 2 : d11,2 + w2,4 = 3 + 1 = 4

k = 3 : d11,3 + w3,4 = 8 +1 = 1
k = 4 : d11,4 + w4,4 = 1+ 0 = 1
k = 5 : d11,5 + w5,4 = �4 + 6 = 2
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
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min{d12,3; d12,k + wk,3} ! d12,3 = 1
k = 1 : d12,1 + w1,3 = 1+ 8 = 1
k = 2 : d12,2 + w2,3 = 0 +1 = 1
k = 3 : d12,3 + w3,3 = 1+ 0 = 1
k = 4 : d12,4 + w4,3 = 1 + (�5) = �4

k = 5 : d12,5 + w5,3 = 7 +1 = 1
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COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.

2

1 3

5 4

3 4

82

6

7 1
–4 –5

D(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 ∞ −5 0 ∞
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(2) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 2 −4
3 0 −4 1 7
∞ 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 ∞ 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(3) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(4) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
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CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)
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D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
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min{d21,3; d22,k + wk,3} ! d21,3 = 8

k = 1 : d21,1 + w1,3 = 0 + 8 = 8

k = 2 : d21,2 + w2,3 = 3 + +1 = 1
k = 3 : d21,3 + w3,3 = 1+ 0 = 1
k = 4 : d21,4 + w4,3 = 2 + (�5) = �3

k = 5 : d21,5 + w5,3 = �4 +1 = 1
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.

2

1 3

5 4

3 4

82

6

7 1
–4 –5

D(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 ∞ −5 0 ∞
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(2) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 2 −4
3 0 −4 1 7
∞ 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 ∞ 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(3) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(4) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.

2

1 3

5 4

3 4

82

6

7 1
–4 –5

D(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 ∞ −5 0 ∞
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(2) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 2 −4
3 0 −4 1 7
∞ 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 ∞ 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(3) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(4) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Autre exemple

608 25 • Plus courts chemins pour tout couple de sommets

Comme 2⌈lg(n−1)⌉ ! n − 1, le produit final D(2⌈lg(n−1)⌉) est égal à D(n−1).

La procédure suivante calcule la séquence de matrices précédente en utilisant cette
technique d’élévations au carré répétées.

PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-ACCÉLÉRÉ(W)
1 n ← lignes[W]
2 D(1) ← W
3 m ← 1
4 tant que m < n − 1
5 faire D(2m) ← EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS(D(m), D(m))
6 m ← 2m
7 retourner D(m)

A chaque itération de la boucle tant que des lignes 4–6, on calcule D(2m) = (D(m))2,
en commençant avec m = 1. A la fin de chaque itération, la valeur de m est dou-
blée. La dernière itération calcule D(n−1) en calculant en réalité D(2m) pour un certain
n − 1 " 2m < 2n − 2. D’après l’équation (25.3), D(2m) = D(n−1). A l’évaluation
suivante du test de la ligne 4, m a été doublé, de sorte que maintenant m ! n − 1 ; le
test échoue, et la procédure retourne la dernière matrice qu’elle a calculée.

Le temps d’exécution de PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-ACCÉLÉRÉ

est en Q(n3 lg n) puisque chacun des ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices consomme un
temps en Q(n3). Observez que le code est compact, ne contenant aucune structure de
données élaborée. La constante cachée dans la notation Q est donc petite.

Exercices

25.1.1 Exécuter PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI sur le graphe orienté
pondéré de la figure 25.2, en montrant les matrices résultant de chaque itération de la boucle.
Faire de même avec PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-ACCÉLÉRÉ.

1 2

3

5–12

1 2 3

4 5 6

–4 –8107

Figure 25.2 Un graphe orienté pondéré servant de support aux exercices 25.1.1, 25.2.1 et 25.3.1.

25.1.2 Pourquoi faut-il que wii = 0 pour tout 1 " i " n ?
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Remarques
Nous avons calculer toutes les matrices:!

Avec un arc!

Puis avec deux arcs !

....!

Ce qui nous intéresse ce n’est pas de calculer 
toutes les matrices!

Mais seulement D(n-1)
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Amélioration
Rappelons nous qu’en l’absence de circuits de longueur strictement négative, l’équation (3) implique !

D
(m) 

= D
(n−1) 

pour tout entier m≥n − 1.!

La multiplication matricielle classique est associative!

La multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS- COURTS-CHEMINS est 
associative !

25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 607

La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Comme 2⎡log(n − 1)⎤≥n-1, le produit final est D(2⎡log(n − 1)⎤) est égal à D(n-1)
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Algorithme
608 25 • Plus courts chemins pour tout couple de sommets

Comme 2⌈lg(n−1)⌉ ! n − 1, le produit final D(2⌈lg(n−1)⌉) est égal à D(n−1).

La procédure suivante calcule la séquence de matrices précédente en utilisant cette
technique d’élévations au carré répétées.

PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-ACCÉLÉRÉ(W)
1 n ← lignes[W]
2 D(1) ← W
3 m ← 1
4 tant que m < n − 1
5 faire D(2m) ← EXTENSION-PLUS-COURTS-CHEMINS(D(m), D(m))
6 m ← 2m
7 retourner D(m)

A chaque itération de la boucle tant que des lignes 4–6, on calcule D(2m) = (D(m))2,
en commençant avec m = 1. A la fin de chaque itération, la valeur de m est dou-
blée. La dernière itération calcule D(n−1) en calculant en réalité D(2m) pour un certain
n − 1 " 2m < 2n − 2. D’après l’équation (25.3), D(2m) = D(n−1). A l’évaluation
suivante du test de la ligne 4, m a été doublé, de sorte que maintenant m ! n − 1 ; le
test échoue, et la procédure retourne la dernière matrice qu’elle a calculée.

Le temps d’exécution de PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-ACCÉLÉRÉ

est en Q(n3 lg n) puisque chacun des ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices consomme un
temps en Q(n3). Observez que le code est compact, ne contenant aucune structure de
données élaborée. La constante cachée dans la notation Q est donc petite.

Exercices

25.1.1 Exécuter PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI sur le graphe orienté
pondéré de la figure 25.2, en montrant les matrices résultant de chaque itération de la boucle.
Faire de même avec PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-ACCÉLÉRÉ.

1 2

3

5–12

1 2 3

4 5 6

–4 –8107

Figure 25.2 Un graphe orienté pondéré servant de support aux exercices 25.1.1, 25.2.1 et 25.3.1.

25.1.2 Pourquoi faut-il que wii = 0 pour tout 1 " i " n ?

Temps d’exécution Θ(n3log n) 
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Exemple25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 607

La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 607

La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Algorithme de Floyd-Warshall

Programmation dynamique!

Graphe orienté G=(S,A)!

Complexité: Θ(|V|3)!

Il peut y avoir des arcs de poids négatif!

Mais aucun circuit absorbant
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Programmation dynamique

Elaboration d’un programme dynamique:!

1.Caractérisation de la structure d’une 
solution optimale.!

2. Définition récursive de la valeur d’une 
solution optimale.!

3. Calcul de la valeur d’une solution optimale 
de façon ascendante.
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Structure d’un plus court chemin
Caractérisation: L’algorithme considère les sommets 
«intermédiaires» d’un plus court chemin ; !

Un sommet intermédiaire d’un chemin simple !

p = ⟨v1, v2, . . . , vl⟩ est un sommet de p autre que v1 
ou vl, !

Autrement dit un sommet appartenant à l’ensemble 
{v2,v3,...,vl−1}.
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Caractérisation
L’algorithme de Floyd-Warshall s’appuie sur l’observation suivante : !

Si l’on appelle S = {1, 2, . . . , n} les sommets de G, !

On considère un sous-ensemble {1, 2, . . . , k} de sommets pour un certain k. !

Pour un couple quelconque de sommets i,j ∈ S, on considère tous les chemins 
de i à j dont les sommets intermédiaires appartiennent tous à {1,2,...,k}, et on 
note p un chemin de longueur minimale parmi eux. (Le chemin p est 
élémentaire.) !

L’algorithme de Floyd-Warshall exploite une relation entre le chemin p et les 
plus courts chemins de i vers j dont tous les sommets intermédiaires sont dans 
{1, 2, . . . , k − 1}. !

La relation dépend de ce que k est ou n’est pas un sommet intermédiaire de p.
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Sommet intermédiaire

Si k n’est pas un sommet intermédiaire du chemin p, !

Alors tous les sommets intermédiaires de p se 
trouvent dans l’ensemble {1, 2, . . . , k − 1}. !

Donc, un plus court chemin du sommet i au sommet 
j ayant tous les sommets intermédiaires dans 
l’ensemble {1,2,...,k − 1} est aussi un plus court 
chemin de i vers j ayant tous les sommets 
intermédiaires dans l’ensemble {1, 2, . . . , k}.
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Sommet intermédiaire
Si k est un sommet intermédiaire du chemin p, !

alors on divise p en                     comme illustré à la figure ci-dessous. !

D’après le lemme 1, p1 est un plus court chemin de i vers k, tous les sommets 
intermédiaires appartenant à l’ensemble {1, 2, . . . , k}. !

Comme le sommet k n’est pas un sommet intermédiaire de p1, on voit que p1 est 
un plus court chemin de i vers k, tous les sommets intermédiaires étant pris dans 
l’ensemble {1, 2, . . . , k − 1}. !

De même, p2 est un plus court chemin du sommet k vers le sommet j, tous les 
sommets intermédiaires étant pris dans {1, 2, . . . , k − 1}.

25.2 L’algorithme de Floyd-Warshall 611

Zp2Zp1
Zj

Zk

Zi

tous les sommets intermédiaires de {1,2,...,k−1} tous les sommets intermédiaires de {1,2,...,k−1}

p : tous les sommets intermédiaires de {1,2,...,k−1}

Figure 25.3 Le chemin p est un plus court chemin du sommet i au sommet j, et k est le dernier
sommet intermédiaire de p. Tous les sommets intermédiaires du chemin p1, lequel est la portion
de chemin p du sommet i au sommet k, se trouvent dans l’ensemble {1, 2, . . . , k − 1}. Idem pour
le chemin p2 menant du sommet k au sommet j.

sans sommet intermédiaire de rang supérieur à 0 ne possède en réalité aucun sommet
intermédiaire. Il est constitué d’au plus un arc, et on a donc d(0)

ij = wij. Il en résulte la
définition récursive que voici

d(k)
ij =

{
wij si k = 0 ,

min
(
d(k−1)

ij , d(k−1)
ik + d(k−1)

kj

)
si k ! 1 .

(25.5)

La matrice D(n) =
(
d(n)

ij

)
donne le résultat final (d(n)

ij = d(i, j) pour tout i, j ∈ S) ;
en effet, quel que soit le chemin, tous les sommets intermédiaires appartiennent à
l’ensemble {1, 2, . . . , n}.

c) Calcul ascendant des poids de plus court chemin
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boucles pour imbriquées des lignes 3–6. Chaque exécution de la ligne 6 prenant unc ⃝

D
un

od
–

L
a

ph
ot

oc
op

ie
no

n
au

to
ri

sé
e

es
tu

n
dé

lit

610 25 • Plus courts chemins pour tout couple de sommets

de Floyd-Warshall, s’exécute en Q(S3). Comme précédemment, il peut y avoir des
arcs de poids négatif, mais nous supposerons qu’il n’existe aucun circuit de longueur
strictement négative. Comme dans la section 25.1, nous suivrons les étapes de la
programmation dynamique pour développer l’algorithme. Après avoir étudié l’algo-
rithme résultant, nous présenterons une méthode similaire permettant de trouver la
fermeture transitive d’un graphe orienté.

a) Structure d’un plus court chemin

Pour l’algorithme de Floyd-Warshall, la structure d’un plus court chemin est caracté-
risée différemment que pour les algorithmes toutes-paires basés sur la multiplication
des matrices. L’algorithme considère les sommets « intermédiaires » d’un plus court
chemin ; un sommet intermédiaire d’un chemin simple p = ⟨v1, v2, . . . , vl⟩ est un
sommet de p autre que v1 ou vl, autrement dit un sommet appartenant à l’ensemble
{v2, v3, . . . , vl−1}.

L’algorithme de Floyd-Warshall s’appuie sur l’observation suivante : si l’on
appelle S = {1, 2, . . . , n} les sommets de G, on considère un sous-ensemble
{1, 2, . . . , k} de sommets pour un certain k. Pour un couple quelconque de sommets
i, j ∈ S, on considère tous les chemins de i à j dont les sommets intermédiaires
appartiennent tous à {1, 2, . . . , k}, et on note p un chemin de longueur minimale
parmi eux. (Le chemin p est élémentaire.) L’algorithme de Floyd-Warshall exploite
une relation entre le chemin p et les plus courts chemins de i vers j dont tous les
sommets intermédiaires sont dans {1, 2, . . . , k − 1}. La relation dépend de ce que k
est ou n’est pas un sommet intermédiaire de p.

– Si k n’est pas un sommet intermédiaire du chemin p, alors tous les sommets inter-
médiaires de p se trouvent dans l’ensemble {1, 2, . . . , k − 1}. Donc, un plus court
chemin du sommet i au sommet j ayant tous les sommets intermédiaires dans l’en-
semble {1, 2, . . . , k − 1} est aussi un plus court chemin de i vers j ayant tous les
sommets intermédiaires dans l’ensemble {1, 2, . . . , k}.

– Si k est un sommet intermédiaire du chemin p, alors on divise p en i
p1! k

p2! j
comme illustré à la figure 25.3. D’après le lemme 24.1, p1 est un plus court chemin
de i vers k, tous les sommets intermédiaires appartenant à l’ensemble {1, 2, . . . , k}.
Comme le sommet k n’est pas un sommet intermédiaire de p1, on voit que p1 est
un plus court chemin de i vers k, tous les sommets intermédiaires étant pris dans
l’ensemble {1, 2, . . . , k − 1}. De même, p2 est un plus court chemin du sommet k
vers le sommet j, tous les sommets intermédiaires étant pris dans {1, 2, . . . , k − 1}.

b) Une solution récursive

En se basant sur les observations précédentes, on définit une formulation récursive
des estimations de plus court chemin, différente de celle de la section 25.1. Soit d(k)

ij
le poids d’un plus court chemin du sommet i au sommet j dont tous les sommets
intermédiaires sont dans l’ensemble {1, 2, . . . , k}. Pour k = 0, un chemin de i à j
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Solution récursive

Soit        le poids d’un plus court chemin du sommet i au sommet j 
dont tous les sommets intermédiaires sont dans l’ensemble {1,2,...,k}. !

Pour k = 0, un chemin de i à j sans sommet intermédiaire de rang 
supérieur à 0 ne possède en réalité aucun sommet intermédiaire. !

Il est constitué d’au plus un arc, et on a donc  !

Il en résulte la définition récursive que voici

610 25 • Plus courts chemins pour tout couple de sommets

de Floyd-Warshall, s’exécute en Q(S3). Comme précédemment, il peut y avoir des
arcs de poids négatif, mais nous supposerons qu’il n’existe aucun circuit de longueur
strictement négative. Comme dans la section 25.1, nous suivrons les étapes de la
programmation dynamique pour développer l’algorithme. Après avoir étudié l’algo-
rithme résultant, nous présenterons une méthode similaire permettant de trouver la
fermeture transitive d’un graphe orienté.

a) Structure d’un plus court chemin

Pour l’algorithme de Floyd-Warshall, la structure d’un plus court chemin est caracté-
risée différemment que pour les algorithmes toutes-paires basés sur la multiplication
des matrices. L’algorithme considère les sommets « intermédiaires » d’un plus court
chemin ; un sommet intermédiaire d’un chemin simple p = ⟨v1, v2, . . . , vl⟩ est un
sommet de p autre que v1 ou vl, autrement dit un sommet appartenant à l’ensemble
{v2, v3, . . . , vl−1}.

L’algorithme de Floyd-Warshall s’appuie sur l’observation suivante : si l’on
appelle S = {1, 2, . . . , n} les sommets de G, on considère un sous-ensemble
{1, 2, . . . , k} de sommets pour un certain k. Pour un couple quelconque de sommets
i, j ∈ S, on considère tous les chemins de i à j dont les sommets intermédiaires
appartiennent tous à {1, 2, . . . , k}, et on note p un chemin de longueur minimale
parmi eux. (Le chemin p est élémentaire.) L’algorithme de Floyd-Warshall exploite
une relation entre le chemin p et les plus courts chemins de i vers j dont tous les
sommets intermédiaires sont dans {1, 2, . . . , k − 1}. La relation dépend de ce que k
est ou n’est pas un sommet intermédiaire de p.

– Si k n’est pas un sommet intermédiaire du chemin p, alors tous les sommets inter-
médiaires de p se trouvent dans l’ensemble {1, 2, . . . , k − 1}. Donc, un plus court
chemin du sommet i au sommet j ayant tous les sommets intermédiaires dans l’en-
semble {1, 2, . . . , k − 1} est aussi un plus court chemin de i vers j ayant tous les
sommets intermédiaires dans l’ensemble {1, 2, . . . , k}.

– Si k est un sommet intermédiaire du chemin p, alors on divise p en i
p1! k

p2! j
comme illustré à la figure 25.3. D’après le lemme 24.1, p1 est un plus court chemin
de i vers k, tous les sommets intermédiaires appartenant à l’ensemble {1, 2, . . . , k}.
Comme le sommet k n’est pas un sommet intermédiaire de p1, on voit que p1 est
un plus court chemin de i vers k, tous les sommets intermédiaires étant pris dans
l’ensemble {1, 2, . . . , k − 1}. De même, p2 est un plus court chemin du sommet k
vers le sommet j, tous les sommets intermédiaires étant pris dans {1, 2, . . . , k − 1}.

b) Une solution récursive

En se basant sur les observations précédentes, on définit une formulation récursive
des estimations de plus court chemin, différente de celle de la section 25.1. Soit d(k)

ij
le poids d’un plus court chemin du sommet i au sommet j dont tous les sommets
intermédiaires sont dans l’ensemble {1, 2, . . . , k}. Pour k = 0, un chemin de i à j

25.2 L’algorithme de Floyd-Warshall 611

Zp2Zp1
Zj

Zk

Zi

tous les sommets intermédiaires de {1,2,...,k−1} tous les sommets intermédiaires de {1,2,...,k−1}

p : tous les sommets intermédiaires de {1,2,...,k−1}

Figure 25.3 Le chemin p est un plus court chemin du sommet i au sommet j, et k est le dernier
sommet intermédiaire de p. Tous les sommets intermédiaires du chemin p1, lequel est la portion
de chemin p du sommet i au sommet k, se trouvent dans l’ensemble {1, 2, . . . , k − 1}. Idem pour
le chemin p2 menant du sommet k au sommet j.

sans sommet intermédiaire de rang supérieur à 0 ne possède en réalité aucun sommet
intermédiaire. Il est constitué d’au plus un arc, et on a donc d(0)

ij = wij. Il en résulte la
définition récursive que voici

d(k)
ij =

{
wij si k = 0 ,

min
(
d(k−1)

ij , d(k−1)
ik + d(k−1)

kj

)
si k ! 1 .

(25.5)

La matrice D(n) =
(
d(n)

ij

)
donne le résultat final (d(n)

ij = d(i, j) pour tout i, j ∈ S) ;
en effet, quel que soit le chemin, tous les sommets intermédiaires appartiennent à
l’ensemble {1, 2, . . . , n}.

c) Calcul ascendant des poids de plus court chemin

Basée sur la récurrence (25.5), la procédure ascendante suivante permet de calculer
les valeurs d(k)

ij par ordre de valeurs de k croissantes. Elle prend en entrée une matrice
n × n, notée W et définie comme dans l’équation (25.1). La procédure retourne la
matrice D(n) des longueurs de plus court chemin.

FLOYD-WARSHALL(W)
1 n ← lignes[W]
2 D(0) ← W
3 pour k ← 1 à n
4 faire pour i ← 1 à n
5 faire pour j ← 1 à n
6 faire d(k)

ij ← min
(
d(k−1)

ij , d(k−1)
ik + d(k−1)

kj

)

7 retourner D(n)

La figure 25.4 donne les matrices D(k) calculées par l’algorithme de Floyd-Warshall
pour le graphe de la figure 25.1.

Le temps d’exécution de l’algorithme de Floyd-Warshall est déterminé par les trois
boucles pour imbriquées des lignes 3–6. Chaque exécution de la ligne 6 prenant unc ⃝
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Remarque
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Algorithme

Temps d’exécution Θ(n3) 
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Construction d’un plus court chemin

Il existe de nombreuses méthodes différentes pour construire 
les plus courts chemins avec l’algorithme de Floyd-Warshall. !

Exemple calculer la matrice D des longueurs de pcc, puis 
construire la matrice de liaison ∏ à partir de la matrice D.!

Connaissant la matrice de liaison ∏ on peut utiliser la 
procédure !

IMPRIMER-PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES 
pour imprimer les sommets d’un plus court chemin 
donné.
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Construction d’un plus court chemin

Il est possible de calculer ∏, en même temps que 
l’algorithme de Floyd-Warshall calcule les matrices D(k).!

Plus précisément, on calcule:!

Une séquence de matrices ∏(0), ∏(1),..., ∏(n),!

où ∏ = ∏(n) !

et          est le prédécesseur du sommet j sur un plus 
court chemin partant du sommet i et dont tous les 
sommets intermédiaires sont dans {1, 2, . . . , k}.

⇡(k)
ij
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Formule récursive

Pour k = 0, un plus court chemin de i 
vers j ne possède aucun sommet 
intermédiaire. Donc:
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d) Construction d’un plus court chemin

Il existe de nombreuses méthodes différentes pour construire les plus courts che-
mins avec l’algorithme de Floyd-Warshall. On peut par exemple calculer la matrice
D des longueurs de plus court chemin, puis construire la matrice de liaison P à par-
tir de la matrice D. Cette méthode peut être implémentée de manière à s’exécuter
en O(n3) (exercice 25.1.6). Connaissant la matrice de liaison P, on peut utiliser la
procédure IMPRIMER-PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES pour imprimer les
sommets d’un plus court chemin donné.

Il est possible de calculer « en ligne » la matrice de liaison P, en même temps
que l’algorithme de Floyd-Warshall calcule les matrices D(k). Plus précisément, on
calcule une séquence de matrices P(0), P(1), . . . , P(n), où P = P(n) et p(k)

ij est le
prédécesseur du sommet j sur un plus court chemin partant du sommet i et dont tous
les sommets intermédiaires sont dans {1, 2, . . . , k}.

On peut donner une formulation récursive de p(k)
ij . Pour k = 0, un plus court chemin

de i vers j ne possède aucun sommet intermédiaire. Donc,

p(0)
ij =

{
NIL si i = j ou wij = ∞ ,

i si i fi j et wij < ∞ .
(25.6)

Pour k ! 1, si l’on prend le chemin i " k " j où k fi j, alors le prédécesseur de j que
nous choisissons est le même que celui que nous avions choisi sur un plus court che-
min issu de k dont tous les sommets intermédiaires se trouvent dans {1, 2, . . . , k − 1}.
Sinon, on prend le même prédécesseur de j que celui que nous avions choisi sur un
plus court chemin partant de i dont tous les sommets intermédiaires sont dans l’en-
semble {1, 2, . . . , k − 1}. Formellement, pour k ! 1,

p(k)
ij =

{
p(k−1)

ij si d(k−1)
ij # d(k−1)

ik + d(k−1)
kj ,

p(k−1)
kj si d(k−1)

ij > d(k−1)
ik + d(k−1)

kj .
(25.7)

L’incorporation des calculs des matrices P(k) dans la procédure FLOYD-WARSHALL

est laissé en exercice (voir exercice 25.2.3). La figure 25.4 montre la séquence des
matrices P(k) calculées par l’algorithme résultant, à partir du graphe de la figure 25.1.
L’exercice demande également d’effectuer le travail plus délicat consistant à démon-
trer que le sous-graphe de liaison Gp,i est une arborescence de plus courts chemins
de racine i. L’exercice 25.2.7 fournit un autre moyen de reconstruire les plus courts
chemins.

e) Fermeture transitive d’un graphe orienté

Étant donné un graphe orienté G = (S, A) où S = {1, 2, . . . , n}, on désire savoir s’il
existe un chemin dans G de i vers j pour tout couple de sommets i, j ∈ S. La fermeture
transitive de G est définie par le graphe G∗ = (S, A∗), où

A∗ = {(i, j) : il existe un chemin menant du sommet i au sommet j dans G} .c ⃝
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Formule récursive
Pour k≥1: !

Si l’on prend le chemin                   où k≠j, Alors le prédécesseur de j que nous 
choisissons est le même que celui que nous avions choisi sur un plus court 
chemin issu de k dont tous les sommets intermédiaires se trouvent dans {1, 
2, . . . , k − 1}. !

Sinon, on prend le même prédécesseur de j que celui que nous avions choisi sur 
un plus court chemin partant de i dont tous les sommets intermédiaires sont 
dans l’ensemble {1,2,...,k − 1}. !

Formellement, pour k≥1:

25.2 L’algorithme de Floyd-Warshall 613

d) Construction d’un plus court chemin

Il existe de nombreuses méthodes différentes pour construire les plus courts che-
mins avec l’algorithme de Floyd-Warshall. On peut par exemple calculer la matrice
D des longueurs de plus court chemin, puis construire la matrice de liaison P à par-
tir de la matrice D. Cette méthode peut être implémentée de manière à s’exécuter
en O(n3) (exercice 25.1.6). Connaissant la matrice de liaison P, on peut utiliser la
procédure IMPRIMER-PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES pour imprimer les
sommets d’un plus court chemin donné.

Il est possible de calculer « en ligne » la matrice de liaison P, en même temps
que l’algorithme de Floyd-Warshall calcule les matrices D(k). Plus précisément, on
calcule une séquence de matrices P(0), P(1), . . . , P(n), où P = P(n) et p(k)

ij est le
prédécesseur du sommet j sur un plus court chemin partant du sommet i et dont tous
les sommets intermédiaires sont dans {1, 2, . . . , k}.

On peut donner une formulation récursive de p(k)
ij . Pour k = 0, un plus court chemin

de i vers j ne possède aucun sommet intermédiaire. Donc,

p(0)
ij =

{
NIL si i = j ou wij = ∞ ,

i si i fi j et wij < ∞ .
(25.6)

Pour k ! 1, si l’on prend le chemin i " k " j où k fi j, alors le prédécesseur de j que
nous choisissons est le même que celui que nous avions choisi sur un plus court che-
min issu de k dont tous les sommets intermédiaires se trouvent dans {1, 2, . . . , k − 1}.
Sinon, on prend le même prédécesseur de j que celui que nous avions choisi sur un
plus court chemin partant de i dont tous les sommets intermédiaires sont dans l’en-
semble {1, 2, . . . , k − 1}. Formellement, pour k ! 1,

p(k)
ij =

{
p(k−1)

ij si d(k−1)
ij # d(k−1)

ik + d(k−1)
kj ,

p(k−1)
kj si d(k−1)

ij > d(k−1)
ik + d(k−1)

kj .
(25.7)

L’incorporation des calculs des matrices P(k) dans la procédure FLOYD-WARSHALL

est laissé en exercice (voir exercice 25.2.3). La figure 25.4 montre la séquence des
matrices P(k) calculées par l’algorithme résultant, à partir du graphe de la figure 25.1.
L’exercice demande également d’effectuer le travail plus délicat consistant à démon-
trer que le sous-graphe de liaison Gp,i est une arborescence de plus courts chemins
de racine i. L’exercice 25.2.7 fournit un autre moyen de reconstruire les plus courts
chemins.

e) Fermeture transitive d’un graphe orienté

Étant donné un graphe orienté G = (S, A) où S = {1, 2, . . . , n}, on désire savoir s’il
existe un chemin dans G de i vers j pour tout couple de sommets i, j ∈ S. La fermeture
transitive de G est définie par le graphe G∗ = (S, A∗), où

A∗ = {(i, j) : il existe un chemin menant du sommet i au sommet j dans G} .c ⃝
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d) Construction d’un plus court chemin

Il existe de nombreuses méthodes différentes pour construire les plus courts che-
mins avec l’algorithme de Floyd-Warshall. On peut par exemple calculer la matrice
D des longueurs de plus court chemin, puis construire la matrice de liaison P à par-
tir de la matrice D. Cette méthode peut être implémentée de manière à s’exécuter
en O(n3) (exercice 25.1.6). Connaissant la matrice de liaison P, on peut utiliser la
procédure IMPRIMER-PLUS-COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES pour imprimer les
sommets d’un plus court chemin donné.

Il est possible de calculer « en ligne » la matrice de liaison P, en même temps
que l’algorithme de Floyd-Warshall calcule les matrices D(k). Plus précisément, on
calcule une séquence de matrices P(0), P(1), . . . , P(n), où P = P(n) et p(k)

ij est le
prédécesseur du sommet j sur un plus court chemin partant du sommet i et dont tous
les sommets intermédiaires sont dans {1, 2, . . . , k}.

On peut donner une formulation récursive de p(k)
ij . Pour k = 0, un plus court chemin

de i vers j ne possède aucun sommet intermédiaire. Donc,

p(0)
ij =

{
NIL si i = j ou wij = ∞ ,

i si i fi j et wij < ∞ .
(25.6)

Pour k ! 1, si l’on prend le chemin i " k " j où k fi j, alors le prédécesseur de j que
nous choisissons est le même que celui que nous avions choisi sur un plus court che-
min issu de k dont tous les sommets intermédiaires se trouvent dans {1, 2, . . . , k − 1}.
Sinon, on prend le même prédécesseur de j que celui que nous avions choisi sur un
plus court chemin partant de i dont tous les sommets intermédiaires sont dans l’en-
semble {1, 2, . . . , k − 1}. Formellement, pour k ! 1,

p(k)
ij =

{
p(k−1)

ij si d(k−1)
ij # d(k−1)

ik + d(k−1)
kj ,

p(k−1)
kj si d(k−1)

ij > d(k−1)
ik + d(k−1)

kj .
(25.7)

L’incorporation des calculs des matrices P(k) dans la procédure FLOYD-WARSHALL

est laissé en exercice (voir exercice 25.2.3). La figure 25.4 montre la séquence des
matrices P(k) calculées par l’algorithme résultant, à partir du graphe de la figure 25.1.
L’exercice demande également d’effectuer le travail plus délicat consistant à démon-
trer que le sous-graphe de liaison Gp,i est une arborescence de plus courts chemins
de racine i. L’exercice 25.2.7 fournit un autre moyen de reconstruire les plus courts
chemins.

e) Fermeture transitive d’un graphe orienté

Étant donné un graphe orienté G = (S, A) où S = {1, 2, . . . , n}, on désire savoir s’il
existe un chemin dans G de i vers j pour tout couple de sommets i, j ∈ S. La fermeture
transitive de G est définie par le graphe G∗ = (S, A∗), où

A∗ = {(i, j) : il existe un chemin menant du sommet i au sommet j dans G} .c ⃝
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Exemple

25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 607

La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.

2

1 3

5 4

3 4

82

6

7 1
–4 –5

D(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 ∞ −5 0 ∞
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(2) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 2 −4
3 0 −4 1 7
∞ 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 ∞ 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(3) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(4) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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D(0) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 ∞ −5 0 ∞
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(0) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 1 1 NIL 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL NIL NIL

4 NIL 4 NIL NIL

NIL NIL NIL 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 5 −5 0 −2
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 1 1 NIL 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL NIL NIL

4 1 4 NIL 1
NIL NIL NIL 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(2) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 4 −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 5 11
2 5 −5 0 −2
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(2) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 1 1 2 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL 2 2
4 1 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(3) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 4 −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(3) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 1 1 2 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL 2 2
4 3 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(4) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 −1 4 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(4) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 1 4 2 1
4 NIL 4 2 1
4 3 NIL 2 1
4 3 4 NIL 1
4 3 4 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(5) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(5) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 3 4 5 1
4 NIL 4 2 1
4 3 NIL 2 1
4 3 4 NIL 1
4 3 4 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Figure 25.4 La séquence des matrices D(k) et P(k) calculées par l’algorithme de Floyd-Warshall
pour le graphe de la figure 25.1.

temps O(1), l’algorithme s’exécute donc en Q(n3). Comme dans le dernier algorithme
de la section 25.1, le code est compact et sans structure de données élaborée ; de ce
fait, la constante cachée dans la notation Q est petite. L’algorithme de Floyd-Warshall
est donc tout à fait intéressant, y compris pour les graphes de taille modérée.
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Exemple

25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 607

La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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D(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 ∞ −5 0 ∞
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(2) =
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∞ 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 ∞ 1 6 0

⎞
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D(3) =

⎛
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0 3 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(4) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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D(0) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 ∞ −5 0 ∞
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(0) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 1 1 NIL 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL NIL NIL

4 NIL 4 NIL NIL

NIL NIL NIL 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 5 −5 0 −2
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 1 1 NIL 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL NIL NIL

4 1 4 NIL 1
NIL NIL NIL 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(2) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 4 −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 5 11
2 5 −5 0 −2
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(2) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 1 1 2 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL 2 2
4 1 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(3) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 4 −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(3) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 1 1 2 1
NIL NIL NIL 2 2
NIL 3 NIL 2 2
4 3 4 NIL 1

NIL NIL NIL 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(4) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 −1 4 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(4) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 1 4 2 1
4 NIL 4 2 1
4 3 NIL 2 1
4 3 4 NIL 1
4 3 4 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(5) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
P(5) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

NIL 3 4 5 1
4 NIL 4 2 1
4 3 NIL 2 1
4 3 4 NIL 1
4 3 4 5 NIL

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Figure 25.4 La séquence des matrices D(k) et P(k) calculées par l’algorithme de Floyd-Warshall
pour le graphe de la figure 25.1.

temps O(1), l’algorithme s’exécute donc en Q(n3). Comme dans le dernier algorithme
de la section 25.1, le code est compact et sans structure de données élaborée ; de ce
fait, la constante cachée dans la notation Q est petite. L’algorithme de Floyd-Warshall
est donc tout à fait intéressant, y compris pour les graphes de taille modérée.
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Figure 25.4 La séquence des matrices D(k) et P(k) calculées par l’algorithme de Floyd-Warshall
pour le graphe de la figure 25.1.

temps O(1), l’algorithme s’exécute donc en Q(n3). Comme dans le dernier algorithme
de la section 25.1, le code est compact et sans structure de données élaborée ; de ce
fait, la constante cachée dans la notation Q est petite. L’algorithme de Floyd-Warshall
est donc tout à fait intéressant, y compris pour les graphes de taille modérée.
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min{d04,2; d04,1 + d01,2}
d04,2 = 1
d04,1 + d01,2 = 2 + 3 = 5
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Figure 25.4 La séquence des matrices D(k) et P(k) calculées par l’algorithme de Floyd-Warshall
pour le graphe de la figure 25.1.

temps O(1), l’algorithme s’exécute donc en Q(n3). Comme dans le dernier algorithme
de la section 25.1, le code est compact et sans structure de données élaborée ; de ce
fait, la constante cachée dans la notation Q est petite. L’algorithme de Floyd-Warshall
est donc tout à fait intéressant, y compris pour les graphes de taille modérée.
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d21,4 = min{d11,4; d11,2 + d12,4}
d11,4 = 1
d11,2 + d12,4 = 3 + 1 = 4
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Figure 25.4 La séquence des matrices D(k) et P(k) calculées par l’algorithme de Floyd-Warshall
pour le graphe de la figure 25.1.

temps O(1), l’algorithme s’exécute donc en Q(n3). Comme dans le dernier algorithme
de la section 25.1, le code est compact et sans structure de données élaborée ; de ce
fait, la constante cachée dans la notation Q est petite. L’algorithme de Floyd-Warshall
est donc tout à fait intéressant, y compris pour les graphes de taille modérée.
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Figure 25.4 La séquence des matrices D(k) et P(k) calculées par l’algorithme de Floyd-Warshall
pour le graphe de la figure 25.1.

temps O(1), l’algorithme s’exécute donc en Q(n3). Comme dans le dernier algorithme
de la section 25.1, le code est compact et sans structure de données élaborée ; de ce
fait, la constante cachée dans la notation Q est petite. L’algorithme de Floyd-Warshall
est donc tout à fait intéressant, y compris pour les graphes de taille modérée.47
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Algorithme de Johnson
Il trouve les plus courts chemins entre tous les 
couples de sommets !

Complexité O(S2 log S + SA) !

Il est donc asymptotiquement plus performant 
que les élévations au carré répétées de matrices 
ou que l’algorithme de Floyd-Warshall pour les 
graphes peu denses. 
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Algorithme de Johnson
L’algorithme retourne !

Soit une matrice de longueurs de plus court chemin pour 
tous les couples de sommets !

Soit indique que le graphe contient un circuit de longueur 
strictement négative. !

L’algorithme de Johnson utilise comme sous-programmes à la 
fois!

l’algorithme de Dijkstra !

l’algorithme de Bellman-Ford.
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Re-pondération

Soit G=(S,A) un graphe !

Tous les poids d’arc w sont positifs ou nuls, !

On peut trouver les pcc entre tous les couples de sommets !

En exécutant l’algorithme de Dijkstra une fois à partir 
de chaque sommet ; avec une file de priorité min basée 
sur un tas de Fibonacci, !

Le temps d’exécution de cet algorithme toutes-paires est 
en O(S2 log S + SA).
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Re-pondération

Si G contient des arcs de poids négatif mais pas de circuit 
de longueur strictement négative, !

On se contente de calculer un nouvel ensemble de poids 
d’arc positifs qui permettra d’utiliser la même méthode.
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Re-pondération
Le nouvel ensemble de poids d’arc     doit vérifier deux 
propriétés importantes.!

1.Pour tout couple de sommets u, v ∈ S, un chemin p est un 
plus court chemin de u à v utilisant la fonction de pondération 
w si et seulement si p est aussi un plus court chemin de u à v 
utilisant la fonction de pondération     .!

2.Pour tout couple (u, v), le nouveau poids              est positif.!

Comme nous allons le voir bientôt, le pré traitement de G 
servant à déterminer la nouvelle fonction de pondération       
peut être réalisé en O(SA)

25.3 Algorithme de Johnson pour les graphes peu denses 617

pas de circuit de longueur strictement négative, on se contente de calculer un nouvel
ensemble de poids d’arc postifs qui permettra d’utiliser la même méthode. Le nouvel
ensemble de poids d’arc ŵ doit vérifier deux propriétés importantes.

1) Pour tout couple de sommets u, v ∈ S, un chemin p est un plus court chemin de
u à v utilisant la fonction de pondération w si et seulement si p est aussi un plus
court chemin de u à v utilisant la fonction de pondération ŵ.

2) Pour tout couple (u, v), le nouveau poids ŵ(u, v) est positif.

Comme nous allons le voir bientôt, le pré traitement de G servant à déterminer la
nouvelle fonction de pondération ŵ peut être réalisé en O(SA).

a) Conservation des plus courts chemins par repondération

Comme le montre le lemme suivant, il est facile de mettre au point une repondéra-
tion des arcs qui vérifie la première propriété susmentionnée. On utilise d pour noter
les longueurs de plus court chemin déduits de la fonction ŵ, et d̂ pour désigner les
longueurs de plus court chemin calculés à partir de la fonction de pondération ŵ.

Lemme 25.1 (La repondération ne modifie pas les plus courts chemins) Étant donné
un graphe orienté pondéré G = (S, A) de fonction de pondération w : A → R, soit
h : S → R une fonction associant à chaque sommet un nombre réel. Pour chaque arc
(u, v) ∈ A, on définit

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v) . (25.9)

Soit p = ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ un chemin du sommet v0 au sommet vk. Alors, p est un
plus court chemin de v0 à vk avec la fonction de pondération w si et seulement si
c’est un plus court chemin avec la fonction de pondération ŵ. En d’autres termes,
w(p) = d(v0, vk) si et seulement si ŵ(p) = d̂(v0, vk). En outre, G a un circuit de
longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération w si et seulement si
G a un circuit de longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération ŵ.

Démonstration : Commençons par montrer que

ŵ(p) = w(p) + h(v0) − h(vk) . (25.10)

On a

ŵ(p) =
k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi)

=
k∑

i=1

(w(vi−1, vi) + h(vi−1) − h(vi))

=
k∑

i=1

w(vi−1, vi) + h(v0) − h(vk)

(car une partie des termes de la somme s’annulent mutuellement)

= w(p) + h(v0) − h(vk) .c ⃝
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pas de circuit de longueur strictement négative, on se contente de calculer un nouvel
ensemble de poids d’arc postifs qui permettra d’utiliser la même méthode. Le nouvel
ensemble de poids d’arc ŵ doit vérifier deux propriétés importantes.

1) Pour tout couple de sommets u, v ∈ S, un chemin p est un plus court chemin de
u à v utilisant la fonction de pondération w si et seulement si p est aussi un plus
court chemin de u à v utilisant la fonction de pondération ŵ.

2) Pour tout couple (u, v), le nouveau poids ŵ(u, v) est positif.

Comme nous allons le voir bientôt, le pré traitement de G servant à déterminer la
nouvelle fonction de pondération ŵ peut être réalisé en O(SA).

a) Conservation des plus courts chemins par repondération

Comme le montre le lemme suivant, il est facile de mettre au point une repondéra-
tion des arcs qui vérifie la première propriété susmentionnée. On utilise d pour noter
les longueurs de plus court chemin déduits de la fonction ŵ, et d̂ pour désigner les
longueurs de plus court chemin calculés à partir de la fonction de pondération ŵ.

Lemme 25.1 (La repondération ne modifie pas les plus courts chemins) Étant donné
un graphe orienté pondéré G = (S, A) de fonction de pondération w : A → R, soit
h : S → R une fonction associant à chaque sommet un nombre réel. Pour chaque arc
(u, v) ∈ A, on définit

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v) . (25.9)

Soit p = ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ un chemin du sommet v0 au sommet vk. Alors, p est un
plus court chemin de v0 à vk avec la fonction de pondération w si et seulement si
c’est un plus court chemin avec la fonction de pondération ŵ. En d’autres termes,
w(p) = d(v0, vk) si et seulement si ŵ(p) = d̂(v0, vk). En outre, G a un circuit de
longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération w si et seulement si
G a un circuit de longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération ŵ.

Démonstration : Commençons par montrer que

ŵ(p) = w(p) + h(v0) − h(vk) . (25.10)

On a

ŵ(p) =
k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi)

=
k∑

i=1

(w(vi−1, vi) + h(vi−1) − h(vi))

=
k∑

i=1

w(vi−1, vi) + h(v0) − h(vk)

(car une partie des termes de la somme s’annulent mutuellement)

= w(p) + h(v0) − h(vk) .c ⃝
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pas de circuit de longueur strictement négative, on se contente de calculer un nouvel
ensemble de poids d’arc postifs qui permettra d’utiliser la même méthode. Le nouvel
ensemble de poids d’arc ŵ doit vérifier deux propriétés importantes.

1) Pour tout couple de sommets u, v ∈ S, un chemin p est un plus court chemin de
u à v utilisant la fonction de pondération w si et seulement si p est aussi un plus
court chemin de u à v utilisant la fonction de pondération ŵ.

2) Pour tout couple (u, v), le nouveau poids ŵ(u, v) est positif.

Comme nous allons le voir bientôt, le pré traitement de G servant à déterminer la
nouvelle fonction de pondération ŵ peut être réalisé en O(SA).

a) Conservation des plus courts chemins par repondération

Comme le montre le lemme suivant, il est facile de mettre au point une repondéra-
tion des arcs qui vérifie la première propriété susmentionnée. On utilise d pour noter
les longueurs de plus court chemin déduits de la fonction ŵ, et d̂ pour désigner les
longueurs de plus court chemin calculés à partir de la fonction de pondération ŵ.

Lemme 25.1 (La repondération ne modifie pas les plus courts chemins) Étant donné
un graphe orienté pondéré G = (S, A) de fonction de pondération w : A → R, soit
h : S → R une fonction associant à chaque sommet un nombre réel. Pour chaque arc
(u, v) ∈ A, on définit

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v) . (25.9)

Soit p = ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ un chemin du sommet v0 au sommet vk. Alors, p est un
plus court chemin de v0 à vk avec la fonction de pondération w si et seulement si
c’est un plus court chemin avec la fonction de pondération ŵ. En d’autres termes,
w(p) = d(v0, vk) si et seulement si ŵ(p) = d̂(v0, vk). En outre, G a un circuit de
longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération w si et seulement si
G a un circuit de longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération ŵ.

Démonstration : Commençons par montrer que

ŵ(p) = w(p) + h(v0) − h(vk) . (25.10)

On a

ŵ(p) =
k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi)

=
k∑

i=1

(w(vi−1, vi) + h(vi−1) − h(vi))

=
k∑

i=1

w(vi−1, vi) + h(v0) − h(vk)

(car une partie des termes de la somme s’annulent mutuellement)

= w(p) + h(v0) − h(vk) .c ⃝
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pas de circuit de longueur strictement négative, on se contente de calculer un nouvel
ensemble de poids d’arc postifs qui permettra d’utiliser la même méthode. Le nouvel
ensemble de poids d’arc ŵ doit vérifier deux propriétés importantes.

1) Pour tout couple de sommets u, v ∈ S, un chemin p est un plus court chemin de
u à v utilisant la fonction de pondération w si et seulement si p est aussi un plus
court chemin de u à v utilisant la fonction de pondération ŵ.

2) Pour tout couple (u, v), le nouveau poids ŵ(u, v) est positif.

Comme nous allons le voir bientôt, le pré traitement de G servant à déterminer la
nouvelle fonction de pondération ŵ peut être réalisé en O(SA).

a) Conservation des plus courts chemins par repondération

Comme le montre le lemme suivant, il est facile de mettre au point une repondéra-
tion des arcs qui vérifie la première propriété susmentionnée. On utilise d pour noter
les longueurs de plus court chemin déduits de la fonction ŵ, et d̂ pour désigner les
longueurs de plus court chemin calculés à partir de la fonction de pondération ŵ.

Lemme 25.1 (La repondération ne modifie pas les plus courts chemins) Étant donné
un graphe orienté pondéré G = (S, A) de fonction de pondération w : A → R, soit
h : S → R une fonction associant à chaque sommet un nombre réel. Pour chaque arc
(u, v) ∈ A, on définit

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v) . (25.9)

Soit p = ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ un chemin du sommet v0 au sommet vk. Alors, p est un
plus court chemin de v0 à vk avec la fonction de pondération w si et seulement si
c’est un plus court chemin avec la fonction de pondération ŵ. En d’autres termes,
w(p) = d(v0, vk) si et seulement si ŵ(p) = d̂(v0, vk). En outre, G a un circuit de
longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération w si et seulement si
G a un circuit de longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération ŵ.

Démonstration : Commençons par montrer que

ŵ(p) = w(p) + h(v0) − h(vk) . (25.10)

On a

ŵ(p) =
k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi)

=
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i=1

(w(vi−1, vi) + h(vi−1) − h(vi))

=
k∑

i=1

w(vi−1, vi) + h(v0) − h(vk)

(car une partie des termes de la somme s’annulent mutuellement)

= w(p) + h(v0) − h(vk) .c ⃝
D

un
od

–
L

a
ph

ot
oc

op
ie

no
n

au
to

ri
sé

e
es

tu
n

dé
lit

53



Lélia Blin Algorithmique des graphes

Lemme:	 Re-pondération
Etant donné un graphe orienté pondéré G = (S, A) de fonction 
de pondération w : A → R, soit h : S → R une fonction associant à 
chaque sommet un nombre réel. Pour chaque arc (u, v) ∈ A, on 
définit!
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pas de circuit de longueur strictement négative, on se contente de calculer un nouvel
ensemble de poids d’arc postifs qui permettra d’utiliser la même méthode. Le nouvel
ensemble de poids d’arc ŵ doit vérifier deux propriétés importantes.

1) Pour tout couple de sommets u, v ∈ S, un chemin p est un plus court chemin de
u à v utilisant la fonction de pondération w si et seulement si p est aussi un plus
court chemin de u à v utilisant la fonction de pondération ŵ.

2) Pour tout couple (u, v), le nouveau poids ŵ(u, v) est positif.

Comme nous allons le voir bientôt, le pré traitement de G servant à déterminer la
nouvelle fonction de pondération ŵ peut être réalisé en O(SA).

a) Conservation des plus courts chemins par repondération

Comme le montre le lemme suivant, il est facile de mettre au point une repondéra-
tion des arcs qui vérifie la première propriété susmentionnée. On utilise d pour noter
les longueurs de plus court chemin déduits de la fonction ŵ, et d̂ pour désigner les
longueurs de plus court chemin calculés à partir de la fonction de pondération ŵ.

Lemme 25.1 (La repondération ne modifie pas les plus courts chemins) Étant donné
un graphe orienté pondéré G = (S, A) de fonction de pondération w : A → R, soit
h : S → R une fonction associant à chaque sommet un nombre réel. Pour chaque arc
(u, v) ∈ A, on définit

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v) . (25.9)

Soit p = ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ un chemin du sommet v0 au sommet vk. Alors, p est un
plus court chemin de v0 à vk avec la fonction de pondération w si et seulement si
c’est un plus court chemin avec la fonction de pondération ŵ. En d’autres termes,
w(p) = d(v0, vk) si et seulement si ŵ(p) = d̂(v0, vk). En outre, G a un circuit de
longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération w si et seulement si
G a un circuit de longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération ŵ.

Démonstration : Commençons par montrer que

ŵ(p) = w(p) + h(v0) − h(vk) . (25.10)

On a

ŵ(p) =
k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi)

=
k∑

i=1

(w(vi−1, vi) + h(vi−1) − h(vi))

=
k∑

i=1

w(vi−1, vi) + h(v0) − h(vk)

(car une partie des termes de la somme s’annulent mutuellement)

= w(p) + h(v0) − h(vk) .c ⃝
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pas de circuit de longueur strictement négative, on se contente de calculer un nouvel
ensemble de poids d’arc postifs qui permettra d’utiliser la même méthode. Le nouvel
ensemble de poids d’arc ŵ doit vérifier deux propriétés importantes.

1) Pour tout couple de sommets u, v ∈ S, un chemin p est un plus court chemin de
u à v utilisant la fonction de pondération w si et seulement si p est aussi un plus
court chemin de u à v utilisant la fonction de pondération ŵ.

2) Pour tout couple (u, v), le nouveau poids ŵ(u, v) est positif.

Comme nous allons le voir bientôt, le pré traitement de G servant à déterminer la
nouvelle fonction de pondération ŵ peut être réalisé en O(SA).

a) Conservation des plus courts chemins par repondération

Comme le montre le lemme suivant, il est facile de mettre au point une repondéra-
tion des arcs qui vérifie la première propriété susmentionnée. On utilise d pour noter
les longueurs de plus court chemin déduits de la fonction ŵ, et d̂ pour désigner les
longueurs de plus court chemin calculés à partir de la fonction de pondération ŵ.

Lemme 25.1 (La repondération ne modifie pas les plus courts chemins) Étant donné
un graphe orienté pondéré G = (S, A) de fonction de pondération w : A → R, soit
h : S → R une fonction associant à chaque sommet un nombre réel. Pour chaque arc
(u, v) ∈ A, on définit

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v) . (25.9)

Soit p = ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ un chemin du sommet v0 au sommet vk. Alors, p est un
plus court chemin de v0 à vk avec la fonction de pondération w si et seulement si
c’est un plus court chemin avec la fonction de pondération ŵ. En d’autres termes,
w(p) = d(v0, vk) si et seulement si ŵ(p) = d̂(v0, vk). En outre, G a un circuit de
longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération w si et seulement si
G a un circuit de longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération ŵ.

Démonstration : Commençons par montrer que

ŵ(p) = w(p) + h(v0) − h(vk) . (25.10)

On a

ŵ(p) =
k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi)

=
k∑

i=1

(w(vi−1, vi) + h(vi−1) − h(vi))

=
k∑

i=1

w(vi−1, vi) + h(v0) − h(vk)

(car une partie des termes de la somme s’annulent mutuellement)

= w(p) + h(v0) − h(vk) .c ⃝
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Poids de re-pondération
On souhaite que                 soit positive pour tout arc (u, v) ∈ A. !

Étant donné G = (S, A) de fonction de pondération w : A → R, !

On construit un nouveau graphe G′ = (S′, A′), où S′ = S ∪ {s} pour un nouveau 
sommet s∉ S donné et A′ = A ∪ {(s, v) : v ∈ S}. !

La fonction de pondération w est étendue de sorte que w(s, v) = 0 pour tout     
v ∈ S. !

Notez que, comme aucun arc n’entre dans s, aucun plus court chemin de G′, 
hormis ceux d’origine s, ne contient s. !

Par ailleurs, G′ ne contient aucun circuit de longueur strictement négative si et 
seulement si G ne contient aucun circuit de longueur strictement négative. 
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pas de circuit de longueur strictement négative, on se contente de calculer un nouvel
ensemble de poids d’arc postifs qui permettra d’utiliser la même méthode. Le nouvel
ensemble de poids d’arc ŵ doit vérifier deux propriétés importantes.

1) Pour tout couple de sommets u, v ∈ S, un chemin p est un plus court chemin de
u à v utilisant la fonction de pondération w si et seulement si p est aussi un plus
court chemin de u à v utilisant la fonction de pondération ŵ.

2) Pour tout couple (u, v), le nouveau poids ŵ(u, v) est positif.

Comme nous allons le voir bientôt, le pré traitement de G servant à déterminer la
nouvelle fonction de pondération ŵ peut être réalisé en O(SA).

a) Conservation des plus courts chemins par repondération

Comme le montre le lemme suivant, il est facile de mettre au point une repondéra-
tion des arcs qui vérifie la première propriété susmentionnée. On utilise d pour noter
les longueurs de plus court chemin déduits de la fonction ŵ, et d̂ pour désigner les
longueurs de plus court chemin calculés à partir de la fonction de pondération ŵ.

Lemme 25.1 (La repondération ne modifie pas les plus courts chemins) Étant donné
un graphe orienté pondéré G = (S, A) de fonction de pondération w : A → R, soit
h : S → R une fonction associant à chaque sommet un nombre réel. Pour chaque arc
(u, v) ∈ A, on définit

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v) . (25.9)

Soit p = ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ un chemin du sommet v0 au sommet vk. Alors, p est un
plus court chemin de v0 à vk avec la fonction de pondération w si et seulement si
c’est un plus court chemin avec la fonction de pondération ŵ. En d’autres termes,
w(p) = d(v0, vk) si et seulement si ŵ(p) = d̂(v0, vk). En outre, G a un circuit de
longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération w si et seulement si
G a un circuit de longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération ŵ.

Démonstration : Commençons par montrer que

ŵ(p) = w(p) + h(v0) − h(vk) . (25.10)

On a

ŵ(p) =
k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi)

=
k∑

i=1

(w(vi−1, vi) + h(vi−1) − h(vi))

=
k∑

i=1

w(vi−1, vi) + h(v0) − h(vk)

(car une partie des termes de la somme s’annulent mutuellement)

= w(p) + h(v0) − h(vk) .c ⃝
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Exemple25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 607

La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.

2

1 3

5 4

3 4

82

6

7 1
–4 –5

D(1) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 ∞ −4
∞ 0 ∞ 1 7
∞ 4 0 ∞ ∞
2 ∞ −5 0 ∞
∞ ∞ ∞ 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(2) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 8 2 −4
3 0 −4 1 7
∞ 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 ∞ 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

D(3) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 3 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 11
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
D(4) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 −3 2 −4
3 0 −4 1 −1
7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Exemple: calcul de h(u)
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0 0
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(g)
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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Inégalité triangulaire
Si G contient des arcs de poids négatif mais pas de circuit de longueur strictement 
négative, !

Supposons à présent que G et G′ ne contiennent aucun circuit de longueur 
strictement négative. !

On définit h(v) = 𝛿(s, v) pour tout v ∈ S′. !

D’après l’inégalité triangulaire  !

on a h(v)≤h(u)+w(u,v) pour tout arc (u, v) ∈ A′. !

Donc, si l’on définit les nouveaux poids  !

d’après l’équation (9), !

on a               = w(u, v) + h(u) − h(v)≥0, !

et la seconde propriété est vérifiée. 

25.3 Algorithme de Johnson pour les graphes peu denses 617

pas de circuit de longueur strictement négative, on se contente de calculer un nouvel
ensemble de poids d’arc postifs qui permettra d’utiliser la même méthode. Le nouvel
ensemble de poids d’arc ŵ doit vérifier deux propriétés importantes.

1) Pour tout couple de sommets u, v ∈ S, un chemin p est un plus court chemin de
u à v utilisant la fonction de pondération w si et seulement si p est aussi un plus
court chemin de u à v utilisant la fonction de pondération ŵ.

2) Pour tout couple (u, v), le nouveau poids ŵ(u, v) est positif.

Comme nous allons le voir bientôt, le pré traitement de G servant à déterminer la
nouvelle fonction de pondération ŵ peut être réalisé en O(SA).

a) Conservation des plus courts chemins par repondération

Comme le montre le lemme suivant, il est facile de mettre au point une repondéra-
tion des arcs qui vérifie la première propriété susmentionnée. On utilise d pour noter
les longueurs de plus court chemin déduits de la fonction ŵ, et d̂ pour désigner les
longueurs de plus court chemin calculés à partir de la fonction de pondération ŵ.

Lemme 25.1 (La repondération ne modifie pas les plus courts chemins) Étant donné
un graphe orienté pondéré G = (S, A) de fonction de pondération w : A → R, soit
h : S → R une fonction associant à chaque sommet un nombre réel. Pour chaque arc
(u, v) ∈ A, on définit

ŵ(u, v) = w(u, v) + h(u) − h(v) . (25.9)

Soit p = ⟨v0, v1, . . . , vk⟩ un chemin du sommet v0 au sommet vk. Alors, p est un
plus court chemin de v0 à vk avec la fonction de pondération w si et seulement si
c’est un plus court chemin avec la fonction de pondération ŵ. En d’autres termes,
w(p) = d(v0, vk) si et seulement si ŵ(p) = d̂(v0, vk). En outre, G a un circuit de
longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération w si et seulement si
G a un circuit de longueur strictement négative utilisant la fonction de pondération ŵ.

Démonstration : Commençons par montrer que

ŵ(p) = w(p) + h(v0) − h(vk) . (25.10)

On a

ŵ(p) =
k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi)

=
k∑

i=1

(w(vi−1, vi) + h(vi−1) − h(vi))

=
k∑

i=1

w(vi−1, vi) + h(v0) − h(vk)

(car une partie des termes de la somme s’annulent mutuellement)

= w(p) + h(v0) − h(vk) .c ⃝
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nouvelle fonction de pondération ŵ peut être réalisé en O(SA).

a) Conservation des plus courts chemins par repondération

Comme le montre le lemme suivant, il est facile de mettre au point une repondéra-
tion des arcs qui vérifie la première propriété susmentionnée. On utilise d pour noter
les longueurs de plus court chemin déduits de la fonction ŵ, et d̂ pour désigner les
longueurs de plus court chemin calculés à partir de la fonction de pondération ŵ.

Lemme 25.1 (La repondération ne modifie pas les plus courts chemins) Étant donné
un graphe orienté pondéré G = (S, A) de fonction de pondération w : A → R, soit
h : S → R une fonction associant à chaque sommet un nombre réel. Pour chaque arc
(u, v) ∈ A, on définit
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c’est un plus court chemin avec la fonction de pondération ŵ. En d’autres termes,
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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2 −1 −5 0 −2
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7 4 0 5 3
2 −1 −5 0 −2
8 5 1 6 0
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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ŵ(u, v) = w(u,w) + h(u)� h(v)

ŵ(0, 3) = 8 + 0� (�5) = 13
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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ŵ(5, 4) = 6 + (�4)� 0 = 2
ŵ(u, v) = w(u,w) + h(u)� h(v)62
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Lélia Blin Algorithmique des graphes

Calcul de plus court chemin
L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins 
pour tout couple de sommets utilise les algorithmes de 
Bellman-Ford et de Dijkstra  comme sous-programmes. !

Il suppose que les arcs sont représentés par des listes 
d’adjacences. !

L’algorithme retourne:!

 La matrice |S|×|S|: D = dij, où dij = 𝛿(i, j), !

Ou bien indique que le graphe contient un circuit de 
longueur négative. 
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Algorithme	 de	 Johnson
620 25 • Plus courts chemins pour tout couple de sommets

JOHNSON(G)
1 calculer G′, où S[G′] = S[G] ∪ {s},

A[G′] = A[G] ∪ {(s, v) : v ∈ S[G]}, et
w(s, v) = 0 pour tout v ∈ S[G]

2 si BELLMAN-FORD(G′, w, s) = FAUX

3 alors imprimer « le graphe contient un circuit de longueur strictement négative »
4 sinon pour chaque sommet v ∈ S[G′]
5 faire affecter à h(v) la valeur de d(s, v)

calculée par l’algorithme de Bellman-Ford
6 pour chaque arc (u, v) ∈ A[G′]
7 faire ŵ(u, v) ← w(u, v) + h(u) − h(v)
8 pour chaque sommet u ∈ S[G]
9 faire exécuter DIJKSTRA(G, ŵ, u) pour calculer d̂(u, v)

pour tout v ∈ S[G]
10 pour chaque sommet v ∈ S[G]
11 faire duv ← d̂(u, v) + h(v) − h(u)
12 retourner D

Ce code se contente d’effectuer les actions spécifiées précédemment. La ligne 1
construit G′. La ligne 2 exécute l’algorithme de Bellman-Ford sur G′ en utilisant
la fonction de pondération w et le sommet origine s. Si G′, et donc G, contient un cir-
cuit de longueur strictement négative, la ligne 3 signale le problème. Les lignes 4–11
supposent que G′ ne contient aucun circuit de longueur strictement négative. Les
lignes 4–5 donnent à h(v) les longueurs de plus court chemin d(s, v) calculée par l’al-
gorithme de Bellman-Ford pour tout v ∈ S′. Les lignes 6–7 calculent les nouveaux
poids ŵ. Pour tout couple de sommets u, v ∈ S, la boucle pour des lignes 8–11 cal-
cule les longueurs de plus court chemin d̂(u, v) en appelant l’algorithme de Dijkstra
une fois pour chaque sommet de S. La ligne 11 stocke, dans une composante duv de
la matrice, la longueur de plus court chemin correct d(u, v) calculée grâce à l’équa-
tion (25.10). Enfin, la ligne 12 retourne la matrice D complète. La figure 25.6 montre
l’exécution de l’algorithme de Johnson.

Si la file de priorité min de l’algorithme de Dijkstra est gérée via un tas de Fi-
bonacci, le temps d’exécution de l’algorithme de Johnson est O(S2 lg S + SA). L’im-
plémentation, plus simple, basée sur un tas min binaire donne un temps d’exécution
de O(SA lg S), qui reste asymptotiquement plus rapide que l’algorithme de Floyd-
Warshall si le graphe est peu dense.

Exercices

25.3.1 Utiliser l’algorithme de Johnson pour trouver les plus courts chemins entre tous les
couples de sommets du graphe de la figure 25.2. Donner les valeurs de h et ŵ calculées par
l’algorithme.

25.3.2 À quoi sert l’ajout du nouveau sommet s à S (ce qui engendre S′) ?
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).

c ⃝
D

un
od

–
L

a
ph

ot
oc

op
ie

no
n

au
to

ri
sé

e
es

tu
n

dé
lit

25.1 Plus courts chemins et multiplication de matrices 607

La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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d1,4 = 2 + (0)� 0
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).

c ⃝
D

un
od

–
L

a
ph

ot
oc

op
ie

no
n

au
to

ri
sé

e
es

tu
n

dé
lit

1 2 3 4 5
1
2
3
4
5

70



Lélia Blin Algorithmique des graphes

Exemple

25.3 Algorithme de Johnson pour les graphes peu denses 619

2

1

5

4

3 4

82

6

7 1
 

0

0

0

0

0

0

0

 

 

2/1

2/–3

2/20/–4

 

2/3 0/–4

0/12/–1

 

2/7

0/4

0/52/3

 

2/2

0/–1

0/–5

2/–2

 

4/8

2/5

2/1

2/6

(a)

(c)

(b)

–4

–4

–1

–5

–5

3

2

1

5

4

4 0

132

2

10 0

5

1

0

4

0

0

0

0

–4

–1

–5

0

3

2

1

5 4

4 0

132

2

10 0
0 0

3

(d)

2

1

5 4

4 0

132

2

10 0
0 0

3

(e)

2

1

5 4

4 0

132

2

10 0
0 0

3

(f)

2

1

5 4

4 0

132

2

10 0
0 0

3

(g)

2

1

5 4

4 0

132

2

10 0
0 0

3

0/00/0

0/0

0/0

0/0

00

Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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La figure 25.1 montre un graphe et les matrices D(m) calculées par la procédure PLUS-
COURT-CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI.
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Figure 25.1 Un graphe orienté, et la séquence des matrices D(m) calculées par PLUS-COURT-
CHEMIN-TOUS-COUPLES-RALENTI. Le lecteur pourra vérifier que D(5) = D(4) ·W est égale à D(4),
d’où D(m) = D(4) pour tout m 4.

e) Amélioration du temps d’exécution

Cependant, notre but n’est pas de calculer toutes les matrices D(m) : seule la ma-
trice D(n−1) nous intéresse. Rappelons-nous que, en l’absence de circuits de lon-
gueur strictement négative, l’équation (25.3) implique D(m) = D(n−1) pour tout en-
tier m ! n − 1. De même que la multiplication matricielle classique est associative,
de même la multiplication matricielle définie par la procédure EXTENSION-PLUS-
COURTS-CHEMINS est associative (voir exercice 25.1.4). On peut calculer D(n−1)

avec seulement ⌈lg(n − 1)⌉ produits de matrices, en calculant la séquence

D(1) = W ,
D(2) = W2 = W ·W ,
D(4) = W4 = W2 ·W2

D(8) = W8 = W4 ·W4 ,
...

D(2⌈lg(n−1)⌉) = W2⌈lg(n−1)⌉
= W2⌈lg(n−1)⌉−1 ·W2⌈lg(n−1)⌉−1
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Figure 25.6 L’algorithme de Johnson calculant les plus courts chemins pour tout couple de
sommets du graphe de la figure 25.1. (a) Le graphe G′ pour la fonction de pondération w initiale.
Le nouveau sommet s est noir. A l’intérieur de chaque sommet v est représenté h(v) = d(s, v).
(b) Chaque arc (u, v) est repondéré avec la fonction de pondération w(u, v) = w(u, v) + h(u)−h(v).
(c)–(g) Le résultat de l’exécution de l’algorithme de Dijkstra sur chaque sommet de G, avec pour
fonction de pondération w. Dans chaque partie, le sommet origine u est noir et les arcs sur fond
gris sont dans l’arborescence de plus courts chemins calculée par l’algorithme. Les valeurs d(u, v)
et d(u, v) sont représentées à l’intérieur de chaque sommet v, séparées par un slash. La valeur
duv = d(u, v) est égale à d(u, v) + h(v) − h(u).
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