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ALGEBRE DES CATEGORIES. — Algébres relatives a une loi distri-
butive. Note (*) de Mme Erisaerrn Burront, présentée par M. André
Lichnerowicz.

La notion d’algébre relative & un triple T est parfois généralisable par les
hotions d’algébre partielle et d’algébre non déterministique. Une analyse de ce
fait conduit & introduire un second triple T’ et & définir des algébres relatives a
deux triples ou plus précisément des D-algébres, ot D : T —> T” est une loi distri-
butive. Pour des choix trés simples de T’, on retrouve les notions de T-algébre,
de T-algébre partielle et non déterministique.

I. D-arcEBrES. — On suppose donnée une loi distributive *)

D=, T,D,T) :

Alors T' = (6, T/, T, K') et T=(6,T, I, K) sont deux triples sur la
catégorie & et D:ToT  — T/ o T est une transformation naturelle telle
que :

D.(IoT)=ToI, D.(Tol)=ToT,
(K'eT).(T"oD).(DoT) =D.(ToK), (T'oK).(DoT).(TeD) = D.(KoT).
Beck s’est interessé au triple composé T ®p T = (&6, T T, T o I, m),

ou m=(K'oK).(T"DoT), et aux T ®y T-algébres.

(Onremarque que le triple T’ se reléve en un triple ¥ = (4lg (T), T/, I/, K),
si Alg (T) désigne la catégorie des T-algébres, dans le sens que le diagramme
suivant commute, lorsqu’on y remplace le couple (V, V) par chacun des

Alg (T)<— Alg (T)

UTI |uT

|
e ¥
couples (T, T), (I, 1), (K, K"); de plus T/ est défini sur les objets
par T/ (e, b)) = (T'¢, T' b.D e). Alors Alg (T @, T)~ Alg (') : une
T’ ®p T-algébre est équivalente 3 la donnée d’un triplet (e, b, b’), ou (e, b)
est une T-algébre et (e, b’) une T'-algébre D-compatibles :

V.T b.De=b.TV).

* Nous nous intéressons au fait que le triple T se prolonge en un

triple T = (K1 (1), T, I, K), ou Kl (T) désigne la catégorie de Kleisli
associée 4 T/, ot T associe au morphisme h:e; — T’ e,, le morphisme
Te, 5 TT 23 T'T e, et on le diagramme

KL (T") < K1 (T

A ks
A

o0

b8

e
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commute lorsqu’on y remplace le couple (V, V) par chacun des couples

(1,7), (1,9, (X K).
Définition 1.1. — On appelle D-algébre une T-algébre.

Une D-algébre est donc la donnée d’un couple (e, b), ol e€| &, ou

b:T e — T’e est un morphisme de & rendant les diagrammes (A,) et (A,)
commutatifs : '

Te<wl Te TTe <Ll TrTe<L® TTe<2 TTe
INXA;VIe K’N (Kz) /(e
‘e T’e < b Te

— 8i T = Id, (donc D = Id,), une D-algébre est une T-algébre.
— Si T=1d, (donc D = Id,), la seule D-algébre est (e, I'e).
On définit la catégorie Alg (D) dont les objets sont les D-algébres, et les

morphismes les f: (e1, bi) = (€2, b2), OU f: e, — e, est un morphisme de &
tel que T’ f.b, = b,.T f. On peut évidemment définir un foncteur d’oubli

UD: Alg (D) — & :[f: (61, b1) — (&2, b2)] > (f: €1 > €2)

tel que le carré suivant soit un produit fibré dans la 2-catégorie Cat associée
a 'univers | Ens |,

Alg (T) <> Alg (D)

[,"i"l J{Ul)
Tp

RI(T)<——D6

les deux plongements horizontaux étant des identités sur les objets.
De plus, il se trouve que le triple T’ sur Alg (T) est induit par I’adjonction

FoF = U, ou F associe & la T-algébre Te s ¢, la D-algébre Tos— €T,

Alg (D) — > Alg ()
F\ U
Alg(T)

et ou U est un reléevement du foncteur TU : Kl (T') — & dans le sens que
le diagramme suivant commute

Alg (T) <2 Alg (F)

I e
Y T ¥,
6< KI(T")
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De plus, U associe & la D-algébre T e->T' ¢ la T-algébre
T e XTT e LT Te ST ¢
En fait, on a plus :
Prorosrtion 1.1. — Si (e, b) est une D-algébre, (T' e, K’ e. T’ b.D ¢, K’ ¢)
est une T’ Qp T-algébre; si inversement (T’ e, b) est une T-algébre telle que

(T’ e, b, K’ €) soit une T' Q,, T-algébre, alors (e, b.TI' e) est une D-algébre.
Ceci définit une correspondance biunicoque entre les D-algébres sur e

et les T-algébres sur T’ ¢ qui sont D-compatibles avec la multiplication
du triple T.

Quant au probléeme des limites dans Alg (D), méme si & est & limites
projectives, Kl (T') [et donc Alg (T)] a fort peu de chances d’avoir une
telle propriété; il en est de méme de Alg (D). Cependant, dans le cas parti-
culier out T’ est le triple des parties P = (Ens, 2, I/, K') (ou I' E: E —~ 2 F
et KE: 22 FE — 2 E sont les opérations singleton et réunion), on sait
que Kl (P), la catégorie des relations associée & l'univers | Ens|, est a

produits, et donc aussi Alg (T) : il se trouve que le plongement
e Alg (D) < Alg (T) crée ces produits et que UP: Alg (D) - & commute
avec eux : Ainsi, si b,: TE, >% (E,) et b,:TE, > % (E,) sont deux
D-algeébres, leur produit dans Alg (D) est

¢(By, Ee)

T (B, XE) 2% TE, x TE, % 2 (E,) x @ (E,) "% 2 (E, X E,),

ou ¢ (Ey, E;) est Papplication canonique due a Tp, et T p,, si

pi:t EiXE, - Ey et p,: E;XE, - E, sont les projections canoniques
et ot d(E,, Ey): (A, Ay) > A;XAs. On pourrait montrer que la loi

- distributive D = (Ens, P, D, T), lorsqu’elle existe, est liée a ce d, plus

précisément, ;
DE =limd"(E), ot d*(E):(ZEy—> 2 (E): (A .. A) > AiX... XAn
—

cette limite étant indexée par la catégorie qui indexe la limite TE = lim E~.
—

2. ExempLES :

1. Si T = Id,, on a Alg (D) = Alg (T).

2. Si &= Ens, soit T = (Ens,( )+ 1,I',K'), ot 'E:E > E-1
est I'injection canonique et ot K'E: (E 4+ 1) +1 — E -+ 1 est la rétrac-
tion sur E 4 1 transformant 1’élément ajouté 3 E -1 en celui ajouté
a E; soit T un triple sur Ens tel qu’il- existe une loi distributive
D = (Ens, T', D, T); alors une D-algébre est appelée une T-algébre partielle
et, selon le choix du triple T, on retrouve les notions d’algébres partielles
connues (monoides partiels, ete.).

3. Si & = Ens, si T est le triple P des parties défini plus haut, et si T
est un triple sur Ens tel qu’il existe une loi distributive D = (Ens, P, D, T),
une D-algébre est appelée une T-algébre non déterministique. Par exemple,
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soit T le triple M = (Ens, (—)XM, I, K), ot M est un monoide dont

I'unité est notée 1, ou
IE:E-EXM:zm (2, 1),
KE:EXMXxM—EXxM: (r, m, m;) = (x, m, m,).

Prorosition 2.1. — L’application
DE: (ZE)XM—» 2 (ExM): (A, m) > { (z, m)/xeA)
définit une loi distributive D = (Ens, P, D, M), et les M-algébres non déter-
ministiques sont les Automates non déterministiques : Alg (D) est la catégorie
des Automates non déterministiques (*).
D’aprés la proposition 1.1, il y a une correspondance biunivoque entre
les automates non déterministiques sur E et les automates sur € E

« D-compatibles avec I'opération réunion » |c’est-a-dire les M-algebres

b: (2E)XM > 2 E qui vérifient \_) b (A, m) = b(UA, m> si O est
Aegd A€0
un élément de 2% E et m de M |. Se référer a ce qui précéde les exemples

pour la construction des produits d’algébres non déterministiques.

4. 51T = (Ens, T, I, K) est un triple tel qu’il existe une loi distributive
D = (Ens, P, D, T), et si (e, b, a, 1, k) est un T-préordre au sens de (°)
[notion qui généralise les « relational algebras » de Barr (*)], il définit une
T-algébre non déterministique qui & tout objet de T e associe sa classe
d’équivalence. ,

5. Soit M’ = (Ens, M'x(—), I', K’) le triple décrivant I’opération a
gauche du monoide M’ :

Prorosition 2.2. — L’isomorphisme canonique

DE: (M’ X E) x M—>M’ x (E x M)

définit une loi distributive D = (Ens, M/, D, M), et les D-algébres sont
les Automates avec enirée et sortie : Alg (D) est la catégorie des Automates
avec entrée et sortie (*).

6. Soit T’ = (Ens, (—)*, (—), (—)%), ou 1<-n->n* quel que soit
le triple T sur Ens, il existe toujours une loi distributive D = (Ens, T/, D, T),
ot DE: T (E”) - (TE)" est construite a I’aide de la propriété universelle
des produits. De plus, a tout n-uplet ((E, b;))izs, .. de T-algebres, on
associe une D-algébre b:TE — E* telle que p;.b=b; pour tout
i=1,...,n, si p;: E* > E est la i projection.

(*) Séance du 15 janvier 1973.

() BEcx, Distributive Laws (Lecture Nofes 80, Springer).

(®) BARR, Relational Algebras (Lecture Notes 137, Springer).

(*) A. Burroni, T-Catégories (Cahiers de Top. et Géom. diff., XI1I-3, 1971,
(*) HopcrorT-ULLMANN, Formal languages and their relation fo automata.
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