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ALGEBRE DES CATEGORI,ES. — Catégories relatives a une loi distri-
butive. Note (*) de Mme Ersasern Burroni, présentée par M. René
Garnier.

Les algébres non déterministiques et les catégories sont des cas particuliers
d’une notion plus générale : celle des catégories relatives a une loi distributive D
que nous étudions ici (ce sont des monades formées dans les D-spans). On montre
ensuite que les 2-foncteurs « Algebre » et « Kleisli » sont des 2-algébres sur le
2-triple des monades.

o désignera la premiére loi de toute 2-catégorie @, et o la seconde (celle
sur les Hom). On adopte les mémes notations que dans (*).

Les définitions 0.1 et 0.2 sont dues a Albert Burroni (?).

Dirinrrion 0.1, — Si T = (@, T, I, K) est un 2-triple, (e, b, t, %) est
une T-2-algébre signifie que e€| @ |, que b : T ¢ — ¢ est un morphisme de @,
que t:bole->1d, et x:boKe—boT b sont des 2-morphismes de @
tels que : v
(boTu).(xoTley=1ds  (1ob).(xo IT¢)=1Id,

(o TT D). (2o KT €) = (bo T#).(xo TK ¢).

(une Id-2-algébre est une monade).

Diirinrrion 0.2, — Une pseudo-catégorie est une 2-catégorie « a des
2-morphismes prés » (pas seulement & des isomorphismes prés) [c’est un
cas particulier d’une N-2-algébre, ou N = (Cat (Gr), N, J, K) est le
2-triple des chemins sur la 2-catégorie des objets catégories dans les
graphes Cat (Gr)].

1. D-caTheories. — D = (&, T', D, T) est une loi distributive et &
est une catégoric munie d’un choix canonique de produits fibrés finis.

Derintrion 1.1, — Un D-span est la donnée suivante : T/ e, < = <> T e,
que 'on note 0 = (b, a): e, — es, © est le sommet de 0.

Un D-graphe est un D-span fermé : 0 = (b, a): e — e.

Prorosrrion 1.1. — Les D-spans forment une pseudo-catégorie,
notée Sp (D).

| Sp (D) | =|&]|, les morphismes de Sp (D) sont les D-spans, et ses

2-morphismes sont les m: (V', a’) - (b, @) tels que m:7’ — = est un
morphisme de & vérifiant a.m = o’ et b.m = b'. La seconde loi de Sp (D)
est trivialement donnée par celle de & et fait de Sp (D) un objet de
Cat (Gr). La premiére loi de Sp (D) se construit & partir de la composition
de deux D-spans :

V2,1 ’nzl«] V,Zfl

T,bz T/ﬂzf”f?&% Tbi . T’ﬂ'q Tay
2 2 - 1 \ o
TfT’egi/ \T'Teaggé'r'rég/ TToy
H'ea\ be. Ty vﬁi\k /K81
T’ea/ TeZ Tep Teq
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0,00, = (K €. T bs.vs,, Key. T ai .V, ,), le pentagone supérieur étant
un produit fibré dans &. Ainsi, & tout n-uplet de D-spans composables
(0,, ..., 0:) correspond, d’une part un composé canonique 0,0 0,y 0. ..o 0
[obtenu en composant les (n — 1) premiers et les (n — 1) derniers D-spans
et en terminant par un produit fibré du type de celui qui précede] et
d’autre part un 2-morphisme de ce composé canonique vers tout autre
composé fait par associativité sur ces 1 D-spans. Ainsi pour n =3 on a

030(0.,;00])2-egoe.zoeli(egoez)oel,

et, de méme, si 0:¢e, = e, on a des 2-morphismes Id.,° 0 L0550 1d,,
ou Id, désigne le D-span T" e Y¢ o X T ¢. Ces 2-morphismes sont liés par
des relations de cohérence résultant du fait que Ion a une N-2-algébre :

N Sp (D) 3 Sp (D) : Ons -5 02) 1> Onovo b

Il est & remarquer que S, s’, I, r résultent tous du 2-morphisme
%:be K (Sp (D)) = boNb. '

Prorosition 1.2. — Si & est a4 A-limites projectives, Sp (D) est & A-limites

. projectives.

Le produit de 0= (b,a) et 0 = (b, a) est le D-span en traits pointillés,
limite projective du diagramme en traits pleins.

T(Epx@)€— ~—— =~ —_fm———————— >T(8;x€y)

T’észézf—k)—&L——ﬁxﬂ ~9%X9 T8 xTe

Exemples — Si D est la loi distributive identique sur &, un D-span est
un span dans & : Sp (D) = Sp (&).

De plus, si & = Ens, tout ensemble E s’identifie au span 1 < E -1,
et le produit canonique de n ensembles E.X ... X E, est exactement le
composé canonique des n spans correspondants, et 'on a des applications
(ici des isomorphismes) du type

E; X (E.), X EI) e E‘} X Eg X E; = (E;‘, X Eg) x E,.

Définition 1.2. — On appelle D-catégorie une monade dans Sp (D) :

)

r eo}I(de\GOL y(609)06<\3’\
Tde ——> 0= 000 8560
S —=1deo8—T08 SooR—00 (8o8)<—5

C’est donc un quintuplet (e, b, @, 1, k) ou e€| &, ou 0= (b, a):e—e
est un D-graphe de sommet %, 0l iie->metk:m - © (T est le sommet
de 00 0) sont tels que

a.i=1e, b.i=Te, a.k=Ke.Ta.vh, b.k=K eT b.vs

(v. et v, sont les projections du produit fibré concernant Qo) <o
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Si I’on se rappelle (*) que T se prolonge en un triple T sur K (T’), une
D-catégorie est un cas particulier d'une T-catégorie ().

Cat (D) désigne la catégorie dont les objets sont les D-catégories, et
dont les morphismes, les D-foncteurs, sont les

(f, F) (ews bi, @i, iy, ks) —> (€2, by G, T, ko)

tels que f:e, — e, et f: @y — m, vérifient T f.a; = ao.fet T' f.b, = bs.f.

Prorosition 1.3. — Le foncteur d’oubli éoident Cat (D) — & admet un
adjoint et un coadjoint (T'e<=e-5Te et T e< T exTe—~Te sont
les D-catégories libre et colibre associées & e€| & ).

Prorosrrion 1.4. — Si & est & A-limites projectives, Cat (D) est & A-limites
projectives (voir la proposition 1.2).

Exemples. — Si T' = 1d; (donc D = Id,), Cat (D) est la catégorie
Cat (T) des T-catégories (*). Donc si D est la loi distributive identique
sur &, Cat (D) = Cat (&) (une Id,-catégorie est une catégorie dans &).

— Si (e, b, a, i, k) est une D-catégorie, selon que le morphisme cano-
nique =+ T’ exTe ou que a:% > Te est un monomorphisme, on
obtient des cas particuliers intéressants appelés D-préordre ou D-catégorie
séparée : le produit fibré d’une T'-algébre (e, b') et d’une T-algebre (e, b)
D-compatibles (b'.T’5.De = b.T V') donne un exemple de D-préordre;
nous avons étudié dans (*) un exemple de D-catégories séparées, celles
pour lesquelles @ = Id;, : les D-algébres (sia = ldq,, alors i = I ¢,k = Ke).

2. Les 2-tripLEs DEs MoNADES. — On fixe les notations, les définitions

sont données avec précision par Diers ().
B ST
Soit @ une 2-catégorie, Mon (D) sera la 2-catégorie suivante : ses objets,

les monades sont les quadruplets @ = (e, 0, 1, k) (e€| @ |, 0:e ¢, ...);

ses morphismes sont les couples (1, m):0 -~ 0 ou 11: € — e est un mor-
phisme de ® et m: p.o0 < 0oy un 2-morphisme de @, ...; ses 2-mor-
phismes sont les &: (4, m) > (¥, n) ou o: % —>v est un 2-morphisme
de @, ...). On appellera @-loi distributive un quadruplet (e, ®', D, 0),
ot O et O sont deux monades sur e€| @ | et o D: 000" 0" 00 est un
2-morphisme de @ vérifiant les relations rappelées dans (*) pour les
Cat-lois distributives. On définit la monade composée associée d D :

O ®@p0 =(e,000,i'ci,m), ou m= (K ok).(oDo0).

. NS . N i ' /\
A. Si 2-Cat est la 2-catégorie des 2-catégories associée & I'univers ‘ Ens

on définit le 2-triple (strict) suivant :

)

\
o S

<o /% < <
Mon = <2—Cal, Mon, 1, K).

. <— . — T
Le 2-foncteur Mon associe a LD€l2=Catl la 2-catégorie Mon (®@);

a F:@ - ® le 2-foncteur Mon (F): Mon (@) — Mon (@) tel que
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Mon (F) (¢, 0, i, k) = (Fe, F0, Fi, B k), Mon (F) (b, m) = (F p, Fm)
ot Mon (F) (6) = Fo; & ¢: F" — F la 2-transformation naturelle Mon (¢) :
Mon (F') - Mon (F) : (e, 0, i, k) > (te, te o F 0).

f((@) 1D — Mon (@) est le plongement trivial qui & tout objet de @
associe la monade identique sur cet objet.

K (@) : Mon Mon (@) — Mon (@) est défini ainsi sur les objets : si

< <=
@' = (0, (¥, D), ', k') est une monade dans Mon (@), K (@) (@) = 0" Q), ®
est la monade composée associée & la @-loi distributive D = (e, ©’, D, 0)
qui s’identifie 3 " (*) (s1 O = (¢, 0, ¢/, K)).

B. Soit Cat la 2-catégorie des catégories associée & un univers | Iins |

AN G

tel que Ens soit un objet de Lns. Alors Mon (Cat) est la 2-catégorie des
triples Tr On s’intéresse au 2-foncteur Alg: Tr — Cat défini par : Alg (T)
est la catégorie des T-algebl es; Alg|(p, m): T — T|: Alg (T) - Alg (T) :
'TE - E) > (T peSuTe L) e) Algla: (p, m) = (v, n)]: Alo (-, m)
— Alg (v, n): (e, b) > Lf ¢:(ne, pb.mé) — (v ¢, vb.né)l. ’

Prorosrrion 2.1. — Le 2-foncteur Alg:Tr > Cat est une Mon-2-
Algébre (a des isomorphismes prés).

En effet, Algo 1 (Cat) ~ Ide; si © = (T, (I", D), I, K') est unc

monade dans Tr, (Alge K (Cat)) (@) = Alg (T’ ®,T) et Mon (Alg) (@) = T,
relévement du triple TV sur Alg (T). Il suffit donc d’utiliser le fait, rappelé

dans (%), que Alg (T' ®,T) ~ Alg (T'). =
D’ une maniére ¢ duale », on peut deﬁnu‘ un 2- tuple Mon (2-0&,

J\fon,, I, K> et un 2-foncteur Kleishi Kl : Tr — Mon (Cat) — Cal.

—

Prorosirion 2.2. — Le 2-foncteur Ki: Tr — Cat est une Mon-2-
Algébre.

(*) Séance du 5 février 1973.

(') A. Burroni, T-catégories (Cahiers de Top. et Géom. diff., X11-3, 1971).

(*) A. Burroni, Conférence faite a4 Paris en 1972 (non publié).

(*) E. Burroni, Comples rendus, 276, séric A, 1973, p. 443.

(*) Diers, Calégorie de monades (Séminaire Bénabou, 1972).
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