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ALGEBRE DES CATEGORIES. — Esquisse de topologie.
Note (*) de M. Arserr Burroni, présentée par M. René Garnier.

On montre que les topologies peuvent é&tre définies comme des structures algé-
briques : ce sont des réalisations d’une esquisse dans un type. Cette esquisse,
construite en utilisant 1a notion de « typification », est 4 1a fois projective et inductive.

Soient M, un univers et I la catégorie des applications associée & I,
La terminologie est celle de (*) et (?).

1. Tyrerricarions. — A tout foncteur de la forme F= (01, F, C) on
associe (') un foncteur d’hypermorphismes m,= (C', =y, S5).

On identifie tout ensemble I & la catégorie discréte I°. Soient J, J’ deux

ensembles de catégories et AcH (N, JR)LI[ un ensemble de foncteurs
de M vers IMN, tels que M, C I et S; €I’ pour tout E€A. On dit qu’un
(I, J')-prototype X = (H', i, ¥, H*) est A-complet si et seulement si il vérifie
les conditions suivantes :

19 p.(ef) est défini pour tout e€ H;, et I€IN,, en notant ¢; le foncteur

constant de I’ sur e. On pose ¢'= o:u(g.(e;')) et pour keI’ . oM. 1, ou I' €I,
on note ¢ I'unique élément de ¢'.H.e" tel que pl.ef= p}, pour tout i€,
ou p; est la projection canonique d’indice i de &' vers e. Soit alors = le
foncteur de IN* vers H' défini par la surjection k — .

20 ¥(e¥.m;), ol % est le foncteur dual de m, est défini pour tout £€A.

On pose EX(e) =B]Il(§(e§.ﬂ§)) et t¥ est un foncteur de H' vers H' qui
prolonge la surjection e—£¥(e) et qui est déterminé de fagon unique
par les limites..

Pour tout y =(&',7,E)eM (oM, M) tel que t',E€A, on définit de
méme une transformation naturelle y* de £* vers £Z. Ces notations sont
justifiées par la proposition qui suit, dans laquelle ¢, pour e€C;, est le
foncteur de C™* vers O défini par la surjection k- Hom,.(e, k) pour
tout k€C, si C est une catégorie telle que ¢'.C.e€IN, pour tout ¢, ' €C;.

Prorosition 1. — £(e) est une limite inductive du foncteur &..w; pour
tout e€ (.

On peut alors manifestement munir les catégories I et © (la catégorie
des applications continues associée a 1’univers IM,) de structures de
(J, J')-prototypes A-complets, X, et X, dits « usuels », :

Soit 6= (U, i, v, M) une (J, J’)-préesquisse; une A-typification sur o
est un triplet (2,y, 2) tel que : &,2€U et y = (¢, 7, £) est une transfor-
mation naturelle, o £, £’ €A, vérifiant les conditions :

(@) Si 2 Uj, alors y est un foncteur;

(b) Si z€U; et si y est un foncteur, alors z€U,.



(2)

Si @ est un ensemble de typifications sur ¢, on note Sg(Z, o) la sous-
catégorie pleine de $(Z, o) (catégories des homomorphismes entre réali-
sations de o vers I) ayant pour objets les néofoncteurs FeS(S, a), tels
que, pour tout (%, y, %) €0, on ait F (%) = 1% (z) [otr *(z) = < (B (2)) .£%(2)].

Prorosition 2. — Il existe une (J,d’)-préesquisse () telle que les
catégories S(X,a(0)) et 8o (X, ) soient canoniquement isomorphes [c étant
une sous-préesquisse de ¢ (0)]. :

2. EsquissE DE ToPOLOGIE. — On définit sur N le « triple » suivant :
Pour tout E € I, soit F(E) I'ensemble des filtres sur E et pour f€ E’ . ON. E,
E'€ln,, soit F(f) application de F(E) vers F(E') qui, & tout FeF(E)
associe le filtre sur E’ engendré par les parties de la forme f(A) pour
tout A€F. Soient J et U les transformations naturelles respectivement
de O vers F et de F* vers F telles que, pour tout E, J(E) soit I’appli-
cation de E vers F(E) qui, & #€E, associe le filtre 2° des parties de E
contenant z et que U(E) soit l'application de F*(E) vers F(E) qui,

a ®eF*(E), associe le filtre \/d= U {NK|Ked).

Une quasi-topologie est un couple (E, =), ot E est un ensemble et
T CEXF(E), vérifiant les axiomes :

(Ty) ze€E entraine (z, 2°) €.

(T:) (2, F)€n, F'€F(E) et FCF’ entraine (z, FNF')ex.

(Ts) (=, F)&nm, (z, F')€x entraine (z, FNF')enx.

Prorosition 3. — Pour que (E, ©) soit une topologie (i.e. une -qua.si-
topologie déduite d’une topologie), il faut et il suffit que (E, =) vérifie (T,), (T,)
et agiome suivant [plus fort que (T,)] :

(Ty) (=, F)€n, QCF(n), F=F(p,) (Q) entrainent (z, F')ex, ol

F'=VF(p) (Q)

et ou py, p» sont les projections canoniques de = sur E et F(E).
Il est alors facile de construire une esquisse de topologie : Soit

Ach(on, Jn)’,,I[ tel que O, F, F* €A et soit I, Z; les deux (I, J’)-proto-
types A-complets usuels sur I et B. En « esquissant » les axiomes précé-
dents, on forme une (J, J’)-préesquisse o, et un ensemble @, de A-typifi-
cations de sorte qu’on ait la

ProrosiTion 4. — So, (B, 05) est isomorphe & B et S, (B 75) est

isomorphe au produit fibré 0V 0, o 0 est le foncteur d’oubli de B vers M.

Cette construction faite dans (°) ne présente aucune difficulté. Donnons,
par exemple, une esquisse du seul axiome (T,); ¢’est une (J, J ’)-préesquisse
o= (U, u, @, {i}) munie de ’ensemble ® de typifications et définie de
la maniére suivante :



(3)
U’ comporte les objets ¢, f(e), e X f(e), ¢ et les fleches p, de eXf(e) verse,
p. de eXf(c) vers f(c), ¢ de ¢ vers eXf(e), p. de ¢ vers e, p, de ¢ versf(e),
j de e vers f(e), k de e vers c. Les « axiomes » de U’ se réduisent a

ﬁx—_——Pi-i; }72=pe-i;

e=p,.k; J=p:.k.
Enfin @ est formé des trois triplets (pi,Hi,é), (p2, Iy &), (7, J,€), ou
II,, II, sont les projections du produit I XF.

La catégorie 8g(Z,,, ) est alors isomorphe & une catégorie dont les
objets sont les couples (E, ) tels que E€M,, tC EXF(E) et vérifiant
Paxiome (T,).

L’esquisse de topologie permet de poser le probléme de la structuration
des topologies en réalisant cette esquisse dans un (&, J’)-prototype autre
que Z,,. La propositon 4 répond 4 la question pour le prototype Z;;
un résultat analogue est obtenu chaque fois que ’on a un foncteur d’oubli
vers MM & J-limites projectives, ayant « suffisamment » de J’-limites
inductives et sous-étalant.

(*) Séance du 15 juillet 1970.

() C. EHRESMANN, Catégories et siructures, Dunod, Paris, 1965.

(%) C. EHRESMANN, Bull. Inst. Polit. Iasi, 14, nos 1-2, 1968, p. 1-14.

(®) A. Burront, These de 3¢ cycle, Esquisses mathématiques, 5, Paris, 1970.

(Département de Mathématiques,
Faculté des Sciences,
Tours 45-55,

9, quai Saint-Bernard,
75-Paris, 5¢.)
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