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ALGEBRE DES CATEGORIES. — Lois distributives miates.
Note (*) de Mme Busarern Burroni, présentée par M. René Garnier.

On considére le 2-foncteur d’oubli évident de la 2-catégorie des triples vers Caf,
et on étudie une propriété de ce 2-foncteur, en rapport avec le fait que les catégories
des Algebres et de Kleisli associées & un triple sont des bilimites projectives et
inductives. Nous utilisons ceci pour donner des exemples de lois distributives
mixtes (entre un triple et un cotriple). Les notations sont celles de @) et (#.

— s —
1. UNE PROPRIETE DU 2-FONCTEUR AU : Tr - Cat. — Le 2-foncteur U

G

associe : 6 A T= (& T, I, K), p:& > & a (g, m):T—+T et 6: -V
a a: (4, m) > (v, n). On rappelle qu’un triple T = (&, T, I, K) est équi-
valent 4 la donnée d’un bifoncteur (*) ® = (®, J, K). ou ®:1 — Cat,
&=®(0), T=®(Id,), I = J(0), K= & (Idy, Id,); et si I'on consi-
dére le diagramme 1 (en traits pleins), ot w: T o UT — UT est défini par
u (e, b) = b si (e, b) est une T-algébre,

3 ——— %
" i’F
g £ Alg (T)

il définit Alg (T) comme une bilimite projective (*) de ® que I’on note
(Alg (T), UT, u) : si (&, 1, u) est un bicéne projectif de but ®, I'unique
foncteur F:& > Alg (T) qui convient associe 2 ¢€|&| la T-algtbre
(P‘ E: u é)

Considérons maintenant un bifoncteur @ :1 — E?; il définit une
monade ® = (T, (T, D), I, K) dans 5‘7, c’est-a-dire une loi distributive
D= (6T, D, T) [si T=(6 T, I, K). Appelons ® le composé

oy e
Wod:1 — Cat; c’est le bifoncteur définissant le triple T.
—>

Prorosition 1.1. — Le 2-foncteur U : Tr — Cat crée les bilimites projec-

tives des bifoncteurs de source la catégorie 1.
st d s 21 e W . — k :
C’est-a-dire qu’il existe un bicone projectif dans Tr (en traits pleins)
__>> ~, .

qui se projette par U sur le diagramme 1 qui précede [T est le relévement
de T’ sur Alg (T)], et si (T, (-, m), u) est un bicone projectif de but @,

¢ UT, Id-rl)
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(F, m): T -1 [ou F:& - Alg (T) a été défini plus haut| est le mor-
phisme de Tr qui convient pour faire de (T, (UT, Idy), u) une bilimite
projective de ®.
<= .
Prorosition 1.2. — Le 2-foncteur Al : Tr - Cat, défint de fagon ana-

‘_) . . . .
logue a U, crée les bilimites inductives des bifoncteurs de source la catégorie 1.
On utilise le fait que T se prolonge en T (3) sur la bilimite inductive KI (T').

2. Lois DISTRIBUTIVES MIXTES.

A. DérFiniTion 2.1. — On appellera (1)-lot distributive mizte une como-
nade dans Tr. On la notera D* — (6, T/, D*, G); c’est donc la donnée
d’un triple T = (6, T, I', K'), d’un cotriple G= (&, G, J, L) et d’une
transformation naturelle D* : Go T’ - T’ o G telle que

(T'eJ).D*¥* =JoT, D*¥.(Gol')=10G,
(K’ o G).(T" o D¥).(D* o T") = D*.(GoK’),  (D*0G).(GoD*).(LoT’) = (I’ o L).D*.

Ezxemple 1. — Soit D = (&, T, D, T) une lot distributive, les morphismes
(I\'T,D) ~ — . —> —_
T’<_T >T' de Tr se projettent par le foncteur Al :Tr — Cat sur les
(v ,mTv)

T
foncteurs @;:‘;Alg (T); de plus, on a ladjonction (FT, D) — (U7, Id,)
U

(on utilise la proposition 1.1). Ceci implique qu’a la loi distributive D
on associe la (1)-loi distributive mixte D* = (6,0, D, G) [chacune étant
respectivement définie par la monade (T, (T, D), I, K) et la comonade
(1, (G, D), J, L) qui résultent de I’adjonction dans Tr qui précéde, en
notant G = (Alg (T), G, J, L) le cotriple induit par F* — U7].

B. D&rinrrion 2.2. — On appellera (2)-loi distributive mizte une como-
nade dans Tr. On la notera *D — (&, G, *D, T); c’est donc la donnée
d’un triple T = (&, T, I, K), d'un cotriple G = (&, G, J, L) et d’une
transformation naturelle *D : TG = G- T telle que

*D.(IoG)=Gol, (JoT).*D —=TolJ,
(G o*D).(*D o G).(ToL) = (Lo T).*D, (G o K).(*D o T).(T « *D) = *D.(K o G).

Propriétés. — Le triple T et le cotriple G se relévent respectivement en un
triple T = (Co Alg (@), T, 1, K) et en un cotriple & = (4lg (T), G, J, L),
dans le sens que les diagrammes qui suivent commutent

Co Alg (@) < Co Alg (@) Alg(T)<Y— Alg(T)
T T
FGJ, FG U Y[ . U
&<

& &< &
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lorsqu’on remplace le couple (V, V) par chacun des couples (T, T), (I, T),
(K, f{) et le couple (W, \7V> par chacun des couples (6, G), (1,3, (L, 1)

~

T et G sont de plus définis par les correspondances :
(eXGe)r> (TeX TG e GTe),
(Te >e) |—>(TGe >GTc~>»Ge)

Prorosition 2.1. — G et 'T étant donnés sur &, les trois données suivanies
sont équivalentes :

(1) une (2)-lov distributive mizte *D = (&, G, *D, T);
(2) un relévement & = (Alg (T), G, J, 1) du cotriple G;
(3) un relévement T = (Co Alg (G), T, 1, K) du wriple T.
[Si (2) ou (3) est vrai, on définit *D e: TG e — GT e par

TGle G(Te Ke)

TGe—TGTe >GTe ou TGe—

'.l‘((‘ e,Le) GTe

GTG e =5 GT e).

Prorosition 2.2 : Alg (T) ~ Co Alg (G). _

[Un objet de cette catégorie s’écrira (e, b, b'), ou (e, b) est une T-algébre
et (e, b') une G-coalgébre *D-compatibles : b'.b = G b.*De.T ¥'.]

Ezemple 2. — Si D = (&, T/, D, T) est une loi distributive, on utilise
Padjonction (*F, Idg) — (*U, D) dans Tr (proposition 1.2).

C. DériniTion 2.3. — On appelle situation de loi distributive mixte
sur &, la donnée représentée par la figure qui suit, ou les foncteurs F

sont des adjoints des foncteurs U et ou F' o U="Uo- F", FoF =0
U-U=10T.0"

Alors, il existe une transformation naturelle *D:FoU’ — U'oF
définie par

’-'ll

~
oo

P00 o oo o Fo *'OU'U—IO—I-?-‘;J‘V'OF,
ou I est I'unité du triple Tg induit sur & par B/ - U’ et J la counité du
cotriple G induit sur & par F'—U’; et *D= (6, G, *D, T), ou

*D=F"oUo*D, est une (2)-loi distributive mixte (st 'T est le triple
induit sur & par F — U).
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Inpersement, & une (2)-loi distributive mixte *D = (&, G, *D, T) corres-
pond une situation de loi distributive mixte sur & :

F/Q{YAlg Ty =2coAlg &> ‘\\Fé‘)

CoAlg (8 uT ET V8 S Alg
% //
T
Ug € u

On en déduit une catégorie S, dont les objets sont les situations de

loi distributive mixte, et des foncteurs S;_i:? {E’o Mon (fi‘_r_'ﬂnp tels que
Goag=1d, 5—o. On appelle & le foncteur structure et o le foncteur
sémantique.

De plus, si *D = (&, G, *D, T) est une (2)-loi distributive mixte,
D* = *D o FgoUT définit une (1)-loi distributive mixte sur Alg (T).
De méme UTo*Do Fg et Fgo*D o UT définissent des lois distributives
sur Co Alg (G) et Alg (T).

Exemple 3. — Soit A une catégorie telle que & soit une catégorie a
A-limites projectives et inductives choisies. On a la situation de loi distri-
butive mixte suivante :

ﬁ/gx
/J‘r-, ‘e

A
eA \JEKL Lim _gA €
i-ij\ <€A>A4~J/‘5A

&

Les foncteurs J associent a tout objet le foncteur constant sur cet objet
et les foncteurs lim et lim associent & tout foncteur sa limite projective

<— < _

et inductive. Il existe donc un *D:limgelimg — limg olim (bien
- —" < <"

connu), qui définit une (2)-loi distributive mixte sur (*)*, une (1)-loi

distributive mixte sur & et une loi distributive sur &*.

(*) Séance du 19 février 1973.
() BinaBou, Conférence faite & Oberwolfach en 1972 (non publié).
() A. Burroni, Conférence faite a4 Paris en 1972 (non publié).
(®) E. BurroNi, Gomptes rendus, 276, série A, 1973, p. 443.
() E. Burroni, Gomptes rendus, 276, série A, 1973, p. 669.
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