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Algebra commutativa (Matematica, Roma Tre) Oct 6, 2020

Lezione 7

Raffaele Di Donna

La somma diretta esterna e il prodotto diretto di moduli. Somma diretta interna di sottomoduli. Sistemsi
di generatori e basi. Moduli finitamente generati e moduli liberi.

1 Moduli

Nel seguito supporremo sempre che A sia un anello commutativo e unitario e che K sia un campo. In ambo i
casi assumeremo che 1 # 0, cioé che A e K siano non banali. Useremo la notazione del simbolo di Kronecker
cioé, dato un insieme J, per ogni i, j € J definiamo:

1 set=7j
0ij += L
0 sei#j
Per ogni intero n > 1, denoteremo quindi I, la matrice identita di ordine n, cioé¢ la matrice quadrata (d;;) di
ordine n.

1.1 Operazioni sui sottomoduli

Ricordiamo, innanzitutto, la seguente definizione.

Definizione 1.1. Siano N e P due sottomoduli di un A-modulo M. Il modulo N diviso P ¢ definito come:
(N:P):={ac A:aP C N}

In particolare, si dice annullatore di M e si denota Ann(M) il modulo {0} diviso M, cioé:
Ann(M) ={a € A: aM =0}

Un A-modulo M si dice fedele se Ann(M) = 0.

Ricordiamo che, come immediata conseguenza della definizione, il modulo NV diviso P e, di conseguenza,
I'annullatore di M sono ideali di A.

Lemma 1.2. Sia M un A-modulo e sia I un ideale di A tale che I C Ann(M). Allora M & un A/I-modulo
rispetto al prodotto esterno:
(a+I)m=am

Dimostrazione. Bastasemplicemente osservare che IM = {0} per I'ipotesi che I C Ann(M) ericordare che
M/IM & un A/I-modulo rispetto al prodotto esterno:

(a+ID(m+IM)=am+IM O
Lemma 1.3. Sia M un A-modulo. Allora M é un A/Ann(M)-modulo fedele.

Dimostrazione. Sappiamo, per il lemma 1.2, che M ¢ un A/Ann(M )-modulo, per cui bisogna solo mostrare
che ¢ fedele. Sia dunque a + Ann(M) un elemento dell’annullatore di M pensato come A/Ann(M)-modulo.
Per definizione di annullatore si ha (a + Ann(M))M = 0, cioé aM + Ann(M)M = 0, o equivalentemente
aM = 0. Maalloraa € Ann(M) e quindia + Ann(M) = Ann(M). Questo dimostra che 'annullatore di M
pensato come A/Ann(M )-modulo & banale e dunque la dimostrazione é conclusa. O



Prima di enunciare il risultato che segue si tenga a mente che, se I & un ideale di A, allora A/I acquista
una struttura di A-modulo con il prodotto esterno:

alz+I)=ax+1
Osservazione 1.4. Sia I un ideale di A. Allora I'annullatore di A/ pensato come A-modulo ¢ .

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, datiz € Tea + I € A/I, per definizione di prodotto esterno
sul modulo quoziente si ha z(a + I) = za + I. D’altra parte abbiamo che za € I, perché I ¢ un ideale di A.
Ma allora z(a + I) = I, cioé  appartiene all’annullatore di A/I pensato come A-modulo. Sia invece z € A
tale che, perognia + I € A/I,valgax(a+ I) = I,cioé xza+ I = I. Allora, prendendo a := 1, troviamo che
x € I in quanto x + I = I e dunque la dimostrazione é conclusa. O

1.2 Somma diretta e prodotto diretto

Definizione 1.5. Sia A un anelloesia { M, };c; una famiglia di A-moduli. Sidice prodotto diretto (esterno)
della famiglia { M; } j s il seguente insieme, che acquisisce una struttura di A-modulo con le usuali operazioni
di somma e prodotto componente per componente:

HM]- = {(xj)jEJ: Tj € Mj per ogni j € J}
jedJ

Se nella descrizione di questo insieme richiediamo anche che z; sia non nullo per al pitt un numero finito di
indici j € J, parleremo di somma diretta (esterna) della famiglia {M;} je s e useremo la notazione . ; M;.

Osservazione 1.6. Se I'insieme J degli indici ¢ finito, allora [ ] ; M; = €D, ; M;.

Adesso vogliamo adottare un altro punto di vista: consideriamo un A-modulo M e una famiglia {M; } ¢
di sottomoduli di M. Allora é facile verificare che la seguente applicazione é un omomorfismo di A-moduli:

¢o: PM; — M
jed

(@))jes — D

jedJ

Sinoti, in particolare, che ¢ ¢ ben definita perché x; € M; € M perognij € Jex; # 0per al pitt un numero
finito diindici j € J. Per costruzione, I'immagine di ¢ ¢ il sottomodulo ZjEJ M; di M. Sial'immagine cheil
nucleo di ¢ sono, a priori, non banali. E dunque giustificata la seguente definizione.

Definizione 1.7. Sia M un A-modulo e sia { M} je s una famiglia di sottomoduli di M. Se I’applicazione ¢
definita sopra & un isomorfismo di A-moduli, diremo che M ¢ somma diretta interna della famiglia {M;} c 5.

Le osservazioni che seguono mettono in evidenza delle analogie con la nozione di somma diretta per gli
spazi vettoriali.

Osservazione 1.8. Dalla definizione di isomorfismo discende che M é somma diretta interna della famiglia
{M;};csseesolose, perognim € M, esiste un’unicascelta di elementi z; € M;, al variare dell’indice j € J,
talechem =3, ; z;.

Osservazione 1.9. Vale che M é somma diretta interna della famiglia { M} jc s se e solose M = )~
per ogni¢ € J, si ha:

jedJ Mj €,
M; N Z M; = {0} (1)

jedJ,j#i
Dimostrazione. Innanzitutto, é evidente che M = Zje] M; se e solo se, per ognim € M, esiste almeno una
scelta di elementiz; € M;, al variare dell'indice j € J, tale chem = Zje] x;. Per'osservazione 1.8 bastera

dimostrare che una tale scelta ¢ unica se e solo se & verificata la condizione (1) per ognii € J. Supponiamo che



una tale scelta sia unica e fissiamom € M; N ZjeJ’j# M;. In particolare possiamo scegliere, per ogni j € J
con j # ¢, unelemento y; € M; in maniera tale che valgam = Zjeljﬂ y;. Perognij € J, definiamo adesso:

o {yj sej# i
Tj = . .
m sej=i

0. Per unicita, abbiamo in

Per costruzione, abbiamo che 0 = ) ._; x; ma, ovviamente, vale anche 0 =

jedJ jedJ
particolare m = 0.
Viceversa, supponiamo che valga (1) per ogni¢ € J e fissiamo, per ogni j € J, degli elementiz;,y; € M;.

Per qualsiasi ¢ € J valgono allora le seguenti implicazioni:

=y

jedJ jed

= wt ¥ om=ut 3w
jed,j#i jed,j#i

— wi-yi= Y, (4 — 7))

jed,ji

Ne segue che z; — y; & sia un elemento di M; che di } jedjzi Mje allora dalle ipotesi segue che é nullo, cioé
che Ty = Yj. O

Esempio 1.10. Come conseguenza del teorema, cinese del resto’, si ha che Zg & somma diretta di Z e Zs.
Similmente, si puo esprimere Z15 come somma diretta di Z4 e Zs, ma non di Zs e Zg. In effetti, possiamo
osservare che Zg ¢ isomorfo al sottogruppo di Z2 generato dalla classe di 6, che denotiamo (6), mentre Zg &
isomorfo a (2) e si ha che (2) N (6) = (6) # (0). Dall’osservazione 1.9 discende quindi che Z2 non ¢ somma

diretta interna di (2) e (6).

1.3 Moduli finitamente generati

Definizione 1.11. Sia M un A-modulo esia S C M un insieme non vuoto. Sidefinisce come il sottomodulo
di M generato da S 'insieme:

k
(S):= {Zajacj: a; € A,zjeS k>1 intero}
j=1
Se (S) = M, diremo anche che S & un sistema di generatori per M. Se inoltre S = {m1,ma, ..., m,} allora,
per semplicita, scriveremo (S) = {(mqy,ma, ..., my,).

Osservazione 1.12. Si dimostra assai facilmente che (S) ¢ il piu piccolo sottomodulo di M che contiene S.
Definizione 1.13. Un A-modulo si dice finitamente generato se ammette un sistema di generatori finito.

Esempio 1.14. L’anello dei polinomi A[ X1, X, ..., X,] ¢ un A-modulo non finitamente generato. Infatti,
se S fosse un sistema di generatori finito per A[X7, X, ..., X, ], potremmo considerare un intero positivo M
che sia il grado massimo dei polinomi in S e avremmo un assurdo in quanto X+ ¢ (S).

A proposito dell’esempio precedente vale la pena anticipare che, quando parleremo di K-algebre, ’anello
dei polinomi K[ X7, X3, ..., X,,] sara finitamente generato come K-algebra. Cambiando dunque la struttura
algebrica soggiacente, la proprieta di essere finitamente generato non viene preservata.

1Si veda anche la proposizione 4.11 nelle dispense del corso AL210.



Definizione 1.15. Sia M un A-modulo. Un sottoinsieme non vuoto {m;};cs di M & detto una base di M
se la seguente applicazione € un isomorfismo di A-moduli:

¢o: PA— M
jed
(€))jes — Y xym;
jed
Un A-modulo M si dice libero se ammette una base.

La definizione precedente ¢ ben posta perché, per definizione di somma diretta esterna, si ha z; # 0 per
al pitt un numero finito di indici j € J e dunque ¢ é un’applicazione ben definita.

Osservazione 1.16. Sivede facilmente che ¢ ¢ sempre un omomorfismo di A-moduli. Inoltre, dalle definizioni
discende facilmente che {m;};c s & un sistema di generatori per M se e solo se 'omomorfismo ¢ & suriettivo.

Esempio 1.17. E facile verificare che A™ := EB;LZI A éun A-modulo libero e finitamente generato. Infatti,
una sua base ¢ {(1,0,0,...,0,0),(0,1,0,...,0,0),...,(0,0,0,...,0,1)}.

Esempio 1.18. L’anello dei polinomi A[X] & un A-modulo libero, ma non & finitamente generato. Infatti,
unasua base & {X™: n > 0 intero} e abbiamo gia visto, nell’esempio 1.14, che A[X] non puo ammettere una
base finita.

Tuttavia, emerge qui una differenza significativa tra moduli e spazi vettoriali: diversamente dagli spazi
vettoriali, non tutti i moduli non banali hanno una base. Ricordiamo infatti il seguente risultato di algebra
lineare.

Osservazione 1.19. Sia V uno spazio vettoriale non nullo su K. Allora V ammette una base.

Dimostrazione. Osserviamo, innanzitutto, che una base di V ¢ un sottoinsieme linearmente indipendente?
massimale di V. Seinfatti B ¢ una basediV e S ¢ un sottoinsieme linearmente indipendente di V' contenente
B, allora S = B perché, se fosse S # B, potrei esprimere un vettore in S\ B come combinazione lineare degli
elementi di B. Viceversa, qualsiasi sottoinsieme linearmente indipendente massimale M C V & una base di
V perché, se cosi non fosse, allora esisterebbe un vettore v € V' che non si puo esprimere come combinazione
lineare degli elementi di M. Ma allora M U {v} sarebbe un sottoinsieme linearmente indipendente di V' che
contiene strettamente M e dunque avremmo un assurdo.

Dobbiamo allora mostrare ’esistenza di un sottoinsieme linearmente indipendente massimale di V. Per
farlo, ci serviremo del lemma di Zorn. Sia dunque X la famiglia di tutti gli insiemi linearmente indipendenti
di V ordinata rispetto all’inclusione e sia C una catena di X', cioé una sottofamiglia totalmente ordinata di X'.
Asserisco allora che F' := | Jg.- S & un maggiorante per C. Per costruzione, vale che S C F per ogni S € C.
Dobbiamo soltanto dimostrare che F' € un sottoinsieme linearmente indipendente di V. Consideriamo allora
dei vettori vy, ve, ..., v, € F. Per definizione di F' e di catena, possiamo individuare un sottoinsieme S € C
che contiene vy, vo, . .., v,. Poiché S & linearmente indipendente, ogni combinazione lineare a coefficienti in
K non tutti nulli di v, ve, . .., v, € non nulla e allora F' é linearmente indipendente. Avendo mostrato che F'
é un maggiorante per C, il lemma di Zorn permette di concludere la dimostrazione. O

D’altra parte, per i moduli abbiamo questo risultato.

Osservazione 1.20. Sia I C A un ideale non nullo. Allora A/I ¢ un A-modulo non libero.

Dimostrazione. Sara sufficiente osservare che un qualunque omomorfismo di A-moduli ¢: ,.; A — A/I
non ¢ iniettivo e quindi non & un isomorfismo. Per ipotesi, possiamo scegliere un elemento = € I non nullo.
Fissiamo i € J e, tenendo a mente la notazione del simbolo di Kronecker, consideriamo I'elemento (d;;) je.s.
Servendoci del fatto che ¢ é un omomorfismo e dell’osservazione 1.4 arriviamo facilmente alla conclusione:

¢(x(0i5)jer) = 20((6i5)jea) = I = ¢((0)je7) O
2Un sottoinsieme S C V ¢ detto linearmente indipendente se, per ogni v1,va, ...,vn € S e per ogni k1, ks, ..., kn €K, la
condizione k1v1 + kove + - - - + kpvn = 0 implica kj = 0 per ogni j = 1,2,...,n. D’altra parte, una base di V' & un sistema di

generatori per V linearmente indipendente.



I£ fondamentale specificare che stiamo considerando A /I come un A-modulo e non come un A/I-modulo.
Infatti, come caso particolare dell’esempio 1.17, ma anche come banale conseguenza della definizione, A/T
¢ un A/I-modulo libero e una sua base come A/I-modulo & {1 + I'}.

Esempio 1.21. Dall’osservazione precedente segue, in particolare, che Z,, & uno Z-modulo non libero per
ogni interon > 1.

Osservazione 1.22. Sia I C A unideale. Allora I ¢ un A-modulo libero se e solo se I si puo esprimere come
I'ideale principale generato da un non divisore dello zero di A.

Dimostrazione. Supponiamo, in un primo momento, che I = (a) con a non divisore dello zero di A. Allora
la seguente applicazione & un isomorfismo di A-moduli:

¢o: A — 1T
T — za (2)

Infatti & ben definita per definizione di ideale, iniettiva perché a non € un divisore dello zero di A e suriettiva
perché I = (a). Si verifica assai facilmente che ¢ & un omomorfismo di A-moduli. E allora I ¢ un A-modulo
libero perché, per definizione, una sua base ¢ {a}.

Viceversa, assumiamo che I sia un A-modulo libero e consideriamo una sua base {m; } ;e 7. Supponiamo
per assurdo che in J vi siano almeno due indici ¢ e k distinti e definiamo, per ogni j € J:

0 sej#i,]#k
Tji=q4mg sej=1
—-m; sej=k

Allora abbiamo un assurdo perché I'applicazione ¢ della definizione 1.15 non & iniettiva, contro 'ipotesi che
{m;};cs sia una base di I:

O((z5)jer) = mpm; —mymy, = 0 = ¢((0)je.5)

Ne deduciamo che ogni base di I ¢ costituita da un unico elemento. Data ora una base {a} di I, I'isomorfismo
¢ della definizione 1.15 assume la forma (2). Ma allora concludiamo che I = (a) perché ¢ é suriettiva, mentre
a non é un divisore dello zero di A perché ¢ ¢ iniettiva. O
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Tutte le basi di un modulo libero hanno la stessa cardinalita. Esercizi.

Ricordiamo innanzitutto la seguente definizione.

Definizione 1.15. Sia M un A-modulo. Un sottoinsieme non vuoto {m;}cs di M & detto una base di M
se la seguente applicazione € un isomorfismo di A-moduli:

¢: @A — M
jed
(€))jes —> Y xym;
jedJ

Un A-modulo M si dice libero se ammette una base.

Avevamo osservato che, se ¢ ¢ solo suriettiva, allora I'insieme {m;} jes ¢ un sistema di generatori per M.
Adesso vogliamo capire quali delle proprieta vere per gli spazi vettoriali continuano a essere valide nel caso
dei moduli liberi. Vediamo innanzitutto il seguente risultato.

Proposizione 1.23. Sia M un A-modulo libero. Allora le basi di M hanno tutte la stessa cardinalita.

Dimostrazione. Sia I unideale massimale di A. Un tale ideale sicuramente esiste per il teorema di esistenza
degli ideali massimali. Sappiamo che A/I é un campo e dunque M /I M non é solo un A/I-modulo, ma anche
un A/I-spazio vettoriale. Siaadesson: M — M/IM lamappa quoziente. Bastera dimostrare che 7 manda
una qualsiasi base di M come A-modulo in una base di M /I M come A/I-spazio vettoriale per poi applicare
il risultato noto dell’algebra lineare, cioé sfruttare il fatto che le basi di uno spazio vettoriale hanno tutte la
stessa cardinalita.

Siaallora{m;},c s unabasedi M. Osserviamo che {m; + IM};c; & banalmente un sistema di generatori
per M/IM e dunque, per osservazione 1.16, 'omomorfismo di A-moduli seguente & suriettivo:

¢: A/ — M/IM
jedJ
(aj +I)j€J — Zajmj +IM
jed

Se dimostriamo che ¢ iniettivo, allora ¢ sara anche un isomorfismo e di conseguenza {m; + IM} ;c s sara una
base di M /IM, che é quanto vogliamo mostrare. Supponiamo che esistano degli elementi ay, as, .. .,a, € A
e degli indici j1, j2, . .., jn € J tali che:

n
> agmj, +IM =IM

k=1
Per concludere, mostreremo che le classi lateralia, + I,a2 + I, ..., a, + I sono tutte banali, cioé cheay € I
perogni k =1,2,...,n. Osserviamo innanzitutto che:

n
Z apm;, € M
k=1



Per definizione di base e di ideale prodotto esiste allora un sottoinsieme {b; } jc s di elementi di I, con b; # 0
per al pitt un numero finito di indici j € J, tale che:

n
D> axmy, =3 bmy
k=1 jed
Equivalentemente, abbiamo che:

n

> (ak —bj )my, — > bjm; =0

k=1 JeI\{gr,d2sedn}
Dal fatto che {m; } jes ¢ una base di M segue allora che a, = b;, perognik = 1,2, ..., n. In particolare, vale
cheay € I perognik =1,2,...,n e questo, per quanto si era gia osservato, conclude la dimostrazione. [

E dunque ben posta la seguente definizione.
Definizione 1.24. Sia M un A-modulo libero. La cardinalita di una base di M viene detta il rango di M.

Come abbiamo gia osservato nella dimostrazione della proposizione 1.23, ogni sistema di generatori per
un A-modulo libero M viene mandato in un sistema di generatori per M/IM come A/I-spazio vettoriale.
Il risultato che segue &€ dunque una conseguenza immediata del fatto analogo per I’algebra lineare.

Proposizione 1.25. Sia M un A-modulo libero. Allora i sistemi di generatori di M hanno tutti cardinalita
maggiore o uguale al rango di M .

Facciamo ora una semplice considerazione.

Osservazione 1.26. Sia M un A-modulo. Allora M ¢ un A-modulo libero se e solo se & isomorfo a una somma
diretta di copie di A.

Dimostrazione. L’implicazione diretta segue banalmente dalla definizione di A-modulolibero. Viceversa, se
esiste un isomorfismo di A-moduli ¢: . ; A; — M allora, per qualunque indice ¢ € .J, possiamo definire:

m; == ¢((dij)jes)

jed

Ma dalla definizione di omomorfismo di A-moduli segue che, per ogni elemento (a;) je s della somma diretta:
¢((aj)jer) = ¢(Z az‘@zj)jd) =D aid((0ij)jes) = Y _ aim
ieJ ieJ ieJ
Con questo é dimostrato che {m; };c s & una base di M e concludiamo allora che M & un A-modulo libero. O

Diamo adesso la seguente caratterizzazione degli A-moduli finitamente generati.

Proposizione 1.27. Un A-modulo M ¢ finitamente generato se e solo se é isomorfo a un quoziente di A™
per qualche interon > 1.

Dimostrazione. Se M é finitamente generato, cioé se ammette un sistema di generatori {my, ma, ..., my,},
allora 'omomorfismo ¢: A™ — M della definizione 1.15 & suriettivo e dunque M ~ A™/Ker ¢ per il primo
teorema di isomorfismo. Viceversa, se esistono un interon > 1, un sottomodulo NV di A™ e un isomorfismo di
A-modulit: A"/N — M, allora applicazione ¢: A™ — M ottenuta componendo la mappa di passaggio al
quoziente m: A™ — A" /N conp: A" /N — M & un omomorfismo di A-moduli suriettivo. Ripetendo allora
I’argomento gia visto nella dimostrazione precedente, si costruisce un sistema di generatori finito per M. [

Esercizio 1.28. Dimostrare che Q non & uno Z-modulo finitamente generato né libero.

Svolgimento. Ragioniamo per assurdo con entrambe le asserzioni.



Se Q fosse uno Z-modulo finitamente generato, allora esisterebbero ay, as, ..., an,b1,b2,...,b, € Z
conby,ba, ..., b, # 0taliche Q = (a1 /b1, a2/ba,...,an/by,). Mase consideriamo un numero primo
p che non divide by, ba, .. ., by, allora 1/p & (a1 /b1, as/ba, ..., a,/b,) puressendo 1/p € Q e questo
é assurdo.

Se Q fosse uno Z-modulo libero, potremmo considerare una base B di Q come Z-modulo. Poiché Q
non é uno Z-modulo finitamente generato, esisterebbero sicuramente almeno due elementi distinti
a1/b1,as/by € B. Per avere un assurdo, basta osservare che gli interi 21 := asb; e 25 := —a;bs sono
non entrambi nulli e che:

ag

ai
2 Z =0
l‘lbl —|—1‘2b2

Percio la mappa ¢ della definizione 1.15 non € iniettiva, cioé B non & una base di QQ come Z-modulo.

Esercizio 1.29. Sia A un dominio a ideali principali e siano I e J due ideali di A.

(i)
(i)

Dimostrare che T+ J = VI +VJ.

Dimostrare che tale uguaglianza é in generale falsa se A non é un dominio a ideali principali.

Svolgimento.

(i)

Poiché per ipotesi A ¢ un dominio a ideali principali, esistono due elementi a,b € A tali che I = (a)
e J = (b). Un dominio a ideali principali & in particolare un dominio a fattorizzazione unica, percio
possiamo considerare, per opportuni u, v € A invertibili, p1, pa,...,pr € A irriducibili a due a due
non associati, dy, ds, . ..,dg, €1, €s,..., e > 0interi, delle fattorizzazioni:

dy, d d
a = up11p22 . ..pkk

(&) e (&
b = Up11p22 pkk

Ricordiamo che, in un dominio a fattorizzazione unica, il massimo comune divisore di due elementi
esiste sempre e che, se definiamo f; := min{d;, e;} per ognii = 1,2, ..., k, allora®:

MCD(a,b) = p{lp22 .. .pg"'

Definiamo ora d;, := min{d;, 1}, e; := min{e;, 1}, f/ := min{f;, 1} perognii = 1,2,..., k e notiamo
che gli interi cosi definiti possono essere uguali solo a 0 0 a 1. Per una proprieta degli ideali radicali,
sappiamo che:

VI = (pfips - pi)
VI =(¢{1¢5 )
Ricordando che (a) + (b) = (MCD(a, b)), abbiamo anche:
VI+JT=lipl - pl)
Adesso pero osserviamo che, per ognii = 1,2,...,k, si ha:
min{d}, e;} = min{min{d;, e;},1} = min{f;, 1} = f]

Ne deduciamo che il massimo comune divisore tra i generatori di VT e v/ J coincide con il generatore
dell’ideale v/I 4 J e questo ci permette di concludere che:

VI+VI=VI+J

3Per una giustificazione di questo fatto si rimanda alla dimostrazione del punto (iv) della proposizione 9.3 delle dispense
del corso AL210.



(ii) Consideriamo A := K[X, Y], che non é un dominio a ideali principali*. Sappiamo che, in generale:

VVI+VI=VT+J

Per questo motivo, bastera esibire due ideali I e J di A tali che v/T + v/J non sia un ideale radicale.
In particolare, sara sufficiente trovare due ideali radicali I e J di A tali che I 4+ J non sia un ideale
radicale. Prendiamo allora I := (Y), J := (Y — X?). Poich¢ Y e Y — X2 sono polinomi irriducibili
e A é un dominio a fattorizzazione unica, gli ideali da essi generati sono primi, quindi sono radicali.
D’altra parte:

VIFT = /0¥ - X2) = /¥, X2 = /1) + (X%) = V) + (%) = V(X,¥) = (X.Y)

Nell’ultima uguaglianza abbiamo usato il fatto che (X, Y) ¢ un ideale massimale, dunque radicale, di
A, in quanto ideale del punto (0,0). Concludiamo allora che I + J non ¢ un ideale radicale.

Geometricamente, I'idea del controesempio che abbiamo esibito nel
punto (ii) dell’esercizio 1.29 ¢ di scegliere I e J come ideali di due insiemi
algebrici del piano affine A?(K) e cio¢, rispettivamente:

e Laparabola di equazione Y = X?2.

e LasseY =0.

L’ideale I + J corrisponde percio all’origine, ma questa viene “contata
due volte” dato che & un punto di tangenza. Questa anomalia suggerisce
che I + Jnon éunidealeradicale. Sinotiinvece chel'ideale (X,Y) éun
ideale radicale e corrisponde all’origine “contata una sola volta’”.

Esercizio 1.30. Dimostrare che nell’anello K[ X, Y, Z] si ha:

VIXY,)YZ+XZ)=(XY,YZ XZ)

Svolgimento. Definiamo per semplicita [ := (XY, YZ + XZ), J := (XY,Y Z, X Z). Dobbiamo dimostrare
che v/T = J. Innanzitutto, osserviamo che un polinomio di K[X,Y, Z] appartiene a J se e solo se in ogni suo
monomio compaiono almeno due delle tre variabili X, Y e Z. Ma, per qualsiasi polinomio f € K[X,Y, Z] e
per ogni intero n > 1, questa condizione viene soddisfatta da f se e solo se é soddisfatta da f™, ovvero f € J
se e solose f € J. In effetti, 'implicazione diretta é ovvia, ma vale anche il viceversa per contronominale
perché per esempio, se in f appare il monomio X, allora in f™ comparira X". Percio J € un ideale radicale.
Fatta questa premessa, dimostriamo che v/I = J per doppia inclusione.

(C) Ovviamente I C J e quindi vV C VJ = J.

(2) Bastaosservare cheigeneratoridi.J appartengono tuttia V1. Innanzitutto, vale che XY € I C /1.

Ora:
YZ=Y(YZ+XZ)-Z(XY)el X*Z=X(YZ+XZ)-Z(XY)el
= Y?Z%¢] = X?Z%¢l
— YZeVI — XZeVI

Osservazione 1.31. Sesiassume che K sia un campo algebricamente chiuso, si puo risolvere geometricamente
Pesercizio 1.30 sfruttando il teorema degli zeri di Hilbert, che dimostreremo in seguito e che, nel nostro caso,
fornisce una corrispondenza biunivoca:

{Ideali radicali di K[X,Y, Z]} +— {Sottoinsiemi algebrici di A3(K)}

I — V()
I(X) «— X

4Un ideale non principale di K[X,Y] e lideale (X,Y). Questo ¢ stato dimostrato nell’esempio 10.2 delle dispense del corso
AL210.



In particolare, se I ¢ un ideale radicale di K[X, Y, Z], allora Z(V(I)) = I. Per risolvere l’esercizio precedente
sarebbe dunque bastato osservare che .J ¢ un ideale radicale e che V(v/I) = V(J). Si puo vedere facilmente®
che V(v/T) = V(I) e quindi, oltre al fatto che J & un ideale radicale, si deve solo verificare che V(I) = V(J),

cioé che i due seguenti sistemi di equazioni hanno lo stesso insieme di soluzioni:

XY =0
XY =0

YZ=0
XZ+YZ=0

XZ =0

5La dimostrazione viene trattata negli appunti nel corso GE410.
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Algebra commutativa (Matematica, Roma Tre) Oct 13, 2020

Lezione 9
Raffaele Di Donna

FEsercizi su anelli e ideals.

Esercizio 1.32. Nell’anello di polinomi R[X, Y] si considerino:

f=1+X?
g=Y} (X +XH+ (Y -1)X*+Y +2
Stabilire se 'ideale I = (f, g) & primo o massimale.
Svolgimento. Osserviamo che:
g=XYV*(1+X)+ (Y -1DX*+Y +2

=XY?2(1+XH)4+Y(1+X?) - X242

=XY2(1+XH+Y(Q1+X?) - (1+X%)+3

=(XY?*+Y -1)(1+X?)+3

Ne deduciamo che I = (f,3), ma 3 ¢ un elemento invertibile di R[X, Y] e dunque I = R[X, Y] che non ¢ un
ideale primo né massimale.

Esercizio 1.33. Sia A un anello (commutativo e unitario) e sia I un ideale proprio di A. Dimostrare che le
seguenti condizioni sono equivalenti.

(a) Vale che I ¢ un ideale primo di A.
(b) Presi due ideali qualsiasi J e L di A, se JL C I, allora J C I oppure L C T.
Svolgimento. Mostriamo le due implicazioni. Per'implicazione (a) = (b) mostreremo la contronominale.

() Siano Je L dueidealidi A taliche J € I'e L ¢ I. Allora esistono degli elementiz € J\I,y € L\I.
In particolare, si ha x,y ¢ I e quindi, per il punto (a), anche zy ¢ I. D’altra parte, per definizione
di ideale prodotto, sappiamo che zy € JL e dunque JL ¢ I.

(1) Sianox,y € Atalichexy € I. Definiamo J := (z), L := (y). Allora (xy) = JL in virtu dell’ipotesi
che A sia un anello commutativo e unitario®. Ma allora JL C I e quindi, per il punto (b), possiamo
concludere che J C I oppure L C I, cioé che x € I oppurey € I.

Esercizio 1.34. Sia A un anello. Dimostrare che un polinomio di A[X] é nilpotente se e solo se tutti i suoi
coeflicienti sono nilpotenti.

Svolgimento. Sia f € A[X] un polinomio. Assumiamo f =a9+a1X +---+a, X" conagp,ay,...,a, € A
e dimostriamo le due implicazioni. Ricordiamo anche che il nilradicale di un anello, che é I'insieme di tutti i
suoi elementi nilpotenti, & un ideale, percio la somma di nilpotenti e il prodotto per un elemento nilpotente
sono a loro volta nilpotenti. Dimostriamo ora le due implicazioni.

(<) Seag,ai,...,a, € Asononilpotenti, alloraag, a1 X, ...,a,X™ € A[X]sono nilpotenti e dunque f &
nilpotente in quanto somma di elementi nilpotenti.

6Questo passaggio viene giustificato in maniera dettagliata nella dimostrazione del punto (iii) della proposizione 7.5 delle
dispense del corso AL210. Nell’esempio 7.6 delle stesse dispense si vede anche che I'ipotesi di lavorare con anelli commutativi
¢ irrinunciabile. Al contrario, I'ipotesi che A sia un anello unitario puo essere indebolita richiedendo che valga invece A2 = A.
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(=) Procediamo per induzione sull’intero n > 0. La base di induzione, vale a dire il caso n = 0, & banale.
Nel passo induttivo supponiamo che n > 1 e che, se un polinomio di grado n — 1 é nilpotente, allora
sono nilpotenti tutti i suoi coefficienti. Se f ¢ nilpotente, allora f* = 0 per un qualche intero k > 1.
Osserviamo perd che il coefficiente direttore di f*, cioé il coefficiente del termine di grado massimo
di f*, & a* e quindi, per il principio di identita dei polinomi, abbiamo a* = 0, cioé a,, & nilpotente.
In particolare, il monomio a,, X™ & nilpotente e quindi f — a,, X™ é un polinomio nilpotente di grado
n — 1. Per ipotesi induttiva, otteniamo allora che tuttii suoi coefficienti, cioé ag, ay, . .., @, _1, SONO
nilpotenti. Concludiamo allora che tutti i coefficienti di f sono nilpotenti.

Esercizio 1.35.
(i
(i

Dimostrare che la contrazione di un ideale primo ¢ un ideale primo.
Provare con un esempio che I’estensione di un ideale primo non € necessariamente un ideale primo.

(iii) Provare con un esempio che la contrazione di un ideale massimale non & sempre un ideale massimale.

)
)
)
(iv) Dare un’interpretazione geometrica del punto (i) precedente.

Svolgimento.

(i) Sia f: A — Bunomomorfismo di anelli e sia J un ideale primo di B. Dimostriamo che J¢ = f~1(.J)
¢unideale primodi A. Sianodunquez,y € Atalichexy € J°. Allora f(xy) € J,cioe f(z)f(y) € J.
Ma J ¢ un ideale primo di B, quindi f(z) € J oppure f(y) € J. Dunque abbiamo che « € J¢ oppure
y e JC.

(ii) Consideriamo 'omomorfismo di anelli evg: R[X] — R definito daevy(f) := £(0). Allora (X? +1)¢é
un ideale primo la cui estensione & tutto R in quanto contiene I'elemento 1 = evo(X?2 + 1) e sappiamo
che R non puo essere un ideale primo in quanto non ¢ nemmeno un ideale proprio.

Un altro esempio & dato dal considerare la mappa inclusione i: Z — Q e 'ideale principale (p) con
p numero primo. Sappiamo che in Z tale ideale é primo, ma la sua estensione tramite ¢ ¢ tutto Q in
quanto p & invertibile in Q.

(iii) Consideriamo nuovamente la mappa inclusione i: Z — Q. Basta osservare che I'ideale banale (0) é
massimale in Q ma non in Z perché Q ~ Q/{0} ¢ un campo mentre Z ~ Z/{0} non lo é.

(iv) Siag: X — Y unmorfismo diinsiemi algebrici e sia g*: A(Y) — A(X) 'omomorfismo indotto da g
sui rispettivi anelli delle funzioni polinomiali, cioé la mappa datada g*(h + Z(Y)) := ho g + Z(X).
Abbiamo visto che, se Z é un sottoinsieme algebrico di X, allora:

-1

Tyzyyy = (97) (Zz/x) = (Zz/x)°

Inoltre, & noto che Z ¢ irriducibile se e solo se 7, x ¢ un ideale primo. Ma per il punto (i) precedente,
se Zz/x ¢ un ideale primo, lo & anche la sua contrazione Z,z)/y e in particolare g(Z) ¢ irriducibile.
Ne deduciamo che 'interpretazione geometrica € la seguente: I'immagine tramite un morfismo di un
insieme algebrico irriducibile é ancora irriducibile.

Osservazione 1.36. Una conferma della proprieta geometrica individuata nello svolgimento del punto (iv)
dell’esercizio 1.35 é data dal fatto che:

(1) I morfismi di insiemi algebrici sono applicazioni continue’.

"Per una dimostrazione di questo fatto rimandiamo all’osservazione 2.9 delle dispense del corso GE410.
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(2) L’immagine di un insieme irriducibile tramite una mappa continua & ancora un insieme irriducibile.
Se infatti g: X — Y é un’applicazione continua tra spazi topologici e Z € un sottoinsieme di X tale
che f(Z) sia riducibile, allora esistono due chiusi propri Y7 e Y3 di f(Z) tali che:

f(Z)=11UY,

= fTHf(2) = M) U FH(Y2)
= Z=("'M)N2)u(f'(Y2)n2)

Poiché si assume che g sia continua, la preimmagine di un chiuso di Y tramite g & un chiuso di X e
dunque f~1(Y1) N Z e f~1(Y2) N Z sono chiusi di Z. Inoltre, sono chiusi propri perché per esempio:

fffmynz==z
= ZC f ')
— f(Z)C (') Cn
= f(Z)="

L’ultima implicazione contraddice il fatto che Y; sia un chiuso proprio di f(Z). Si ottiene percio che
Z & riducibile.

Prima di svolgere I'ultimo esercizio di questa lezione, generalizziamo il seguente risultato, gia noto per gli
. .8
nteri®.

Osservazione 1.37 (Identita di Bezout per domini euclidei). Sia A un dominio euclideo con funzione euclidea
d: A\{0} — N. Allora, per ognia, b € A, esistono z,y € A tali che si abbial'identita ax + by = MCD(a, b).

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, se a e b sono entrambi nulli, allora il risultato € banale perché
per definizione MCD(0, 0) = 0. Supponiamo percio, senza perdita di generalita, che b # 0. Definiamo ora:

S:={re€A:x+#0, x =ax+ bypercertiz,y € A}

Prendendo z := 0ey := 1sivedecheb € S, percio S é un insieme non vuoto. In particolare, si ha che §(S) &
un sottoinsieme non vuoto di N e dunque ammette minimo per il principio del buon ordinamento. Sia allora
d € S un elemento tale che 0(d) sia il minimo di §(.5). Dimostreremo che d = MCD(a, b). Innanzitutto, per
definizione di S, sappiamo che d # 0 e che esistono x, y € A tali che d = ax + by. Per definizione di funzione
euclidea esistono g, € A, conr = Qoppurer # 0e §(r) < §(d), tali che z = gd + r. In particolare, vale che:

r=x—qd=x—qlax +by) = (1 —qa)x + (¢gb)y

Sefosse r # 0 e d(r) < §(d), allorar € S e avremmo una contraddizione con la minimalita di §(d). Dunque
r =0, cioéd | z. In modo simile si ottiene che d | y. Siaorad’ € Ataleched | xed' |y. Allorad’ | d perché
d’ divide qualsiasi combinazione lineare di z e y. Con questo otteniamo che d = MCD(a, b) e quindi abbiamo
concluso. O

Ci serviremo, inoltre, del seguente fatto.

Osservazione 1.38. Sia A un dominio a fattorizzazione unica e sia K il campo dei quozienti di A. Valgono le
due seguenti affermazioni.

(a) Dato un polinomio non nullo f € K[X], esiste « € K con o # 0 tale che af € A[X] e tale che af sia
un polinomio primitivo, cioé con coeflicienti coprimi.

(b) Datif,g € A[X]con f polinomio primitivo, vale che f divide g in A[X] se esolose f divide gin K[X].

8Prima di proseguire si ricordi che, per il teorema 9.2 delle dispense del corso AL210, un dominio euclideo ¢ in particolare
un dominio a fattorizzazione unica percio, in un dominio euclideo, il massimo comune divisore tra due elementi esiste sempre.
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Dimostrazione.

(a)

Per ipotesi possiamo scrivere, per opportuni ag, a1, - - ., Gy, bg, b1, ...,b, € Aconby, by, ..., b, # 0:

n ai o
fX)=) X
i=0 *
Chiaramente, se definiamo b := bpby - - - by, allorabf € A[X]. Scriviamo adessobf = cfyconc € Ae
fo € A[X] polinomio primitivo. Dato che per ipotesi f & un polinomio non nullo, si deve avere ¢ # 0.
Definendo dunque « := b/¢, otteniamo che af = fy, quindi af € A[X]ed & un polinomio primitivo.

L’implicazione diretta é ovvia, percido dimostriamo il viceversa. Possiamo escludere il caso banale in
cui g & il polinomio nullo e scrivere quindi g = ¢gg conc € A, ¢ # 0e g € A[X] polinomio primitivo.
Dato che per ipotesi f divide g in K[X] e ¢ # 0, si ha anche che f divide g in K[X], cioé g9 = fh per
un opportuno polinomio h € K[X]. Peril punto (a) precedente, possiamo trovare a € K, con a # 0,
tale che, se poniamo hgy := ah, allora hg € A[X] e hg & un polinomio primitivo. Osserviamo ora che:

ago = afh = fhy

Per il lemma di Gauss? sappiamo che fhg ¢ un polinomio primitivo in quanto prodotto di polinomi
primitivi. Dunque gg e fhg sono entrambi polinomi primitivi. Inoltre sono associatiin K [X], perché
a # 0 ¢ invertibile in K[X]. Sappiamo allora che gg e fho sono associati anche in A[X]. Con questo
si ha, in particolare, che fhg divide gg in A[X] e quindi possiamo concludere che f divide gg in A[X]
per transitivita. O

Esercizio 1.39. Sia A un dominio a ideali principali. Dimostrare che gli ideali primi non nulli di A[X] sono

tutti e soli di una delle seguenti forme:

I = (p) con p € A elemento primo.
I =(f(X))con f(X) € A[X] polinomio irriducibile.

I = (p, f(X))conp € Aelemento primoe f(X) € A[X] polinomio tale che f(X) € A/(p)[X] siaun
polinomio irriducibile, dove abbiamo indicato con f(X) il polinomio ottenuto da f(X) riducendo i
suoi coefficienti modulo (p).

Dimostrare inoltre che gli ideali della forma (iii) sono anche ideali massimali di A[X].

Svolgimento. Per semplicita, indicheremo le classi laterali con la notazione della barretta in alto. Dobbiamo

in primo luogo dimostrare che tutti gli ideali con una delle forme indicate nel testo dell’esercizio sono primi.

(i)

Osserviamo che l'ideale (p) ¢ il nucleo del seguente omomorfismo suriettivo di anelli:

AX] — A/(p)[X]
FXO) =) aX' — f(X)=) aX’
=0 1=0

Allora, per il primo teorema di isomorfismo, abbiamo che:

AlX]/(p) =~ A/(p)[X] 3)

Ora, poiché per ipotesi A ¢ un dominio a ideali principali, I'ideale (p) ¢ massimale in A e quindi A/(p)
éun campo. Nededuciamo che A/(p)[X]éun dominio aideali principali'’ e dunque, in particolare, &
un dominio di integrita. Per I’isomorfismo trovato prima, anche A[X]/(p) ¢ un dominio di integrita,
percio possiamo concludere che (p) ¢ un ideale primo di A[X].

9Ci si riferisce al lemma 10.1 delle dispense del corso AL210. Tra poco useremo anche il lemma 10.2 delle stesse dispense.
10Tn questo passaggio stiamo applicando il punto (i) del teorema 9.2 e il corollario 10.2 visti nelle dispense del corso AL210.
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(i)

(iii)

Sappiamo che A é un dominio a ideali principali e quindi, in particolare, un dominio a fattorizzazione
unica'!. Di conseguenza, anche I’anello di polinomi A[X] & un dominio a fattorizzazione unica e cio
garantisce che, se f(X) € A[X] & un polinomio irriducibile, allora (f (X)) & un ideale primo di A[X].

Per il terzo teorema di isomorfismo, abbiamo che:

A[X]/(p, F(X)) = (AIX]/(p)/ ((p, F(X))/ ()

Osserviamo ora che gli elementidi (p, f(X))/(p) sono tutti e soli della forma seguente, per opportuni
9(X), h(X) € A[X]:

g(X)p + h(X)f(X) = h(X) f(X)

Percio vale chiaramente che:
(p, F(X))/(p) = (F(X))

In virta di questo fatto e dell’isomorfismo (3) precedente, otteniamo allora che:

A[X]/(p, £(X)) = A/(p)[X]/(F(X))

Ricordiamo adesso che, per quanto detto prima, ’anello di polinomi A/(p)[X] & un dominio a ideali
principali e quindi, dato che per ipotesi il polinomio f(X) € A/(p)[X] ¢irriducibile, 'ideale (f(X)) &
massimale in A/(p)[X]. In particolare, I’anello quoziente A/(p)[X]/(f(X)) & un campo e allora, per
I’isomorfismo appena trovato, anche A[X]/(p, f(X)) & un campo. Questo dimostra che (p, (X)) é
un ideale massimale, quindi primo, di A[X].

A questo punto, per poter concludere ’esercizio, dobbiamo solo far vedere che ogni ideale primo non nullo di
A[X] édiunadelle tre forme indicate. Sia dunque I unideale primo non nullo di A[X]. Si verifica facilmente
che I N Aéunideale primodi A. Poiché peripotesi A ¢ un dominio aideali principali, abbiamoche I N A =0

oppure I N A = (p) con p € A elemento primo. Distinguiamo i due casi.

Supponiamo che I N A = (p) con p € A elemento primo. Si osservi che p € I, percio I contiene (p).
Si presti attenzione al fatto che qui (p) denota I'ideale generato da p in tutto A[X] e non solo in A.
Ora, per il teorema di corrispondenza, la composizione 7 tra ’isomorfismo (3) e la mappa quoziente
A[X] — A[X]/(p) induce una corrispondenza biunivoca:

{Ideali primi di A[X] contenenti (p)} +— {Ideali primi di A/(p)[X]}

Sappiamo, in particolare, che w(I) & un ideale primo di A/(p)[X]. Avevamo visto che A/(p)[X] & un
dominio a ideali principali, percio (1) = 0 oppure 7(I) = (f(X)) con f(X) € A/(p)[X] polinomio
primo, quindi irriducibile. Osserviamo che:

((p, £(X))) = (f(X))

Questo si verifica facilmente per doppia inclusione. Da una parte, infatti, vale che f(X) = 7(f(X)),
mentre per ogni g(X), h(X) € A[X] si ha:

m(g(X)p + h(X)f(X)) = H(X)f(X) € (f(X))

Dunque, per la biunivocita della corrispondenza, si ha che I = (p, (X)) se e solose w(I) = (f(X))
con f(X) € A/(p)[X] polinomio irriducibile, mentre I = (p) se e solo se 7(I) = 0.

Supponiamo che I N A = 0. Questo significa che I non contiene polinomi costanti non nulli percio,
se consideriamo un polinomio f(X) € I non nullo e di grado minimo, il suo grado sara sicuramente
maggiore o uguale di 1. Inoltre, possiamo supporre che f(X) sia un polinomio primitivo, ovvero con

1 Con riferimento alle dispense del corso AL210, questo passaggio ¢ garantito dal punto (ii) del teorema 9.2, mentre quello
successivo € giustificato dal teorema 10.2.
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coefficienti coprimi. Questo perché, se f(X) non ¢ primitivo allora, per un certo ¢ € A e per qualche
polinomio primitivo fo(X) € A[X], possiamo scrivere:

f(X) = cfo(X)

Sappiamo pero che I & un ideale primo di A[X] e dunque, siccome ¢ ¢ I, dobbiamo avere f(X) € I.
Inoltre, vale che fo(X) & un polinomio non costante dello stesso grado di f (X)), cioé di grado minimo e
positivo. Infatti, poiché per ipotesi A é un dominio integrale, possiamo usare la formula del grado!?:

deg(f(X)) = deg(c) + deg(fo(X)) = deg(fo(X))

Supponiamo allora che f(X) sia un polinomio primitivo. Adesso il nostro obiettivo ¢ dimostrare che
I = (f(X)). Per farlo, consideriamo un polinomio g(X) € I e dimostriamo che f(X) divide g(X).
Sia K il campo dei quozienti di A. Allora K[X] ¢ un dominio euclideo e dunque in K [X] il massimo
comune divisore tra due elementi esiste sempre. In particolare, possiamo definire:

h(X) := MCD(f(X),g(X))
Adesso, per Posservazione 1.37, esistono due polinomi p(X), ¢(X) € K[X]talichesiabbial’identita:
h(X) = p(X)f(X) +¢(X)g(X)

Si presti attenzione al fatto che, in generale, si ha p(X), ¢(X) ¢ A[X], percio non si puod concludere
dalla definizione di ideale che h(X) € I. Moltiplicando pero i due membri dell’equazione precedente
per un’opportuna costante « € A, con « # 0, che di fatto puo essere scelta come il massimo comune
denominatore dei coefficienti di p(X) e ¢(X), possiamo affermare che ah(X) € I. Osserviamo ora
che, siccome h(X) divide f(X) in K[X], esiste un polinomio u(X) € K[X] tale che valga I'identita:

Per la formula che grado, che possiamo applicare perché K é un campo, quindi un dominio integrale
e per la minimalita del grado di f(X) tra tutti quelli dei polinomi in I, otteniamo che:

deg(f(X)) = deg(h(X)) + deg(u(X))
= deg(ah(X)) + deg(u(X))
> deg(f(X)) + deg(u(X))

Dunque u(X) ¢ una costante u € K. Inoltre vale che u # 0, altrimenti si avrebbe una contraddizione
col fatto che f(X) & un polinomio non nullo. E allora u ¢ invertibile in K, percio f(X) divide h(X) in
K[X]. Per transitivita, si ha che f(X) divide anche g(X) in K[X] e quindi f(X) divide g(X) in A[X]
per il punto (b) dell’osservazione 1.38.

Con questo abbiamo mostrato che I = (f(X)). Per concludere I’esercizio, basta osservare che f(X)
¢ un polinomio irriducibile in A[X]. Poiché sappiamo, per la discussione precedente, che f(X) & un

polinomio primitivo e non costante, sara sufficiente!® mostrare che f(X) ¢ un polinomio irriducibile
in K[X]. Siano dunque p(X), ¢(X) € K[X] polinomi tali che:

Moltiplicando p(X) e ¢(X) per delle costanti opportune «, 5 € A, con a, 8 # 0, che possono essere
scelte come i massimi comuni denominatori dei rispettivi coefficienti, abbiamo le condizioni seguenti:

ap(X) € A[X], Bq(X) € A[X]

128i rimanda a tal proposito all’osservazione 10.4 delle dispense del corso AL210.
13Questo ¢ garantito dal lemma 10.3 delle dispense del corso AL210.
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Possiamo percio sfruttare il fatto che I & un ideale primo di A[X]. Sappiamo infatti che a8f(X) € I
edunque vale ap(X) € I oppure Sq(X) € I. Senza perdita di generalita, assumiamo che ap(X) € I.
Allora, ricordando che I = (f(X)), esiste un polinomio 2(X) € A[X] tale che si abbial'uguaglianza:

In particolare:

aff(X) = Bf(X)h(X)q(X)
— a=h(X)q(X)
= ¢(X) ¢ invertibile in K[X]
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Algebra commutativa (Matematica, Roma Tre) Oct 15, 2020

Lezione 10
Raffaele Di Donna

Generalizzazione del Teorema di Cayley-Hamilton. Lemma di Nakayama e suoi corollari.

In generale, i moduli liberi finitamente generati si comportano come gli spazi vettoriali. Infatti, si hanno
le seguenti proprieta:

(1) Dato un A-modulo libero finitamente generato M di rango n, la scelta di una base per M equivale a
dare un isomorfismo di A-moduli tra M e A™.

(2) Datidue A-moduli liberi finitamente generati M e N, di rango m e n rispettivamente, abbiamo che:
Homy (M, N) ~ Homy (A™, A™) ~ Mat(A4, m X n)
Abbiamo qui introdotto le due notazioni:

e Homa (M, N), per indicare I'insieme degli omomorfismi di A-moduli da M in N.

e Mat(A, m x n), per indicare 'insieme delle matrici a coefficienti in A con m righe e n colonne.

Questi insiemi acquistano una naturale struttura di A-modulo con le operazioni usuali di somma e
prodotto per uno scalare. Poniamo anche End 4 (M) := Hom 4 (M, M). Chiameremo endomorfismi
di M gli elementi di End 4 (M).

(3) Dataunamatrice C € Mat(A4,n x n), possiamo definire il suo determinante det C' e questo soddisfa
le proprieta note. In particolare, vale che C' ¢ invertibile se e solo se det C' ¢ invertibile in A.

Vediamo ora un risultato preliminare.

Lemma 1.40. Sia A un anello. Allora esiste una corrispondenza biiettiva:
{A[X]-moduli} +— {(M,¢): M & un A-modulo, ¢ € End s (M)}
Dimostrazione. Un A[X]-modulo M ¢ anche un A-modulo e possiamo considerare un endomorfismo su M:

po: M — M

m +— Xm

Viceversa, sia M un A-modulo e sia ¢ € End4(M). Diamo a M una struttura di A[X]-modulo definendo il
prodotto esterno nel modo seguente:

(i: aiXi)m = z": a;'(m)
i=0 1=0

Abbiamo qui usato le notazioni:
Pli=gpopo---op, ¢¥i=idy
—_——

i volte

A questo punto é facile verificare che, con queste definizioni, abbiamo stabilito la corrispondenza biunivoca
voluta. O

Ricordiamo poi la seguente nozione di algebra lineare.
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Definizione 1.41. SiaC € Mat(A4,n x n),C = (¢;;) unamatrice. Perognii,j = 0,1, ..., n, introduciamo
lanotazione C(1...7...n | 1...j...n) per indicare la sottomatrice quadrata di ordine n — 1 di C ottenuta
cancellando la i-esimariga e la j esima colonna di C. Definiamo allora il cofattore (o complemento algebrico)
dell’elemento ¢;; di C' come:

Ciji=(—1)""detC(1...7...n|1...5...n)

La matrice quadrata di ordine n che ha Cj; per elemento di posto 7, al variare degli indici¢,j = 1,2,...,n,
¢ detta la matrice aggiunta di C e si denota Adj(C).

Esercizio 1.42. Sia C € Mat(A,n x n) una matrice. Allora si ha che Adj(C)C = (det C)I,, = C Adj(C).

Svolgimento. Cilimitiamo a dimostrare la prima identita, poiché la seconda si dimostra in modo analogo.
Supponiamo che C' = (¢;;) e facciamo vedere che le matrici Adj(C)C e (det C')I,, sono costituite dagli stessi
elementi. Fissiamo dunque due indici¢,5 € {1,2,...,n}. Se i = j, allora basta sviluppare il determinante
di C lungo la riga i applicando la formula di Laplace:

det C = Z kiCri
k=1

Se invece ¢ # 7, consideriamo la matrice O/ = (027) ottenuta da C per sostituzione della colonna i di C' con
la colonna j di C. Allora vale che det C’ = 0, perché C’ ha due colonne uguali. D’altra parte, sviluppando il
determinante di C” lungo la colonna ¢ con la formula di Laplace, si ottiene:

n n
k=0 k=0
Proposizione 1.43. Siano M un A-modulo finitamente generato, p € End (M) e sia I un ideale di A tale
chevalgap(M) C IM. Allora esistono uninteron > 1 e degli elementicg, ay, . . ., an—1 € I taliche si abbia:
"+ an_19" "+ + e+ agidy =0

Dimostrazione. Sappiamo per ipotesi che M ammette un sistema di generatori {my, ma, ..., my}. Inoltre,
essendo (M) C IM, vale che, per ognii = 1,2,...,n, esistono degli elementi a;1, a2, . . ., a;, € I tali che:

p(mi) =Y aim;
j=1

Equivalentemente, per ogni i = 1,2, ..., n, abbiamo che:

n

> (Gijep — aijidar)(m;) = 0

Jj=1

Per il lemma 1.40, possiamo considerare M come un A[X]-modulo definendo il prodotto esterno come segue:

(i aiXi)m = i i’ (m)

Definendo la matrice quadrata C := (§;; X — a;;) di ordine n e il vettore colonna m := (mq, ms, ..., my,),la
relazione che abbiamo trovato primasi scrive come Cm = 0. Ora, se moltiplichiamo a sinistra per la matrice
aggiunta di C, per l'esercizio 1.42 otteniamo la condizione (det C')m; = 0 per ogni j = 1,2,...,n. Adesso,
scrivendo esplicitamente il determinante di C si ottiene un polinomio monico in X di grado n a coeflicienti
in I, questo perché gli elementi a;; erano stati scelti nell’ideale I di A. Per opportuni ag, a1, ..., 001 € 1
troviamo allora, per ogni j = 1,2, ..., m, la condizione:

O = (detC)mj = (Xn +O(n,1Xn_1 + e + alX —|—a0)mj

19



Equivalentemente, per come & definito il prodotto esterno di M come A[X]-modulo, per j = 1,2,...,nsiha:
(" + 19"+ +arp+ag)(m;) =0
Ricordando infine che U'insieme {my,ma, ..., m,} & un sistema di generatori per M, otteniamo la tesi. [

Il risultato precedente generalizza il seguente fatto di algebra lineare.

Osservazione 1.44 (Teorema di Cayley-Hamilton). Sia V unK-spazio vettoriale di dimensione finita. Allora
ogni endomorfismo di V' & una radice del proprio polinomio caratteristico.

Dimostrazione. Sia ¢ un endomorfismo di V fissato. Dato che un K-spazio vettoriale di dimensione finita é
un K-modulo finitamente generato, possiamo ripetere passo passo la dimostrazione della proposizione 1.43,
considerando pero come sistema finito di generatori per V unabase B = {vy, v2, ..., v, } edefinendo I := K.
Osserviamo ora che, posto a;; := aj; per ogni i, j = 1,2,...,n, la matrice Mp(p) := (a;;) ¢ la matrice che
rappresenta l’endomorfismo ¢ nella base B. Ne deduciamo che la matrice C' := (;; X — a;;) ¢ la trasposta
della matrice X I,, — Mp(y). Ma allora, poiché il determinante di una matrice coincide con il determinante
della matrice trasposta, otteniamo che ¢ & una radice del polinomio det C' = det(XI,, — Mp(¢p)), ossia una
radice del proprio polinomio caratteristico. O

Lemma 1.45 (di Nakayama). Sia M un A-modulo finitamente generato e sia I un ideale di A tale che valga
IM = M. Allora esiste un elementoa € A talechel —a € I eaM = 0. SeinoltreI C Jac(A), vale M = 0.

Osservazione 1.46. In particolare, 'elemento 1 — a € I che compare nell’enunciato del lemma di Nakayama
agisce come 'identita sugli elementi di M, ossia soddisfa la condizione (1 — a)m = m per qualsiasim € M.

Dimostrazione (Lemma di Nakayama). Poiché per ipotesi vale I'inclusione non banale M C I M, possiamo
applicare la proposizione 1.43 prendendo ¢ := id); e dunque esistono g, a1, ..., a,—1 € I tali che si abbia:

(I+ap—1+ - +ar+a)idy =0

Definiamo allora:
a=1+a, 1+ +a1+aq

Per costruzione, tale elementoa € Aétalechel — a € I'eaM = 0. Ora, se assumiamo anche che I C Jac(A)
allora, per un risultato precedente, ’elemento a = 1 — (1 — a) é invertibile in A e dunque possiamo scrivere:

M=a'aM=a"10=0 O
Vediamo ora qualche conseguenza di questo importante risultato.

Corollario 1.47. Sia M un A-modulo finitamente generato e sia o € Enda(M). Se ¢ & un endomorfismo
suriettivo di M, allora ¢ é un isomorfismo.

Dimostrazione. Per il lemma 1.40, possiamo attribuire a M una struttura di A[X]-modulo in maniera tale
che Xm = p(m). Inparticolare, se consideriamo 'ideale I := (X) di A[X], abbiamo la condizione IM = M.
Inoltre, un A-modulo finitamente generato & ovviamente un A[X]-modulo finitamente generato e possiamo
allora applicare il lemma di Nakayama, dal quale deduciamo Desistenza di un polinomio p(X) € A[X] tale
chel —p(X) € Iep(X)M = 0. Siccome I = (X), il polinomio ¢(X) := 1 — p(X) & privo di termine noto e
quindi, per un certo intero n > 1 e per opportuni a1, as, .. ., a, € A, possiamo esprimere ¢(X) come segue:

n
q(X) = Z a; X*
i=1

Dall’osservazione 1.46 e dalla definizione del prodotto esterno di M come A[X]-modulo segue allora che, per
ognim € M, si ha:

m=q(X)m= (i aiXi)m = iaigpi(m)

In particolare, se m € Ker ¢, allora m = 0 e questo dimostra che ¢ € iniettiva, dunque un isomorfismo. [
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Corollario 1.48. Siano M un A-modulo finitamente generato, N un sottomodulo di M e sia I C Jac(A) un
ideale di A. Se IM + N = M, allora M = N.

Dimostrazione. Inprimo luogo, mostriamo che I(M/N) = (IM + N)/N. Siprocede per doppia inclusione:

(S) Unelemento di I(M/N) si esprime, per un qualche intero k > 1 e per opportuni 1, xa, . ..,x; € I,
mi,ma,...,mi € M, nel modo seguente:

K
> wi(mi + N)
i=1

Adesso, sfruttando le definizioni di prodotto esterno e somma nel modulo quoziente M /N, vediamo
che ¢ anche un elemento di (IM)/N, quindidi (IM + N)/N:

Z xzi(m; + N) z:(xzmZ +N) (Z xzmz)

(D) Unelementodi (IM + N)/N siscrive, per qualche intero k > 1 e per opportuni 21, Za, ...,2 € I,
mi,Ma,...,mg € M, n € N, nel modo seguente:

k
(Z T,m; + n) + N
i=1

Ora, utilizzando il fatto che n € IV assieme alle definizioni di somma e prodotto esterno nel modulo
quoziente M /N, otteniamo che ¢ anche un elemento di I(M/N):

(Zk:xzml —|—n) + N = (Zk:xzmi) + N = Ek:(;vlm2 +N) = zk:xl(ml + N)
i=1 i=1 i=1 =1

Ricordiamo adesso che, per ipotesi, siha IM + N = M edunque I(M/N) = M/N. Osserviamo inoltre che,
se M ¢ un A-modulo finitamente generato, allora M /N & ovviamente un A-modulo finitamente generato e
quindi si puo applicare il lemma di Nakayama, dal quale segue che M /N = 0 perché per ipotesi I C Jac(A).
Equivalentemente, abbiamo che M = N, cioé la tesi. O]

Nella dimostrazione della proposizione 1.23 avevamo osservato che, se M & un A-modulo libero e se I &
un ideale massimale di A, allora la mappa di passaggio al quoziente 7: M — M /I M manda ogni base di M
come A-modulo in una base di M /IM come A/I-spazio vettoriale. Il risultato che segue ci dice che, se M ¢é
un A-modulo finitamente generato (non necessariamente libero) con A anello locale e se un sottoinsieme di
M viene mandato tramite 7 in una base di M /I M, allora quel sottoinsieme ¢ un insieme di generatori per M.

Corollario 1.49. Siano A un anello locale, m il suo ideale massimale e sia K = A/m il suo campo residuo.
Siano inoltre M un A-modulo finitamente generato, w: M — M /mM lamappa quoziente, {mq, ma, ..., my}
un sottoinsieme di M tale che {m(mq),m(m2), ..., 7(my)} sia una base di M /mM comeK-spazio vettoriale.
Allora {my,ma,...,m,} &un sistema di generatori per M.

Dimostrazione. Definiamo N := {mj, ma,..., m,). Dalleipotesi segue immediatamente che,sei: N — M
& la mappa inclusione, allora la seguente composizione di applicazioni é suriettiva:

moi: N — M — M/mM

Percio, per ogni m € M, esiste n € N tale che m + mM = n 4+ mM, dunque m — n = x per un opportuno
elemento x € mM ein particolare m € mM + N. Otteniamo allora che mM + N = M e quindi, osservando
che m = Jac(A), possiamo concludere, per il corollario 1.48, che M = N. O
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Algebra commutativa (Matematica, Roma Tre) Oct 16, 2020

Lezione 11
Raffaele Di Donna

Successioni esatte e successioni esatte corte, lemma del serpente.

2 Successioni esatte

Definizione 2.1. Consideriamo una successione di A-moduli e omomorfismi di A-moduli:

M;_q fios M; Ji

Mi+1 —_— o
Una tale successione si dice esatta in M; se Ker f; = Im f;_1 e viene detta esatta se é esatta in ciascun M;.
Vediamo alcuni casi particolari della definizione:

(1) Una successione 0 — M —2+ N ¢ esatta se e solo se ¢ & un omomorfismo iniettivo di A-moduli.

(2) Una successione M %5 N —> 0 ¢ esatta se e solo se 1) € un omomorfismo suriettivo di A-moduli.
(3) Una successione 0 — M — 0 & esatta se e solo se M = 0.

(4) Una successione 0 — M —4 N — 0 ¢ esatta se e solo se ¢ & un isomorfismo di A-moduli.

(5) Unasuccessione 0 — M —» N Y5 P — 0 ¢ esatta se e solo se © € un omomorfismo iniettivo di
A-moduli, ¥ é un omomorfismo suriettivo di A-moduli e vale Ker 1) = Im . Una successione esatta
di questo tipo prende il nome di successione esatta corta.

Vediamo adesso alcuni esempi significativi di successioni esatte corte:

(A) Siaf: M — N unomomorfismo di A-moduliesia f: M — Im f definito da f(m) := f(m). Allora,
se consideriamo la mappa inclusione i: Ker f — M, abbiamo la seguente successione esatta corta:

f

0 Ker f —— M Im f 0

(B) Sia M un A-modulo e sia N un sottomodulo di M. Consideriamo la mappa inclusionei: N — M e
lapplicazione canonica di passaggio al quoziente m: M — M /N. Sihauna successione esatta corta:

0 N —— M —"% M/N — 0

In particolare, se M e N sono due A-moduli qualsiasie f: M — N é un omomorfismo di A-moduli
allora, ricordando che Coker f = N/Im f, possiamo considerare la mappa inclusionei: Im f — Ne
la mappa quoziente m: N — Coker f e percio abbiamo una successione esatta corta:

0 Imf <+ N —"% Coker f — 0

Osservazione 2.2. Consideriamo una successione esatta:

M;_4q fios M; J:

]\41._~_1 R
Dal punto (A) segue che possiamo ridurla a successioni esatte corte del tipo:
0—— Kerfi = Imfi,1 — M,L — Keerl = Imfl — 0

Questo spiega 'importanza delle successioni esatte corte.
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Vediamo adesso un risultato fondamentale in algebra omologica.

Lemma 2.3 (Snake Lemma). Consideriamo un diagramma commautativo di omomorfismi di A-moduli:

M4 N-_Y,p 0
L
0 M N p

Supponiamo che le due righe del diagramma siano successioni esatte. Allora abbiamo una successione esatta:

Kera Ker Kery —— Coker « —— Coker 5 —— Coker~y

Inoltre:
o Seyw éun omomorfismo iniettivo, allora lo & anche la prima mappa della successione esatta trovata.
e Set) &un omomorfismo suriettivo, allora lo ¢ anche l'ultima mappa della successione esatta sopra.

Prima di passare alla dimostrazione, vediamo che 'asserto dello Snake Lemma si esprime graficamente
nel modo seguente. Completando gli omomorfismi di A-moduli verticali «, 8 e v a successioni esatte corte
come abbiamo fatto nell’esempio (B) precedente, si ottengono le frecce continue nel diagramma che segue:

0 0 0
| ! |
0 > Keraw ------- > Ker g ------- > Kervy -5
R
0 > M N — =~— P 0
A y
0 M — N’ P’ >0

1 | |

‘~-» Coker a ----- » Coker 8 ----- » Cokery >0

| | |

0 0 0

Lo Snake Lemma garantisce ’esistenza della successione esatta indicata sopra con delle frecce tratteggiate.
In particolare, il nome attribuito a questo risultato allude all’omomorfismo, probabilmente inaspettato, da
Ker« in Coker a.. Le frecce punteggiate rappresentano poi le due asserzioni aggiuntive dello Snake Lemma:
il diagramma si puo leggere senza le frecce punteggiate, oppure omettendo quelle sulla sinistra o sulla destra.

Dimostrazione. Innanzitutto, costruiamo gli omomorfismi di A-moduli della successione:

Ker oo —2— Ker v Ker~y % Cokera —2— Coker 3 AN Coker ~

(a) Le prime due mappe. Definiamo @: Ker o — Ker  come ’omomorfismo di A-moduli ottenuto per
restrizione di p a Ker a, cioé definito da ¢(m) := ¢(m). Sinoti che la sua immagine ¢ effettivamente
contenuta in Ker 3 perché, dato un elemento m € Ker «, per la commutativita del diagramma dato
si ha:

Bp(m)) = ¢'(a(m)) =0

Allo stesso modo, si definisce 1): Ker 8 — Ker~ come la restrizione di ¢ a Ker $.
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(b)  Le ultime due mappe. La mappa @' : Coker o — Coker (3 & indotta da ¢ per passaggio al quoziente,
secondo il seguente diagramma:

M —F— N’

Lo

Coker a ----» Coker 8

Precisamente, applicazione ¢': Coker o — Coker 5 & definitada @' (m/ + Im «) := ¢’ (m') +Im 3.
Tale definizione non dipende dalla scelta del rappresentante della classe laterale m’ + Im « in virtu
dell’inclusione ¢’ (Im «) C Tm f3, la quale & garantita dalla commutativita del diagramma. In effetti,
per ogni m € M, si ha:

¢'(a(m)) = B(e(m))
Similmente si definisce 7,/;’ : Coker  — Coker 7y ed ¢é facile verificare che questi sono omomorfismi di
A-moduli.

(¢) Lamappa centrale §. Lesistenza di questa applicazione ¢é la parte fondamentale di questo risultato.
L’idea per la costruzione é schematizzata nel diagramma in basso: si prende un elemento nella fibra
tramite v, poi 'immagine tramite /3 e infine di nuovo un elemento nella controimmagine tramite ¢'.

M—5 N — P 0
Lk
0 M 5 N P’
<pl wl

Piu precisamente, fissiamo p € Kery C P. Poiché v é suriettiva, esiste un elemento n € NV tale che
(n) =p. Siaoran’ := B(n). Alloran’ € Ker 1)’ perché, per lacommutativita del diagramma, si ha:

Y'(n') = (B(n) = y(¥(n)) =~(p) =0

Ma Ker ¢’ = Im ¢/, percio esiste m’ € M’ tale che ¢'(m’) = n’. Poniamo allora §(p) := m' + Im a.
Dobbiamo accertarci che questa definizione sia indipendente dalla scelta delle due immagini inverse.
Notiamo, a tal proposito, che la scelta di m’ ¢ univocamente determinata dal fatto che ¢’ & iniettivo.
Supponiamo adesso di scegliere un elemento 7 € N, eventualmente diverso da n, tale che (i) = pe
poniamo 7’ := §(n). Come prima, si ha che n’ € Ker ¢’ = Im ¢’ e dunque esiste un unico elemento
m’ € M’ tale che ¢'(m’) = f/. Dobbiamo dimostrare che m’ — 1/ € Im a. Notiamo allora che vale:

(i —n) =0
= n—neKery=Imp
= dmeM:n—n=p(m)

Per la commutativita del diagramma, ne segue che:
¢ (m' —m') =i —n' = B(i — n) = B(p(m)) = ¢'(a(m))

Dunque m’ —m’ = a(m) in quanto ¢’ & iniettivo. Abbiamo cosi ottenuto che m’ e m’ definiscono la
stessa classe laterale in Coker « e percio lamappa §: Kery — Coker a é ben definita. Inoltre é facile
verificare che § ¢ un omomorfismo di A-moduli. Infatti, basta ripercorrere la costruzione di d e usare
il fatto che 1, 8 e ¢’ sono omomorfismi.

Ora, per dimostrare ’esattezza della successione, la tecnica da seguire ¢ la stessa che abbiamo utilizzato per
la costruzione dell’omomorfismo § sopra: seguire gli elementi nel diagramma commutativo, una cosiddetta
“caccia al diagramma”. Per questo motivo, probabilmente il resto della dimostrazione non sara interessante,
ma lo tratteremo comunque per completezza.
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e FsattezzainKer 8. Sara sufficiente mostrare, per doppia inclusione, che p(Ker a)) = Ker ¢ N Ker §.

(€)

(2)

Per l'esattezza della prima riga del diagramma commutativo dato, abbiamo che Ker ¢y = Im ¢.
Adesso l'inclusione p(Ker o) C Im @ & banale e gia sappiamo che p(Ker o) C Ker 3 per quanto
avevamo osservato nel punto (a) precedente.

Fissiamo un elemento m’ € Ker v N Ker 8 = Im ¢ N Ker 3. In particolare, per qualche m € M
siham’ = ¢(m). Basta mostrare che m € Ker a. Osserviamo allora che, per la commutativita
del diagramma dato:

Dunque, per iniettivita di ¢, otteniamo che a(m) = 0.

e [Fsattezza in Kery. Dimostriamo, di nuovo per doppia inclusione, che 1 (Ker 5) = Ker é.

(€)

(2)

Sian € Ker 8 un elemento fissato e sia p := ¢(n). Dobbiamo dimostrare che 6(p) = 0 + Im a.
Ma questa & una conseguenza della costruzione di §: siccome n’ := 8(n) = 0 e ¢’ & iniettiva, se
m’ € M’ & tale che ¢'(m') =n’ =0, allora m’ = 0.

Fissiamo p € Ker d. Riprendiamo di nuovo la costruzione di §: esiste n € N tale che p = 1(n)
e, poston’ := f3(n), esistem’ € M’ tale che ¢'(m’) = n’. Adesso, sescegliamop € Ker §, allora
m’ € Im «, cioé esiste un elemento m € M tale che m’ = a(m). Ora, per la commutativita del
diagramma:

B(n) =n"=¢'(m') = ¢'(a(m)) = B(p(m))

Dunque n — p(m) € Ker 8. A questo punto, usando il fatto che Ker ) = Im ¢, basta osservare
che:

P(n—@(m)) =(n) —P(p(m)) = ¢(n) = p

e Fsattezza in Coker a. Facciamo vedere, ancora per doppia inclusione, che Im d = Ker ¢'.

(<)

Fissiamom’ + Im« € Im §. Alloram’ + Im o = §(p) per un qualche p € Ker 7 e, come sempre,
dobbiamo riprendere la costruzione di ¢: sappiamo che esiste n € N tale che p = ¥ (n) e che, se
definiamo n’ := §(n), allora esiste un elemento m’ € M’ tale che ¢’(m') = n’. Otteniamo cosi
che m’ +Ima = m' + Im « e quindi, utilizzando il fatto che n’ € Im 3, si trova la condizione:

G (m' +Ima) =@ (M +Ima) =n"+ImB =0+ Imp3

Sia fissatom’ + Ima € Ker ¢'. Alloran’ := ¢'(m’) € Im 8 e dunque esiste un elementon € N
tale chen’ = B(n). Osserviamo che, posto p := 1)(n), per costruzione di § possiamo concludere
che m' 4+ Im «v = &(p) se prima pero dimostriamo che p € Ker~y. Per farlo, usiamo l'ipotesi di
commutativita del diagramma e il fatto che Ker )’ = Im '

e [Esattezza in Coker 8. Sempre per doppio contenimento, dobbiamo dimostrare che Im ¢’ = Ker z/~/.

(€)

Sen'+Imp € Im¢', alloran’ + Im 3 = @'(m’ + Im «) per qualche m’ € M’. Percio, usando
I'esattezza della seconda riga del diagramma in N’, cioé il fatto che Ker ¢y’ = Im ¢/, si ottiene:

' (n' +1ImB) = ¢'(¢'(m’ + Ima))
(¢'(m") +Im 3)
(¢'(m')) + Imy =0+ Imvy

1[}/
,J}/
w/
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(D) Consideriamo un elemento n’ + Im 8 € Ker¢)’. Allora ¢/(n') € Im~, ossia ¢'(n/) = ~(p) per
qualche p € P. Ma siccome 1) é suriettiva, possiamo scegliere n € N tale che p = 1)(n) e allora,
usando la commutativita del diagramma dato:

Y0 = B(n)) =v(p) —v(¥(n)) =0
= n' — B(n) € Kery =Imy’
= Im' e M":n/ — B(n) = ¢'(m’)

= ¢'(m' +Ima)=n"+Im}

Giustifichiamo infine le due asserzioni aggiuntive del lemma.
o [niettivita di ¢. Poiché ¢ é semplicemente una restrizione di ¢, é evidente che ¢ & iniettiva se ¢ lo é.

o  Suriettivita ditp. Se ) & suriettiva allora, per qualunque p’ € P’ esiste un elementon’ € N’ tale che
P'(n') =p’ e dunque ¥'(n’ + Im B) = p’ + Im . O

. . %) P . . .. . -
Osservazione 2.4. Sia0 — M — N — P — Ounasuccessione esatta corta. Cichiediamo se é possibile
ricavare uno dei tre moduli conoscendo altri elementi della successione.

e Sesononoti M, Neyw: M — N, allora per la suriettivita di ¥, per il primo teorema di isomorfismo
e per l'esattezza in N abbiamo che:

P=Im¢y ~ N/Ker¢y = N/Ime

e Analogamente, se conosciamo N, P e: N — P, allora per 'iniettivita di ¢, per il primo teorema
di isomorfismo e per 'esattezza in N si ha:

M = M/Kerp ~Imyp = Kert)

La domanda pit interessante € se possiamo determinare il modulo centrale NV conoscendo M e P, ma nessun
omomorfismo. I due esempi successivi mostrano che in generale questo non ¢é possibile.

Esempio 2.5. Siano M e P due A-moduli. Consideriamo la mappa inclusione ¢: M — M @ P definita da
p(m) := (m,0) e la proiezione canonica ¢ : M @ P — P definita ponendo ¢(m, p) := p. Allora la seguente
€ una successione esatta corta:

0—— M5 MaP PP 0
Esempio 2.6. Sia p un numero primo. Consideriamo Z,, e Z,> come Z-moduli, cioé come gruppi additivi.
Siano i: Z, — Zy2 e w: Ly> — Zy, i due omomorfismi di gruppi definiti ponendo i(Z) := pz e 7(z) := z. Si
ha allora una successione esatta corta'?:

0 Ly —— T —" 7, 0
Adesso, se nell’esempio 2.5 prendiamo M := P := Z,, abbiamo anche la seguente successione esatta corta:

0*>chi>Zp®Zpi»Zp*>0

Tuttavia Z, @ Z, non ¢ isomorfo a Z,» perché non ¢ un gruppo ciclico'®. Questo dimostra che, in generale,
il modulo centrale di una successione esatta corta non ¢ univocamente determinato dagli altri due moduli.

4 Questo fatto & dimostrato dettagliatamente nell’esempio 4.16 delle dispense del corso AL210.

150vviamente Zy2 ¢ invece un gruppo ciclico e quindi, per 'osservazione 1.18 delle dispense del corso AL210, i due gruppi
non possono essere isomorfi. Per dimostrare che Z;, @ Z;, non é un gruppo ciclico si puo ragionare per assurdo utilizzando il
fatto che (0,1), (1,1) € Zp @ Zp e ricordando che Z, & un dominio di integrita.
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Corollario 2.7. Consideriamo un diagramma commutativo di omomorfismi di A-moduli:

0 M—*?23N_Y,p 0
| A
0 M N Y pr 0

Supponiamo che le due righe del diagramma siano successioni esatte corte. Se due delle mappe o, 5 e~y sono
isomorfismi di A-moduli, allora lo & anche la terza.

Dimostrazione. Per lo Snake Lemma, abbiamo una successione esatta:

0 —— Kera Ker g Kery —— Coker o« —— Coker § —— Cokery —— 0

Ora, se assumiamo per esempio che « e 7 siano isomorfismi di A-moduli, allora Ker a = Ker v = Coker o =
Coker v = 0 e la successione esatta diventa:

0 —— 0 —— Kerfs 0 0 Coker§ —— 0 —— 0

Quindi, per il caso particolare (3) visto a inizio lezione, dobbiamo avere Ker 8 = Coker 8 = 0, cioé anche
deve essere un isomorfismo. O
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Successioni esatte spezzanti. Prodotto tensoriale di moduli: definizione mediante la proprieta universale,
dimostrazione esistenza e unicita.

Nella scorsa lezione abbiamo dimostrato il seguente risultato.

Corollario 2.7. Consideriamo un diagramma commutativo di omomorfismi di A-moduli:

0 M—f3N-_Y,p 0
L
0 M N P 0

Supponiamo che le due righe del diagramma siano successioni esatte corte. Se due delle mappe c, 3 e~y sono
isomorfismi di A-moduli, allora lo & anche la terza.

Ricordiamo anche che, dati due A-moduli M e P, se consideriamo la mappainclusioneiy : M — M & P
definita ponendoips(m) := (m, 0) e la proiezione sulla seconda componente rp: M & P — P, cioélamappa
definita da 7wp(m, p) := p, allora la seguente & una successione esatta corta:

00— M<Y, MeP 2P 0

Adesso vorremmo capire come fare per riconoscere le successioni esatte di questo tipo. Abbiamo il seguente
risultato.

Proposizione 2.8. Sia 0 — M LN VN - SN 0 una successione esatta corta. Allora le affermazioni
che sequono sono equivalenti.

(a) Esiste unisomorfismo di A-moduli f: N — M @ P tale che sia commutativo il sequente diagramma
di omomorfismi:

0 —— M —2 Y P — 0

N
Jia | | Jiar

00— M s MeP -5 P —0

(b)  Esiste un omomorfismo di A-modulia: N — M tale che a o ¢ = id )y, cioé a & un’inversa a sinistra
di .

(c) Esiste un omomorfismo di A-moduli f: P — N tale che o 8 =idp, ovvero § & un’inversa a destra
di.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che (a) implica (b) e (c), per poi giustificare le implicazioni (b) = (a)
e (c) = (a).

(») Consideriamola proiezionem;: M @& P — M sulla prima componente, vale a dire l’'omomorfismo di
A-moduli dato da 7y (m, p) := m. Allora é del tutto evidente che 7/ sia un’inversa a destra di ips
e inoltre, definendo « := 7y o f, per la commutativita del diagramma dato nel punto (a) abbiamo:

aop=(mpof)o(poidys)
= (mu o f)o (f7 oin)

—WMOiM:idM
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(I}e) Questaimplicazionesidimostra esattamente come la precedente. Infatti, bastaporre 3 := f~1oip,
doveip: P — M @ P élamappa inclusione definita daip(p) := (0, p) e utilizzare la commutativita
del diagramma.

(fs) Sia(a,¥): N - M @& Pl'omomorfismo di A-moduli definito da (a, ¢)(n) := (a(n),(n)). Allorae
facile verificare che il seguente diagramma di omomorfismi € commutativo:

0 M % P

N
J{idM ' J{(a,w) J{idp

0 —— M s MepP -5 P—50

Per il corollario 2.7, possiamo concludere che (a, 1) & un isomorfismo di A-moduli.

(fe) Sia(p+ 8): M @ P — N lapplicazione definitada (¢ + 8)(m,p) := ¢(m) + B(p), che ovviamente
¢ un omomorfismo di A-moduli. Si dimostra facilmente che il seguente diagramma di omomorfismi
€ commutativo: ‘

0— M 25> MaP "5 P——0

JidM J(W—ﬂ) Jidp

0—s M —2 s N—Y s p_— 0

Percio, applicando il corollario 2.7, otteniamo che (¢ + 3) & un isomorfismo di A-moduli. O

Definizione 2.9. Sidice che una successione esatta corta 0 —s M —2s N -2 P — 0 spezza (oppure che
splitta) se soddisfa una delle tre condizioni equivalenti della proposizione 2.8.

Non tutte le successioni esatte corte spezzano, come mostra il seguente esempio.

Esempio 2.10. Sianoi: Z, — Z,2 e w: Zy2 — 7, gli omomorfismi di gruppi definiti ponendo i(Z) := pz e
m(Z) := Z. Allora questi omomorfismi definiscono una successione esatta corta che non spezza:

0 Z, —— L, —"> 7, 0

P

Nell’esempio 2.6 abbiamo infatti osservato che Z,> non ¢ isomorfo a Z;, @ Zj, e dunque non pud mai valere il
punto (a) della proposizione 2.8.

Vediamo infine cosa succede se consideriamo K-spazi vettoriali anziché A-moduli qualsiasi.

Osservazione 2.11. Siano U, V, W tre K-spazi vettoriali e sia 0 — U LA v i> W — 0 una successione
esatta corta. Allora questa spezza sempre. Sia infatti {w;};c; una base di W. Dato che 1) & suriettiva, per
ogni j € J esiste un elemento v; € V tale che ¢)(v;) = w,. Possiamo allora definire 5: W — V come 'unica
applicazione lineare tale che S(w;) = v; per ogni j € J. Siverifica facilmente che la composizione 3 o 3 fissa
ogni elemento della base {w; }jc.; e dunque ¢ o § = idw, cioé § & un’inversa a destra di ¢. Sinoti che /5 non
é in generale I'inversa bilatera di v perché non é unica. La definizione di # dipende infatti dalla scelta degli
elementi v; € V al variare di j € J e questi non sono univocamente determinati perché ) non ¢, in generale,
un omomorfismo iniettivo.

3 Prodotto tensoriale

Definizione 3.1. Siano M, N, P tre A-moduli. Un’applicazione f: M x N — P si dice A-bilineare se:

(1) Perognim € M,lamappa f(m,—): N — P definitada f(m, —)(n) := f(m,n) & un omomorfismo
di A-moduli.

(2) Perognin € N,lamappa f(—,n): M — P definitada f(—,n)(m) := f(m,n) é un omomorfismo di
A-moduli.
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Inoltre, un omomorfismo di A-moduli & anche detto un’applicazione A-lineare.

Osservazione 3.2. E importante notare che la nozione di applicazione A-bilineare non coincide, in generale,
con quella di omomorfismo di A-moduli. Siano infatti M, N, P tre A-moduli e si consideri un’applicazione
f: M x N — P. Siano inoltre m € M, n € N, a € A degli elementi fissati.

e Se f & un’applicazione A-bilineare, allora af(m,n) = f(am,n) = f(m,an).
e Se f & un omomorfismo di A-moduli, allora af(m,n) = f(a(m,n)) = f(am,an).

Definizione 3.3. Siano M e N due A-moduli. Una coppia (T, 7) dove T ¢ un A-moduloer: M x N — T ¢
un’applicazione A-bilineare si dice un prodotto tensoriale di M e N rispetto ad A se é soddisfatta la seguente
proprieta universale:

YV A-modulo P,V f: M x N — P applicazione A-bilineare
3! f: T — Pomomorfismo di A-moduli tale che for = f

In altre parole, ogni applicazione A-bilineare definita su M x N fattorizza in modo unico tramite 7. Questo
fatto si puo esprimere, equivalentemente, affermando che, per ogni A-modulo P, il seguente diagramma di
omomorfismi é commutativo:

MxN—4 ,p

Osservazione 3.4. Un modo equivalente di definire un prodotto tensoriale di due A-moduli M e N é quello
di richiedere che, per ogni A-modulo P, ci sia una corrispondenza biunivoca

{Applicazioni A-bilineari da M x N in P} +— {Omomorfismi di A-modulida T in P}
fo— 7

goT < g

11 prossimo risultato garantisce che una tale coppia (T, 7) & “unica a meno di isomorfismo” nel senso che
andremo a precisare. E allora, nel seguito, non si parlera piu di un prodotto tensoriale di due A-moduli, bensi
del prodotto tensoriale.

Teorema 3.5 (Unicita del prodotto tensoriale). Siano M e N due A-moduli. Se (Th,71) e (T2, T2) sono due
prodotti tensoriali di M e N rispetto ad A, allora esiste un unico isomorfismo di A-moduli p: Ty — T tale
chets = porTi.

Dimostrazione. Per definizione di prodotto tensoriale, I’applicazione 7o: M x N — T5 é A-bilineare, percio
possiamo applicare la proprieta universale di (71, 71) prendendo P := Ty e f := 75. Otteniamo dunque che
esiste un unico omomorfismo di A-moduli 75 : T} — T5 tale che 75 o 71 = 7. Allo stesso modo, scambiando i
ruoli dei prodotti tensoriali, abbiamo un unico omomorfismo di A-moduli 71 : 75 — T tale che 74 o 79 = 71.
La situazione é descritta dal seguente diagramma di omomorfismi:

MxN —2 5T,

P
7 /
/
T1 s /
I
- 7z
-

-

Ty "3

Per concludere la dimostrazione, basta far vedere che 71 e 7 sono 'una 'inversa dell’altra e definire ¢ := 75.
Applichiamo di nuovo la proprieta universale di (T3, 71), stavolta scegliendo P := Tj e f := 71. Osserviamo
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che, da una parte, abbiamo 7, o 75 0 7; = 71 0 7o = 71, ma al tempostessoidp, o713 = 7y, percio 7, o Tp eidp,
fanno entrambe commutare il seguente diagramma di omomorfismi:

MxN—" 17

PN
- /
-7 /
T1 - /
o0 idry
i 7
.

-
-

Tl :___,~/’ 71079
Per'unicita asserita dalla proprieta universale di (T4, 71 ) si ottiene quindi che 7y o 7o = idp, . Analogamente,
sfruttando il fatto che 72 o 74 0 75 = 73 0 71 = 72 e applicando la proprieta universale di (7%, 72), si dimostra
che T, o 7 = idp, e dunque la dimostrazione € conclusa. O

Ora invece dimostreremo che il prodotto tensoriale di due A-moduli esiste sempre. Per farlo, ne daremo
una costruzione esplicita.

Teorema 3.6 (Esistenza del prodotto tensoriale). Siano M e N due A-moduli. Allora il prodotto tensoriale
di M e N rispetto ad A esiste.

Dimostrazione. Sia F' la somma diretta di copie di A indicizzata dagli elementi di M x N, cioé:

F = @ A

(m,n)eM x N

Sappiamo allora che F'é un A-modulo. Se introduciamo la seguente notazione per gli elementi di F', vediamo
che F' ¢ costituito da combinazioni lineari formali a coefficienti in A di elementi di M x N:

Z a(ma TL) = {a(m,n)}(m,n)EMxN
(m,n)eM XN

Si osservi che, per definizione di somma diretta, i termini sommati sono non nulli per al pitt un numero finito
diindici (m,n) € M x N edunque F ¢ costituito, piu precisamente, dalle combinazioni lineari formali finite
a coeflicienti in A di elementi di M x N, cioé:

k
F= {Z a;(m;,n;): k > lintero,a; € A, (m;,n;) € M X Nperognii=1,2,.. .,kz}
i=1
Osserviamo che, per definizione, le coppie (m,n) € M x N sono tutte “indipendenti” in F'. Per esempio, dati
a€ A,ym e M,n € N,lecombinazionilinearia(m,n), 1(am,n), 1(m, an) sono, in generale, elementi diversi
di F'. Per costruire il prodotto tensoriale vogliamo percio imporre determinate relazioni tra gli elementi di
F che facciano diventare bilineari le combinazioni lineari formali. In particolare, vogliamo identificare le tre
combinazioni lineari menzionate prima. Definiamo allora:

G < 1(m+m/,n) — 1(m,n) — 1(m/,n), 1(am,n) —a(m,n),

!/ I
1(m,n+n’") —1(m,n) — 1(m,n’), 1(m,an) —a(m,n) a € Amm €Mnn €N >

Poniamo T' := F/G e indichiamo con una barretta in alto la classe laterale rispetto a G di un elemento di F.
SiaT: M x N — T1applicazione definitada 7(m,n) := 1(m,n). Allorat & per costruzione un’applicazione
A-bilineare. Infatti, per come & stato definito G abbiamo che, per esempio, per ognim, m’ € M,n € N, vale:

T(m+m',n) =1(m+m',n) =1(m,n) + 1(m/,n) = 7(m,n) + 7(m’,n)

A questo punto dobbiamo solo verificare che (T, 7) soddisfa la proprieta universale del prodotto tensoriale.
Siadunque P un A-moduloesia f: M x N — P un’applicazione A-bilineare. Consideriamo I’omomorfismo
di A-moduli ausiliario h: F' — P definito da:

h(z a;(m;, ni)) = Zk: ai f(mq, n;)

=1
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Dal fatto che f & A-bilineare discende che h(G) = 0, cioé che G C Ker h. Sipuo allora applicare la proprieta
universale dei quozienti grazie alla quale abbiamo che, se 7: F' — F/G &la mappa quoziente, esiste un’unico
omomorfismo di A-moduli f : F/G — P tale che f o7 = h, ovvero tale che sia commutativo il diagramma
di omomorfismi seguente!®:

F—" . p

A
///
a0 // ~
Ay
.

F/G

Inoltre, tale omomorfismo ¢é definito da:

f(zk: a;(my, nz)> = h(i: ai(mi,ni)> = Xk: a; f(m;,n;)

In particolare, otteniamo che f o7 = f. Infine si verifica facilmente che, se g: F//G — P & un omomorfismo
di A-moduli tale che g o 7 = f, allora g = f. Possiamo dunque concludere che (T, 7) ¢ il prodotto tensoriale
di M e N rispetto ad A. O

Definizione 3.7. Siano M e N due A-moduli. Siainoltre (T, 7) il prodotto tensoriale di M e N rispetto ad
A. Indichiamo T con la notazione M ® 4 N o pitt semplicemente con M ® N, se non vi é ambiguita. Inoltre,
per ogni coppia (m,n) € M x N, chiamiamo prodotto tensoriale dim enl’elemento 7(m,n), che denotiamo
m ® n. Infine, chiamiamo tensori tutti gli elementi di M ® 4 N e diciamo che quelli della forma m ® n sono
tensori puri (o semplict).

Nel seguito, con un piccolo abuso di linguaggio, useremo ’espressione “prodotto tensoriale” per indicare
anche la sola componente 7" della coppia (7', 7).

Osservazione 3.8. Nelladimostrazione del teorema di esistenza del prodotto tensoriale si vede che in generale
non tuttiitensoriin M ® 4 N sono puri. Cio che vale sempre, invece, € che i tensori puri generano M @ 4 N
come A-modulo. Questo perché ogni elemento di M ® 4 N € una combinazione lineare finita a coefficienti in
A di tensori puri, cioé si scrive, per qualche intero k > 1 e per certiay, as,...,ar € A,my,mo,...,mp € M,
ni,Na,...,nk € N, nel modo seguente:

k
i=1

Si osservi pero che questi generatori non sono “indipendenti” perché sono legati dalle relazioni che abbiamo
imposto quando nella dimostrazione siamo passati al modulo quoziente rispetto al sottomodulo GG. Vi sono
dunque, in generale, molti modi diversi di esprimere un tensore come combinazione lineare di tensori puri e
anche stabilire se due tali combinazioni lineari definiscono lo stesso tensore non € banale.

16Tale proprieta universale ¢ stata dimostrata nel corso AL210 per la teoria dei gruppi, ma la dimostrazione per la teoria
dei moduli ¢ essenzialmente identica.
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Isomorfismi canonici. Esempi di prodotti tensoriali.

Con i teoremi di esistenza e unicita del prodotto tensoriale visti nella scorsa lezione abbiamo dimostrato
che, dati due A-moduli M e N, esiste sempre una coppia (7, 7), unica a meno di isomorfismo, tale che T sia
un A-modulo, 7: M x N — T sia un’applicazione A-bilineare e tale che qualsiasi applicazione A-bilineare
definita su M x N fattorizzi in modo unico tramite 7, nel senso che abbiamo specificato in modo pii preciso
nella definizione 3.3.

Ricordiamo che T si denota con M ® 4 N e cheitensori puri formano un sistema di generatori per T' come
A-modulo, in quanto ogni elemento di 7" &€ una combinazione lineare finita a coefficienti in A di tensori puri.
Ora pero facciamo alcune considerazioni.

Osservazione 3.9. Dalla costruzione esplicita vista nella dimostrazione del teorema di esistenza del prodotto
tensoriale discendono immediatamente le seguenti proprieta:

(1) (m+m)®n=(m®n)+ (m' ®n)perognim,m’ € M,n € N.

(2) mn+n)=(Mmen)+ (men')perognime M,n,n € N.

(3) a(m®n)=(am)®n=m®e (an) perognia € A,me M,n € N.
Inoltre, applicazione 7: M x N — M ®4 N ¢ quella definita dalla relazione 7(m, n) := m ® n ed ¢ chiaro
che le tre condizioni precedenti sono del tutto equivalenti a richiedere che 7 sia un’applicazione A-bilineare.

Osserviamo che, in particolare, non vi ¢ ambiguita nello scrivere am ® n per indicare, indifferentemente,
uno dei tre tensori della proprieta (3) precedente. Adesso vediamo alcune conseguenze dell’osservazione 3.9.

Osservazione 3.10. Prendendo a := 0 nella proprieta (3) precedente si ottiene che, per ognim € M, n € N:
m0=0®n=0

Osservazione 3.11. Dalla proprieta (3) precedente segue che, inglobando tutti gli scalari nella prima o nella
seconda componente dei tensori puri, ogni elemento di M ® 4 N si puo scrivere come somma finita di tensori
puri, cioé si puo esprimere, per un qualche intero k > 1 e per certimy, ma,...,mg € M, n1,n9,...,n € N,
nel modo seguente:

m;@ni +mo@ng + -+ +myp ng

Riprendendo perd quanto avevamo gia accennato nell’osservazione 3.8, tale scrittura non ¢ in generale unica,
come suggeriscono le proprieta (1) e (2) precedenti. In generale, dunque, i tensori puri non formano una base
di M ®4 N, cioé M ® 4 N non ¢ un A-modulo libero.

Osservazione 3.12. Dalle proprieta menzionate nell’osservazione 3.9 segue anche che, se {m;};cr e {n;} ey
sono sistemi di generatori per M e N rispettivamente, allora {m; ® n; }icr, jes € unsistema di generatori per il
prodotto tensoriale M ® 4 N. In particolare, se M e N sono finitamente generati, alloralo é anche M ® 4 N.

Le due nozioni di applicazione A-bilineare e di prodotto tensoriale si generalizzano in modo naturale per
coinvolgere non pitt due, bensi un qualsiasi numero finito di A-moduli, come viene meglio precisato nelle due
definizioni che seguono.

Definizione 3.13. Siano M, Ms, ..., My, P degli A-moduli. Unamappa f: M; x My X -+ X My — Psi

dice un’applicazione A-multilineare se & A-lineare in ogni variabile, cioé se, perognii = 1,2, ..., k e per ogni
sceltadielementimy, mo, ..., m;_1,Miy1,...,m, € M, laseguente mappa é un omomorfismo di A-moduli:
M; — P
m; — f(my,ma, ..., mi_1,mi, Mg, ..., Mmy)
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Definizione 3.14. Siano My, Mo, ..., M}, degli A-moduli. Una coppia (7', 7) nellaquale T ¢ un A-moduloe
T: My X My X --- x My — T éuna mappa A-multilineare si dice un prodotto tensoriale di My, Ms, . .., My,
rispetto ad A se é soddisfatta la seguente proprietd universale:
V A-modulo P,V f: My x My X --- X M — P applicazione A-multilineare
3! f: T — P omomorfismo di A-moduli tale che for = f

In altre parole, ogni applicazione A-multilineare definita su My x My X -+ - x My, fattorizza in modo unico
tramite 7. Questo fatto si puo esprimere, equivalentemente, dicendo che, per ogni A-modulo P, il seguente
diagramma di omomorfismi ¢ commutativo:

M1><M2><---><Mki>aP

T //":
A

T

Adattando le dimostrazioni dei teoremi di esistenza e unicita del prodotto tensoriale di due A-moduli si
trovano gli stessi risultati per il prodotto tensoriale di un qualsiasi numero finito di A-moduli. In particolare,
valgono osservazioni analoghe a quelle fatte all’inizio di questa lezione e possiamo anche fornire le seguenti
notazioni.

Definizione 3.15. Siano M;, M, ..., M} degli A-moduli, (T, 7) il prodotto tensoriale di My, Ms, ..., My
rispetto ad A. Indichiamo T con la notazione My ® 4 Ms ® 4 - -+ ® 4 M}, 0 anche con My @ My ® - - - @ My,
senon vié ambiguita. Inoltre, per ognitupla (mq, ma, ..., my) € My X My X - - X My, chiamiamo prodotto
tensoriale dimy, ma, ..., my Uelemento 7(my,ma, ..., my), che sara denotato m; ® ma ® - - - ® my. Infine,
chiamiamo tensori gli elementi di M; ® 4 My ®4 - - - ® 4 My, e chiameremo tensori puri (o semplici) quelli
della forma m; @ ma ® - - ® my.

Prima di fornire degli esempi espliciti di prodotti tensoriali, dimostriamo prima alcune semplici proprieta
che renderanno piu facile lo studio degli esempi.

Proposizione 3.16 (Isomorfismi canonici). Siano M, N, P tre A-moduli. Allora vi sono degli isomorfismi:
(i) M®aN~N®®yM.
(1) (MRAN)@AP>2>MRsNQaP~M®c®s(N®aP).
(i) (M@®N)®@aP~(M®yP)®(NaP).
(iv) A®a M~ M.
Inoltre, i suddetti isomorfismi sono tali che, per ognia € A,m € M, n € N, p € P, valga, rispettivamente:
(a) mn+—nm.
(b) MRAn)@p—>mAInp—me (np).
(¢) (m,n)@p— (MRp,n@p).
(d) a®m— am.

Dimostrazione. La strategia da seguire sara la stessa in tutti e quattroicasi: costruire degli omomorfismi di
A-moduli tra i prodotti tensoriali applicando la proprieta universale a opportune applicazioni A-bilineari o
A-multilineari e osservare che le mappe costruite sono le une le inverse delle altre.
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(i)

(iii)

Sia f: M x N - N ®4 M lamappa definita da f(m,n) := n ® m. Per 'osservazione 3.9, si tratta
di un’applicazione A-bilineare. Applichiamo allora la proprieta universale del prodotto tensoriale,
da cui segue lesistenza di un omomorfismo di A-moduli f M ®a N — N ®4 M tale che, per ogni
m € M, n € N, si abbia:

flm®n)=n®m

Con un procedimento analogo, si costruisce un omomorfismo di A-moduli hi: N@aM — M®a N
tale che, per ognim € M, n € N, si abbia:
h(n®@m)=m®an
A questo punto basta osservare che ’applicazione composta ho f fissaitensoripuridi M ® 4 N, ma
siccome questi generano M ® 4 N e h o f &€ un omomorfismo, si deve avere che:
}NL o f = idJVI®AN
Analogamente si trova che f oh=id N@AM-

Siap € Punelemento fissatoesia f,: M x N - M ®4 N ® 4 P 'applicazione A-bilineare definita
da fp(m,n) := m ® n ® p. Applicando la proprieta universale del prodotto tensoriale, otteniamo un
omomorfismo di A-moduli f,: M ®4 N - M ®4 N ®4 P taleche, perognim € M,n € N, valga:

fp(m®n):m®n®p

Si consideri ora I'unica applicazione A-bilineare f: (M ®4 N) x P — M ®4 N ® 4 P tale che, per
ognim € M,n € N,p € P,valga f(m ®n,p) = fp(m @ n). Allora, per la proprieta universale del
prodotto tensoriale, abbiamo un omomorfismo di A-moduli f: (M ®4 N) @4 P - M ®4 N ®4 P
tale che, per ognim € M,n € N, p € P, si abbia:
flmen)@p)=menp

Adesso si consideri applicazione A-multilineare g: M x N x P — (M ® 4 N) ® 4 P definita dalla
condizione g(m, n,p) := (m ®n) & p. Di nuovo per la proprieta universale del prodotto tensoriale,
tale applicazione induce un omomorfismo di A-moduli : M ® 4 N ®4 P — (M ®4 N) ®4 P tale
che, per ognim € M,n € N, p € P, valga:

Ggmen®p)=(men)@p

A questo punto, come abbiamo gia fatto nella dimostrazione del punto (i) precedente, si vede assai
facilmente che f e g sono 'una l'inversa dell’altra perché le loro composizioni fissano tutti i tensori
puri. Per dimostrare ’altro isomorfismo basta seguire un procedimento del tutto analogo.

Consideriamo 'applicazione A-bilineare f: (M @ N) x P — (M ®4 P) ® (N ® 4 P) definita dalla
condizione f((m,n),p) := (m ® p,n ® p). Per la proprieta universale del prodotto tensoriale, esiste
un omomorfismo di A-moduli f: (M ® N) @4 P — (M ®4 P) ® (N ®4 P) tale che, per qualsiasi
me M,n € N,p e P,siabbia:
f((m,n) ®p) = (m@p,n®p)
Siaorap: M x P — (M & N) ® 4 Pl’applicazione A-bilineare data da ¢(m,p) := (m,0) ® p. Essa
induce un omomorfismo di A-moduli p: M ® 4 P — (M & N) ® 4 P tale che, per qualsiasim € M,
p € P, valga:
¢(m@p) = (m,0)®@p

Analogamente possiamo costruire un omomorfismo di A-modulit): N @4 P — (M @ N) ® 4 P tale
che, per ognin € N, p € P, si abbia:

p(n®p)=(0,n)®p
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Siaadesso§: (M ®4 P)® (N ®4 P) — (M & N) ® 4 P'unico omomorfismo di A-moduli tale che,
perognim € M,n € N, p,q € P, si abbia:

Jmepn®q) =emep)+1(n®q) =(m0)@p+(0,n) ®q

Osserviamo che g é ben definita sui tensori in virti del fatto che lo sono ¢ e 7,/; Per esempio, per ogni
m,m' € M,n € N, p,q € P, abbiamo che:

g((m+m)@p,neq) =gmep+m'@p,neq)

Si vede facilmente che f e § sono I'una I'inversa dell’altra sfruttando il fatto che le loro composizioni
fissano tutti i tensori puri.

(iv) Siaf: Ax M — M lamappadefinitada f(a,m) := am. Allora f & un’applicazione A-bilineare per
definizione di A-modulo. Per la proprieta universale del prodotto tensoriale, esiste un omomorfismo
di A-moduli f: A®4 M — M tale che, per ogni a € A, m € M, si abbia:

fla®@m)=am

Consideriamo poi ’omomorfismo di A-moduli §: M — A ® 4 M definito da g(m) := 1 ® m. Allora
é facile verificare che f e g sono 'una I'inversa dell’altra usando ancora una volta il fatto che le loro
composizioni fissano i tensori puri. O

Osservazione 3.17. Siano M e N due A-moduli liberi finitamente generati. Notiamo che M e N hanno rango
finito per la proposizione 1.25. Se dunque k e h sono i ranghi di M e N rispettivamente, si ha che M ~ AF
mentre N ~ A". Adesso, per gli isomorfismi canonici (iii) e (iv) forniti dalla proposizione 3.16, abbiamo che:

M@AN~(AGAD - AR A"~ (A, AN D (A AN @ @ (Ao, AY)
N’
k volte

~ AP AP @ A ~ AR

Abbiamo percio ottenuto che M ® 4 N é un A-modulo libero, finitamente generato, con rango kh. Se inoltre
consideriamo una base {m; }1<i<x di M e unabase {n; }1<;j<p di N, allora {m; ® n;}1<i<k,1<;j<n € unabase
di M ® 4 N. Questo segue in modo naturale dalla costruzione degli isomorfismi canonici, che abbiamo visto
nella dimostrazione della proposizione 3.16. Per definizione di base, abbiamo infatti i seguenti isomorfismi:

o AP — M on: AP — N
k h

(ifl,l'g,...,fﬂk) — szmz (ylay27°"7yh) — Zyjnj
i=1 j=1

Facciamo vedere che I'isomorfismo ¢: A¥* — M ® 4 N ottenuto componendo gli isomorfismi come indicato
implicitamente sopra é tale che:

E h
<Z5(06117a127 <o+ A1k, 021,022 - - -, A2h;5 -+ -5 A1, Ak2, - - -ﬂkh) = E E aij(mi ®nj)
i=1j=1
Poiché sappiamo gia che ¢ ¢ un omomorfismo di A-moduli é sufficiente mostrare che, perognii =1,2,...,k,
7 =1,2,...,h,'uguaglianza sopra vale nel caso particolare in cui poniamo:

1 ser=i4,s=3
Ars = . .
0 altrimenti
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Per fare questo, dobbiamo semplicemente ripercorrere gli isomorfismi canonici:

(@11,@12, .., A1k, 021,022, - ., A2hy -« ., Akl Ak2s - - - 5 Qgh)
— ((a11,a127 e 7a1h)a (a217a22>~~,a2h)7 ) (aklaakbnwakh))
— (1® (a11,a12,...,a11),1 ® (a21, a22,...,a2n),...,1 ® (a1, ar2, ..., akn))

»—)(1,0,...,0)@(an,...,alh)+(0,1,...,0)®(agl,...,agh)—|—-~-—|—(O,O,...,1)®(ak1,...,akh)
— m; @ny

Per giustificare I'ultimo passaggio notiamo che tutte le tuple (a1, ar2, . .., arp) conr # i sono nulle, mentre
la tupla (a;1, a2, - . - , a;n) ha tutte le entrate nulle con I'eccezione della componente j-esima, che ¢ 1. Percio:

(1,0,...,0)@(an,...,alh)+(0,1,...,O)®(agl,...,agh)+~-~+(0,0,...,l)@(akl,...,akh)
:(0,0,...,0,1,0,...,0)®(0,0,...,0,1,0,...,0)
/l\

posizione i posizione j
Alla fine otteniamo il tensore puro m; ® n; in quanto I'ultimo omomorfismo che definisce ¢ ¢ indotto dagli

isomorfismi ¢ € o .

Si noti che, chiaramente, quanto abbiamo appena osservato vale anche nel caso piu particolare in cui M
e N sono K-spazi vettoriali di dimensione finita.

Osservazione 3.18. Siano I e J due ideali coprimi di un anello A. Allora A/I &4 A/J = 0. Infatti,se [ e J
sono coprimi, esistono due elementiz € I,y € J taliche x + y = 1 e percio, per ogni a,b € A, abbiamo che:

a@b=(r+y) (@b =Ta®b+a®@yb=0

Qui, allo scopo di semplificare la notazione, per indicare le classi laterali abbiamo adottato la notazione della
barretta in alto. L’ultimo passaggio é giustificato dal fatto che xa € I mentre yb € J. Avendo cosi ottenuto
cheitensoripuridi A/I @4 A/J sono tutti nulli, possiamo concludere che A/T @4 A/J = 0 perché i tensori
puri generano il prodotto tensoriale.

Esempio 3.19. Siano m,n > 2 interi coprimi. Sappiamo allora che gli ideali mZ e nZ di Z sono coprimi e
dunque, per l'osservazione 3.18, abbiamo che Z,, ®z Z,, = 0.

Esempio 3.20. Sianom,n > 2interi. Calcoliamo nZ &z Z,,. Sfruttando il fatto che la moltiplicazione per
Pintero n & un isomorfismo tra Z e nZ e applicando 'isomorfismo canonico (iv) della proposizione 3.16, si ha:

NL Rz, Ly, =2 L R, Loy, =2 Ly,
Inoltre, per ogni a, b € Z, la composizione di tali isomorfismi manda il tensore puro (na) ® b nella classe ab.

Esempio 3.21. Calcoliamo in Z ®z Zs il tensore puro:
201=1®2=0

Tuttavia, se adesso consideriamo 2 ® 1 come elemento di 2Z ®z, Z, il calcolo che abbiamo fatto non ¢ valido
in quanto 1 ¢ 2Z. Ci chiediamo allora se sia ancora vero che 2 ® 1 = 0 in 2Z ®z, Z,. La risposta ¢ negativa
perché, come abbiamo visto nell’esempio 3.20 precedente, esiste un isomorfismo da 27 ®y, Zs in Zs e questo
manda ’elemento 2 ® 1 in 1, percio dobbiamo avere 2 ® 1 # 0 in 2Z ®y Zo.

La morale dell’esempio 3.21 é che, quando scriviamo dei tensori m ® n, dobbiamo fare sempre attenzione
al prodotto tensoriale che stiamo considerando: sen € Nem € M’ con M’ sottomodulo di M, pud accadere
che il tensore puro m ® n sia nullo nel prodotto tensoriale M ® 4 N ma al contempo non nulloin M’ ® 4 N.

Esercizio 3.22. Dimostrare che Q ®7 Q ~ Q.
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Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che, perognia, b, c,d € Zconb,d # 0,in Q ®7 Q valgono le seguenti
identita:
a_c¢ ad_c¢ a _cd a _ac
R A A A A
In altre parole, ogni tensore puro si puo esprimere nella forma a ® 1 per un qualche a € Q. Inoltre, quanto
osservato ci suggerisce di considerare I’applicazione A-bilineare f: Q x Q — Q datada f(«, 8) := af. Per
la proprieta universale del prodotto tensoriale, questa induce un omomorfismo di Z-moduli f Q®zQ—Q

tale che, per ogni o, 8 € Q, si abbia:

®1

fla®p)=ap
Per concludere, basta dimostrare che f é un isomorfismo di Z-moduli, cioé che é un omomorfismo iniettivo e
suriettivo. Chiaramente f é suriettivo, perché possiamoscrivere « = o - 1 perognia € Q. Ora, per mostrare
che f é anche iniettivo, osserviamo prima che, per ogni «, 5 € Q, si ha:

a®1+801=(a+8)®1

Poiché abbiamo visto che ogni tensore puro é del tipo o ® 1 per qualche a € Q e, per l'osservazione 3.11, ogni
tensore si puo esprimere come una somma finita di tensori puri, dalla relazione precedente segue che tutti i
tensori di Q ®z Q sono della forma o ® 1 per un qualche o € Q. Per concludere che f ¢ una mappa iniettiva,
basta percio osservare che, per qualsiasi a € Q, se f(oz ® 1) =0, alloraa = 0 e quindi « ® 1 = 0, cioé si ha
che Ker f =0.
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Algebra commutativa (Matematica, Roma Tre) Oct 23, 2020

Lezione 14
Raffaele Di Donna

Algebre e prodotti tensoriali di algebre.

3.1 Algebre

Sia f: A — B un omomorfismo di anelli. Allora B acquista una struttura di A-modulo rispetto al prodotto
esterno che definiamo tramite il prodotto in B ponendo, per ognia € A, b € B:

a-b:=f(a)-b
Inoltre, per ogni a € A, by, by € B, abbiamo che:
a(b1 . bg) = (abl) . b2 = bl . (abg)

In altre parole, il prodotto in B é un’applicazione A-bilineare. Queste considerazioni giustificano la seguente
definizione.

Definizione 3.23. Un anello B dotato di una struttura di A-modulo rispetto alla quale il prodotto in B &
un’applicazione A-bilineare viene detto una A-algebra.

Osservazione 3.24. Una A-algebra B ¢ univocamente determinata da un omomorfismo di anelli f: A — B.
Infatti, si é gia visto che un tale omomorfismo induce su B una struttura di A-algebra. Viceversa, se B & una
A-algebra, allora possiamo definire un omomorfismo di anelli f: A — B ponendo f(a) := a - 1 ed ¢ evidente
che questo omomorfismo induce su B la stessa struttura di A-algebra che si aveva in partenza. D’altra parte,
se un omomorfismo di anelli f: A — Binducesu B unastruttura di A-algebra allora, per ognia € A, siavra
necessariamente f(a) = a- 1.

Esempio 3.25. L’esempio piu significativo di A-algebra é senza alcun dubbio quello fornito dall’anello di
polinomi A[X7, Xs, ..., X,], a cul possiamo attribuire la struttura di A-algebra indotta dall’omomorfismo
naturale che immerge gli elementidi Ain A[X;, Xs, ..., X,,] come polinomi costanti. Allo stesso modo, dato
un qualsiasiideale I di A[X7, Xo, ..., X, ], lanello quoziente A[ X1, X, ..., X,]/I possiede una struttura di
A-algebra.

Osservazione 3.26. Sia A un anello non nullo. Allora le tre seguenti condizioni sono equivalenti:
(i) Vale che A & un campo.
(ii) Gli unici ideali di A sono 0 e A.
(iii) Ogni omomorfismo da A in un anello non nullo B & iniettivo.
Dimostrazione. Facciamo vedere che (i) SEN (ii) e (iii) = (1).

(1) Basta osservare che, se I & un ideale non nullo di A4, allora I contiene un elemento x # 0. Ma A ¢ un
campo, percio x é invertibile e dunque I = A.

(2) Sia Bunanellononnulloesia f: A — B unomomorfismo di anelli. AlloraKer f ¢ unideale di A ed
é diverso da A in quanto f(1) =1 # 0. Per ipotesi si ha allora Ker f = 0, ossia f & un omomorfismo
iniettivo.
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(3) Fissiamo un elemento = € A non invertibile e mostriamo che x = 0. Innanzitutto, si ha che (z) # A
edunque A/(x) ¢ un anello non nullo. Sappiamo allora, per ipotesi, che mappa canonica di passaggio
al quoziente m: A — A/(x) ¢ un omomorfismo di anelli iniettivo. D’altra parte, sappiamo anche che
Kernm = (), percio z = 0. O

Osservazione 3.27. Sia K un campo. Per’osservazione 3.26 precedente, ogni omomorfismo da K in un anello
non nullo B ¢ iniettivo, percio K puo essere identificato in modo canonico con la sua immagine in B. Dunque
una K-algebra é un anello che contiene K come sottoanello.

Esempio 3.28. Come caso particolare dell’osservazione 3.27, possiamo affermare che C é una R-algebra.

Osservazione 3.29. Sia A un anello. Allora esiste un unico omomorfismo di anelli f: Z — A. Infatti, si deve
avere f(1) = 1 ediconseguenza f(n) = n -1 perognin € Z. Ne segue che ogni anello ha un’unica struttura
di Z-algebra.

Definizione 3.30. Siano B e C due A-algebre. Un omomorfismo di anelli h: B — C che sia al contempo
un omomorfismo di A-moduli viene detto un omomorfismo di A-algebre.

Diamo ora una semplice caratterizzazione della nozione appena definita.

Osservazione 3.31. Siano B e C due A-algebre esia h: B — C' un omomorfismo di anelli. Siano f: A — B
eg: A — C gli omomorfismi di anelli che inducono su B e su C' le rispettive strutture di A-algebra. Allora h
¢ un omomorfismo di A-algebre se e solose g = h o f, cioé se e solo se il seguente diagramma di omomorfismi
€ commutativo:

ALB

L
C

Infatti, abbiamo che i ¢ un omomorfismo di A-algebre se e solo se valgono le seguenti condizioni equivalenti:

h(a-b) =a- h(b) perognia € A,be B
<= h(f(a)-b)=g(a)- h(b) perognia € A,be B
< h(f(a))-h()=gla)- hb) perognia € A,b€ B
<~ h(f(a)) =g(a) perognia € A

L’ultima equivalenza € giustificata dal fatto che, per 'implicazione diretta, possiamo prendere b = 1, mentre
per il viceversa basta moltiplicare a destra per h(b).

Esempio 3.32. Sia f: X — Y un morfismo di insiemi algebrici con X C A"(K)eY C A™(K). Sappiamo
che questo induce una mappa:

T AY) — AX)

l9] — g0 f]
Abbiamo indicato le classi laterali con delle parentesi quadre per semplicita. Allora f* ¢ un omomorfismo di
K-algebre. Infatti, é facile vedere che si tratta di un omomorfismo di anelli. Ricordiamo poi che, per quanto
abbiamo osservato nell’esempio 3.25, gli omomorfismi di anelli che inducono su A(Y') e su A(X) lerispettive
strutture di K-algebra sono quelli che mappano gli elementi di K nei corrispondenti polinomi costanti. Per
Posservazione 3.31 possiamo allora affermare che f* ¢ un omomorfismo di K-algebre perché manda la classe

laterale di un qualunque polinomio costante in A(Y") nella classe laterale del medesimo polinomio costante in

A(X).
Definizione 3.33. Una A-algebra B si dice:

(1) finita, se B ¢ un A-modulo finitamente generato.
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(2) finitamente generata, se esistono degli elementi by, b, ..., b, € B tali che ogni elemento di B possa

esprimersi come un polinomio in b1, bs, . . ., b, a coefficienti in A o, equivalentemente, se esistono un
intero n > 0 e un omomorfismo suriettivo di A-algebre dall’anello di polinomi A[X7, X, ..., X, ]in
B. In tal caso, si scrivera B = A[by, ba, ..., by].

Dimostriamo che le condizioni date nel punto (2) della definizione 3.33 sono effettivamente equivalenti.

(=) Siaf: A[Xy,Xo,...,X,] — Blapplicazione definita da f(p(X1, Xa,..., X)) :=p(b1,ba, ..., by).
Si tratta ovviamente di un omomorfismo di anelli, ma ¢ anche un omomorfismo di A-algebre. Questo
perché, per 'esempio 3.25, ’omomorfismo di anelli che induce su A[ X, Xo, ..., X,,] unastruttura di
A-algebra ¢ quello che manda un elemento a € A nel polinomio costante p di valore a, il quale viene
mandato da f nell’elementoa = a - 1 di B. Ma a - 1 é anche I'immagine di a tramite ’omomorfismo
di anelli che induce su B la struttura di A-algebra data e dunque, per ’osservazione 3.31, possiamo
concludere che f é un omomorfismo di A-algebre. Inoltre, si tratta di un omomorfismo suriettivo in
quanto stiamo supponendo che ogni elemento di B possa esprimersi come polinomio in by, bs, ..., b,
a coeflicienti in A.

(<) Peripotesi, esistono un interon > 0 eunamappa f: A[X;y, X, ..., X,] — B che & un omomorfismo
suriettivo di A-algebre. Basta definire b; := f(X;) perognii =1,2,...,n. Siainfatti b € B fissato.
Poiché f é suriettivo, esiste un polinomio in A[X7, X3, ..., X,,] la cui immagine tramite f & b. Tale
polinomio, per opportuni a;, 4,,...;, € Anonnulli per al pitt un numero finito di tuple (i1, i2, . . . , i)
di interi non negativi, avra la forma:

o ) 11 19 ,
E a7'117427---12nX1 X2 : "Xnn

i1,02,. in €N

Dunque, grazie all’ipotesi che f sia un omomorfismo di A-algebre, otteniamo che b si esprime come
polinomio in by, b, . .., b, a coeflicienti in A:

_ 01792 7
b= E Qi g, in 01" 05" .. b

1,02,...,in €N

Osservazione 3.34. Lanozione di A-algebra finita é pit forte di quella di A-algebra finitamente generata nel
senso che, se B & una A-algebra finita, allora ¢ finitamente generata. Questo perché, se {by,ba,...,b,} ¢ un
sistema di generatori per B come A-modulo, allora ogni elemento di B si esprime come combinazione lineare
degli elementi by, bo, . .., b, a coeflicienti in A, ossia come polinomio di grado 1in by, bo, . .., b, a coefficienti
in A.

Riprendendo quanto avevamo anticipato nella lezione 7, facciamo vedere con un esempio che la nozione
di A-algebra finita e quella di A-algebra finitamente generata non coincidono, cioé che non tutte le A-algebre
finitamente generate sono finite.

Esempio 3.35. L’anello di polinomi K[ X, X, ..., X,] ¢ banalmente una K-algebra finitamente generata,
ma non é finita. Questo perché nell’esempio 1.14 avevamo dimostrato che K[ X1, X5, ..., X,,] non puo essere
finitamente generato come K-modulo.

Esempio 3.36. L’anello dei numeri complessi C & una R-algebra finita, mentre I’anello degli interi di Gauss
Z[i] ¢ una Z-algebra finita. Infatti, 'insieme {1, ¢} ¢ un sistema finito di generatori sia per C come R-modulo,
sia per Z[i] come Z-modulo.

3.2 Prodotto tensoriale di algebre

Siano B e C due A-algebre. Dal momento che B e C sono in particolare due A-moduli, possiamo considerarne
il prodotto tensoriale B ® 4 C, che per definizione é un A-modulo. Adesso é naturale chiedersi se sia possibile
attribuire a B ® 4 C una struttura di A-algebra partendo da quelle gia note su B e su C. In questa sezione
vediamo che la risposta ¢ affermativa.
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Consideriamo la seguente applicazione:

BxCxBx(C — BgsC
(b,c, v/, ") — b ®cc

Sitratta diun’applicazione A-multilineare in virtu del fatto che, per definizione di A-algebra, il prodottoin B
e il prodotto in C sono applicazioni A-bilineari. Per la proprieta universale del prodotto tensoriale esiste un
omomorfismo di A-moduli a: B®4 C ®4 B®4 C — B ®4 C tale che, per ogni b, b’ € B, ¢, ¢ € C, valga:

ab@c@lb @) =0b @c

Si consideri inoltre I’isomorfismo canonico p: (B®4 C) @4 (B®4 C) = B®4 C ®4 B ® 4 C tale che, per
ogni b,b’ € B, c,c € C, si abbia:

(b)) ed)=bcab @

Infine, consideriamo la mappa A-bilineare 7: (B®4 C) x (B®4 C) = (B®4 C) ®4 (B ®4 C) data dalla
definizione di prodotto tensoriale la quale, per ogni b, b’ € B, ¢, ¢ € C, soddisfa:

Th®e,b @d)=0b®c) (b @)

Allorala composizione « o ¢ o T definisce un’operazione binaria - su B ® 4 C' che é A-bilineare e tale che, per
ogni b,b’ € B, ¢,c’ € C, si abbia la condizione:

bxe)- Vo) =0b®cd

In generale, scelti by, ba, ..., by, by, b5, ... bl € B ey, ca,... cn, ), ch, ... . €C, per A-bilinearita si ha:
n m n m
(Shea) (S0 04) = 330000
i=1 j=1 i=1j=1

Abbiamo cosi attribuito al prodotto tensoriale B ® 4 C una struttura di A-algebra.

Osservazione 3.37. Ci chiediamo quale sia ’'omomorfismo di anelli h: A — B ® 4 C che inducesu B @4 C
la struttura di A-algebra appena definita e quale relazione vi sia tra tale omomorfismo e gli omomorfismi di
anelli f: A — B, g: A — C che inducono su B e su C' le rispettive strutture di A-algebra. Innanzitutto, si
noti che I’elemento neutro per il prodottoin B ® 4 C ¢l tensore 1 @ 1. Sappiamo allora che h(a) = a(1 ® 1)
per ogni a € A. Quindi, per ogni a € A, abbiamo che:

ha) = f(a) ©1 =1 g(a)

Esempio 3.38. Sia A un anello. Vogliamo dimostrare che A[X,Y] ~ A[X] ®4 A[Y] come A-algebre, ossia
che gli anelli di polinomi in pit1 variabili si possono pensare come prodotti tensoriali di anelli di polinomi in
una variabile. Per farlo, consideriamo innanzitutto la seguente mappa:

A[X] x A[Y] — A[X,Y]
(f,9) — fg

Si tratta di un’applicazione A-bilineare percio, per la proprieta universale del prodotto tensoriale, abbiamo
un omomorfismo di A-moduli p: A[X] ®4 A[Y] — A[X, Y] tale che, per ogni f € A[X], g € A]Y], siabbia:

o(fog)=fg

Vogliamo ora costruire I'inversa di . Siconsideri percid lamappay: A[X,Y] — A[X] ® 4 A[Y] definita da:

1/)(2 ainin) =Y (X @Y)

i,7EN i,7€EN
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Si verifica facilmente che ¢ & un omomorfismo di A-moduli. Ora, siccome {X?Y7: i, j € N} é un sistema di
generatori per A[X, Y] come A-moduloe {X*® Y7: i, j € N} ¢ un sistema di generatori per A[X] ®4 A[Y]
come A-modulo, per far vedere che ¢ e 1) sono I'una l'inversa dell’altra basta osservare che, per ogni i, j € N:
Wop)(X'®Y))=X'®Y’
(poy)(X'V7) = X"y
Con questo abbiamo dimostrato che ¢ ¢ un isomorfismo di A-moduli. Per concludere che é un isomorfismo di

A-algebre, basta mostrare che ¢ un omomorfismo di anelli. Ma questo é vero perché i tensori puri generano
il prodotto tensoriale e, per ogni f, f' € A[X], g,¢" € A[Y], si ha:

o((fog-(f'ed)=e(ff ®g9)= 99 =o(f@9)e(f @4g)
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Raffaele Di Donna

Lezione 15

Motivazioni per il concetto di localizzazione. Parti moltiplicative, anelli di frazioni, proprieta universale

della localizzazione.

4 Localizzazione

Lalocalizzazione é uno strumento molto potente in algebra commutativa perché permette spesso di ridurre

le domande sugli anelli e sui moduli a una serie di problemi “locali” piti facili da studiare. Puo essere motivata
sia da un punto di vista algebrico che da un punto di vista geometrico.

(a) Motivazione algebrica. Sia A un anello che non & un campo. L’idea algebrica della localizzazione &
quella di rendere invertibili pit elementi non nulli di A introducendo le frazioni, allo stesso modo in
cui si passa dall’anello degli interi Z a quello dei numeri razionali Q.

Studiamo in modo pid preciso questo caso particolare. Sia dunque S := Z\ {0} l'insieme di tutti gli
interi che vorremmo rendere invertibili. Definiamo una relazione di equivalenza su Z x S ponendo
(a,s) ~ (a’,s") seas’ — a’s = 0. Dobbiamo verificare che si tratta effettivamente di una relazione di

equivalenza. Le proprietariflessiva e simmetrica sono del tutto banali, mentre la proprieta transitiva

¢ pi delicata, percio la verifichiamo esplicitamente. Datia,a’,a” € Z, s, s',s"” € S, osserviamo che:

/ / 1" " _/
as —a's=0,as" —a's =0

= s§"(as’ —d's) +s(d's" —a
~0

= §'(as” —ad"s)
= as’ —ad’s=0

Nell’ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che Z ¢ un dominio di integrita e che s’ # 0. La classe

di equivalenza di una coppia (a, s) € Z x S si denota:

a

S

L’insieme quoziente viene invece indicato con Q. Sappiamo che Q acquista una struttura di anello,
o meglio di campo, rispetto alle due operazioni seguenti'”:

as’ +a's a a aa
s

5/

(b)  Motivazione geometrica. Sia X C A™(K) uninsieme algebricoesia A := A(X), cioé A & ’anello delle
funzioni polinomiali su X . Il nostro obiettivo é considerare quozienti di funzioni polinomiali, ovvero

funzionirazionali su X. Osserviamo che, date due funzioni polinomiali f, g € A, laseguente funzione

non ¢ in generale ben definita:

X — K
f(z)

‘T'—>@

17Bisognerebbe mostrare che tali operazioni sono ben definite, ma lo faremo nel seguito in un contesto pitl generale. Per la
dimostrazione del fatto che Q ¢ un campo, si rimanda invece alla proposizione 8.2 delle dispense del corso AL210, che fornisce

un risultato piu generale.
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Questo perché il denominatore g potrebbe annullarsi su qualche punto di X. Se consideriamo pero
funzioni su sottoinsiemi di X opportuni, allora tali frazioni possono essere ben definite. L’esempio
pitt importante dal punto di vista della localizzazione ¢ il seguente: per un punto fissatoa € X, sia S
I’insieme di tutte le funzioni polinomiali su X che non si annullano in a, cioé:

S:={g € A: g(a) # 0}

Allorala funzione f/gcon f € Aeg € S ében definita in a e dunque in un intorno di a, rispetto alla
topologia indotta su X dalla topologia di Zariski, sufficientemente piccolo. Questo perchéa ¢ V(g),
quindi a appartiene al complementare di V(g) in A™(K), cio¢ aun aperto di A" (K), la cui intersezione
con X éun apertodi X. Parleremo percio di “funzionilocali” in a. In effetti, & questa interpretazione
geometrica ad aver dato origine al nome “localizzazione” per indicare il procedimento di costruzione
di frazioni che discuteremo nel seguito.

Introduciamo adesso tali frazioni con un approccio rigoroso. Come prima, ’anello A sara quello di partenza,
mentre S sara il sottoinsieme degli elementi di A che vogliamo rendere invertibili. Possiamo gia osservare che
una delle condizioni da richiedere su S é che sia chiuso rispetto alla moltiplicazione, perché altrimenti le due
formule per I’addizione e il prodotto di frazioni non avrebbero senso. Siha, in effetti, la seguente definizione.

Definizione 4.1. Sia A un anello. Un sottoinsieme S di A viene detto una parte moltiplicativa di A quando:
(1) Valechele S.
(2) L’insieme S é chiuso rispetto alla moltiplicazione, cioé ab € S per ogni a,b € S.

Proposizione 4.2. Sia S una parte moltiplicativa di A. Valgono allora le due sequenti proprieta:

(i) Larelazione su A x S definita ponendo (a, s) ~ (a’,s") se esiste un elementou € S tale che si abbia
u(as’ — a’'s) = 0 & una relazione di equivalenza.

(ii) Indichiamo la classe di equivalenza di una coppia (a,s) € A x S con la notazione:

a
S

Allora linsieme quoziente, che denotiamo S~' A, ¢un anello rispetto alle due operazioni che sequono:

a ad as’' +a's

a a aa’
s

/ /

S S8

Definizione 4.3. Sia S una parte moltiplicativa di A. L’anello S~' A prende il nome di anello delle frazioni
di A rispetto a S.

La principale differenza tra la nozione appena introdotta e quella gia nota di campo dei quozienti € che,
in generale, ’anello delle frazioni non € un campo. Prima di vedere la dimostrazione della proposizione 4.2,
facciamo percio la seguente considerazione.

Osservazione 4.4. Nell’anello S~! A abbiamo invertito ogni elemento di S. Infatti, per ogni s € 9, 'inverso
di s ¢, come ci aspettiamo, I’elemento 1/s. Non ¢ detto pero che gli elementi di A non nulli e non appartenenti
a S siano invertibiliin S~' A e quindi S~! A non ¢, in generale, un campo. Inoltre, alla luce di quanto appena
osservato, puo apparire strano il fatto che, nella definizione 4.1, non si escluda che 0 € S. In effetti, se 0 € S,
allora ogni coppia (a, s) € A x S ¢ in relazione con (0, 1) prendendo u := 0 e di conseguenza S~ A & 'anello
banale. Non é dunque interessante considerare parti moltiplicative che contengono 0.

Dimostrazione (Proposizione 4.2).
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(i) Leproprietariflessiva e simmetrica sono ovvie, percid dimostriamo che larelazione data é transitiva.
Siano dunque a,a’,a” € A, s,s’,s"” € S degli elementi prefissati tali che, per certiu,v € S, si abbia:

u(as’ —a's) =0, v(d's" —a"’s’) =0
Moltiplicando la prima equazione per vs”, la seconda per us e sommandole, otteniamo:

wvs’’ (as’ — a's) + uvs(a’s” —a"s') =0

= wvs'(as” —a"s) =0

Usando il fatto che S ¢ chiuso rispetto alla moltiplicazione, possiamo affermare che uvs’ € S e quindi
concludiamo che la relazione data é transitiva.

(i) Dimostreremo soltanto che le due operazioni date sono ben definite, omettendo la facile verifica del
fatto che queste conferiscono a S~!' A una struttura di anello'®. Consideriamo percid degli elementi
a,a’,a” € A, s,5',5" € S efacciamo vedere che:

a’ as’' +a's a’s’ +ds" ad d’a

s ss’ s’ ’ ss’

Poiché supponiamo sempre che A sia un anello commutativo, scambiandoiruolidiaea’,dise s’, si
trovera anche la condizione:

a a as' +a's  as”" +ad’s ad aa

)
SSI " /

SS SS

Per ipotesi, sappiamo dunque che esiste un elemento u € S tale che:
u(as” —a’s) =0

In particolare, abbiamo che:

u(aad's"s" —a"a'ss’) = ua's'(as" —a’’s) =0

u((as’ +a's)s"s' — (a”'s' +a's")ss’) = u(s')*(as” — a"’s) = 0 O

Potrebbe apparire sorprendente che la relazione di equivalenza data nel punto (i) della proposizione 4.2
non sia definita dalla condizione as’ — a’s = 0, bensi da u(as’ — a’s) = 0 per un certo v € S. Diamo percio
una motivazione per I'introduzione dell’elemento u € S. Come prima, possiamo adottare un punto di vista
algebrico oppure geometrico.

(a) Motivazione algebrica. Senza ’elemento u € S, la relazione non sarebbe transitiva. Questo perché,
se prendiamo v := v := 1 nella dimostrazione precedente, allora possiamo concludere soltanto che:

s'(as" —a"s) =0

Nel caso particolare visto a inizio lezione per fornire una motivazione algebrica della localizzazione si
considerava l’anello degli interi Z, che é un dominio di integrita e questo ha permesso di semplificare
Pelemento s’ € S, ma nel caso generale non ¢ detto che tale s’ € S non sia un divisore dello zero di A.

(b)  Motivazione geometrica. Sia X := V(X X5) in A%(R), cioé X é'unione dei due assi cartesiani come
nella figura di seguito. Con un argomento simile a quello visto nello svolgimento dell’esercizio 1.30
si vede facilmente che (X; X2) ¢ un ideale radicale di R[X7, X5] e dunque, per il teorema degli zeri di
Hilbert, ’anello delle funzioni polinomiali su X é dato da A := R[X;, X5]/(X1X32). Osserviamo che
le due funzioni (21, z2) — z2 € (z1, x2) — 0 coincidono in un intorno del punto a := (1, 0), in quanto

18 a dimostrazione ¢ identica a quella usata per dimostrare che il campo dei quozienti & un anello, percid rimandiamo alla
proposizione 8.2 delle dispense del corso AL210.
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coincidono nel complementare di V(X7) in X, il quale & un aperto di X. Vorremmo percio che queste
funzioni definiscano una stessa funzione locale in a, cioé uno stesso elemento di S~! A, dove poniamo:

§:={g € A: gla) # 0}

Senza l’elemento u € S, questo sarebbe falso, perché x5 - 1 — 01 = x5 # 0in A e di conseguenza in
S~1A avremmo che:

xIo 0

17
Tuttavia, se possiamo scegliere u := 1 € S, allora otteniamo che z1(z2-1—0-1) = 729 =0in A

e dunque in S~1A vale che:
T 0

1 1

Nell’osservazione 4.4 abbiamo implicitamente identificato S con un
sottoinsieme di S~! A, considerando uguali gli elementi s e s/1. Adesso
vogliamo rendere piul preciso questo fatto con la seguente osservazione.

Osservazione 4.5. Sia ¢: A — S~!Ala mappa definita dalla relazione:

pla) =7

Si verifica facilmente che ¢ € un omomorfismo di anelli.

Ci si aspetta che tale omomorfismo sia iniettivo come accade per la
costruzione del campo dei quozienti'?, ma questo in generale non é vero
per gli anelli di frazioni. Abbiamo infatti il seguente risultato.

Lemma 4.6. L’omomorfismo ¢ é iniettivo se e solo se S non contiene
divisori dello zero di A.

Dimostrazione. Verifichiamo che valgono le due implicazioni.

(=) Facciamo vedere che vale la contronominale. Se esiste un elemento u € S che ¢ un divisore dello zero
di A, alloraua = 0 per qualche a € A cona # 0. E di conseguenza ¢ non ¢ iniettivo, perché vale che:

(<) Fissiamo un elemento a € Ker ¢. Per definizione, si ha allora ¢(a) = 0, cioé:

Esiste quindi un elemento u € S tale che ua = 0 e, dato che per ipotesi S non contiene divisori dello
zero di A, otteniamo a = 0. O

Possiamo ora riformulare 1’osservazione 4.4 in modo pil preciso come segue.

Osservazione 4.7. L’immagine tramite o di S, cioé (S), contiene solo elementi invertibili di S~ A. Questo

perché, per ogni s € S, si ha:
1 s

s 1
Osservazione 4.8. A questo punto é chiaro che la nozione di anello delle frazioni generalizza quella di campo
dei quozienti, che ritroviamo nel caso particolare in cui A é un dominio di integrita e scegliamo S := A\ {0}.

Vediamo infine che ’anello delle frazioni possiede una proprieta universale.

19Per maggiori dettagli, rimandiamo alla proposizione 8.3 delle dispense del corso AL210. Qui vediamo che il punto (i) non
vale per gli anelli di frazioni e nel seguito generalizziamo la proprieta universale espressa dal punto (ii) dello stesso risultato.
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Proposizione 4.9. Sia S una parte moltiplicativa di A. Allora S~ A ha la sequente proprieta universale:

Vg: A — Bomomorfismo di anelli tale che g(s) sia invertibile in B per ogni s € S

' h: S7YA — B omomorfismo di anelli tale che g = ho ¢

In altre parole, ogni omomorfismo di anelli definito su A fattorizza in modo unico tramite . Questo fatto si
puo esprimere, in modo equivalente, affermando che il sequente diagramma di omomorfismi é commutativo:

A—" B

Dimostrazione. Dimostriamo prima l’unicita di un tale omomorfismodianellih: S~'A — B. Innanzitutto,
dalla commutativita del diagramma segue che, per ogni a € A, vale:

a

n($) = hle(a) = g(a)

D’altra parte, poiché si assume che h sia un omomorfismo di anelli, per ognia € A, s € S, si hala condizione:

1) =n(3 D) =H(Hn(3)

E allora h é univocamente determinato da g, tramite la relazione seguente:

h(%) = glayg(s)™

S

Questo dimostra che h é unico e ci suggerisce anche come mostrarne l’esistenza. Definiamo infatti h a partire
da g, tramite la condizione precedente. Dobbiamo far vedere che questa definizione non dipende dalla scelta
di un rappresentante della frazione. Siano dunque a,a’ € A, s, s’ € S tali che u(as’ — a’s) = 0 per un certo
u € S. Allora, applicando g a primo e secondo membro di tale identita, per le assunzioni fatte su g si ha che:

g(u)(g(a)g(s") — g(a')g(s)) =0
= g(a)g(s’) — g(a’)g(s) =0
— g(a)g(s)™" = g(a")g(s") !

Questo dimostra che h ¢ un’applicazione ben definita. Ora é facile verificare che h ¢ un omomorfismo di anelli.
Inoltre, tale omomorfismo rende commutativo il diagramma dato perché, per ognia € A, valgono le identita:

hpla) = h(§

1) = 9(@g() 7" = g(a) O
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Esempi di localizzazioni. Comportamento degli ideali rispetto alla localizzazione.

Vediamo adesso alcuni esempi di parti moltiplicative, quindi di anelli delle frazioni, di un dato anello A.

Esempio 4.10. Possiamo innanzitutto considerare la parte moltiplicativa banale S = {1}, quindi anello
delle frazioni S™' A ~ A. Ineffetti, 'omomorfismo ¢ dell’osservazione 4.5 &, anche in virti del lemma 4.6, un
isomorfismo di anelli.

L’esempio seguente rende piu preciso quanto gia detto nell’osservazione 4.8.

Esempio 4.11. Sia S I'insieme degli elementi di A che non sono divisori dello zero. Abbiamo allora che S &
una parte moltiplicativa di A perché 1 non é un divisore dello zero e, se a, b € A non sono divisori dello zero,
nemmeno il loro prodotto ab lo é. Infatti, per ogni ¢ € A, si ha:

(ab)e=0
= a(be) =0
= bc=0
= c=0
Particolarmente significativo & il caso in cui A & un dominio di integrita e quindi S = A\ {0}. Infatti, ’anello
delle frazioni S~! A diventa un campo, detto il campo dei quozienti di A, perché ogni suo elemento non nullo
a/s ¢ invertibile con inverso s/a. Il campo dei quozienti di A si denota Quot A.

Se inoltre T’ & una parte moltiplicativadi A e 0 ¢ T, allora T~ A si identifica in maniera naturale con un
sottoanello di Quot A. Infatti, lamappa f: T~'A — Quot A definita come segue é un omomorfismo iniettivo

/()=

Per dimostrarlo, bisogna innanzitutto osservare che ¢ una mappa ben definita. Questo é vero per due motivi:

di anelli:

(1) Poiché0 ¢ T,sihaT C A\{0} e quindi le frazioni a/t cona € A, t € T sono ben definite in Quot A.

(2) Datia,a’ € A,t,t' € Ttalicheu(at’ — a’t) = Oper qualcheu € T, abbiamo ancheu € A\ {0} grazie
all’inclusione T C A\ {0}. Questo garantisce che f non dipende dalla scelta dei rappresentanti delle
frazioni. In altre parole, se due frazioni sono ugualiin 7' A, allora esse coincidono anche in Quot A.

A questo punto si verifica facilmente che f & un omomorfismo di anelli. Facciamo vedere, piuttosto, che f &
un’applicazione iniettiva. Consideriamo percio degli elementi a,a’ € A, t,t' € T tali che in Quot A si abbia:

Allora at’ — a’t = 0 e dunque, siccome 1 € T per definizione di parte moltiplicativa, le frazioni considerate
sono uguali anche in 7' A.

Esempio 4.12. Siaa € A un elemento fissato. Alloral’insieme S := {a™: n > Ointero} é chiaramente una
parte moltiplicativa di A. In questo caso, I’anello S~! A si denota A, e viene detto la localizzazione di A in a.

Esempio 4.13. Sia P unideale primo di A. Osserviamo che I'insieme S := A\ P ¢ una parte moltiplicativa
di A. Per definizione diideale primo sappiamo infattiche, se a,b € Asonotalichea ¢ Peb ¢ P, alloraanche
ab ¢ P. Inoltre, gliideali primi di A sonoideali propriequindil ¢ P. L’anello S~! A siindica, in questo caso,
con la notazione Ap e viene detto la localizzazione di A nell’ideale primo P.
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Vediamo ora alcuni esempi concreti di localizzazioni di anelli in un elemento o in un ideale primo.

Esempio 4.14 (Localizzazioni di Z). Consideriamo ’anello degli interi Z. Sappiamo che Z & un dominio di
integrita, percio il campo dei quozienti di Z esiste e inoltre Quot Z = Q perché la costruzione del campo dei
quozienti generalizza quelladi Q a partire da Z. Fissatoinvecen € Z,lalocalizzazione diZinn é descrittada:

Ly, = {ik: a €, k> Ointero}
n

Dato invece un numero primo p, lalocalizzazione di Z nell’ideale primo (p) & descritta dal seguente insieme?":

Lpy = {%: a,b € Z, pnondivide b}

Per quanto si era osservato nell’esempio 4.11 questi sono entrambi, a meno di isomorfismo, sottoanelli di Q.
Si noti che qui Z,, non indica I’anello degli interi modulo n e quindi, per non creare confusione, da qui in poi
per tale anello useremo preferibilmente la notazione Z/nZ.

Adesso vedremo che, nel caso dell’anello dei polinomi a coefficienti in un campo algebricamente chiuso, la
localizzazione in un ideale primo & I’anello delle funzioni razionali definite in “quasi tuttiipunti” dell’insieme
degli zeri dell’ideale primo.

Esempio 4.15. Sia K un campo algebricamente chiuso e sia A := K[X7, X, ..., X, ]. Lalocalizzazione di
A in un ideale primo P sara descritta da:

Ap:{g:f,geA,g¢P}

Siainoltre X := V(P). Mostriamo che A p ¢ anello delle funzioni razionali definite su un aperto denso di X .
Da una parte, dati f,g € A, é chiaro che:

geP
= geI(X)
= g(x) =0perogniz € X
Dunque la funzione razionale f /g non puo essere definita su nessun aperto denso di X perché non é definita in

alcun punto di X. Viceversa, supponiamo che g ¢ P. Ci serviremo del teorema degli zeri di Hilbert, il quale
garantisce che Z(X) = P. Abbiamo percio:

g¢ b
— PCP+(9)
= XNV X

Poiché I'inclusione & stretta, la funzione razionale f /g é definita su un aperto non vuoto di X. Ma sappiamo

che, se P ¢ un ideale primo di A, allora X éirriducibile e, in particolare, ogni aperto non vuoto di X é denso?!.

Concludiamo percio che f/g ¢ definita su un aperto denso di X.

L’esempio che segue riprende ’esempio visto nella scorsa lezione quando abbiamo dato una motivazione
geometrica della localizzazione.

Esempio 4.16. Sia X C A"(K) un insieme algebrico e sia A := A(X). Siainoltre a € X un punto fissato e
siam :=Z,,x. Sappiamo allora che m & un ideale massimale di A e in particolare un ideale primo. Possiamo
percio considerare la localizzazione di A nell’ideale primo m. Essa ¢ descritta dal seguente insieme:

Am:{ng,geA,g@#O}

20Gli ideali primi di Z sono gli ideali principali generati da numeri primi. Ricordiamo infatti che I’anello Z ¢ un dominio a
ideali principali e che un elemento di un anello € primo se e solo se I’ideale principale da questo generato € un ideale primo.
21Questa proprieta ¢ stata dimostrata negli appunti del corso GE410.
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Per quanto abbiamo gia osservato all’inizio della lezione precedente, quando abbiamo dato una motivazione
della localizzazione da un punto di vista geometrico, I’anello A, é costituito dalle funzioni locali in a, ossia
dalle funzioni razionali definite in a e dunque in un intorno sufficientemente piccolo di a.

Adesso che abbiamo esaminato diversi esempi, torniamo a studiare le proprieta degli anelli delle frazioni.
Ci chiediamo, innanzitutto, come si comportano gli ideali rispetto alla localizzazione. La risposta ¢ data dal
seguente risultato. Nel seguito considereremo contrazioni ed estensioni di ideali mediante I’'omomorfismo di
anelli : A — S~!A definito da:

Proposizione 4.17. Sia S una parte moltiplicativa di A. Valgono allora le sequenti affermazioni.
(i) Per ogniideale I di A, si ha:
Ie:{g:aEI,SGS}
s
(ii)  Per ogni ideale J di ST A, si ha (J¢)° = J.
(i)  FEsiste una corrispondenza biunivoca:

{Ideali primi di A che non intersecano S} <— {Ideali primi di S~ A}
I — I°

J¢ — J
Dimostrazione.
(i) Basta dimostrare le due inclusioni.

(C) Ricordiamo che I° & per definizione il piti piccolo ideale di S~! A che contiene ¢ (I). Basta percio
osservare che l'insieme delle frazionia/s cona € I, s € S ¢ un ideale di S~ A contenente ().

(D) Sianoa € I, s € S degli elementi fissati. Allora:

=p(a) € p(I) CI°

=l e

Poiché I° ¢ un ideale di S~'A, ne segue che:

a

el

W | =
ol S}

(ii) Procediamo di nuovo per doppio contenimento.

(C) Questainclusione vale anche sotto 'ipotesi che ¢ sia un omomorfismo di anelli qualsiasi e segue
facilmente dalla definizione di estensione. Sappiamo infatti che J é un ideale e inoltre vale che:

e(J) =l ' (J) CJ

(2) Siaa/s € J unelemento fissato. Poiché supponiamo che J sia un ideale di S~ A, abbiamo che:

Maalloraa € J° per definizione di contrazione e dunque a/s € (J¢)® peril punto (i) precedente.

(iii) Dobbiamo innanzitutto mostrare che le mappe indicate nell’enunciato sono ben definite, nel senso
che le loro immagini sono contenute nei rispettivi codomini.
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Consideriamo unideale primo J di S~! A e facciamo vedere che J¢ & un ideale primo di A tale che
J°N S = @. Giasappiamo, grazie al punto (i) dell’esercizio 1.35, che J¢ ¢ un ideale primo di A.
Dimostriamo I’altra asserzione passando alla contronominale, ovvero supponiamo che esista un
elemento s € J° N S e facciamo vedere che in tal caso J non & un ideale primo di S~—! A. Basta
osservare che, da una parte, siha ¢(s) € J per definizione di contrazione, ma al contempo ¢(s)
éun elemento invertibile di S ~' A per ’osservazione 4.7 e quindi J = S~ A perché J ¢ un ideale.
Ma allora J non puo essere un ideale primo di S~' 4, perché non é nemmeno un ideale proprio.

Sia I un ideale primo di A tale che I N.S = &. Dobbiamo far vedere che I° é un ideale primo di
S~ A. Questo non & un fatto immediato come nel caso della contrazione perché sappiamo, per
il punto (ii) dell’esercizio 1.35, che l'estensione di un ideale primo non ¢, in generale, un ideale
primo. Siano dunque a/s, b/t € S~!Ataliche ab/st € I°. Per il punto (i) precedente, esistono

ce I, r e Staliche:
ab ¢
st 7
Esiste allora un elementou € S tale che u(abr — cst) = 0ein particolare uabr = ucst € I. Ora,
usando il fatto che I é un ideale primo di A e che I NS = &, otteniamo le implicazioni seguenti:

u,r € 85

= u,r¢lI

= ur ¢l

= abel

—> a € loppurebe I

Otteniamo percio, per il punto (i) precedente, che a/s € I° oppure che b/t € I°. Dobbiamo ora
osservare che I¢ ¢ un ideale propriodi S ~' A. Lo facciamo vedere passando alla contronominale,
cioé assumiamo che I¢ = S~ A e dimostriamo che I N S é non vuoto. Per ipotesi, sappiamo in
particolare che 1 € I¢ e quindi, per il punto (i) precedente, esistono a € I, s € S tali che valga:

1 a

1 s
Abbiamo allora u(s — a) = 0 per un opportuno u € S e in particolare us = ua € I. Maus € S

perché S é una parte moltiplicativa, percido us € I N S. Concludiamo quindi che 7€ é un ideale
primo di ST A.

Ora dobbiamo soltanto mostrare che la corrispondenza ¢ biunivoca. Per il punto (ii) precedente, gia
sappiamo che (J¢)® = J per ogniideale J di S~! A, percio basta mostrare che (1°)¢ = I per un fissato
ideale primo I di A che non intersechi S. Per farlo, dimostriamo di nuovo un doppio contenimento.

(2)

Questa inclusione vale sotto 'ipotesi piti generale che ¢ sia un omomorfismo di anelli qualsiasi e
non usa il fatto che I sia un ideale primo di A, né che I NS = &. In effetti, basta osservare che:

(1) =@ (I°) 297 (p(I) 21
Se fissiamo un elemento a € (1°)¢, allora innanzitutto p(a) € I¢ per definizione di contrazione.

Equivalentemente, per il punto (i) precedente, sappiamo che esistono b € I, s € S'taliche valga:
a b

1 s
Esiste allora un elemento u € S tale che u(as — b) = 0 e in particolare uas = ub € I. Usando
ora ipotesi che I sia un ideale primo di A e che I NS = @, otteniamo le seguenti implicazioni:
u,s €S
= u,s¢1
= us ¢l
= acl O
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Osservazione 4.18. La corrispondenza biunivoca individuata al punto (iii) della proposizione 4.17 preserva
leinclusioni. SeinfattiI; e I3 sonoidealidi A con I; C Iy, allorasi haovviamente p(I1) C ¢(I2) e quindi, per
definizione di estensione, abbiamo anche I'inclusione I C IS. D’altra parte, se J; e Jo sono ideali di S™1A
con Ji C Jy, allora Jf C JS banalmente, per definizione di contrazione. Per restrizione, si ha in particolare
una corrispondenza biunivoca tra gli ideali primi di A che sono massimali tra quelli che non intersecano S, da
non confondere con gli ideali massimali di A che non intersecano S, e gli ideali massimali di S~ A.

Vediamo infine alcune conseguenze della proposizione 4.17.
Corollario 4.19. Sia P un ideale primo di A. Allora esiste una corrispondenza biunivoca:

{Ideali primi di A contenuti in P} <+— {Ideali primi di Ap}

I — I¢
JO — J

Dimostrazione. Ricordiamo che Ap = S~'Adove S := A\ P e osserviamo che, per ogni I C A,sihal C P
seesolosevale I NS = @. L’asserto ¢ dunque un caso particolare del punto (iii) della proposizione 4.17. [

Osservazione 4.20. Sia Punidealeprimodi Aesiar: A — A/Plamappaquoziente. F naturale confrontare
il risultato che abbiamo appena ottenuto dal corollario 4.19 con la gia nota corrispondenza biunivoca indotta
da m:
{Ideali primi di A contenenti P} <— {Ideali primi di A/P}
I — «(I)
() «— J

Corollario 4.21. Sia P unideale primo di A. Allora Ap éun anello locale il cui unico ideale massimale & P°.

Dimostrazione. Osserviamo che P é'unico ideale primo di A massimale tra quelli contenuti in P. Dunque,
per Posservazione 4.18 e per il corollario 4.19, si puo concludere che P° é 'unico ideale massimale di Ap. O

Diamo anche una dimostrazione alternativa del risultato precedente.

Dimostrazione. Poiché P ¢ un ideale primo di A contenuto in P, per il corollario 4.19 sappiamo che P° ¢ un
ideale primo di Ap, quindi un ideale proprio. Per un risultato precedente, la conclusione segue dal fatto che
qualunque elemento di Ap \ P¢ & invertibile in Ap. Poniamo infatti S := A\ P. Allora, per il punto (i) della
proposizione 4.17, un elemento di A p \ P si pud sempre scrivere come una frazione del tipoa/s cona, s ¢ P,
ovvero con a, s € S. In particolare, possiamo considerare la frazione s/a € S™!A, che ¢ 'inversadia/s. [J
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Algebra commutativa (Matematica, Roma Tre) Nov 3, 2020

Lezione 18
Raffaele Di Donna

Esattezza del prodotto tensoriale.

4.1 Proprieta di esattezza del prodotto tensoriale

Lo scopo di questa sezione sara capire come si comporta il prodotto tensoriale rispetto alle successioni esatte.
Per farlo, dovremo primastudiare il comportamento del funtore Hom 4 (—, N), dove N ¢ un A-modulo fissato.

Osservazione 4.22. Sia N un A-modulo e sia f: M — M’ un omomorfismo di A-moduli. Sivede facilmente
che la seguente applicazione, associata a f mediante il funtore Hom 4 (—, V'), ¢ un omomorfismo di A-moduli:

f*: Homa(M',N) — Homa(M, N)
gr—gof

Nellinguaggio delle categorie, l'osservazione precedente si esprime dicendo che Hom 4 (—, V) & un funtore
controvariante. Il risultato che vedremo adesso ci dice invece che Hom 4 (—, N) & un funtore esatto a sinistra.

. . . . . f f: . . .
Proposizione 4.23. Consideriamo una successione My — My 2 Mz — 0 di A-moduli e omomorfismi
di A-moduli. Tale successione & esatta se e solo se, per qualsiasi A-modulo N, é esatta la seqguente successione:

0 — Homu(Ms, N) —2 Homa(Ms, N) —s Homu(M;, N)
Dimostrazione. Dimostriamo le due implicazioni.
(<) Sarasufficiente dimostrare che la prima successione é esatta in M e che f5 & una mappa suriettiva.

o Suriettivita di fo. Peripotesi,’'omomorfismo f5 € iniettivo per qualsiasi scelta di un A-modulo
N. Poniamo allora N := Coker f; e consideriamo la mappa quoziente w: M3 — N. Sinotiche:

f3(m)=mofo=0
Poiché f3 é iniettivo dobbiamo avere m = 0, ma questo implica che Im fo = M3 in quanto 7 é un
omomorfismo suriettivo.

e FEsattezza in Ms. Dobbiamo mostrare che Ker fo = Im f;. Ragioniamo per doppia inclusione.

(2) Poichéper ipotesi, per ogni A-modulo N, lasecondasuccessione é esatta in Hom 4 (Ms, N),
per qualunque omomorfismo di A-moduli g: M3 — N si ha:

0=f1(f3(9) = filgo f2) =go fao fi
Scegliendo adesso N := M3 eg := idy, otteniamo che f5 o f1 = 0, cioé che Im f; C Ker f5.

(€) Poniamo N := Coker f; e consideriamo la mappa quoziente 7: My — N. Allora abbiamo:

fi(m)=mofi1=0

= 7w eKerff =Imf;

= Jg € Homus(Ms,N): 7= f5(g) =go fa
= Ker fo C Kerm =1Im f;
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(=) Bisogna mostrare che, fissato un A-modulo N, la seconda successione é esatta in Hom 4 (Ma, N) e f5
é una mappa iniettiva.

o Iniettivita di f5. Sia g € Ker f3 un omomorfismo di A-moduli fissato. Allora:

0=f3(9) =gof
Per ipotesi, sappiamo che f5 ¢ un omomorfismo suriettivo, percio Ker ¢ O Im fo = M3 e quindi
dobbiamo avere g = 0.

e FEsattezzainHom 4 (Ms, N). Dimostriamo che Ker f{ = Im f5. Procediamo ancora per doppia
inclusione.

(2) Dall’ipotesiche la prima successione sia esatta in M5 segue che, per qualsiasi omomorfismo
di A-moduli g: M3 — N, vale:
fi(f3(9) = filgo f2) =go f20 1 =0

Otteniamo percio che ff o f5 = 0, cioé che Im f5 C Ker f;.

(©) Siah € Ker f{ un omomorfismo di A-moduli. Allora abbiamo:

0=fi(h)=hofi

Ne deduciamo che Ker i O Im f; = Ker f,. Siconsideri adesso I’applicazione g: M3 — N
definita ponendo g(z) := h(y) quando y € f, *(z). Dobbiamo osservare che la definizione
di g & ben posta. Cio é vero perché, per ogniy,y’ € My, si hanno le seguenti implicazioni:

f2(y) = fa(y')
= y—1y €Kerfy CKerh
= h(y) =hy’)

Inoltre, ¢ facile verificare che g ¢ un omomorfismo di A-moduli. Adesso basta osservare che:

f3(9)(y) = g(f2(y)) = h(y) per ogniy € M,
= f3(g)="h
= helmfy O

. . f1 f2 N .
Vediamo adesso con un controesempio che, se 0 —» My —— My —= M3 — 0 ¢ una successione esatta,
corta, allora non € detto che sia esatta corta anche la successione:

0 — Homu(Ms, N) —2 Homs(Ma, N) — Homs (M, N) —— 0

Questo perchése f1: M7 — My ¢ un omomorfismo di A-moduli iniettivo allora, in generale, non é suriettivo
Pomomorfismo di A-moduli f; e, se m: Ma — Coker f; ¢ la mappa quoziente allora, per il primo teorema di
isomorfismo, la seguente & una successione esatta corta:

f1

0 Ml M2 al Coker fl — 0

Nella teoria delle categorie diciamo che il funtore Hom 4 (—, V) non é esatto a destra e dunque non ¢é esatto.

Esempio 4.24. Consideriamo M7 := M := Z come Z-moduli, cioé come gruppi abeliani e ’omomorfismo
di gruppi f: Z — Z definito ponendo f(a) := na conn > 2 intero fissato. Scegliamo N := Z/nZ e notiamo
che, per qualunque omomorfismo di gruppi g: Z — Z/nZ e per ogni a € Z, abbiamo la condizione seguente:

f*(9)(a) = g(f(a)) = g(na) = ng(a) =0

Dunque f* é ’applicazione nulla e non & un omomorfismo suriettivo perché Homgy(Z, Z/nZ) ~ 7 /nZ non é
il gruppo nullo.
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In maniera analoga, possiamo dimostrare che Hom 4 (M, —), dove M ¢ un A-modulo fissato, ¢ un funtore
covariante esatto a sinistra.

Osservazione 4.25. Sia M un A-modulo e sia f: N — N’ un omomorfismo di A-moduli. Si vede facilmente
che laseguente applicazione, associata a f mediante il funtore Hom 4 (M, —), ¢ un omomorfismo di A-moduli:

f: Homa(M,N) — Homu(M,N’)
g— foyg
Esercizio 4.26. Data una successione 0 — N; £> Ny £> N3 di A-moduli e omomorfismi di A-moduli,
abbiamo che tale successione é esatta se e solo se, per qualsiasi A-modulo M, é esatta la seguente successione:
0 —— Homa (M, Ny) —2 Homu (M, No) —2 Hom (M, N3)
Svolgimento. Dimostriamo le due implicazioni.

(<) Sarasufficiente mostrare che la prima successione ¢ esatta in Ny e che f1 ¢ un’applicazione iniettiva.

o Inigettivita di fi. Sappiamo per ipotesi che fi € iniettivo per qualsiasi scelta di un A-modulo V.
Poniamo allora M := Ker f; e consideriamo la mappa inclusione¢: M — Nj. Osserviamo che:
fi(i)=fioi=0
Poiché f{ € iniettivo si deve avere ¢ = 0, ma 4 & la mappa inclusione e quindi Ker f; = Im+¢ = 0.
e [Fsattezzain No. Dobbiamo dimostrare che Ker fo = Im f;. Ragioniamo per doppia inclusione.
(2) Poichéperipotesi, per ogni A-modulo M, laseconda successione ¢ esattain Hom 4 (M, No),
per qualunque omomorfismo di A-moduli g: M — Nj si ha:
0= fo(f1(9)) = fa(fiog) = fao fioyg
Scegliendo adesso M := Nj e g := idyy, si ottiene che fy o fi = 0, cioé che Im f; C Ker fs.
(C€) Definiamo M := Ker f5 e consideriamo la mappa inclusione i: M — Ns. Allora abbiamo:
fali) = faoi=0
== 1 € Kerfg = Imfl
= dgc Homs(M,Ny):i= fi(g) = fiog
= Ker fo =Imi CIm f;

(=) Bisogna mostrare che, fissato un A-modulo M, la seconda successione ¢ esatta in Hom (M, Ny) e f;
€ una mappa iniettiva.

o Iniettivita di f;. Sia g € Ker f; un omomorfismo di A-moduli. Allora:

0=fi(g)=fiog

Stiamo supponendo che f; sia un omomorfismo iniettivo, percio Im g C Ker f; = 0 e dunque si
deve avere g = 0.

e Esattezzain Hom s (My, N). Dimostriamo che Ker f, = Im f;. Procediamo ancora per doppia
inclusione.

(2) Dall’ipotesi che la prima successione sia esatta in N5 segue che, per qualsiasi omomorfismo
di A-moduli g: M — Ny, si ha:

f2(fi(9)) = fa(fiog) = fao fiog=0

Otteniamo percio che fo o f; = 0, cioé che Im f; C Ker fs.
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(C) Siah € Ker fy un omomorfismo di A-moduli fissato. Allora:
0= fo(h) = fa0h

Nededuciamo cheIm h C Ker fo = Im f7. Sipuo percio considerare lamappag: M — Ny
definita ponendo g(z) := y quando f; (y) = h(z). Bisogna osservare che tale applicazione &
ben posta perché un tale elemento y esiste grazie all’inclusione Im A C Im f; ed é unico per
Piniettivita di f1. Sivede facilmente che g ¢ un omomorfismo di A-moduli. A questo punto
basta osservare che:

f1(g)(x) = fi(g(z)) = h(x) per ogniz € M

. . fi f2 N .
Possiamo vedere con un controesempio che, se 0 — N; — Ny — N3 — 0 & una successione esatta
corta, allora non é detto che sia esatta corta anche la successione:

0 —— Homa (M, Ny) —2 Homu (M, No) — Hom (M, N3) — 0

Questo perchése fo: No — N3 ¢éun omomorfismo di A-moduli suriettivo allora, in generale, non & suriettivo
I'omomorfismo di A-moduli fs einoltre, sei: Ker fo — Ny ¢ la mappa inclusione allora, per il primo teorema
di isomorfismo, la seguente é una successione esatta corta:

fa

0—— Kerf2 : Ny N3 0

Dunque, nel linguaggio delle categorie, anche il funtore Hom 4 (M, —) non ¢ esatto a destra e, in particolare,
non ¢ esatto.

Esempio 4.27. Consideriamo Ny := Z, Ny := Z/nZ come Z-moduli, ossia come gruppi abeliani e fissiamo
un omomorfismo di gruppi 7: Z — Z/nZ qualsiasi, come per esempio la mappa quoziente. Sia M := Z/nZ.
Sinotiche Homy(Z/nZ,Z) ¢ il gruppo nullo perché, se f: Z/nZ — 7 ¢ un omomorfismo di gruppi allora, per
ogni a € Z/nZ:
nf(a) = f(na) = f(0) =0

Poiché Z & un dominio di integrita, dobbiamo avere f(a) = 0. D’altra parte, il gruppo Homgz(Z/nZ,Z/nZ) é
chiaramente non nullo perché contiene, per esempio, ’'omomorfismo identita. Concludiamo percio che 7 non
& un omomorfismo suriettivo.

A questo punto vogliamo sfruttare 'esattezza a sinistra di Hom 4 (—, N) per studiare il comportamento
del funtore — ® 4 NN rispetto alle successioni esatte, dove NV é ancora un A-modulo fissato. Ci serviremo pero
del seguente risultato intermedio.

Lemma 4.28. Siano M, N e P tre A-moduli. Allora esiste un isomorfismo canonico:
Hom (M ®4 N, P) ~ Hom4(M,Hom4 (N, P))

Dimostrazione. Definiamo innanzitutto unamappay: Homs(M ®4 N, P) — Hom 4 (M, Hom4 (N, P))in
modo tale che ¢ risulti essere un omomorfismo di A-moduli. Sia dunque a: M ® 4 N — P un omomorfismo
di A-moduli. Allora, perognim € M, ’applicazionea(m ® —): N — Pdatadaa(m ® —)(n) := a(m ®@n)
& un omomorfismo di A-moduli in virtu del fatto che lo & a e che il prodotto tensoriale &€ A-bilineare. Possiamo
ora considerare la mappa ¢(a): M — Homy (N, P) definita ponendo:

pla)(m) = a(me -)

Osserviamo che ¢(«) ¢ un’applicazione ben definita perché, per quanto detto prima, la mappa ¢(a)(m) é un
omomorfismo di A-moduli per ognim € M. Inoltre, & facile vedere che p(a) & un omomorfismo di A-moduli,
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percid ¢: a — p(«) é un’applicazione ben definita. Altrettanto facilmente si vede che ¢ & un omomorfismo
di A-moduli.

Ora bisogna costruire un’applicazione ¢): Hom 4(M,Hom 4 (N, P)) — Homa (M ®4 N, P) in modo tale
che ¢ sial'inversadi . Siaallora8: M — Hom 4 (N, P) un omomorfismo di A-moduli. Sipuo considerare la
seguente mappa:

MxN — P
(m,n) — S(m)(n)

Si tratta di un’applicazione A-bilineare e quindi, per la proprieta universale del prodotto tensoriale, induce
un omomorfismo di A-moduli¢)(8): M ® 4 N — P tale che, per ognim € M, n € N, siabbia la condizione:

P(B)(m @ n) = B(m)(n)

Dunquelamappaty: 8 — ¥ (8) ¢ ben definita. A questo punto, tenendo a mente che i tensori puri generano il
prodotto tensoriale, & facile vedere che ¢ e 9 sono 'una 'inversa dell’altra e dunque abbiamo I’isomorfismo
cercato. O

Prima di passare al risultato principale di questa sezione, ci sara utile la seguente costruzione.

Osservazione 4.29. Siano f: M — N eg: M’ — N’ omomorfismi di A-moduli. Si consideril’applicazione:

MxM — N®yu N’
(m,m") — f(m)® g(m’)

Si tratta di una mappa A-bilineare e dunque essa induce, per la proprieta universale del prodotto tensoriale,
un unico omomorfismo di A-moduli f ® g: M ®4 M’ — N ®4 N’ tale che, per qualsiasim € M, m’ € M’,
si abbia:
(f®g)mem’) = f(m)®g(m')
Dobbiamo pero giustificare I'utilizzo della notazione f ® g che, per la definizione 3.7, dovrebbe indicare non
un elemento di Homa (M ® 4 M', N ® 4 N'), bensi un tensore puro di Hom 4 (M, N) ® 4 Hom 4 (M’, N'). In
effettisi vede facilmente, sfruttando la proprieta universale del prodotto tensoriale, che esiste un isomorfismo
naturale:
Hom (M, N) ®4 Homa(M',N") ~ Homa(M @4 M',N @4 N")

Questo isomorfismo manda un tensore puro f ® g nell’omomorfismo di A-moduli ottenuto con la costruzione
precedente, che percio indichiamo con la stessa notazione.

Arriviamo finalmente al risultato che avevamo anticipato il quale, nel linguaggio delle categorie, afferma
che — ® 4 N é un funtore covariante esatto a destra per ogni A-modulo N. Per semplicita, qui indicheremo
con id 'applicazione identita su V.

Teorema 4.30. Siconsideri una successione esatta My i) My ﬁ) M3 — 0 di A-moduli e omomorfismi
di A-moduli. Allora, per qualsiasi A-modulo N, é esatta anche la sequente successione:

My oaN 29 v o N L2294 vpo, N —— 0

Dimostrazione. Siano N e P due A-moduli fissati. Per la proposizione 4.23, é esatta la seguente successione:
0 —— Homu(Ms, Homa(N, P)) —2— Homu(Ms, Homa(N, P)) — Hom(M,, Homa(N, P))

Adesso, peri =1,2,3,siap;: Homa(M; ®4 N, P) — Hom 4 (M;, Hom 4 (N, P)) I'isomorfismo che abbiamo
costruito nella dimostrazione del lemma 4.28 e sia 1); I’applicazione inversa di ;. Allora abbiamo il seguente
diagramma:

0 —— Homu(Ms, Hom (N, P)) —— Homu(Ms, Homa(N, P)) —— Hom(M,, Homa(N, P))

- o ol

Homu(Ms ®4 N, P) Homy (Ms ®4 N, P) Homa(M; ®4 N, P)
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Componendo le mappe del diagramma, otteniamo una successione di A-moduli e omomorfismi di A-moduli:
0 —— Homu (M3 ®4 N,P) —— Homy (M ® 4 N,P) —— Homu(M; ®4 N, P)

Osserviamo che tale successione ¢ esatta. Da una parte, infatti, € chiaro che ¥9 o f5 o @3 sia un’applicazione
iniettiva in quanto composizione di omomorfismi iniettivi. Inoltre, si vede facilmente che vale la condizione:

Kery o fi oy =Imapy o f5 03

A questo punto, poiché P é un A-modulo qualsiasi, applicando di nuovo la proposizione 4.23 otteniamo una
successione esatta:
M@y N ——> Mo®@®A N —— Mz®@4 N —— 0

Per concludere che gli omomorfismi di questa successione sono proprio quelli indicati nell’enunciato, bastera
dimostrare che:

(i®id)* =910 flops, (fo®id)" =10 f5 03

Verificheremo solo la prima identita, in quanto la seconda si dimostra esattamente allo stesso modo. Per farlo
sara sufficiente dimostrare che, fissato un omomorfismo di A-moduli a: My ® 4 N — P, si ha la condizione:

ao(fi ®id) = ¥1(p2(a)o fi)

Poiché i tensori puri generano il prodotto tensoriale basta osservare che, per ognim € Ms, n € N, abbiamo:
P1(p2(a) o f1)(m @ n) = pa(a)(fi(m))(n) = a(fi(m) @ n) = a((fr @id)(m @ n)) O

Adesso vedremo con un controesempio che, se 0 — M; ELN Mo EENG V' 3 — 0 & una successione esatta
corta, allora non é detto che sia esatta corta anche la successione:
id id
0—— MasN 22 v N 22 e N —— 0
Ineffetti, se f1: My — M éunomomorfismo di A-moduliiniettivo allora f; ® id non &, in generale, iniettivo.

Nellinguaggio delle categorie si dice percio che il funtore — ® 4 IV non ¢ esatto a sinistra e, in particolare, non
¢ esatto.

Esempio 4.31. Consideriamo M; := M, := Z come Z-moduli, ossia come gruppi abeliani e ’omomorfismo
iniettivodigruppi f: Z — Zdefinitoda f(a) := 2a. Scegliamo inoltre N := Z/27Z. Osserviamo che, per ogni
m € Z,n € Z/27, si ha:

(feid)(men)=2me@n=me2n=m®0=0

Ricordando che i tensori puri generano il prodotto tensoriale, otteniamo dunque che f ® id € ’'omomorfismo
nullo. Concludiamo allora che f ® id non é iniettivo perché il suo dominio di definizione, cioé Z ®y, Zo ~ Z,
non ¢ il gruppo nullo.

Definizione 4.32. Un A-modulo N sidice piatto se, data una successione 0 — M, £> My £> Mz — 0
di A-moduli e omomorfismi di A-moduli che sia esatta corta, anche la successione che segue é esatta corta:

0 —— Mi@aN 29 vhoua N 229 Myoa N —— 0

Equivalentemente, diciamo che NV é un A-modulo piatto se, preso un omomorfismo iniettivo di A-moduli f,
anche f ® id é iniettivo. Nella teoria delle categorie, queste due condizioni equivalenti si esprimono dicendo
che il funtore — ® 4 N ¢ esatto a sinistra e quindi esatto.

Dall’esempio 4.31 deduciamo in particolare che Z /27 non & uno Z-modulo piatto.
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Osservazione 4.33. Gli A-moduli liberi finitamente generati sono piatti. Consideriamo infatti un A-modulo
libero finitamente generato N. Per la proposizione 1.25, un tale A-modulo ha rango finito e dunque esiste un
isomorfismo ¢: A¥ — N per un qualche intero k > 1. Sia adesso f: M; — M, un omomorfismo iniettivo di
A-moduli. Notiamo che, per i = 1, 2, grazie alla proposizione 3.16 abbiamo i seguenti isomorfismi canonici:

Mi@s A"~ (A A®  ©A) @4 M~ (AR M;) D (A@a M) &+ & (A®a M;) ~ M
N e’

K2

k volte

Sia ) la composizione di questiisomorfismiesia (f, f, ..., f): MF — M} 'applicazione che agisce come f su
ciascuna componente, cioé la mappa definita da:

(f,f7...,f)(m1,m2,...,mk) = (f(ml)’f(mQ)vaf(mk»

Si tratta ovviamente di un omomorfismo iniettivo di A-moduli. Si consideri adesso il seguente diagramma:

id
M1®ANfL>M2®AN

idas, ®¢>—1J }dz@@aﬁ

M; @4 AF My @4 AF

a =

M (fsfs s f) M}

Se dimostriamo che questo diagramma é commutativo, possiamo concludere che f ® id é iniettivo in quanto
composizione di omomorfismi iniettivi. Come alsolito, possiamo limitarci a considerare i tensori puri, perché
questi generano il prodotto tensoriale. Siano percio m € M7, n € N elementi fissati. Per la suriettivita di ¢,
esistono ay, as, ..., ar € Atalichen = ¢(ay,as, . ..,ax). Ripercorriamo ora gli isomorfismi del diagramma:

m@n
— m® (a1, as,...,a)
— (a1,a2,...,a5) @m

a1 @m,az @M, ...,a; @ m)

a1 f(m )azf(m),--.,akf(m))

a1 ® f(m),az ® f(m),...,ax ® f(m))
— (a1,a2,...,a5) ® f(m)
— f(m) ® (a1, az,...,a;)
— f(m)®n

— (
— (a1m, agm, . akm)
—
—

Vediamo infine una conseguenza del teorema precedente.
Corollario 4.34. Sia I un ideale di A e sia M un A-modulo. Allora M/IM ~ M ®4 A/I.

Dimostrazione. Sappiamo che,sei: I — Aélamappainclusioneen: A — A/I ¢lamappa quoziente, allora
abbiamo una successione esatta corta:

0 I —— A" AT 0
Sia inoltreid: M — M D’applicazione identita. Allora, per il teorema 4.30, € esatta la seguente successione:

i®id T®id

00— IQAM — ARu M — A/I@s M —— 0
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Si considerino adesso gli isomorfismi canonici p: A @4 M — Me: A/T @ M — M ®4 A/I individuati
nella proposizione 3.16. Possiamo allora costruire un diagramma di omomorfismi di A-moduli come segue:

0— > T@oaM 24 Ao, M 2% A/Teos M —— 0

wgwl wi

M ® 4 A/I

Proprio come accade nella dimostrazione del teorema 4.30, componendo le mappe del diagramma si ottiene
una successione esatta:

0——ToaM 15 M2 Mos AT — 0
Per il primo teorema di isomorfismo e per 1'esattezza della successione, si ha:

M®a A/l =Img~M/Kerg=M/Im f

Per concludere, sara sufficiente notare che Im f = I M. Questo discende immediatamente dalla definizione
di I M, dal fatto che f & un omomorfismo di A-moduli e dalla relazione seguente, veraperogniz € I, m € M:

flx@m) = p((i@id)(z®m)) = p(z@m) = zm O
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