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1 Geometria euclidea

1.1 Forme bilineari

Definizione 1. Sia K un campo. La caratteristica di K ¢é il piu piccolo intero positivo n tale che

l+14+---+1=0
—_——

n volte
e si denota ch(K). Se #in si pone ch(K) := 0.
D’ora in avanti si assume ch(K) # 2, sebbene in alcuni casi questa ipotesi sia trascurabile.

Definizione 2. Sia V un K-spazio vettoriale. Una forma bilineare su V' & un’applicazione

b: VxV — K
(v,w) +—  blv,w)
lineare nelle due variabili, cioé che soddisfa:
FB1 b(v+v,w)=>bv,w)+bv,w) Vv, ,weV
FB2 b(v,w+w') =blv,w)+ bv,w) Vv,ww €V
FB3 b(cv,w) = b(v, cw) = cb(v, w) Vo,weV,ce K
Una forma bilineare b: V x V — K si dice
e simmetrica, se b(v,w) = b(w,v) Vv,weV
o antisimmetrica (o alterna), se b(v,w) = —=b(w,v) Yv,w eV
L’insieme delle forme bilineari su V' si denota Bil(V).

Osservazione 1. Sia V un K-spazio vettoriale e sia b: V x V — K una forma bilineare. Allora b ¢ anti-
simmetrica se e solo se b(v,v) = 0 per ogni v € V.

Dimostrazione.

(=) Per definizione, b ¢ antisimmetrica se e solo se b(v, w) = —b(w, v) per ogni v, w € V. In particolare,
b(v,v) = —b(v,v), cioé 2b(v,v) = 0 e quindi b(v,v) = 0 per ogni v € V, perché ch(K) # 2.

(<) Sianov,w € V. Allora

0=">b(v+w,v+w)=>bv,v)+bv,w)+blw,v)+ blw,w) ? b(v,w) + b(w, v)

T T
ipotesi FB1 e FB2 ipotesi
Di conseguenza, b(v, w) = —b(w,v) e quindi b & antisimmetrica. O

Osservazione 2. Sia V un K-spazio vettoriale e sia b: V' x V' — K una forma bilineare. Allora
b(v,0) =b(0,v) =0 VveV
Dimostrazione. Segue banalmente dalla definizione 2-FB3 ponendo ¢ = 0. Infatti, fissato v € V, vale che
b(v,0) =b(v,0-0) =0-b(v,0) =0=0-b(0,v) =b(0-0,v) =b(0,v) O
Esempio 1. L’applicazione identicamente nulla

o: VxV — K
(v,w) +— 0

é una forma bilineare e viene detta la forma bilineare nulla.



Esempio 2. Siano V un K-spazio vettoriale, e = {ej,..., e, } unabase di V esia A € M,,(K). La mappa
ba: VxV — K
(v,w) +— ‘txAy

tale che, se v = @11 + -+ Tpep, W = yre1 + - + yney allora x = "(z1 - x,), y="(y1 - - Yn), & una
forma bilineare su V, infatti soddisfa

FB1L ba(v+v,w)="(z+2)Ay = (‘z+'2")Ay = 'z Ay + "2’ Ay = ba(v,w) +bs(v/,w) Yv,v',weV

FB2 ba(v,w+w') =tzA(y+vy) =tzAy+tzAy = bs(v,w)+ba(v,w’) Vo,w,aw €V

FB3 ba(cv,w) = "(cx)Ay = ¢tz Ay = cba(v,w) = ctzAy = 'wAcy = ba(v, cw) VoweV,ce K
L’applicazione b4 viene detta la forma bilineare associata ad A.

Esempio 3. Considero lo spazio vettoriale numerico K" su K e fisso una matrice A € M,,(K), A = (a;;).
Dati 2,y € K", & ="(x1 -+ &n), y = "(y1 - - Yn), si ha che

ba(z,y) = Z aij TiY;
1<i,j<n

Se A = I, si ottiene

bIn(mvy) = Z §ijxiyj =T1y1 + -+ Tuln
1<i,j<n

La forma bilineare by, € simmetrica e viene detta la forma bilineare simmetrica standard su K™.
Esempio 4. Sia n =2k e sia A € M, (K), A =( _(;k L ), A= (a;;). In questo caso si ottiene
0 sel <i,j<koppurek+1<ij<n
ajj = § Oigkj sel <i<k k+1<j<n
_6i—kj sek—|—1§i§n,1§j§k

e quindi, dati x,y € K™, x = t(xl Cee ), Y = t(yl -+ Yp), si ha che

ba(z,y) = Z Qi Y5 = T1Yk+1 T+ + ThlYn — Th1Y1 — - ° — TplYk
1<ij<n

La forma bilineare b4 ¢ alterna e viene detta la forma bilineare antisimmetrica standard su K™.

1.2 Applicazioni lineari e matrice associate a una forma bilineare

Definizione 1. Sia V un K-spazio vettoriale. A ogni forma bilineare b: V' x V' — K sono associate

: V. o — V* o V. o —
v by, w — b,
tali che
by: V. - K B Vo — K
w —  b(v,w) v —  b(v,w)

Proposizione 1. Sia V un K-spazio vettoriale e sia b: V x V — K una forma bilineare. Allora le ap-
plicazioni &y e 0, sono lineari.

Dimostrazione. Siano v,v’ € V vettori qualsiasi e siano ¢, ¢’ € K. Valgono le seguenti equivalenze:
Sp(cv + V') = cdp(v) + 8 (V') <= bepternr = by + by
= byt (W) = cby(w) + by (w) VweV
< b(cv + v w) = eb(v,w) + bV, w) Yw eV

ma ['ultima relazione é sempre verificata, perché b é una forma bilineare. Concludo che &, & un’applica-
zione lineare e, con un ragionamento del tutto analogo, si dimostra che ¢j ¢ un’applicazione lineare. [



Definizione 2. Siano V un K-spazio vettoriale, e = {e1,...,e,} una base di V esiab: VxV = K
una forma bilineare. La matrice A € M,,(K), A = (a,;) tale che a;; = b(e;, e;) per ogni 1 < 4,5 < n si
dice la matrice associata a b rispetto alla base e e si denota M, (b).

Osservazione 1. Siano V un K-spazio vettoriale, e = {ej,...,e,} una base di V esiab: V xV — K una
forma bilineare. Siano v,w € V, v = z1e1 + -+ + zpey, w = y1€1 + - - + yYpe, € siano x = t(ml Ce ),
y="(y1 - yn). Allora la matrice associata a b rispetto alla base e calcola b, cioé b(v, w) = ‘zM,(b)y.

Dimostrazione. Basta osservare che, per le proprieta delle forme bilineari, vale la relazione

bv, w) = b(Z xzy) = Y wgblene;) = M. (b)y 0
i=1 j=1

1<i,j<n

Osservazione 2. Sia V un K-spazio vettoriale e sia e = {ej, ..., e,} una base di V. Una forma bilineare
b: V xV — K & simmetrica [risp. antisimmetrica] se e solo se M, (b) & simmetrica [risp. antisimmetrical.

. . . N t
Dimostrazione. Siano v,w € V, v = x1e1 + -+ + Tpep, W = y1€1 + -+ + Ypey € siano x = (1 -+ - xp),
t , .
y= (y1 - yn). Dall’osservazione 1 segue che

b(w,v) = 'yM.(b)x ? t(tyMe(b)x) = txtMe(b)y

se A e M;(K)
allora A = A

Ma allora si ottiene che

b & simmetrica <= b(v,w) = b(w,v)
— teM.(b)y =tz ‘M. (b)y
— M,(b) = "M, (b)
<= M,(b) ¢ simmetrica
Va notato che, quando si suppone che b sia simmetrica, la terza implicazione ¢ giustificata in quanto,

facendo variare v e w fra i vettori della base e, si ottiene che b(e;, e;) = b(e;, e;) al variare di 1 <4,j < n.
Analogamente si dimostra che b ¢ antisimmetrica se e solo se M. (b) & antisimmetrica. O

Proposizione 2. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finitam > 1 e sia e = {e1,...,en} una
base di V. Allora esiste una corrispondenza biunivoca

M.: Bil(V) — M,(K)
b s M(b)

che induce un’applicazione biunivoca dell’insieme delle forme bilineari simmetriche [risp. antisimmetri-
che] sull’insieme delle matrici simmetriche [risp. antisimmetriche].

Dimostrazione. Basta osservare che M, ¢ un’applicazione

e iniettiva: siano b0’ € Bil(V) tali che M.(b) = M.(¥’). Dall’osservazione 1 segue che, per ogni
v,w €V, v=zie1+ A+ Tpln, w=Yrer + -+ ypep, detti z = (1 - @),y ="(11 -+ yn),
vale la relazione

b(v, w) = "wMe(b)y = "aMc(V)y = V' (v, w)
percio b =b'.
o suriettiva: sia A € M, (K). Allora la forma bilineare b4 associata ad A ¢ tale che M.(b4) = A.

Infatti, per ogni v,w € V, v = x1e1 + -+ + Tpen, w =y161 + -+ + Ynen, detti z = t(xl S X))y
y="(y1 -+ yn), si ha che by (v, w) = 'zAy.

Concludo che M, ¢ una corrispondenza biunivoca. La biiezione tra forme bilineari simmetriche [risp. an-
tisimmetriche] e matrici simmetriche [risp. antisimmetriche| segue dall’osservazione 2. O



Definizione 3. Due matrici A, B € M,,(K) si dicono congruenti se 3M € GL,,(K) | B = "MAM.
Osservazione 3. La congruenza di matrici € una relazione di equivalenza.
Dimostrazione. Basta osservare che la congruenza di matrici é una relazione

o riflessiva: per ogni A € M,,(K) esiste I,, € GL,,(K) tale che A = L AT,.

e simmetrica: 3M € GL,(K) | B="'MAM <= 3M~' € GL,(K)|A="(M"1)BM™!
T
MM =" MM =, = 1
e 'M e GL,(K) = (‘M)~'="(M1)

e transitiva: se esistono M, N € GL,,(K) tali che B = ‘MAM e C = '‘NBN allora, notando che
vale la relazione N *M = *(MN), esiste MN € GL,(K) | C = (MN)A(MN). O

Proposizione 3. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n > 1. Due matrici A, B € M,,(K)
sono congruenti se e solo se de ={eq,...,ex}, f ={f1,-.., fu} basi iV, b: VXV — K forma bilineare
tali che A = Mc(b), B = My(b).

Dimostrazione.

() Sianov,w e V,v=umzie1+---+xpe, =21 fr+ -+, fo,w=y1e1+ - +ynen =1 fi+--+y,fn

esianoz = "(zy - @), 2 ="t 2l y="(1 - yn), ¥ ="y, -+ ). Allora, se definisco

M =M, f(idv ), si ha che x = Mz’ e y = My’. Ma allora
b(v,w) = ‘o’By =tz Ay ="(M2')A(My') = "o’ 'MAMy/
Segue che B = "MAM con M € GL,(K), quindi A e B sono congruenti.

(=) Innanzitutto, siae = {e1,...,e,} unabasedi V. Se A e B sono congruenti, allora 3M € GL,,(K)
tale che B = ‘MAM. Ora, se b := ba ¢ la forma bilineare associata ad A, si ha che A = M,(b).
Definisco f; := Me; per ogni 1 < i < n. Dal momento che M € GL,(K) i suoi vettori colonna,
cioé f1,..., fn, sono linearmente indipendenti e quindi f := {fi,..., fn} ¢ una base di V. Di
conseguenza, M = M, (idy) per costruzione e, ipotizzando che B = (b;;), si ottiene che

b(fi, f;) = (Me;)A(Mej) = te; 'MAMe; = te;Be; = by

Segue che B = My (b). O

1.3 Forme bilineari non degeneri e degeneri

Osservazione 1. Siano A, B € M,,(K). Se A e B sono congruenti, allora r(A) = r(B).

Dimostrazione. Se A e B sono congruenti, allora esiste M € GL, (K) tale che B = 'MAM e quindi
r(A) = r(*MA) = r("MAM) = r(B)

dato che a ogni passaggio effettuo una moltiplicazione per una matrice invertibile. O

Definizione 1. Siano V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n > 1, e = {ey,...,e,} una base
di Vesiab: V xV — K una forma bilineare. Il rango di b ¢ r(b) := r(M.(b)).

Dalla proposizione 3 della sezione 1.2 e dall’osservazione 1 segue che la definizione 1 é ben posta. Il
rango della forma bilineare b, infatti, non dipende dalla scelta della base e di V', perché a basi diverse si
associano matrici congruenti e quindi con lo stesso rango.

Definizione 2. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n. Una forma bilineare b: V xV — K
si dice non degenere se r(b) = n, si dice degenere se r(b) < n.

Proposizione 1. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n e sia b: V x V. — K una forma
bilineare. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:



(i
(i

) b & non degenere
)

(i) YweV,w#03veV|bv,w)#0
)
)

VoeV,o£03JweV |blv,w)#0

(iv) Oy & un isomorfismo

(v

Dimostrazione. Fissata una base e = {e1,...,e,} di V, sia A := M,(b). Dimostro equivalenza delle
affermazioni (i), (ii) e (iv), cominciando con il mostrare che (i) = (ii). Innanzitutto, se b & non degenere,
allora r(b) = n e, in particolare, r(4) = n. Ovviamente, anche r(*A) = n, quindi ‘A € GL,(K) e, di
conseguenza, I’applicazione lineare F': V' — V associata alla matrice ‘A & un automorfismo di V. Sia ora
veV,v#0,v=1a1e; + -+ xpe, esiax="(x; - x,). Poiché F & iniettiva, si ha che N(F) = {0},
quindi v ¢ N(F) e questo significa che F'(v) # 0. Ricordando che la matrice associata a F' calcola F', la
relazione precedente diventa ‘Az # t(O -+ 0) cioe, trasponendo primo e secondo membro, txA # (0 - - - 0).
Equivalentemente, se ‘zA = (¢ - -+ ¢,) per certi cq,...,¢, € K, allora 31 <i <n | ¢; # 0. A questo
punto, ponendo w :=¢e; e y := t(O +++010 --- 0), si verifica facilmente che b(v,w) =tz Ay = ¢; # 0.

Ora mi occupo di mostrare il viceversa, cioé¢ che (ii) = (i). Slav € V, v # 0, v = x1e1 + - + Tpey,
e sia x = t(xl -+ x,). So per ipotesi che 3w € V | b(v,w) # 0. Se w = y1e1 + - -+ + yne, e se definisco
y="(y1 - yn), la condizione precedente diventa ‘zAy # 0. In particolare, deve valere ‘zA # (0 --- 0)
oppure, equivalentemente, ‘Az # t(O -+ 0). Ma allora, per arbitrarieta nella scelta del vettore v € V|
v # 0, si ha che Papplicazione lineare F': V — V associata alla matrice ‘A ¢ iniettiva, perché F(v) # 0.
Per un corollario del teorema di rango-nullita, un endomorfismo iniettivo di V' € un automorfismo di V. Di
conseguenza, I ¢ un automorfismo di V e quindi A € GL,,(K). Segue banalmente che r(A) = r(*A) = n,
dunque posso concludere che b ¢ una forma bilineare non degenere perché r(b) = n.

Adesso dimostro che (ii) = (iv). Siccome dimV = dim V*, & sufficiente mostrare che 1’applicazione
Jdp € iniettiva in virtu del corollario prima menzionato. Sia dunque v € N(dp). Allora b, = 0 e quindi
by(w) = 0 per ogni w € V. Equivalentemente, b(v,w) = 0 per ogni w € V, ma dall’ipotesi (ii) segue che
non esistono vettori v € V', v # 0 tali che b(v, w) = 0 per ogni w € V, percid deve necessariamente valere
che v = 0. Di conseguenza, N(J,) = {0} e posso concludere che J; & iniettiva, quindi un isomorfismo.

Infine, mostro che (iv) = (ii). Fisso un qualsiasi vettore v € V, v # 0. Per ipotesi, d; & un isomorfi-
smo quindi, in particolare, & un’applicazione iniettiva. Equivalentemente, N(d,) = {0} e, di conseguenza,
v & N(8). Questo significa che b, # o, ma allora Jw € V' | b,(w) # 0 e da cid segue che b(v,w) # 0.
L’equivalenza delle affermazioni (i), (iii) e (v) si dimostra con un procedimento del tutto analogo. [

9, & un isomorfismo

1.4 Forme bilineari simmetriche

Definizione 1. Siano V un K-spazio vettoriale, b: V x V — K una forma bilineare simmetrica e siano
v,w € V. Sidice che v & ortogonale a w rispetto a b e si denota v Ly, w se b(v,w) = 0. Sia inoltre S C V'
un insieme. Si dice I'ortogonale di S rispetto a b 'insieme

SLb::{v€V|vJ_bw Vwe S}

Per semplificare la notazione, si scrive v L w anziché v L, w e 'ortogonale di S rispetto a b si denota S=.
Inoltre, se S = {s} per un qualche s € V, l'ortogonale di S rispetto a b si denota anche s*.

Osservazione 1. Siano V un K-spazio vettoriale, b: V x V — K una forma bilineare simmetrica e sia
S C V un insieme. Si dimostra facilmente che S+ é un sottospazio vettoriale di V.

Definizione 2. Sia V un K-spazio vettoriale e sia b: V x V — K una forma bilineare simmetrica. Due
sottospazi U, W C V si dicono ortogonali se U C w+ (equivalentemente, se W C UJ-). 11 radicale di V' &

VLZ:{UEV|’UJ_’LU VwEV}

Osservazione 2. Sia V un K-spazio vettoriale e sia b: V x V' — K una forma bilineare simmetrica. Allora
b & non degenere se e solo se V4 = {0}.



Dimostrazione. L’asserto segue banalmente dall’equivalenza delle affermazioni (i) e (ii) nella proposizio-
ne 1 della sezione 1.3 e dalla definizione 2. O

Definizione 3. Sia V un K-spazio vettoriale e sia b: V x V — K una forma bilineare simmetrica. Un
vettore v € V' si dice isotropo rispetto a b se v L v, cioé se b(v,v) = 0.

Osservazione 3. Siano V un K-spazio vettoriale, b: V' x V — K una forma bilineare simmetrica e sia
v € V. Ovviamente, se v é isotropo rispetto a b, allora il vettore cv é isotropo rispetto a b per ogni ¢ € K.

Definizione 4. Siano V un K-spazio vettoriale, b: V X V — K una forma bilineare simmetrica e siano
v,w € V. Se v non é isotropo rispetto a b, si dice il coefficiente di Fourier di w rispetto a v lo scalare

b(v, w)
a,(w) =
o(w) b(v,v)
Osservazione 4. Siano V un K-spazio vettoriale, b: V x V' — K una forma bilineare simmetrica e siano
v,w € V. Se v non ¢é isotropo rispetto a b, allora

w = ap(W)v + (W —a,(w)v) dove  a,(w)v L w—a,(w)v

w —a,(w)v

=Hpe-
a,lw)v v

J

Dimostrazione. Basta mostrare che a,(w)v L w—a,(w)v, cioé che b(a,(w)v, w — a,(w)v) = 0. Per una

proprieta delle forme bilineari (si veda la definizione 2-FB3 della sezione 1.1), tuttavia, ¢ sufficiente
mostrare che b(v, w — a,(w)v) = 0, perché a,(w) € K. Tale identita si verifica facilmente, infatti

b(v, w)
b(v,v)

Osservazione 5. Siano V un K-spazio vettoriale, b: V x V — K una forma bilineare simmetrica e sia
v € V. Se v non ¢ isotropo rispetto a b, allora

V:<v>6911L

Dimostrazione. Innanzitutto, va dimostrato che {v> N v+ = {0}. A tale scopo, fisso un generico vettore
w € <v> N v*. Poiché w € v, si ha che 3¢ € K tale che w = cv. D’altronde, essendo w € v', vale
la relazione b(v, w) = 0. Ma allora b(v, cv) = 0, ovvero ¢b(v,v) = 0 ed essendo v un vettore non isotropo
rispetto a b per ipotesi, concludo che ¢ = 0 e quindi w = 0. Rimane da dimostrare che <v> + v+ =V,
cioé che per ogni w € V esistono ¢ € K, w' € v* tali che w = cv + w’. La tesi segue immediatamente
dall’osservazione 4 ponendo ¢ := a,(w) e w' = w — a,(w)v. O

b(v,w — ay(w)v) = b(v,w) — a,(w)b(v,v) = b(v,w) — b(v,v) =0 O

Esempio 1. Siano V un K-spazio vettoriale di dimensione 2, e = {e;,es} una base di V e sia b la
forma bilineare su V' con matrice associata M, (b) = (% (1)) Allora e; non ¢ isotropo rispetto a b, essendo
b(e1,e1) =1 # 0, mentre es & isotropo in quanto b(es, es) = 0.

Definizione 5. Sia V un K-spazio vettoriale e sia b: V x V' — K una forma bilineare simmetrica. Una
base e = {ey,...,e,} di V si dice ortogonale o diagonalizzante rispetto a bse b(e;,e;) =0V1 <i#j<n
oppure, equivalentemente, se M. (b) ¢ una matrice diagonale.

Osservazione 6. Siano V un K-spazio vettoriale, b: V x V — K una forma bilineare simmetrica e sia
e = {e1,...,e,} una base di V ortogonale rispetto a b. Siano inoltre v,w € V, v = x1e1 + -+ + Tpen,
w=yie; + -+ ypen. Allora

b(v,w) = 5(61761)1’12/1 +o 4+ b(env en)mnyn



1.5 Forme quadratiche

Definizione 1. Sia V un K-spazio vettoriale e sia b: V x V' — K una forma bilineare simmetrica. La
forma quadratica associata a b é 'applicazione

q: V — K
v —  b(v,v)
Se dimV < o0, il rango di q & r(q) := r(b).

Osservazione 1. Siano V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n, e = {e1,...,e,} una base di V,
b: V x V — K una forma bilineare simmetrica con matrice associata M.(b) = (a;;) e sia ¢: V — K la
forma quadratica associata a b. Allora, dato un vettore v € V., v = x1e1 + - - - + xpep, si ha

q(v) ="'xM.(b)z = Z Qi T, T
1<i,j<n

Esempio 1. Considero lo spazio vettoriale K™ su K e la forma bilineare simmetrica standard su K".
Allora, dato un vettore x € K", x = t(xl -+« Zp), si ha che

qa) =ai+---+a

In questo caso, ¢ si dice la forma quadratica standard su K™.

Proposizione 1. Sia V un K-spazio vettoriale e sia b: V x V. — K wuna forma bilineare simmetrica.
Allora la forma quadratica q associata a b soddisfa le sequenti condizioni:

(1) (ko) = k?q(v) VoeV, ke K
(ii) 2b(v,w) =qv 4+ w) — q(v) —q(w) Vo,weV

Dimostrazione. Siano fissativ,w € V, k € K. L’asserto segue immediatamente dalla definizione di forma
quadratica e dalle proprieta delle forme bilineari, infatti

(i) q(kv) = b(kv, kv) = k2b(v,v) = k?q(v)
(ii) qv+w) —q(v) — q(w) = b(v + w,v +w) — b(v,v) — b(w,w) = 2b(v, w) O

Osservazione 2. Dalla proposizione 1-(ii) segue che una forma quadratica ¢ individua univocamente la
forma bilineare simmetrica b cui é associata, poiché b si esprime per mezzo di q. E dunque equivalente
assegnare una forma bilineare simmetrica oppure la forma quadratica a essa associata.

Definizione 2. Sia V uno spazio vettoriale su K campo con ch(K) # 2 e sia ¢: V — K una forma
quadratica. La forma bilineare simmetrica b definita dalla relazione

b(v, w) = 5 (q(v +w) — q(v) — q(w))

N |

si dice la forma bilineare polare di q.

Definizione 3. Un polinomio f(Xi,...,X,) a coefficienti in un campo K si dice omogeneo di grado d
se i suoi monomi sono tutti di grado d.

Esempio 2. Il polinomio f(X;, X2, X3) = X? + vV2X, X7 + X3 ¢ omogeneo di grado 3. 11 polinomio
(X1, Xo, X3) = X1 + X{ + X2 X5, invece, non é omogeneo.

Definizione 4. Siano V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n, e = {ej,...,e,} una base di V,
b: V x V — K una forma bilineare simmetrica con matrice associata M¢(b) = (a;;) e sia ¢: V — K la
forma quadratica associata a b. A ¢ é associato il polinomio omogeneo di secondo grado in Xy,..., X,

QX):="XM(D)X = Y a;X;X;

1<i,j<n

dove X = t(Xl -+ X,,). Sidice che Q(X) rappresenta la forma quadratica q nella base e.



Osservazione 3. Siano V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n, e = {e1,...,e,} una base di V,
b: V x V — K una forma bilineare simmetrica con matrice associata M¢(b) = (a;;), ¢: V — K la forma
quadratica associata a b, X = ‘(X --- X,,) e sia Q(X) il polinomio omogeneo di secondo grado che
rappresenta la forma quadratica ¢ nella base e. Dalla simmetria della matrice M. (b) segue che

Qi; sei =]

X) = i X: X, d i =
Q(X) Z ij J ove  gij {2aij se i % j

1<i<j<n

e quindi, se M.(b) & una matrice diagonale, cioé se e & una base ortogonale rispetto a b, vale che

Q(X) - CL11)(12 R annX»,Ql

1.6 Diagonalizzazione di forme bilineari simmetriche

Teorema 1. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n > 1 su K campo con ch(K) # 2 e sia
b: V xV — K una forma bilineare simmetrica. Allora esiste una base di V' ortogonale rispetto a b.
Equivalentemente, ogni matrice simmetrica A € M,,(K) ¢é congruente a una matrice diagonale.

Dimostrazione. L’equivalenza delle due affermazioni é evidente. Infatti, fissate una base f di V e una
matrice A € M, (K), si ha che A = My(ba) perché esiste una corrispondenza biunivoca tra forme bilineari
simmetriche e matrici simmetriche (sezione 1.2, proposizione 2) e se e & una base di V ortogonale rispetto
a bga, cioé tale che M. (b4) sia una matrice diagonale, allora A e M, (b4) sono congruenti in quanto matrici
associate a una stessa forma bilineare in basi diverse (sezione 1.2, proposizione 3). Di conseguenza, basta
dimostrare la prima parte dell’enunciato e, data 'importanza del teorema, sono date due dimostrazioni.

(i)

(i)

Si procede per induzione su n. La base di induzione ¢é ovvia, perché le matrici di ordine 1 sono
diagonali e quindi per n = 1 non c’é nulla da dimostrare. Nel passo di induzione assumo quindi
n > 2 e suppongo che ogni forma bilineare simmetrica su uno spazio di dimensione minore di n
possieda una base ortogonale. Nel caso in cui b = o, allora M.(b) = O per ogni e = {e1,...,e,}
base di V' e quindi M, (b) & banalmente una matrice diagonale. Assumo dunque b # o. In tal caso

Ju,w € V | b(v,w) # 0. Di conseguenza, almeno uno dei vettori v, w, v + w ¢ non isotropo
rispetto a b. Se infatti v e w fossero entrambi isotropi rispetto a b, allora

b(v+ w,v +w) ? b(v,v) + 2b(v, w) + b(w, w) ? 2b(v,w) # 0

bilinearita v e w isotropi

Pertanto Je; € V vettore non isotropo rispetto a b. Segue che V = {e; > @ e~ per I'osservazione 5
della sezione 1.4. Applicando quindi la formula di Grassmann si ricava che dim e;- = n—1. Sia ora
W :=ei esiab: W x W — K la restrizione di b su W x W. Per ipotesi induttiva, esiste una

base {es, ..., e, } di W ortogonale rispetto a b’ ed essendo b = b’ su W x W si ha che b(e;, e;) =0

per ogni 2 < i # j < n. Inoltre, ea,...,e, € W e W = e, quindi b(e1, e;) = 0 comunque fissato
un indice 2 < j < n. Infine, osservo che e; ¢ <ea,...,e, > perché e; ¢ ei- essendo un vettore non
isotropo rispetto a b. Concludo che e, ..., e, sono linearmente indipendenti e quindi {ey,...,e,}

é una base di V' ortogonale rispetto a b.

[Lagrange] Come prima, si procede per induzione su n e la base di induzione & ovvia. Nel passo
di induzione assumo che ogni forma bilineare simmetrica su uno spazio di dimensione minore di
n possieda una base diagonalizzante. Posso assumere che b # o altrimenti si procede come nella
parte (i). Siccome b # o, posso asserire che Je; € V vettore non isotropo rispetto a b seguendo
lo stesso ragionamento fatto in precedenza. Sia e = {ey,...,e,} un completamento a una base
di V' e suppongo che M (b) = (a;;). Sia inoltre ¢: V' — K la forma quadratica associata a b e
siaveV,v=uxe +- -+ x,e, un vettore fissato. Allora, ricordando che e; ¢ un vettore non



isotropo rispetto a b e quindi a1, # 0, si ha che

§ 2 § : §
q(’U) = aijxixj = a11T7 +2£L’1 aljmj + aijxixj

1<ij<n 2<j<n 2<i,j<n

_ 2,9
=ay1|x] + 221 —x] Qjj T;Tj

2§j§n 2<4,5<n

a a 2 a
2 1j 1j 1]
=ayn | z]+2x; E :vj—i—( E — — a1 E E Q;j T; T
a a a
2<j<n 11 2<j<n 11 2<j<n 11 2§z Jj<n
a 2 a
17 %15
= a1 (acl + E —a acj> — a11( g a ) E Qij TiTj
2<j<n 2<j<n 1 2<i,j<n
A questo punto, eseguo il cambio di variabile
2 : a1y
Y1 =21+ Zj, Y2 := T2, y Yn = Tn
2<j<n
che corrisponde al passaggio dalla base e alla nuova base
a12 A1n
f= {61,—*814—62,---,—7614-67;
ail ail

ottenuta osservando che

v=2x1e1 + X262+ - F pen =yi1fi+yafo o FUnfn

a1
= (131 + 0y 1]l’j)fl +a2fot+ -+ anfn
1 2<j<n M1

cambio di

variabile

?l’lfl +x2(27if1+f2) +...+xn<%f1+fn>

raccolgo
Llye-ey Ty

Nella base f la forma quadratica ¢ associata a b si scrive

q(yla s ,yn) = ally% + ql(y27 s 7yn)

dove ¢’ & una forma quadratica su uno spazio di dimensione n — 1 e quindi, per ipotesi induttiva,
esiste una base {gs, ..., gn } di V diagonalizzante per ¢’. In conclusione, {f1, go, ..., gn} € una base
di V che diagonalizza ¢, dunque una base di V ortogonale rispetto a b. O

Osservazione 1. Il teorema 1 non ¢ valido se non si assume ch(K) # 2. In tal caso, infatti, la matrice
simmetrica A = ((1) (1)) non € congruente a nessuna matrice diagonale.

Osservazione 2. Nel campo C la matrice simmetrica (1 Jl) é congruente ma non simile a una matrice
diagonale. La diagonalizzabilita per congruenza e quella per similitudine non sono quindi equivalenti.

Definizione 1. Un campo K si dice algebricamente chiuso se ogni polinomio non costante a coefficienti
in K ammette una radice in K.

Teorema 2. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita n > 1 su K campo algebricamente chiuso
con ch(K) #2 e siab: V xV — K una forma bilineare simmetrica di rango . Allora esiste una base
e={e1,...,en} di V, ortogonale rispetto a b, tale che

I, O
wio- (2 ) 0

dove il simbolo O denota matrici nulle di ordini opportuni. Equivalentemente, ogni matrice simmetrica
A e M, (K) di rango r & congruente a una matrice diagonale della forma (1).



Dimostrazione. Come nel teorema 1, 'equivalenza delle due affermazioni é ovvia. Infatti, data una base f
di V e data una matrice simmetrica A € M,,(K), vale che A = M¢(b,4) e a basi diverse si associano matrici
congruenti. Per questo motivo, sara sufficiente dimostrare la prima parte. Dal teorema 1 segue che esiste
una base f = {f1,..., fn} di V ortogonale rispetto a b, cioé tale che

al 0 0
0 a2 0
My(0) = | . S :
0 0 ... apn

Scambiando in modo opportuno i vettori della base f, a seconda di quali sono isotropi, quali non isotropi
rispetto a b, posso assumere che a;; # 0 per ogni 1 < i < r e che a;; = 0 per ogni r+1 < i < n, in quanto
il rango di My(b) coincide con quello di b, cioé . Ora K é un campo algebricamente chiuso per ipotesi,
dunque posso porre «; := /a;; per ogni 1 <4 < r. A questo punto definisco

o {oifi per ogni 1 <i <7
U perognir+1<i<n
Per costruzione, I'insieme di vettori e := {e1,...,e,} & una base di V. Inoltre,
e perogni 1l <i#j<n,sihache b(e;,e;) =0 perché & un multiplo di b(f;, f;).
e perogni 1 <i<r,vale che b(e;,e;) = b(a%fi, o%fz) = o%zb(fhfi) = Lg.=1.

e per ogni r+ 1 <4 <mn, ottengo che b(e;,e;) = b(fi, fi) = ai; =0.
Concludo che e ¢ una base di V, ortogonale rispetto a b, tale che la matrice M, (b) sia della forma (1). O

Osservazione 3. Nell’enunciato del teorema 2 si pud omettere 'ipotesi di campo algebricamente chiuso,
purché si richieda esplicitamente che ogni elemento ammetta una radice quadrata.

Teorema 3 (di Sylvester). Sia V' un R-spazio vettoriale di dimensione finitan >1 e siab: VxV — R
una forma bilineare simmetrica di rango r. Allora esistono un intero non negativo p < r, che dipende solo

da b e una base e = {ey,...,e,} di V, ortogonale rispetto a b, tali che
I, O O
M(b)=110 I._, O (2)
O O O

dove il simbolo O denota matrici nulle di ordini opportuni. Equivalentemente, ogni matrice simmetrica
A € M, (R) di rango r & congruente a una matrice diagonale della forma (2) in cuip dipende solo da A.

Dimostrazione. Come nelle dimostrazioni dei teoremi precedenti, ’equivalenza delle due affermazioni é
immediata e basta dimostrare la prima parte dell’enunciato. Innanzitutto, dal teorema 1 segue che esiste
una base f = {f1,..., fn} di V diagonalizzante rispetto a b, cioé tale che

arl 0 0
0 as2 0
Me®) = . . ..
0 0 ... apn

Esattamente come nella dimostrazione del teorema 2, posso scambiare i vettori della base f in modo da
ottenere che a;; # 0 per ogni 1 < ¢ < r e che a;; = 0 per ogni r +1 <4 < n. Sia ora p il numero di
coefficienti a;; positivi. Scambiando nuovamente i vettori della base f, posso assumere che a;; > 0 per
ogni 1 <i <pechea; <0perognip+1<i<r. Seguendo un ragionamento analogo a quello applicato
nella dimostrazione precedente, posso definire

Qi perogni 1 <:<p %fi perogni 1 <¢<r
Q; = , e =1 i i ,
! v—a;; perognip+1<:i<r ! fi perognir+1<i<n
Per costruzione, I'insieme di vettori e = {ey,...,e,} & una base di V. Inoltre,
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e perognil <i#j<n,siha che b(e;,e;) =0 perché & un multiplo di b(f;, f;).

® Dper Ogni 1 S ) S 2 vale che b(eiuei> = b(o%fm O%fl) = %b(fwfl) = La’ii =1

« (¢223

e perognip+1<i<r, vale che b(e;,e;) = b(L 1 fl) = ﬁb(fi,fi) = %aii =—1.

i ) —ai;
e perognir+1<i<mn,ottengo che b(e;, e;) = b(fi, fi) = a; = 0.

Posso dunque affermare che e ¢ una base di V', ortogonale rispetto a b, tale che la matrice M, (b) sia della
forma (2). Resta da dimostrare che p dipende solo da b e non dalla base e. Suppongo per assurdo che esista

una base e/ = {e},...,e,,} di V, diagonalizzante rispetto a b, tale che anche la matrice M./ (b) sia della
forma (2), ma che p’ # p. Posso assumere senza perdita di generalita che p’ < p. Siano U = {e1,...,ep>
elU = <e;,+1, ..., e > sottospazi vettoriali di V. Dalla formula di Grassmann segue che

dim(UNU’) =dimU +dimU’' —dim(U +U") > (p)+ (n—p ) —(n)=p—p >0

Dunque 3v € UNU’, v # 0. Posso quindi assumere che v = xye1 + -+ +ape, = 2, 1€+ +25e,
per opportuni z1, ..., Zp, x;,_H, ...,z € K. Ma allora, se ¢ ¢ la forma quadratica associata a b, si ha che

0§x%—|—-~-+x§:q(v):—x;,2+1—~-~—x;2SO

Si ottiene quindi che g(v) = 0. In particolare, x; = 0 per ogni 1 < i < p e di conseguenza v = 0, il che ¢
assurdo. Posso dunque concludere che p = p/. O

Definizione 2. Siano V un R-spazio vettoriale di dimensione finita n > 1, b: V x V — R una forma
bilineare simmetrica di rango r e sia e = {ej, ..., e, } la base di V, ortogonale rispetto a b, tale che M, (b)
sia della forma (2). La matrice M, (b) si dice la matrice di Sylvester di b. Inoltre, se ¢: V — R ¢ la forma
quadratica associata a b, I’espressione

.2 2 2 2
Q(U)_x1+“'+$p_xp+1_"'_‘rr

verificata per ogni v € V, v = z1e1 + - -+ + xn ey, si dice la forma canonica della forma quadratica q. Gli
interi non negativi p e » — p si dicono, rispettivamente, ’indice di positivita e I’indice di negativita di b e
di q, mentre la coppia (p,r — p) viene detta la segnatura di b e di q.

La definizione 2 é ben posta in virtu del teorema di Sylvester, che garantisce I'esistenza della base e.
Definizione 3. Sia V un R-spazio vettoriale di dimensione finita. Una forma quadratica q: V — R si dice

e definita positiva seqv) >0 VYoeV,v#£0

e definita negativa seqv) <0 VYoeV,v#£0

e semidefinita positiva se qv) >0 VoeV

e semidefinita negativa se qv) <0 VoeV

e indefinita se non é semidefinita positiva né semidefinita negativa.
Si usa una terminologia analoga per le forme bilineari simmetriche.

Osservazione 4. Le forme canoniche corrispondenti ai diversi casi e le relative segnature sono le seguenti:

Tipo di forma quadratica | Forma canonica Segnatura
definita positiva i+ a2 (n,0)
definita negativa —z?— a2 (0,n)
semidefinita positiva i+ a2 r<n (r,0)
semidefinita negativa —z? - -2 r<n (0,7)
indefinita i+ al—a - -2, 0<p<r<n | (pr—p)
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Definizione 4. Una matrice simmetrica in M,,(R) si dice definita positiva, definita negativa, semidefinita
positiva, semidefinita negativa oppure indefinita se lo é la forma bilineare simmetrica associata.

Corollario 1. Dal teorema di Sylvester seque immediatamente che una matrice simmetrica A € M, (R) é
definita positiva se e solo se A ¢ congruente alla matrice I,,, cioé se e solo se 3IM € GL,,(R) | A="MM.

Definizione 5. Sia A € M,,(K). Per ogni 1 < i < n, l'i-esimo minore principale di A & il minore
D, i=det A(12...i|12...1)
Teorema 4 (Criterio di Sylvester).

(i)  Una matrice simmetrica A € M, (R) ¢é definita positiva se e solo se tutti i suoi minori principali
sono positivi, cioé se e solo se D; > 0 per ogni 1 < i < n.

(ii)  Una matrice simmetrica A € M, (R) & definita negativa se e solo se i suoi minori principali hanno
segno alterno, cioe se e solo se (—1)"D; > 0 per ogni 1 <1i < n.

Dimostrazione.

(i) Cousidero lo spazio vettoriale numerico R™ con base canonica F = {FE1,...,E,}. Siab:=by la
forma bilineare associata ad A. Ovviamente, b é una forma bilineare simmetrica perché A é una
matrice simmetrica (osservazione 2, sezione 1.2). Inoltre, suppongo che A = (a;;).

(=) Sial<k<nesianol <4 <--- < i < n indici prefissati. Definisco W :=<E;,,..., E;, >
e considero la sottomatrice A" := A(iy ...k |41 ...19) di A. Per ipotesi, si ha che A & definita
positiva, ma allora anche b é definita positiva in virtu della definizione 4. In particolare, vale
che b’W ¢ definita positiva e quindi lo & anche A’ in quanto matrice associata a b|W rispetto
alla base {E;,, ..., E; }. Deduco quindi dal corollario 1 che A’ é congruente alla matrice I,,,

cioé che esiste M € GL, (R) tale che A’ = "M M. In particolare, vale la relazione
det A" = det "M M = det "M det M = (det M)? > 0

Prendendo i1 :=1,...,4, := k si ricava, in particolare, che il k-esimo minore principale di A
é positivo e quindi posso concludere, per arbitrarieta nella scelta dell’indice 1 < k < n, che
tutti i minori principali di A sono positivi.

(«<=) Qui si procede per induzione su n. La base di induzione & ovvia. Per n = 1, infatti, vale che
A = (a11) e dalla condizione D; > 0 segue che a;; > 0. Ma allora per ogni € R* si ha che

b(z,r) ='2Ar = aj2® > 0

Dunque la forma bilineare simmetrica b € banalmente definita positiva e, per definizione, lo &
anche la matrice A. Nel passo di induzione assumo quindi n > 2 e suppongo che ogni matrice
simmetrica (a coefficienti reali) di ordine n — 1 i cui minori principali sono tutti positivi sia
definita positiva. Definisco W := {FE,..., E,_1 > e considero la sottomatrice di A definita
daA’":=A(l...n—1]|1...n—1). Siano inoltre D}, ..., D) _; i minori principali di A’. Per
costruzione, si ha che D} = D; per ogni 1 < i < n—1 e quindi tutti i minori principali di A’
sono positivi. Ma allora, per ipotesi induttiva, la matrice A’ & definita positiva e quindi lo &
anche b‘w perché A’ & la matrice associata a b|W rispetto alla base {E1, ..., E,—1}. A questo
punto, deduco dal teorema 1 che esiste una base f = {f1,..., fn} di R™ tale che

d1 0 ... 0
0 doo 0
My (b) = . :
0 0 dpn
Posso assumere senza perdita di generalita che di; < dog < --+ < dj,,,. Ora, se considero il

sottospazio vettoriale U := { f1, fo > di R™, dalla formula di Grassmann si deduce che

dim(UNW) =dimU +dimW —dim({U + W) > (2)+ (n—1) — (n) =1
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Dunque 3v € UNW, v # 0. Dato che v € U, posso supporre che v = x1 f1 + 22 fo per certi
r1,T9 € R. Ma allora, ricordando che b’W é definita positiva e che v € W, v # 0, vale che

0< b|W(’U,’U) = b(v,v) = d112? + dooas < dgo (23 + 23)

Poiché 2% + 22 > 0, vale che day > 0 e quindi d;; > 0 per ogni 2 < i < n. Ora, denotando per
semplicita B := M/(b), esiste una matrice M € GL,(R) tale che A ="M BM perché¢ A e B
sono matrici associate a una stessa forma bilineare in basi diverse (si veda la proposizione 3
della sezione 1.2). Ma allora, utilizzando la formula di Laplace, si ricava che

0< D, =det A=det"MBM = det "M det Bdet M = (det M)?dy1das ... dpnp
Si ottiene quindi che di; > O e, fissato x € R™, x #£ 0, x = 21 f1 +- - -+, fn, vale la relazione
b(z,x) ='wBr = dy23 + -+ dppa? >0
Posso dunque concludere che b é definita positiva e quindi lo & anche A.

(ii) L’asserto segue immediatamente dal punto (i) appena dimostrato. Infatti, la matrice A ¢ definita
negativa se e solo se —A ¢& definita positiva, cioé se e solo se tutti i minori principali di —A sono
positivi. Equivalentemente, ricordando la linearita del determinante, per ogni 1 < ¢ < n si ha che

—all —ai2 e —Qi; ail a12 e ai;
—a91 —a92 . —ag; i a1 Q22 e ag; i

0<| . C ==t T | = (=1)'D; D
—a;1 —a;2 s — Q44 a1 a2 o Q5

1.7 Prodotti scalari

Definizione 1. Sia V uno spazio vettoriale reale. Una forma bilineare simmetrica su V' definita positiva
si dice un prodotto scalare su V. Se su V é assegnato un prodotto scalare, V' si dice uno spazio vettoriale
euclideo. In generale, il prodotto scalare di due vettori v,w € V si denota <{v,w >.

Esempio 1. La forma bilineare simmetrica standard su R™ & un prodotto scalare, detto il prodotto
scalare standard su R™. Munito del prodotto scalare standard, R™ si chiama n-spazio vettoriale euclideo.
Il prodotto scalare standard di due vettori z,y € R™ si denota xz-y. Se z = t(ml e Ty), Y = t(yl C Yn)
si ha quindi -y =2y = 2191 + - + TuYn.

Teorema 1 (Disuguaglianza di Schwarz). Sia V uno spazio vettoriale euclideo e siano v,w € V. Allora
<v,wH? < <, vd<w, wd
Inoltre, l'uguaglianza sussiste se e solo se v || w.

Dimostrazione. Innanzitutto, se w = 0 'asserto é ovvio, poiché sono uguali a 0 entrambi i membri della
disuguaglianza. Posso dunque supporre che w # 0. Osservo che, per ogni a,b € R, vale la relazione

0 < <av + bw,av + bw> = a?<v,v> + 2ablv,w> + b*w, w >

Inoltre, per definizione di prodotto scalare (si veda anche la definizione 3 della sezione 1.6) ['uguaglianza
sussiste se e solo se av + bw = 0, cioé se e solo se v || w. Prendendo a := w,w>, b := — v, w ) si ha che

0 < <w,w>*<w,v > — 2<w, wH<v, w > + v, wH* < w,wH

Poiché w # 0, si ha che <w,w» > 0 ancora per definizione di prodotto scalare e, dividendo quindi per
tale valore ambo i membri della disuguaglianza ottenuta, si ottiene che

O§<w,w><v,v>—<v,w>2 <~ <v,w>2§<v,v><w,w> O

Definizione 2. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e sia v € V. La norma (o lunghezza) di v é

[lv]] :== v/<v,v>
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La definizione 2 & ben posta perché, per definizione di prodotto scalare, <v,v> > 0 per ogni v € V.

Osservazione 1. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e siano v, w € V. Dalla definizione di norma segue
immediatamente che la disuguaglianza di Schwarz si puo esprimere nella forma equivalente

[<v,w>| < lollflwll

Proposizione 1. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo. La norma soddisfa le sequenti proprieta:

Nl |w|>0VveVe|v|=0<«<= v=0 (positivita e non degenerazione)
N2 | =|el|lv|| YveV,ceR (omogeneita)
N3 Jo+w| <|v|+|w|] Vo,weV (disuguaglianza triangolare)

Dimostrazione. Siano v,w € V e sia ¢ € R.

N1 |jv]| = V/<v,v> > 0e |jv]| =0 se e solo se <v,v)> =0, cioé se e solo se v = 0.
N2 vl = Ve enS = V@0, wS = VEVTTTS = [dl o]

N3 Dalla disuguaglianza di Schwarz segue che

v+ w|? = <v+w,v+wd
=<v,v> 4 2<{v,w) + {w,w)
= [[olf* + 2<v, w> + [|w]®
< Jlolf* +2]fv]|lw] + [lw]?
= (Il + Joll)?

Di conseguenza, passando alla radice quadrata e usando la positivita della norma (proprieta N1)
posso concludere che |[v + w|| < ||v|| + |Jw]|. O

Definizione 3. Sia V uno spazio vettoriale euclideo. Un vettore v € V tale che ||v]| = 1 si dice un versore

di V. Inoltre, per ogni v € V, v #£ 0, il vettore HUTH si dice il versore associato a v.

La definizione 3 é ben posta in virta della non degenerazione della norma (proprieta N1).

Osservazione 2. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e sia v € V', v # 0. Allora ﬁ ¢ un versore di V.

Dimostrazione. L’asserto segue immediatamente dall’omogeneita della norma (proprieta N2), infatti
1

Il = I
= || —V|| =
o]l o]l

Definizione 4. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e siano v,w € V. Si dice che v é ortogonale a w
e si denota v L w se {v,w)> = 0. Un insieme finito di vettori non nulli S C V si dice ortogonale se
v L w per ogni v,w € S, v # w. Inoltre, se V ha dimensione finita, un insieme ortogonale di vettori che
costituiscono una base di V si dice una base ortogonale di V.

1

o]l =1 0
[[o]

loll =

v
o]

Osservazione 3. Sia V uno spazio vettoriale euclideo. Allora il vettore nullo & ortogonale a tutti i vettori
di V, cioé 0 L v per ogni v € V.

Dimostrazione. La tesi segue banalmente dalla definizione 4 e dall’osservazione 2 della sezione 1.1. [

Osservazione 4. Sia V uno spazio vettoriale euclideo. Allora il vettore nullo é I'unico vettore ortogonale
a se stesso. In altre parole, il vettore nullo & 'unico vettore isotropo rispetto al prodotto scalare di V.

Dimostrazione. L’asserto segue banalmente dalla definizione di prodotto scalare. Infatti, fissato un qual-
siasi vettore v € V, si ha che v L v se e solo se <v,v> =0, quindi se e solo se v = 0. O

L’osservazione 4 mostra che, nella definizione di insieme ortogonale, é cruciale richiedere che v # w.
Infatti, se non si specifica tale condizione, non esisterebbero insiemi ortogonali, in quanto si vuole che
gli elementi dell’insieme siano non nulli, mentre I'unico vettore ortogonale a se stesso é il vettore nullo.
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Definizione 5. Sia V uno spazio vettoriale euclideo. Un insieme ortogonale S C V si dice ortonormale
se 1 suoi elementi sono versori, cioé se ||v|| = 1 per ogni v € S. Inoltre, se V' ha dimensione finita, un
insieme ortonormale di vettori che costituiscono una base di V' si dice una base ortonormale di V.

Proposizione 2. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e sia {vi,...,vs} CV un insieme ortogonale di
vettori. Allora vy, ...,vs sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Innanzitutto, se {vi,...,vs} ¢ un insieme ortogonale, allora v; L v; oppure, equivalen-
temente, <v;,v; > = 0 per ogni 1 < ¢ # j <s. Sia (ai1,...,as) € K® un qualsiasi vettore tale che valga
la relazione ajvy + - - - + asvs = 0. Se si fissa in maniera arbitraria un indice 1 < 7 < s, si osserva che

S
0=<v;,0>=<v,a1v1 + - +asvs) = Zaj<ﬂi7vj> = a;<v;, vi p

Jj=1

In virtu dell’osservazione 4 si ha che <{v;,v; > # 0, altrimenti varrebbe che v; = 0, ma questo contraddice
l'ipotesi che {v1,...,vs} sia un insieme ortogonale. Posso pertanto concludere che a; = 0 e quindi, per
arbitrarieta nella scelta dell’indice 1 <14 < s, i vettori vy, ..., vs sono linearmente indipendenti. [

Una conseguenza del teorema di Sylvester ¢ il seguente corollario.
Corollario 1. Ogni spazio vettoriale euclideo di dimensione finita n > 1 possiede una base ortonormale.

Dimostrazione. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita n > 1. Per definizione, su V &
assegnato un prodotto scalare, vale a dire una forma bilineare simmetrica b definita positiva. Il teorema
di Sylvester garantisce I’esistenza di una base e = {e1,...,e,} di V tale che valga M.(b) = I,,, in quanto
una forma bilineare simmetrica definita positiva ha indice di positivita n (sezione 1.6, definizione 2). Di
conseguenza, nella notazione usuale per prodotti scalari, si ha che <e;,e; > = d;; per ogni 1 <4,j < n.
In particolare, e & una base ortogonale di V' in quanto <e;,e; > = 0 per ogni 1 < i # j < n ed ¢ una base

ortonormale di V' perché |e;|| = v/<es,e;> =1 per ogni 1 < i < n. O
Osservazione 5. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e sia e = {ey, ..., e,} una base ortonormale di V.

Se b denota il prodotto scalare assegnato su V, allora M.(b) = I,,. In particolare, il prodotto scalare di
due vettori qualsiasi v,w € V, v = x1e1+- - -+xpen, w = y1€1+- - - +yYnen coincide con il prodotto scalare
standard dei vettori colonna delle loro coordinate, cioé

vyw>=z-y="ry=a191 + "+ TnYn

dove = "(z1 -+ @), y="(y1 *** Yn)-

Proposizione 3. Siano V uno spazio vettoriale euclideo, e = {e1,...,e,} una base ortonormale di V e
sia f ={f1,..., fa} un’altra base di V. Allora f ¢ una base ortonormale se e solo se' M, (idy) € O(n).

Dimostrazione. Innanzitutto, pongo M := M, ;(idy) per semplicitad. Osservo che, per ogni 1 <i < n, la
colonna Mj;) ¢ il vettore delle componenti di f; rispetto alla base e. Inoltre, per I'osservazione 5, nella
base e il prodotto scalare assegnato su V coincide con il prodotto scalare standard delle componenti
perché, per ipotesi, e & una base ortonormale. Valgono dunque le seguenti equivalenze:

[ & una base ortonormale di V' <= {f;, f;> = d;; per ogni 1 <4,j5 <n
& M) - M) = 0i; per ogni 1 <i,j <n
— tM(i)M(j) =d;; perogni 1 <4,j<n
— MM =1,
— M e O(n)

Va notato che, quando si assume che f sia una base ortonormale di V', I'ultima implicazione ¢é giustificata
in quanto, essendo M una matrice del cambiamento di coordinate, vale che M € GL,(R). O

LSi dice gruppo ortogonale di ordine n I'insieme O(n) := {A € GLn(R) | 'A = A1},
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1.8 Ortogonalizzazione

Innanzitutto, si riformula la definizione 4 della sezione 1.4 nel caso di uno spazio vettoriale euclideo.

Definizione 1. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e siano v,w € V, v # 0. Il numero reale

_ Svw)
R

ay(w)

si dice il coefficiente di Fourier di w rispetto a v.

Teorema 1 (di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt). Sia V' uno spazio vettoriale euclideo e sia vy,va,

V3,...

(1)

(i)

una successione finita o infinita di vettori di V. Valgono le sequenti affermazioni.

Esiste una successione wy,ws, ws, ... di vettori di V, rispettivamente finita con lo stesso numero
di elementi o infinita tale che, per ogni k > 1, si abbia che

(a’) <”17~-~avk>:<w1,...,wk>
(b) w; Lw; perognil<i#j<k

Se uy,us,us, ... € un’altra successione di vettori di V che, per ogni k > 1, soddisfa le condizioni
(a) e (b), allora esistono numeri reali cq,ca,cs, ... tali che up = cpwy, per ogni k > 1.

Dimostrazione.

(1)

(i)

Costruisco gli elementi wy, we, w3, ... per induzione su k. La base di induzione é ovvia. Infatti,
prendendo w; := v; le condizioni (a) e (b) sono banalmente soddisfatte. Nel passo di induzione
suppongo che esistano wy,...,wg_1 € V che soddisfano le condizioni (a) e (b). Definisco

Wy = VU — Z Gy, (Vg ) W5

1<i<k-1
t.c. w; #0

Osservo che vy, é combinazione lineare di wy, ..., wy e quindi v; € {wy, ..., wy ». Per ipotesi in-
duttiva {vy,...,vp_1 > = {wi,...,wWr_1 >, dunque vy,...,vx_1 € {wy,...,wWir_1» €, in partico-
lare, v1,...,v5—1 € <w1,...,wg ». Ma allora vy,...,vx € {wy,...,wy > e, siccome il sottospazio
generato da un insieme di vettori é il pitl piccolo sottospazio che li contiene, posso affermare che
vy, ..o, > C <we, ..., wg ». D’altra parte si ha che wy € <ws,...,wr_1,v; >, in quanto com-
binazione lineare di tali vettori e so per ipotesi induttiva che {vy,...,vx_1> = {wy,..., Wk_1 »-
Ma allora wy, € <vi,...,v5> € Wi,...,wx—1 € {v1,...,V5—1>. In particolare, vale la relazione
Wi, ..., wg € {v1,...,V%» € quindi, come prima, {wi,...,wi > C {vy,...,v; ». Posso dunque
affermare che {vq,...,vp > = {wsy,...,w > perché ho mostrato il doppio contenimento.

Resta da dimostrare che wy L w; per ogni 1 < j < k—1. Infatti, & noto per ipotesi induttiva che
w; L w; per ogni 1 <13 # j <k — 1. Fissato un indice 1 < j < k — 1, basta osservare che

Swp,wi>=<vg— Y awi(vk)wi,wj>?<vk,wj>— > aw (i) <wi,wy>

1<i<hk—1 1<i<hk—1
t.c. w; #0 bilinearita t.c. w; #0
{wj,vg >
= U, wj > — Gy, (k) {wj, wy > = Log, wy > — ————wj,wi > =0
1 Cwj,wj >

(b) definizione 1

Concludo che w; L w; per ogni 1 <7 # j <k.

Anche in questo caso si procede per induzione su k. La base di induzione ¢é ovvia. Infatti, se un
vettore u; € V soddisfa la condizione (a), si ha che <u; > = (w; > e in particolare u; € {w; >,
quindi esiste ¢; € R tale che u; = cyw;. Nel passo di induzione assumo quindi che, dati k vettori

u1,...,up € V che soddisfano le condizioni (a) e (b), esistano ¢y, ...,cr—1 € R tali che u; = c;w;
per ogni 1 < ¢ < k— 1. Dall’ipotesi (a) segue che {uy,...,u > = {wi,...,w; » e, in particolare,
che up € <wy,...,wg >, dunque esistono z € {wy,...,wr_1>, ¢x € R tali che up = z + cpwyg.
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Basta mostrare che z = 0. Dall’ipotesi (b) segue che uj L u; per ogni 1 < i < k — 1, ma allora
si verifica facilmente per bilinearita del prodotto scalare che uy L z, perché z € <wy, ..., wp_1>
e {uy,...,up—1y = {wi,...,wg_1 > per la condizione (a). Per ragioni analoghe, si verifica che
wyg L z perché wy, L w; per ogni 1 <i <k — 1. A questo punto basta osservare che

{zy2p = up — cgwg, 2> = g, 2) — Wi, 2> =0—¢;0=0

Ma allora z = 0, perché il vettore nullo é 'unico vettore ortogonale a se stesso (osservazione 4,
sezione 1.7). Di conseguenza, uy = cywy e unendo questo risultato a quanto gia noto per ipotesi

induttiva si ottiene la tesi. O
Osservazione 1. L’ipotesi (b) del teorema 1 non garantisce che {wy, ..., wy} sia un insieme ortogonale,
perché puo accadere che 31 < ¢ < k | w; = 0. Dunque, una condizione necessaria affinché {ws,...,w}
sia effettivamente un insieme ortogonale ¢ che w; # 0 per ogni 1 <14 < k.

Osservazione 2. 1l procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt applicato a vettori vy, ..., vk
linearmente indipendenti fornisce vettori ws,...,wy linearmente indipendenti in virtu dell’ipotesi (a)
del teorema 1. Infatti, se <vy,...,vx> = {wi,...,wg », allora dim <{vy,..., v > = dim <wy, ..., wg ».
Inoltre, essendo in particolare w; # 0 per ogni 1 <4 < k, si ha che {wy,...,wx} ¢ un insieme ortogonale.

Osservazione 3. Sia V un K-spazio vettoriale e siano U, W C V due sottospazi. Allora U + W é somma
diretta se e solo se ogni suo vettore si esprime in modo unico nella forma w4+ w per certi u € U, w € W.

Dimostrazione. Suppongo che U + W sia somma diretta e che, scelto un qualsiasi vettore v € U + W,
esistano u,u’ € U, w,w’ € W possibilmente distinti tali che v = u + w = v’ + w’. Da tale relazione si
deduce immediatamente che u — v’ = w' —w, mau — v’ € U, w —w' € W in quanto U, W C V sono
sottospazi vettoriali per ipotesi. Di conseguenza, u —u',w —w' € UNW e quindi u — v =w—w' =0
perché la somma ¢ diretta. Equivalentemente, si ottiene che u = v/, w = w’. Viceversa, suppongo che ogni
vettore di U + W si esprima in modo unico nella forma u + w per opportuni v € U, w € W e considero
un qualsiasi v € U N W. Basta osservare che 0 = 0+ 0 = v — v e quindi dall’ipotesi di unicita segue che
v = 0. Di conseguenza U N W = {0} e posso concludere che la somma ¢ diretta. O

Proposizione 1. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo e sia W C 'V un sottospazio vettoriale di dimen-
sione finita s > 1. Allora V.=W @ W+ e cid equivale a dire che

VoeV NweW, w ew | v=w+w

Dimostrazione. L’equivalenza delle due affermazioni segue dall’osservazione 3. Basta dunque dimostrare
la seconda affermazione che compare nell’enunciato. Essendo W uno spazio vettoriale euclideo di dimen-
sione finita, dal corollario 1 della sezione 1.7 segue che esiste una base ortonormale e = {ey,...,es} di W.
Dato un vettore v € V, definisco w := {v,e1 Ye; + -+ + v, es deg, w = v — w. Ovviamente, w € W
perché si esprime come combinazione lineare dei vettori della base e di W. Fissato 1 < ¢ < s, osservo che

<w'yeiy =<v—w,e;>=<v,e>— <w e > =<v,e>— <Y <v,e5>e5,€>

j=1
S
= v,e> =Y <v,e5<ej, 6> = v,e>— <v,ei> =0
1 P 1
bilinearita e ortonormale
Ma allora w’ € W+ perché w’ é ortogonale a ogni combinazione lineare dei generatori ey, ..., e,. Infine,

v =w +w' per costruzione. Siano ora u € W, v’ € W vettori tali che v = u + «’. Definisco z := w — u
e, siccome w + w’ = u + o/, vale anche z = ' — w’. Di conseguenza, z € W N W+ in quanto W e W+
sono spazi vettoriali. Osservo che z ¢ ortogonale a ogni elemento di W essendo z € W+, ma allora vale
in particolare che z 1 z perché z € W. Ricordando che il vettore nullo é 'unico vettore ortogonale a se
stesso (osservazione 4, sezione 1.7), posso affermare che z = 0. In conclusione, u = w e v/ = w'. O

Definizione 2. Siano V uno spazio vettoriale euclideo, W C V un sottospazio vettoriale di dimensione
finita e sia v € V. L’unico vettore w € W tale che v = w + w’ per qualche w’ € W si dice la proiezione
ortogonale di v su W.
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La definizione 2 é ben posta: esistenza e unicita del vettore w € W sono garantite dalla proposizione 1.

Osservazione 4. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e siano v,w € V', v # 0. Dall’osservazione 4 della
sezione 1.4 segue che il vettore a,(w)v & la proiezione ortogonale di w su <{v>.

Osservazione 5 (Identita pitagorica). Siano V uno spazio vettoriale euclideo, W C V un sottospazio
vettoriale di dimensione finita e siano v € V, w € W, w’ € W+ vettori tali che v = w + w’. Allora
2 2 2
[0]1* = [[w]]* + |||

Dimostrazione. L’asserto si dimostra facilmente osservando che vale la relazione

[v]]? = <v,v> = <w+w' w+w'> = <w,wd+ 2<w,w' >+ <w'w' > = |w]|? + [|w'||? O

1.9 Angolo convesso tra due vettori

Definizione 1. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e siano v,w € V', v,w # 0. Si dice ’angolo convesso
(non orientato) tra i vettori v e w I'unico angolo

v, w)

0 e[0,7] | cosf =
0,7] TellTeo]

La definizione 1 € ben posta. Infatti, dall’osservazione 1 della sezione 1.7 segue che la disuguaglianza
di Schwarz si puo esprimere nella forma equivalente

=lllfwll < <v,w> < [lv]|[w]
dalla quale, dividendo per ||v||||w]|, si ottiene che

1< Spwr

“lvlflwll
Poiché la funzione coseno ¢é biiettiva sull’intervallo [0, 7], posso asserire che

v, w)

319 € [0, 7] | cosf =
0, TellTeol

Osservazione 1. Siano V uno spazio vettoriale euclideo, v,w € V, v,w # 0 e sia 6 'angolo convesso tra
i vettori v e w. Dalla definizione 1 segue immediatamente che <{v,w > = ||v||||w|| cos 6.

Osservazione 2. Siano V uno spazio vettoriale euclideo, v,w € V', v,w # 0 e sia 6 'angolo convesso tra

i vettori v e w. Si verifica facilmente che v L w se e solo se 0 = 7.

1.10 Prodotto vettoriale

Definizione 1. Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, {4, j, k} una base ortonormale
di V e siano vy,v9 € V, v1 = x1i + y1j + 21k, vo = 221 + yoj + 22k. 1l prodotto vettoriale di vi per vo &

il vettore le cui componenti sono i minori di ordine 2, presi a segni alterni, della matrice (33 3 Z1), cioe

Y1 2
Y2 22

1 WY
T2 Y2

v A vy 1= i — k

Teorema 1 (Proprieta del prodotto vettoriale). Siano V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3,
{4,4,k} una base ortonormale di V e siano vy,va,v3 €V, c € R. Allora

(i
(i

(iii

V1 AUy = —Ug A\ U1

)

) vi A (ve+v3) =v1 Avg + v Avg
) (v14+v2) Avg =wv1 Avs + vg Avg
)

(iv)  c(vi Awva) = (cv1) Avy =01 A (cva)
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(v)
(vi

(vii

—_

)
)

(viii)

{wy, v Avg> =10
{vg,v1 Avg> =10
o1 Ava)|? = JJui]?[lva||? = <vr,02>°

v Avg =0 <= vy || v2

Dimostrazione. Assumo vy = x1i + y1j + 21k, Vo = Tl + yoj + 20k, v3 = x31 + y3j + z3k.

(i)

(iii)

(iv)

(viii)

Basta osservare che vy A v1 ¢ il vettore ottenuto da vy A vo scambiando le righe nei minori di
ordine 2 che costituiscono le componenti del vettore. E noto, tuttavia, che con uno scambio di
righe il determinante di una matrice cambia segno, ragione per cui v1 A ve = —va A v1.

L’asserto segue dalla linearita del determinante, infatti

U1 21
Y2 +ys 22+ 23

Z1 21
i) + I3 z92 —+ z3

Z1 Y1

v1 N\ (V2 +v3) =
1A (w2 2 To+2x3 Y2+ Y3

Jj+

_ (| A e A P e T1 21 j+ 1 Y1 Ty g
Y2 22 Ys =3 T2 22 T3 z3 T2 Y2 r3 Y3
(3/1 IFI Z1j+$1 Y1 k>+(y1 Al 1™ 21j+$1 Y1 k>
Y2 22 T2 22 T2 Y2 Ys %3 T3 Z3 T3 Ys

:1}1/\1124"01/\1)3

Come nella dimostrazione del punto (ii), sfruttando la linearita del determinante si verifica facil-
mente che (v + v3) A vg = v1 A vg + v2 A vs.

Anche in questo caso, dalla linearita del determinante segue che

z x 21 . T
’U1/\(C’U2) _ Y1 1 1 1 J+ 1 Y1 k
ClYz Cz2 CXrg CZo CTy CY2
—cf | A ] 21j+l‘1 Yl .
Y2 22 T2 22 T2 Y2

= c(v1 A vg)
e analogamente si mostra che (cv1) A vy = c(v1 A vg).

Poiché {i, j, k} & una base ortonormale, il prodotto scalare assegnato su V' coincide con il prodotto
scalare standard (osservazione 5, sezione 1.7). Di conseguenza, ricordando la formula di Laplace
per lo sviluppo del determinante, si ha che

1 Y1 Z
=|lr1 91 2|=0
T2 Y2 22

Z1
T2

1 Y1
T2 Y2

AT

{wy,vp Avg ) =x1
’ Yo 22

|

Z1
+ z1
z2

Ragionando esattamente come nella dimostrazione del punto (v), si dimostra che vale anche la
relazione <{vo,v1 Avg > = 0.

In questo caso, basta scrivere esplicitamente

o1 Ava|® = (Y122 — y221)* + (T122 — 2221)° + (T1Y2 — T21)?

loal®llo2|® = <vr,02>% = (2 +yf + 23) (23 + 43 + 23) — (2122 + y1y2 + 2122)°

e svolgendo i calcoli si verifica che i secondi membri sono uguali.

Basta osservare che v; A vo = 0 se e solo se i minori di ordine 2 che costituiscono le componenti
del vettore sono tutti nulli. Equivalentemente, la matrice

1 Y1z
T2 Y2 22

ha rango minore o uguale a 1 per il principio dei minori orlati e quindi vy || va. O
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Osservazione 1. La proprieta (vii) del teorema 1 si puo anche esprimere nella forma equivalente

v,y Lwg,vg
vz, 01> wg,v2>

o1 Ava” =

Corollario 1. Siano V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, {i, j, k} una base ortonormale di V
e siano v1,vy € V. Valgono le sequenti proprieta.

(ix) Sew; e vy sono vettori linearmente indipendenti, allora ogni vettore ortogonale sia a vy che a vo
é un multiplo scalare di vi A v, cioé

VvzeV, v3 Lo, vg Loy JceR ’ vy = c(v1 Avg)

(x) Sewy ewvs sono vettori linearmente indipendenti, allora {vy,ve,v1 Ava} & una base di V' concor-
demente orientata con {i,7,k}.

Dimostrazione. Assumo vy = x1i + y1j + 21k, vo = X2 + yoj + 20k.

(ix) Poiché vy e vg sono linearmente indipendenti, si ha che vy }f vo e dal punto (viii) del teorema 1
segue per contrapposizione logica che v1 Avy # 0. Inoltre, dai punti (v) e (vi) dello stesso teorema
segue che (v1 Awvg) L v1 e (v1 Av2) L ve. Ora, siccome dim {wv1,v2 > = 2, per la proposizione 1
della sezione 1.8 si ha che V = vy, v > @ {vy,v9 >l e applicando la formula di Grassmann si
deduce che dim <wvq, v >J‘ = 1. Ma allora {vy,wvs >J‘ = vy A vy Yy perché, per quanto osservato
prima, v1 Avy € {v1, Vs >l e v Avg # 0. Posso dunque concludere che per ogni vs € V', v3 L vy,
v3 L g, ciod per ogni vy € {vy, vy > esiste ¢ € R tale che vg = c(vy Awg).

(x) Per ragioni analoghe a quelle descritte nella dimostrazione del punto (ix), vale che v1 Avy # 0 e
inoltre si ha che vy A vy € {vp,v9 > per i punti (v) e (vi) del teorema 1. Ora, se vy, va,v1 A vy
fossero linearmente dipendenti, allora v; A vo € {vy,v2>. In questo caso particolare si avrebbe,
tuttavia, che (v1 A va) L (v1 Awvg) e quindi, per losservazione 4 della sezione 1.7, v1 A vg = 0, il
che ¢ assurdo. Posso dunque affermare che vy, v9,v1 A v2 sono vettori linearmente indipendenti
e, poiché dim V' = 3 per ipotesi, {v1,v2,v1 Ava} € una base di V. A questo punto basta mostrare
che la matrice del cambiamento di coordinate dalla base {v1,v2,v1 A va} alla base {4, j, k}, cioé

1 21
r1 X2 y
Y2 22
r1 21
M = —
Yy Y2 Ty 2
1 1
Z21 22 4
T2 Y2

ha determinante positivo. Svolgendo i calcoli, si ottiene che det M = ||v; A v2]|? e, dal momento
che v; A vy # 0, dalla non degenerazione della norma segue che det M > 0. Concludo quindi che
le basi {v1,v2,v1 Ave} e {i,7, k} sono concordemente orientate. O

Osservazione 2. Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, {4, j, k} una base ortonormale
di V e siano vy,vy € V. Ovviamente, se v; L vy allora {v1,v2,v1 A v2} & una base ortogonale di V.

Osservazione 3. Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, {4, j, k} una base ortonormale
di V e siano v1,ve € V. Allora v; A ve dipende solo dall’orientazione di V' definita dalla base {3, j, k}.

Dimostrazione. Innanzitutto, se v; e vy sono linearmente dipendenti, allora vy || v2 e quindi v Avy = 0 in
virtd del punto (viii) del teorema 1. In questo caso, v; A vo & univocamente determinato da vy e da vs.
Posso dunque supporre che vy e vy siano linearmente indipendenti. In tal caso, {v1, v, v1 Avg} & una
base di V' concordemente orientata con {3, j, k} per il punto (x) del corollario 1. Ora dai punti (v) e (vi)
del teorema 1 segue che v; A va € {vy,v9 >, mentre dall’indipendenza lineare di v; e vy si ricava che
dim {vy,v5 > = 1. Inoltre, in virtd del punto (vii) so che ||v; A vs dipende solo dai vettori v; e ws.
Concludo che una diversa scelta della base pud cambiare v1 A v2 nel suo opposto e, per il punto (x) del
corollario 1, il segno di v1 A vy dipende solo dall’orientazione di V' definita dalla base {i, j, k}. O
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Proposizione 1. Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, {i,j,k} una base ortonormale
di V, v,w € V vettori linearmente indipendenti e siano a,b € V tali che a | w, b L w, v=a+b. Allora

[lo Awll = o]l [|w]

Dimostrazione. L’asserto segue facilmente dalle proprieta (iii), (vii) e (viii) del teorema 1, infatti

[o Awll = (e +b) Awll = [[(a Aw) + (b Aw)|| = [[bAwl = [|b]][w]| O
T T T U
per ipotesi (iii) (viii) con  (vii) con
v=a+b a | w blw

Osservazione 4. Se considero lo spazio vettoriale euclideo R? con il prodotto scalare standard e la base
canonica {E1, Ea, Es}, allora ||[v A w]|| é uguale all’area del parallelogramma costruito sui vettori v e w.

a w
Definizione 2. Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, {, j, k} una base ortonormale
di V e siano vy, v9,v3 € V. Il prodotto scalare {vi,vs A vs > si dice il prodotto misto di vy, vs, vs.

Osservazione 5. Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, {i, j, k} una base ortonormale
di V e siano vy, v9,v3 € V, vy = 210 4+ y1j + 21k, vo = T2l + y2j + 20k, v3 = x3i + y3j + 23k. Allora

Y2 22 T2 22 T2 Y2 oA

v, v2 Az > =1 -1 + 21 = |T2 Y2 22
Ys Zz3 I3 Zz3 I3 Ys

T3 Ys z3

per la formula di Laplace applicata alla prima riga. Segue immediatamente che
(i) il prodotto misto di vy, ve,v3 cambia segno scambiando fra loro due vettori.
(ii)  <wy,v2 Awvz> =0 se e solo se vy, v, v3 sono linearmente dipendenti.

Proposizione 2 (Identita di Lagrange). Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione 3, {i,j,k}
una base ortonormale di V' e siano vy,vq, w1, ws € V. Allora

v, v20 v, w )

vy Awy,vg Awg > =
' {wi,va > wi,wa)

Dimostrazione. Innanzitutto, assumo vy = 17 + y1j + 21k, va = T2i + yoj + 22k, w1 = i + y1j + 21k,
wo = xhi + y5j + z5k. Dalla definizione di prodotto vettoriale segue che
Yy 2

! /
B~

1 z1
Ty 2

rr W

! !
Ty U

Y2 22
! !
Yz 22

T2 Z2
wy 2

T2 Y2
! /
Lo Y2

v, Awy = 7+ k, vy Awy= 7+ k

A questo punto, scrivendo esplicitamente primo e secondo membro dell’identita di Lagrange, si ottiene

(Y121 — vh21) (Y2ze — Yo22) + (212] — @) 21) (w22 — Th20) + (21yy — 21y1) (T2yh — THY2)
(z122 4+ Y1y + 2122) (@) 25 + Y1y5 + 21 25) — ()22 + Yiy2 + 21 22) (125 + Y1y + 2125)

L’identita si verifica, dunque, svolgendo i calcoli e confrontando le due espressioni. O
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1.11 Spazi euclidei

Definizione 1. Sia V uno spazio vettoriale euclideo. Uno spazio affine E su V si dice uno spazio euclideo
su V. Un riferimento affine {0, e1,...,e,} tale che {ej,...,e,} sia una base ortonormale di V' si dice un
sistema di coordinate cartesiane (o un riferimento cartesiano) su E.

Esempio 1. L’'n-spazio affine numerico A"(R) diventa uno spazio euclideo se su R™ si assegna il pro-
dotto scalare standard. Tale spazio euclideo viene detto n-spazio euclideo numerico e si denota E™. Se
{E1, ..., E,} ¢labase canonica di R™, allora {0, E1, ..., F, } ¢ un sistema di coordinate cartesiane su E™.

Osservazione 1 (Cambi di coordinate cartesiane). Sia E uno spazio euclideo su V e siano {0, e1,...,ep},
{0',€],...,el,} due sistemi di coordinate cartesiane su E. Sia P € E il punto di coordinate z1,...,z,
nel riferimento {0, e1,...,e,}, di coordinate zi,...,z] nel riferimento {0’,€},... e} e siano inoltre
x="(xy - xy), 2’ ="(z} - 2)). Allora

FA€O0(n), ce Mp1(R) | ' =Az+c

Dimostrazione. Per definizione di riferimento cartesiano, le basi e := {e1,...,e,}, ¢ :={ef,...,e, } di V
sono ortonormali. Siano ¢y, ..., ¢, € R le coordinate del punto 0O nel riferimento {0, ¢e],..., e} } e siano
A =M. (idy), ¢ := "(¢1 - - ¢y). Dato che A & definita come matrice del cambiamento di coordinate tra

basi ortonormali, si ha che A € O(n) per la proposizione 3 della sezione 1.7. Ora suppongo che A = (a;;)
e osservo che vale la relazione

n

n n n n n n
7 7 - / / / /
OP:OO—i—OP:E ciei—f—g xjej:E ciei+§ l'jg aiji:E cz-—i—g ai;T; | €;
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

i=1
Ma allora dall’indipendenza lineare dei vettori e, ..., e, siricava, per ogni 1 < i < n, la relazione
n
x;:ciJrE ajr; <<= o' =Ax+c O
j=1

Definizione 2. Sia E uno spazio euclideo su V e siano P,Q € E. La distanza di P da Q &
d(p, Q) := [|Pg|

Osservazione 2. Siano E uno spazio euclideo su V, {0,eq,...,e,} un sistema di coordinate cartesiane
su F eslano P,Q € E, P =P(x1,...,%4), Q= Q(Y1,...,Yyn). Allora

AP, Q) = V(y1 —x1)? + -+ (Yo — @)

Dimostrazione. 1’asserto segue dalla definizione 2 e dalle proprieta delle basi ortonormali, infatti

d(p,Q) = [[F8] = V<FG, PGy = [< S (wi—aei Y. (45— zj)e;> =

1<i<n 1<j<n
= (yi — i) (y; — xj)<eise; > =/ (y1 —21)> + -+ (Yo — T0)? O
T 1<i,j<n
bilinearita base ortonormale

Proposizione 1. Sia E uno spazio euclideo su V. La distanza soddisfa le sequenti proprieta:
SM1 d(p,Q) >0 VP,Q€e F ed(P,Q) =0 < P=Qq (positivita e non degenerazione)
SM2 d(p,qQ) =d(Q,P) VP,QE E (simmetria)

SM3 d(p,Q) +d(Q,R) >d(P,R) VP,Q,REE (disuguaglianza triangolare)

Dimostrazione. Le proprieta SM1, SM2, SM3 della distanza sono una diretta conseguenza delle proprieta
N1, N2, N3 della norma (proposizione 1, sezione 1.7). O
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Definizione 3. Sia X un insieme non vuoto. Un’applicazione d: X x X — R che soddisfa le proprieta
SM1, SM2 e SM3 della proposizione 1 si dice una distanza. Un insieme su cui sia definita una distanza
si dice uno spazio metrico.

Osservazione 3. Dalla definizione 3 segue immediatamente che ogni spazio euclideo é uno spazio metrico.

Definizione 4. Siano E uno spazio euclideo su V, r,7’ C FE due rette e siano v, v’ € V vettori di direzione
di r e di 7’ rispettivamente. L’angolo convesso tra i vettori v e v’ si dice un angolo convesso tra r e r'.

Osservazione 4. La definizione 4 dipende dalla scelta di v,v" € V. Infatti, moltiplicando uno dei due
vettori per uno scalare negativo, ’angolo 6 viene sostituito da = — 6.

Dimostrazione. Sia u un altro vettore di direzione di r. Ovviamente {u> = <v > e quindi u || v, cioé
JceR, ¢#0|u=cv. Orasia # 'angolo convesso tra v e v’ e sia v Pangolo convesso tra u e v’. Allora

<u,v'> {ev,v'> c {v,v'> )0 sec>0
= arccos ———- = arccos — ———- O

Y = arccos =
Iaiog| [levllflv’] e[ [lollllo"l |7~ sec<0

Definizione 5. Siano F uno spazio euclideo su V, r,7’ C E due rette e siano v, v’ € V vettori di direzione
di r e di ' rispettivamente. Le rette r e 7’ si dicono® ortogonali e si denota r L v’ se v L v'.

Definizione 6. Siano E uno spazio euclideo su V, » C E una retta e sia v € V' un vettore di direzione
di 7. Un vettore w € V, w # 0 si dice ortogonale (o normale) a r e si denota r L w se v L w.

Le definizioni 5 e 6 sono ben poste. Infatti, se u & un altro vettore di direzione della retta r allora,
come si & visto nella dimostrazione dell’osservazione 4, si ha che 3¢ € R, ¢ # 0 | u = cv e quindi

ulw <= {u,w>=0 <= {v,w>=0 <= cv,w>=0 <= v,w>=0 <= v Lw

1.12 Piani euclidei

Definizione 1. Uno spazio euclideo di dimensione 2 si dice un piano euclideo.

D’ora in avanti, qualora non venisse specificato diversamente, si assume che E sia un piano euclideo
e che l'insieme {0, 14,5} sia un sistema di coordinate cartesiane su F.

Osservazione 1. Considero una retta r di E, avente equazione cartesiana
AX+BY +C=0 | r(A B)#0

e Ogni vettore di direzione dir ¢ dato da una soluzione non nulla dell’equazione omogenea associata
AX + BY = 0. In particolare, un vettore di direzione di r é

vp = —Bi+ Aj
e Un versore di direzione di r ¢ un vettore di direzione di r di lunghezza 1. I versori di direzione
di 7 sono il versore associato a v, e il suo opposto, cioé
-B n A )
? J
VA2 + B2 JAZ+ B?

tu, = ﬁ:(

o Un wvettore normale a r & dato da
w, == Ai + Bj

infatti <v,,w,>=—BA+ AB =0 e quindi r | w, per definizione.

e Un versore normale a r & un vettore normale a r di lunghezza 1. I versori normali a r sono il
versore associato a w, e il suo opposto, cioé

£, 1= & 4 ;B )
e 7 J
VEIB | A+ B
2Pin in generale, si pud dare la seguente definizione: assegnato uno spazio euclideo E su V, due sottospazi S, T C E si
dicono ortogonali e si denota S L T se le rispettive giaciture sono ortogonali (si veda la definizione 2 della sezione 1.4).
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Osservazione 2. Siano r C E una retta, Pg € 1, Pg = Po(Zo,Yo) € sia w, = Ai + Bj un vettore normale
a r. Allora I’equazione cartesiana di r si pud esprimere nella forma

A(X —xo) + B(Y —10) =0
In altre parole, una qualsiasi retta di F ¢ individuata da un suo punto e da un vettore a essa ortogonale.

Dimostrazione. Dato che w, ¢ un vettore normale alla retta r, posso assumere che AX + BY +C = 0 sia
I’equazione cartesiana di r. Per ipotesi, so che Py € r e quindi le coordinate di Py verificano la relazione
Axg + Byo + C = 0 dalla quale si ricava, ovviamente, che C' = —Azy — Byg. Ma allora, sostituendo,
lequazione cartesiana di r assume la forma AX +BY — Axg— By = 0, cioé A(X —x¢)+B(Y —yp) =0. O

Osservazione 3. Siano r,r1 C E due rette e siano v, = —Bi+ Aj, v,, = —Byi+ A;j vettori di direzione
di r e di r; rispettivamente. Allora un angolo convesso® tra r e r; é I’angolo
{Vry Upy AA + BB

0 €[0,7] | cosf = =
o forlllon]l ~ VAT 5 B2y A2 5 B2

Dimostrazione. L’asserto segue banalmente dalla definizione 4 della sezione 1.11. O

Definizione 2. Siano r C E una retta, Py € E e sia s C F la retta passante per Py e ortogonale a r. 11
punto di intersezione tra r e s si dice il piede della perpendicolare condotta da Py a .

La definizione 2 & ben posta perché, in uno spazio affine di dimensione 2, due rette non parallele hanno
sempre un unico punto di intersezione. Inoltre, la retta s passante per Py e ortogonale a r ¢ univocamente
determinata in virti dell’osservazione 2.

Definizione 3. Siano r C E una retta, Pg € E e sia N il piede della perpendicolare condotta da Py a 7.

La distanza di Py da r &
e
d(Po, ) := [[PoN]|

Proposizione 1. Siano r C E una retta, AX + BY + C = 0 lequazione cartesiana di r e sia Pg € F,
Py = Po(zo,y0). Allora vale la formula

d(po,7) = |Azg + Byo + C|
- VA + B2

Dimostrazione. Siano v, un vettore di direzione di r, n,. un versore normale a r, s C F la retta passante
per Py e di giacitura <{n, » e sia N il piede della perpendicolare condotta da Py a r. Innanzitutto, per la
definizione 5 della sezione 1.11 si ha che s & una retta ortogonale a r, in quanto n,. ¢ un vettore di direzione
di s e n, L v, per definizione di vettore normale a una retta. Dunque, essendo s la retta passante per Pg
e ortogonale a 7, N & per definizione il punto di intersezione tra r e s. Sia inoltre Q € r, Q = Q(a, b).

Po

3Notare che laltro angolo convesso & quello formato dai vettori v, e —v,, e vale T — 6 (osservazione 4, sezione 1.11).
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Dal secondo assioma degli spazi affini* segue che QP; = QN+NPg. Osservo che Q,N € r, quindi QN € <{v, >.
Similmente, poiché N, Py € s, si ha che NPy € <{n, >. Ora, se E & un piano euclideo su V, allora posso
scomporre V = {n, > @ n:- per l'osservazione 5 della sezione 1.4 perché n,. # 0. Deduco dalla formula di
Grassmann che dim n;- = 1 ed essendo v, € n;-, v, # 0 posso affermare che {v, > = n;-. In particolare, ho
mostrato che QN € n;- e quindi NP ¢ la proiezione ortogonale di QPg su {n, > (sezione 1.8, definizione 2).
Ma allora dall’osservazione 4 della sezione 1.8 e dall’unicita della proiezione ortogonale segue che

— > {ny, QPg >
NPg = a,,.(QPg)n, = —2 =972
o= an QR = S

Di conseguenza, in virtu della definizione 3 si ottiene che

—
n; = {Ny, QP >Ny

d(Po, 7) = [[PoX|| = [[NPo| = [|<n, QP > e || = |<nv, QPG |

A questo punto, basta osservare che QP; = (o — a)i + (yo — b)j, mentre n, si esprime come nell’osser-
vazione 1. Inoltre, dal momento che Q € r, le coordinate di Q verificano la relazione Aa + Bb+ C = 0,
dalla quale si ricava che C' = —Aa — Bb. Posso dunque concludere che

A(zo —a) + B(yo — b)| _ |Azo + Byo + C|
VA? + B? VA2 + B?

Definizione 4. Siano r,r’ C E due rette parallele e sia P € r. La distanza di r da r’ &

d(PmT) =

d(r,r") == d(p,r")

La definizione 4 & ben posta perché la distanza di r da r’ non dipende dalla particolare scelta del punto
P € r. Siano infatti Pg,P1 € 7, Pog = Po(x0,¥0), P1 = P1(x1,y1). Poiché r e r’ sono rette parallele, esse
condividono una stessa giacitura di equazione cartesiana AX + BY = 0. In virtu dell’osservazione 2, due
possibili equazioni cartesiane della retta r sono A(X —z9) +B(Y —yo) =0e A(X —z1)+B(Y —y1) =0.
Da queste due relazioni si ricava che Azg + Byy = Ax1 + By;. Posso invece supporre che 7’ sia la retta
di equazione cartesiana AX + BY + C' = 0. Ma allora dalla proposizione 1 segue che

d(pg,7’) = [Azo + Byo £ O] _ |An + By + 0] _ d(py,7")
0, VAT B2 VA + B2 b

1.13 Spazi euclidei di dimensione 3

Da questo punto in poi, qualora non venisse specificato altrimenti, si assume che F sia uno spazio euclideo
su V di dimensione 3 e che I'insieme {0, 1, j, k} sia un sistema di coordinate cartesiane su E.

Definizione 1. Sia p C E un piano e sia W C V la giacitura del piano p. Un vettore v € V, v # 0 si
dice ortogonale (o normale) a p e si denota v L pse v € W+.

Osservazione 1. Considero un piano p C E, avente giacitura W C V| di equazione cartesiana
AX+BY +CZ+D=0 | r(ABC)#0

Ovviamente, W C V & un sottospazio vettoriale euclideo di dimensione finita, dunque posso ricorrere alla
proposizione 1 della sezione 1.8 per scomporre V. = W @ W+. Utilizzando la formula di Grassmann si
ricava quindi che dim W+ = 1. Di conseguenza, due qualsiasi vettori normali a p sono tra loro paralleli
e quindi p possiede esattamente due versori normali, 'uno 'opposto dell’altro. Ora sia fissato Py € p,
Po = Po(z0, Yo, 20). Le coordinate del punto Py soddisfano la relazione Azy+ Byo+Czo+D = 0 ma allora,
esplicitando il termine noto, I’equazione cartesiana del piano si puo scrivere nella forma equivalente

A(X*$0)+B(Y*y0>+C(Z*ZQ) =0

48i ricorda che uno spazio affine su V ¢ un insieme non vuoto A che soddisfa i due seguenti assiomi:
VQeA,veV IlpcA|PEd=uv (SA1)
PG+ QR=PR VP,Q,REA (SA2)
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Definisco v, := Ai+ Bj+ Ck. Applicando il primo assioma degli spazi affini a un generico vettore w € V,
si deduce che 3!'qQ € F, Q = Q(a,b,c) | w = PoQ. A questo punto, dato che p C E & il sottospazio affine
passante per Pg e di giacitura W, si osserva che

weW < Qe€p < Ala—x0)+Bb—yo)+Clc—20) =0 <= <vp,w)>=0 <= v, L w

In altre parole, v, L w per ogni w € W e con cid posso concludere che v, € W+, Inoltre, vp # 0 perché
r(A B C) #0, quindi v, & un vettore normale a p per definizione. A questo punto si verifica facilmente
che i versori normali a p sono il versore associato a v, e il suo opposto, cio¢

A - B - c k:)
]
VETB 2 VIR VAL BiCP

Definizione 2. Siano p,p; C E due piani e siano vy, v, vettori normali a p e a p; rispettivamente. L’an-
golo convesso tra i vettori v, e vy, si dice un angolo convesso tra p e p;.

tn, = i(

Osservazione 2. La definizione 2 dipende dalla scelta di v, e v,,. Infatti, moltiplicando uno dei vettori
normali per un fattore di proporzionalita negativo, 'angolo 6 viene sostituito da = — 6.

La dimostrazione dell’osservazione 2 ¢ del tutto analoga a quella gid trattata per angoli convessi tra
due rette (sezione 1.11, osservazione 4).

Osservazione 3. Siano p,p; C E due piani e siano v, = Ai+Bj+Ck, vy, = A1i+B1j+C1k vettori normali
a p e a pp rispettivamente. Allora un angolo convesso® tra p e p; & I'angolo
<’Up,11p1> AA + BB, +CC;

0 €[0,7] | cosb = =
[vpllllvp. |l /A2 + B2+ C2\/A} + B} + C}

Dimostrazione. L’asserto segue banalmente dalla definizione 2. O

Definizione 3. Siano p,p; C E due piani e siano v, vp, vettori normali a p e a p; rispettivamente. I
piani p e p; si dicono ortogonali e si denota p L py se v, L vp,.

La definizione 3 ¢ ben posta perché non dipende dalla scelta dei vettori normali ai due piani. Questo
fatto si giustifica in maniera del tutto analoga al caso di rette ortogonali (sezione 1.11, definizione 5).

Osservazione 4. Siano p,p; C E due piani, v, = Ai+ Bj+Ck, vy, = A1+ B1j+ C1k vettori normali a p
e a p; rispettivamente e sia # un angolo convesso tra p e p;. Allora

T
plp < AA+ BB, +CC; =0 < 0:5
Dimostrazione. Basta osservare che, per definizione, p L p; significa che v, L v, e questo si verifica se e
solo se {vp,vp, > =0, cioé se e solo se AA; + BB; + CC; = 0. In virtu dell’osservazione 3, tale relazione
¢ equivalente alla condizione cos = 0 e, siccome 0 € [0, 7], si deve avere che § = 7. O
Definizione 4. Siano r C EF una retta, p C E un piano, v, un vettore di direzione di r, v, un vettore
normale a p e sia 1 ’angolo convesso tra i vettori v, e v,. Si dice un angolo convesso tra r e p I’angolo

T T
pel-55) | e=5 v

Osservazione 5. La definizione 4 dipende dalla scelta di v, e v,,. Infatti, moltiplicando uno dei due vettori
per uno scalare negativo, ’angolo ¢ viene sostituito da —¢.

Dimostrazione. Basta osservare che, moltiplicando v, o v, per uno scalare negativo, I’angolo v viene
sostituito da m — ¢ (sezione 1.11, osservazione 4) e, di conseguenza, 1'angolo convesso tra r e p diventa

™

STV =—Z+v=—p O

5Si osservi che, per l'osservazione 2, I’altro angolo convesso & quello formato dai vettori vp € —vp, e vale m — 6.
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Osservazione 6. Siano r C E una retta, p C E un piano, v, = li + mj + nk un vettore di direzione di r
e sia v, = Ai + Bj + Ck un vettore normale a p. Allora un angolo convesso® tra r e p ¢ 'angolo

T . {Up, Uy D Al+ Bm+ Cn
e {_7’7} ‘ Sy = =
2°2 lvplllv-l VA2 + B2 + C2VI2 + m2 + n?

Dimostrazione. Sia 1 I'angolo convesso tra v, e vp. Per definizione, 1 € [0, 7] é 'unico angolo tale che

<Up;vr> Al+Bm+Cn
cosy = =
lopllllvell - VA2 4+ B2+ C?VI2 + m? + n?
Basta semplicemente osservare che cosy) = cos(g — Lp) = sinp. O

Definizione 5. Siano r C E una retta, p C F un piano e sia v, un vettore di direzione di r. La retta r
e il piano p si dicono ortogonali e si denota r L p se v, L p.

La definizione 5 é ben posta perché non dipende da una particolare scelta del vettore di direzione di r.
Sia infatti W la giacitura di p. Basta semplicemente osservare che, se u, € un altro vettore di direzione
di r, allora u, || v, cioé Ic € R, ¢ # 0| u, = cv, e quindi si ottiene che

u € WH = {up,wd=0VweWw
— Levp,wr=0VVweW
— cvp,wy=0VYweW
— v ,wy=0VYweW
— v, e Wt

Definizione 6. Siano p C E un piano, Py € F e sia s C F la retta passante per Py e ortogonale a p. 1l
punto di intersezione tra p e s si dice il piede della perpendicolare condotta da Py a p.

La definizione 6 ¢ ben posta perché, in uno spazio affine di dimensione 3, una retta e un piano non
paralleli hanno sempre un unico punto di intersezione. Inoltre, la retta s passante per Py e ortogonale a p
é univocamente determinata perché lo € la sua giacitura. Infatti, se vg € un vettore di direzione di s e se W
¢ la giacitura di p, allora vy € W+ perché s L p. Ma allora, ricordando quanto visto nell’osservazione 1,
posso affermare che (v, > = W+ in quanto dim W+ = 1 e v, # 0. Ho quindi dimostrato che la giacitura
di s é ortogonale della giacitura di p.

Definizione 7. Siano p C F un piano, Py € E e sia N il piede della perpendicolare condotta da Py a p.

La distanza di Po da p &
—
d(Pg,p) := [|PoN]|

Proposizione 1. Sia p C E un piano, AX + BY +CZ+ D = 0 l’equazione cartesiana dip e sia Py € F,
Po = Po(x0, Yo, 20). Allora vale la formula

d o |Ax0+ByQ+OZO+D|
(P07p) - A2 +32 +02

La dimostrazione della proposizione 1 é del tutto analoga a quella gia trattata sulla distanza tra un
punto e una retta nel piano euclideo (sezione 1.12, proposizione 1).

Definizione 8. Siano r C E una retta, p C F un piano parallelo a r e sia P € r. La distanza di v dap é

d(r,p) == d(P, p)

La definizione 8 é ben posta. Infatti si verifica, con un argomento simile a quello adottato per la
definizione 4 della sezione 1.12, che la distanza di r da p non dipende dalla particolare scelta di P € 7.

Definizione 9. Siano r C E una retta, Py € F/, p C E il piano passante per P e ortogonale a r e sia N
il punto di intersezione tra r e p. La distanza di Py da r &

d(po, 7) == |[PoX]|

6Dall’osservazione 5 segue che 1'altro angolo convesso & quello ottenuto dai vettori v, e —vp e vale —p.
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La definizione 9 é ben posta perché, in uno spazio affine di dimensione 3, una retta e un piano non
paralleli hanno sempre un unico punto di intersezione. Inoltre, con un argomento simile a quello applicato
per la definizione 6, si verifica che il piano p passante per Pj e ortogonale a r é univocamente determinato.

Osservazione 7. Siano r C E una retta, v, = li + mj + nk un vettore di direzione di r e siano Py € E,
Po = Po(Z0,Y0,20), Q €T, Q = Q(a,b,c). Allora

zo—a yo— b’

l m

2
To—a 29 —C
l n

2
Yyo—b zp—c
m n

+

QP A vr | \/

d(Po,r) = - 2 2,2

[[vr vVIZ+m?+n
Dimostrazione. Sia p il piano passante per Py e ortogonale a r. Come gia detto diverse volte, una retta
e un piano non paralleli in uno spazio affine di dimensione 3 possiedono un unico punto di intersezione.

Sia dunque N il punto di intersezione tra r e p. Distinguo il caso Py € r dal caso Py ¢ r. Nel primo caso
si ha che Py = N. Dalla definizione 9 e dalla non degenerazione della norma, quindi, segue che

d(po,7) = |[PoN|| = |NN]| = [[0] =0

Dato che, per ipotesi, v, € un vettore di direzione della retta r e Q € r, posso supporre che, al variare
del parametro ¢t € R, le equazioni parametriche di r siano

X=a+lt
Y=b+mt
Z =c+nt

Siccome Py € r, le coordinate di Py soddisfano le equazioni parametriche di r per un qualche tg € R, cioé

xo = a + ltg xo — a = iy o — a l
y0:b+mto — yo—b:mto — yo—b =ty | m
zo = ¢+ nig Zp — ¢ = ntg “0 —¢C n

. . . . o . . . . . . >
Il sistema esprime quindi una condizione di dipendenza lineare tra i vettori QP e v,.. Ma allora

r(xoa Yyo—b zoc>:1
l m n

Dunque, per il principio dei minori orlati, i minori di ordine 2 di tale matrice, che corrispondono a quelli
presenti nella formula che si vuole dimostrare, sono tutti nulli. Ora suppongo che Py ¢ r. Dato che la
giacitura di r ¢ <{v, >, dalla definizione di sottospazio affine segue che QP ¢ <v,>. Equivalentemente,
e . . . . . . . . .

QP( e v, sono vettori linearmente indipendenti. Dal secondo assioma degli spazi affini segue che posso
scomporre QP; = QN + NPj. Siccome Q,N € r, si ha che QN € <{v, >, quindi QN || v,. Adesso sia W la
giacitura di p. Poiché N, Py € p, si ha che NPg € W. Dato che p e r sono ortogonali, dalla definizione 5
segue che v, € W, cioé v, L w per ogni w € W. In particolare, si ha che NPy L v,, quindi posso ricorrere
alla proposizione 1 della sezione 1.10 e affermare che

1aPg A vl = [Nl vy |

Poiché v, # 0, si ha che ||v,|| # 0 per la non degenerazione della norma. Posso dunque dividere primo e
secondo membro dell’equazione ottenuta per ||v,| e, ricordando la definizione 9, si ha la tesi. O

Osservazione 8. Siano r,71 C E due rette sghembe. Allora 3!N € r, N; € r1 | NNy L 7, NNy L 7.

Dimostrazione. Siano v, vy, vettori di direzione di r e di r; rispettivamente e siano Q,N € r, Q;,N; € 7.

Innanzitutto, come si é gia visto in altre dimostrazioni, dalla definizione di sottospazio affine posso dedurre
—_—> . . —_—> . —_—> .

che QN € <, >, quindi che QN || v,. Dunque esiste ¢ € R tale che QN = tv,. e, con un ragionamento del

tutto analogo, deduco che esiste anche t; € R tale che QN; = t1v,,. Ora, applicando il secondo assioma

degli spazi affini, si ricava che

ON=0G+QN=0G+tv,,  ONj=0Q; + QN = 0Q; + 10y,
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Dunque, i punti N e N7 sono univocamente determinati da ¢ e da ¢; rispettivamente. Inoltre, osservo che

—_— —>

NN; = NG + ON; = —ON + ON; = —0Q — tv, + 0Q; + t1v,, = QQq — tv, + t1v,,

Dalla definizione 6 della sezione 1.11 segue che la condizione da imporre affinché NN7 L r, NNy L 7 &

<myvr>:0 — t<'UT,'UT>—t1<’UT17UT>:<QQ17UT>
<N_N1)a Uryq > =0 t<’UT,’UT1 > - t1<UT17UT1 > = <QQ17U7"1 >

Ho ottenuto un sistema di due equazioni in due indeterminate, la cui matrice dei coefficienti &

A= {Vpy0p D —<’U7«1,’UT>
o Vs Vpy > =<K Vpy Uy

A questo punto, sfruttando la linearita del determinante e ricordando 1’osservazione 1 della sezione 1.10,
si deduce che det A = —||v,. A vy, ||, Inoltre, v, }f v, dal momento che r e r; sono rette sghembe, quindi
[lvr Avp, || # 0 per il teorema 1-(viii) della sezione 1.10. Posso dunque concludere che il sistema ammette
un’unica soluzione, data dalla coppia (¢, 1), dalla cui esistenza e unicita segue quella dei punti N e Ny. [

Definizione 10. Siano 7,7y C F due rette sghembe e siano N € r, Ny € ry tali che NNy L r, NNy L 7q.
La retta passante per N e per N; si dice la perpendicolare comune a v e a r1. La distanza di v da r1 &

d(r,r1) = ||NNT|

La definizione 10 é ben posta per l'osservazione 8, che garantisce esistenza e unicita dei punti N e Nj.

Osservazione 9. Siano r,r1 C E due rette sghembe, v, = li +mj + nk, v,, = l1i +m1j + n1k vettori di
direzione di r e di 7; rispettivamente e siano Q € r, Q = Q(a, b, ¢), Q; € 1, Q; = Q1(a1,b1,¢1). Allora

a—a; b—0b0i ¢c—q

det l m n
d(r.m) = 1<QQ1, vr Aoy, | 3! my n
yI'1) — -
llor Aol m  nl| I nl I m|
+
mip N 1 n Lh m
—_—

Dimostrazione. Siano N € r, N1 € rq tali che NNy L 7, NNy L ;. Dato che r e r1 sono rette sghembe per
. o . . . . . . . P N . . .
ipotesi, i vettori v, e v, sono linearmente indipendenti e quindi NNj ¢ un multiplo scalare di v, A v,, in
virtu del corollario 1-(ix) della sezione 1.10. Inoltre, si ha che v, A v, # 0 e ha dunque senso definire

Vpr N\ Uy,
ni= —-+1t
lvr A v, ||

Per costruzione, anche n ¢ un multiplo scalare di v, A v,, e quindi NN; € {n)>. D’altra parte, vale che
0 L n perché, ovviamente, il vettore nullo ¢ ortogonale a tutti i vettori di V' (osservazione 3, sezione 1.7).
Ma allora NN ¢ la proiezione ortogonale di se stesso su <n> perché¢ soddisfa la relazione NN; = NN; + 0
dove NNy € <n>, 0 € nt* (definizione 2, sezione 1.8). Ricordando che n ¢ un versore, dall’osservazione 4
della sezione 1.8 e dall’unicita della proiezione ortogonale segue che

— — {n,NNi »
) 1

NNj = ap(NN{)n = ———

! n(NN7) {n,n>

Ora osservo che QN € <{v,. > perché Q,N € r. Analogamente, N;Q; € <{v,, > in quanto N1, Q; € r1. A questo
. . . —_—> —_— . .
punto, essendo n un multiplo scalare di v, A v,,, si ha che n L QN, n L N1Q; e quindi

n = <{n,NNj »n

<n7Q_Q1)> = <na@)+ N_Nl)+ N1Q1> = <’I’L,Q_N)> + <7’L,N—N]_)> + <naNlQ1 > = <’}’L,N—N]_)>
Ricordando ancora che n é un versore, posso dunque concludere che

|<Q—Ql)) U’r' /\ U7‘1 >‘
[vr A v ||

d(r,r1) = [NNT[| = [[<n, NNT >n[| = [<n,NNT >| = [<n,QQ{ >| =
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Osservazione 10. Siano r,71 C E due rette sghembe, v, = li +mj +nk, v,, = l1i+m1j+ nik vettori di
direzione di r e di r; rispettivamente, Q € r, Q = Q(a, b, ¢), Q; € 11, Q1 = Q;(a1,b1,¢1) e siano

m n
mp n

5 ﬂzi

a=|

h m
Allora la perpendicolare comune a r e a 71 ha equazioni cartesiane
X—a Y-b Z-c

a B v |=0

l m n
X — aq Y — bl Z — C1

o B v |=0
ll mq ny

Dimostrazione. Innanzitutto, si osservi che «, 3,y sono le componenti del vettore v, A v,, nella base

ortonormale {i, j, k}. Ora, detta s la perpendicolare comune a r e a 71, si vuole mostrare che ogni punto
. . . . . . . . _—>

di s verifica il sistema (3). Sia dunque P € s, P = P(z,y, z). Siano inoltre N € r, Ny € r tali che NNy L 7,

_—> .« . . . P AN

NN;j | 7;. Per definizione so che N,N; € s e N # Ny perché r e r; sono sghembe, quindi NNj & un vettore
.. . . s e . . . s . — .

di direzione di s. D’altra parte, come si & visto nella dimostrazione dell’osservazione 9, NN é un multiplo

scalare di v, A vy, e di conseguenza anche v, Av,, € un vettore di direzione di s. A questo punto osservo

che r e s sono complanari perché incidenti nel punto N, dunque vale la relazione

r—a y—b z—c
a B v | =0
l m n

Ragionando allo stesso modo sulle rette r1 e s si dimostra che le coordinate del punto P verificano anche
Paltra equazione del sistema. Ora si vuole mostrare che lo spazio delle soluzioni del sistema (3) definisce
una retta affine. Siano dunque p e p; i piani definiti dalle due equazioni del sistema. Suppongo per assurdo
che p || p1. Essendo p e p; sottospazi affini di uguale dimensione, la condizione p || p; equivale a richiedere
che p e p1 condividano una stessa giacitura W C V. Sia dunque v, un vettore normale a p e a p;. Osservo
che r, s C p. Infatti, fissato P € r, P = P(x, y, 2), il vettore (z —a,y — b, z — ¢) & un multiplo di v,., mentre
un qualsiasi punto P € s, P = P(z,y, z) & tale che (x —a,y — b, z — ¢) sia una combinazione lineare di v, e
di v, Av,,. In ambo i casi, quindi, il determinante che compare nell’equazione di p si annulla. Appurato
che r, s C p, posso affermare che v,,v, A v, € W. Di conseguenza, vale che v, L v,, v, L (v, Av,,) in
quanto v, € W+, Applicando un ragionamento analogo, si dimostra che ry,s C p;. In particolare, si
ha che v, € W e quindi v, L v,,. Ma allora v, ¢ un multiplo scalare di v, A v, per il corollario 1-(ix)
della sezione 1.10 e cid equivale a dire che 3¢ € R | v, = ¢(v, A vy, ). Da quanto ottenuto prima si ricava
quindi che (v, A vy,) L (vr Avy,), cioé che v, Av,, = 0. Equivalentemente, per il teorema 1-(viii) della
sezione 1.10, si ha che v, || v, ma questo contraddice 'ipotesi che r e r; siano sghembe. Posso dunque
affermare che p }f p1 e, siccome l'intersezione di due piani non paralleli in uno spazio affine di dimensione
3 ¢ una retta, posso concludere che la perpendicolare comune a r e a r; ha equazioni cartesiane (3). O

1.14 Operatori unitari
Definizione 1. Sia V uno spazio vettoriale euclideo. Un operatore lineare T' di V si dice unitario se
{TW), T(w)>=<v,w)> Yo,weV

Osservazione 1. Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita n > 1, {ey, ..., e, } una base
ortonormale di V esiav e V, v =x1e1 + -+ xpe,. Allora x; = {v,e; > per ogni 1 <i < n.

Dimostrazione. Fissato un indice 1 < ¢ < n, basta osservare che

<Uaei>:<-r1€1+"'+xn€nvei>:ij<ejaei>:xi O

Jj=1
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Teorema 1 (Prima caratterizzazione dell’operatore unitario). Sia V uno spazio vettoriale euclideo e sia
T:V — V un’applicazione. Allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

(i) T é un operatore unitario di V.
(il) T & un operatore lineare di V tale che | T(v)|| = ||v|| per ogni v € V.
Inoltre, se dimV < oo, allora le seguenti condizioni sono equivalenti a (i) e (ii):

(iii) T(0)=0¢€||Tw)—T(w)| = lv—w| per ogniv,w e V.

(iv) T ¢ un operatore lineare di V e, scelta arbitrariamente una base ortonormale {e1,...,e,} di 'V,
si ha che {T'(e1),...,T(en)} € una base ortonormale di V.

(v) T ¢éun operatore lineare di V' ed esiste almeno una base ortonormale {e1,...,en} di V tale che
{T(e1),...,T(en)} sia una base ortonormale di V.

Dimostrazione. Innanzitutto, dimostro 'equivalenza di (i) e (ii). Ovviamente (i) = (ii). Infatti, se T’ &
un operatore unitario di V, allora é lineare per definizione e per ogni v € V' si ha che

IT@)ll = V/<T (), T(v)> = V<v,v> = |lv]

Dimostro che (ii) = (i). Siano v,w € V. Assunta la condizione (ii), valgono le seguenti implicazioni:

1T (v+w)| = v+ wl|

1T (v + w)[* = ||v+ wlf?

{Tw+w), T(v+w)>=<v+w,v+w) per definizione di norma

{TW)+T(w), T(v)+T(w)>=<v+w,v+ w) per linearita
{T(),T(v)>+2{T(v), T(w)>+ <T(w),T(w)> = <v,v>+2<v,w) + <w,w)

1T (0)|* +2< T(v), T(w) > + | T(w)||* = [[o]* + 2<v,w> + [Jw]®

2<T(v), T(w)> = 2<v,w per la condizione (ii)

{T(), T(w)> = <v,w>

Dunque T' & un operatore unitario per definizione. Ora assumo che dim V' < oo e mostro che le condizioni

(iil), (iv) e (v) sono equivalenti a (i) e (ii). Ovviamente (ii) = (iii). Infatti, se T' & un operatore lineare
di V, allora T'(0) = 0 e per ogni v,w € V si ha che

Frrreel

[T (v) = T(w)|| = T(v—w)| = llv—w]
Ora mi occupo di mostrare che (iii) = (ii). Innanzitutto osservo che, per ogni v € V, vale la relazione
IT@)]| = IT(v) = 0] = [ T(v) = T(0)]| = [lv = Ol = ||v]| (4)

Resta da dimostrare che T' é un operatore lineare di V. Siano quindi v,w € V. Avendo assunto la con-
dizione (iii), valgono le seguenti implicazioni:

1T (v) = T(w)l| = flv—w]|
1T (v) = T(w)|I* = [lv — w|®
{TWw)—T(w), T(v) —T(w)>=<v—w,v—w) per definizione di norma
<T(’U),T(U)> - 2<T(U),T(’LU)> + <T(’LU),T(U))> = <’U,’U> - 2<an> + <wvw>
1T (0)? = 2< T(v), T(w) > + | T(w)|* = [[o]* = 2<v,w> + [Jw]®
—2{T(v),T(w)> = —2<v,w> per la relazione (4)
{T(v), T(w)>=<v,w) (5)
In virtu del corollario 1 della sezione 1.7 esiste almeno una base ortonormale di V' perché, per ipotesi, si ha

che dimV < co. Sia dunque {ey,...,e,} una qualsiasi base ortonormale di V. Dalla relazione (5) segue
che, per ogni 1 < 7,5 < n, vale la relazione

{T(e;), T(ej)>=<ei,e;> =10

Ll
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Di conseguenza, {T'(e1),...,T(e,)} & una base ortonormale di V. A questo punto, dall’osservazione 1 e
dalla relazione (5) segue che, per ogni v € V, v = z1e1 + - - - + x,€,, vale la relazione

T(w)=<TW),T(e1)>T(e1)+ -+ <T(w), T(e,)>T(en)
= v,er>T(er) + -+ v, e, >T(€n)
=x1T(e1) + -+ x,T(en) (6)

Ma allora, fissati in maniera arbitraria v,w € V, v = x1e1 + -+ Tpepn, W = Y161 + -+ + Yneén, ¢, € R,
in virta della relazione (6) si ha che

T(CU + Clw) = (Cxl + C/y1>T(€1) +ot (C-rn + C/yn)T(en>
=c(x1T(e1) + - +znT(en)) + ¢ (1T (er) + - + ynT(€n))
= cT(v) + ' T(w)
Posso quindi concludere che T' ¢ lineare. Con lo stesso procedimento si ¢ dimostrato che (iii) = (iv),
mentre & ovvio che (iv) = (v). Dimostro infine che (v) = (i). Per ipotesi, ¢ nota lesistenza di una
base ortonormale {eq,...,e,} di V tale che {T'(e1),...,T(e,)} sia anch’essa una base ortonormale di V.

Siano v,w € V, v =x1e1 + -+ - + xpen, w = y1€1 + - - - + yYney,. Ricordando che T & un operatore lineare
di V per ipotesi, si ricava la relazione

{T(W), T(w)>=<x1T(er) + -+ x,T(en),nT(er) + - +ynT(en)>
= > wy<T(e:),Tle;)>= Y wiyi= »_ wiyj<eie;>
1<ij<n 1<i<n 1<ij<n

=<xie1+ -+ Tpen, Y11+t ynen > = v, w)
In conclusione, T' é un operatore unitario di V' e I’equivalenza delle cinque affermazioni é dimostrata. [

Osservazione 2. La condizione (iii) del teorema 1 puo essere interpretata come una condizione su V' inteso
come spazio euclideo su se stesso. Essa, infatti, afferma che T" mappa l'origine in se stessa e rispetta le
distanze, senza supporre a priori che T sia un’applicazione lineare.

Osservazione 3. La condizione (ii) del teorema 1 afferma che T conserva la norma dei vettori. Da cio segue
che se T & un operatore unitario di V e dimV < oo, allora T ¢ un automorfismo di V.

Dimostrazione. Fissato v € N(T), si ha che T(v) = 0. Dalla non degenerazione della norma segue che
IT(v)|| = 0 e, in virta del teorema 1-(ii), anche ||v|| = 0. Ma allora v = 0 per la non degenerazione della
norma e dall’arbitrarieta nella scelta di v segue che N(T') = {0}. Di conseguenza, T ¢ un’operatore lineare
iniettivo e, per un corollario del teorema di rango-nullita valido se dominio e codominio dell’applicazione
lineare hanno dimensione finita e uguale, posso concludere che T' & un automorfismo di V. O]

Osservazione 4. Sia V uno spazio vettoriale euclideo. Si dimostra facilmente che ’applicazione inversa di
un operatore unitario e la composizione di due operatori unitari sono ancora operatori unitari.

Definizione 2. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo. Si dice gruppo ortogonale di V' 'insieme
O(V):={T €End(V) | T ¢ unitario }

Osservazione 5. Sia V uno spazio vettoriale euclideo. L’applicazione idy é banalmente un operatore uni-

tario di V. Dall’osservazione 4 segue dunque che O(V') & un sottogruppo di GL(V).

Corollario 1. Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finitan > 1, e = {e1,...,e,} una
base ortonormale di' V e sia T € End(V). Allora T € O(V) se e solo se M.(T) € O(n). Inoltre, la mappa

M.: GL(V) — GL,(R)
F — M(F)
induce un isomorfismo
o) — O(n)
T +— M (T)
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Dimostrazione. E sufficiente dimostrare la prima parte dell’enunciato, perché la seconda & conseguenza
immediata della prima. Sia A = M.(T'). Poiché le colonne Ay, ..., A(,) di A sono i vettori delle compo-
nenti di T'(e1),...,T(e,) nella base e, ricordando che rispetto a una base ortonormale il prodotto scalare
di due vettori coincide con il prodotto scalare standard dei vettori delle loro coordinate, si ha che

TeO(V) < {T(e1),...,T(e,)} & una base ortonormale di V' (teorema 1-(iv))

< (T(ei),T(e;)> = d;j perogni 1 <i,j <n
= A - Ag) = 0i; per ogni 1 <d,j <n

— tA(i)A(j) =d;; perognil <i,j<n

— "AA=1,

— AecO(n)

Inoltre osservo che, quando si assume T € O(V'), 'ultima implicazione & giustificata in quanto
det‘Adet A = det"AA = det I,, = 1

In particolare, det A # 0 e quindi A € GL,(R). O

Osservazione 6. Se V' & uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finitae T' € O(V), allora det T = +1.

Dimostrazione. Per il corollario 1 della sezione 1.7 esiste una base ortonormale e = {ey,...,e,} di V,
perché dim V' < oo per ipotesi. Sia quindi A := M. (T'). Poiché il determinante di un’applicazione lineare
é per definizione il determinante di una sua matrice associata rispetto a una qualunque base, si ha che

T € O(V) = A€ O(n) per il corollario 1
— 'AA =TI, per definizione di matrice ortogonale
— (det A)? =det’Adet A =det’AA =detI, =1
= det A =+1
= detT = +1 O

Definizione 3. Sia V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita. Un operatore T' € O(V) si dice
speciale se detT' = 1. Inoltre, 'insieme

SO(V):={T € O(V) | T & speciale }
si dice gruppo ortogonale speciale di V' (o gruppo delle rotazioni di V).

Definizione 4. Una matrice A € O(n) si dice speciale se det A = 1. Inoltre, I'insieme
SO(n) :={ A€ O(n) | A ¢ speciale }
si dice gruppo ortogonale speciale di ordine n.

Osservazione 7. Sia V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita. Si dimostra che SO(V) ¢ un
sottogruppo di O(V') isomorfo a SO(n).

Corollario 2. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo e sia T un operatore unitario di V. Se A € R é un
autovalore di T, allora A = £1.

Dimostrazione. Per definizione, se A ¢ un autovalore di T allora 3v € V, v # 0 | T'(v) = Av. Dall’omo-
geneita della norma (sezione 1.7, proposizione 1-N2) e dal teorema 1-(ii) segue che

[oll = 1T ()]l = Mol = [Alllv]l

Siccome v # 0, anche ||v]| # 0 per la non degenerazione della norma (sezione 1.7, proposizione 1-N1). Ma
allora posso dividere entrambi i membri dell’equazione ottenuta per ||v]|, ottenendo che |A| = 1. Posso
quindi concludere che A = £1. O
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1.15 Operatori aggiunti

Proposizione 1. Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finitan > 1, F € End(V). Allora
I G eEnd(V) | <F(v),w)>=<v,Gw)> Vv,weV
Dimostrazione. Innanzitutto, per ogni w € V ’applicazione

F,. V. — R
v — <F(v),w>

¢ un funzionale lineare di V. Infatti, fissativ,v’ € V, ¢, € R, si verifica facilmente, sfruttando la linearita
di F e la bilinearita del prodotto scalare, che vale la relazione

Fy(cv+v') = <F(cv+ '), w)
= {(cF(v) +F(v'),w>
=c{F),w>+<F{),w>
=cF,(v)+ Fy(v')

Sia ora b il prodotto scalare assegnato su V. Siccome b & non degenere, per la proposizione 1-(iv) della
sezione 1.3 so che 'applicazione d;, € un isomorfismo e da questo segue che

Hw' eV | &(w')=F,

Ma allora, per ogni v € V, vale che §,(w’)(v) = F,,(v). Dato che b & una forma bilineare simmetrica, la
relazione precedente equivale a dire che b(v,w’) = {F(v),w) ciog, tornando a utilizzare la notazione
usuale per prodotti scalari, si ha che <v,w'> = (F(v),w). Posso dunque definire G: V" — V come
Papplicazione tale che, per ogni v,w € V, G(w) sia 'unico elemento di V' per cui valga

<F(U)7w> = <U,G(’LU)>

L’unicita dell’applicazione G segue quindi dal fatto che ; é un isomorfismo, ma si pud dimostrare, alter-
nativamente, come segue. Sia G': V — V una qualsiasi applicazione tale che < F(v),w> = <v,G'(w) >
per ogni v, w € V. Poiché dim V' < oo per ipotesi, l’esistenza di una base ortonormale {ey,...,e,} diV &
garantita dal corollario 1 della sezione 1.7. Fissato un indice 1 <14 < n, vale per ogni w € V la relazione

<ei, G'(w) > = {F(e;),w> = <e;, Gw) >

Ora dato che, rispetto a una base ortonormale, il prodotto scalare assegnato su V' coincide con il prodotto
scalare standard delle componenti, posso affermare che G(w) = G'(w) per arbitrarieta nella scelta del-
Iindice 1 <7 < n. Ma allora G = G’, in quanto la relazione precedente non dipende da una particolare
scelta di w € V. Resta da dimostrare che G' é un operatore lineare. Siano quindi wi,ws € V, ¢1,c5 € R.
Fissato un indice 1 < i < n, osservo che

{es, G(crwy + cowsa) > = L F(e;), crwy + cawe >
= c1{F(e;), w1 >+ cal F(ei),wa >
= c1<es, G(wr) > + c2<e;, G(w2) >
= <{e;, 1G(wy) + c2G(wa) >

Ma allora, riapplicando lo stesso ragionamento di prima, si ha che G(ciw1 + cows) = ¢1G(w1) + c2G(w2)
e quindi posso concludere che G ¢ un operatore lineare di V. O

Definizione 1. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita e sia F' € End(V'). L’unico
operatore lineare G di V tale che { F(v),w> = <{v,G(w) > per ogni v,w € V si dice I'operatore aggiunto
(o trasposto) di F e si denota 'F.

La definizione 1 & ben posta in virtu della proposizione 1, che garantisce esistenza e unicita di G.

Osservazione 1. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita e sia F' € End(V'). Si dimostra
facilmente che loperatore trasposto di 'F & F.
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Osservazione 2. Siano V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita, e = {ey,...,e,} una base
ortonormale di V', F € End(V) e sia A = M.(F). Allora ‘A = M.('F).

Dimostrazione. Innanzitutto, suppongo che A = (a;;) e che B = M, (‘F), B = (bij). Poi, per semplificare
la notazione, pongo I := I,,. Dalla definizione 1 segue che, per ogni 1 < i, 7 < n, vale la relazione

CF(ei),e5> = <ei, 'Fleg) >

Come si é gia visto piu volte nelle dimostrazioni precedenti, rispetto a una base ortonormale il prodotto
scalare di due vettori coincide con il prodotto scalare standard delle loro coordinate. Osservo che, nella
base e, A;) ¢ il vettore delle componenti di F'(e;), mentre By; ¢ il vettore delle componenti di tF(ej).
Ma allora dalla relazione precedente si ottiene che

aji = Ay - I(j) = <Flei),e5> = <ei,"Flej) > = Iy - By = by
Dunque, per arbitrarieta nella scelta di 1 < 4, j < n, posso concludere che ‘A = B. O

L’osservazione 2 giustifica la terminologia introdotta per denotare gli operatori aggiunti.

Definizione 2. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita. Un operatore lineare F' di V
si dice simmetrico (o autoaggiunto) se F' = 'F, antisimmetrico se F = —'F.

Proposizione 2 (Seconda caratterizzazione dell’operatore unitario). Sia V' uno spazio vettoriale euclideo
di dimensione finita n > 1 e sia T € End(V). Allora T € O(V) se e solo se 'T o T = idy .

Dimostrazione. Innanzitutto, osservo che T' € O(V') se e solo se, per ogni v,w € V, vale che
<v,wy = {T(v),T(w)> = <v, ' T(T(w)) > = <v, (‘T o T)(w) >

Da tale relazione si deduce immediatamente che, se ‘T o T = idy, allora T € O(V). Ora, per dimostrare
Paltra implicazione, utilizzo I'ipotesi che dim V' < oo per affermare ’esistenza di una base ortonormale

{e1,...,e,} di V. Dato che T' € O(V), nella relazione precedente si pud prendere v := e; al variare
dell'indice 1 < i < n. Cosi facendo, infatti, ottengo che w = (*T o T)(w) e, siccome ci6 non dipende da
una particolare scelta di w € V, posso concludere che *T' o T = idy . O

1.16 Isomorfismi tra spazi affini

Definizione 1. Siano A uno spazio affine su V' e A’ uno spazio affine su V’. Un’applicazione f: A — A’
si dice un isomorfismo di A su A’ se p: V — V' isomorfismo di spazi vettoriali tale che

f(P)f(Q) = ¢(PQ)

per ogni P, Q € A. L’applicazione ¢ si dice 1'isomorfismo associato a f.

Osservazione 1. Siano A, A’ spazi affini. Ogni isomorfismo di A su A’ & un’applicazione biiettiva.
Dimostrazione. Sia f: A — A’ un isomorfismo di spazi affini e sia ¢: V — V' I'isomorfismo di spazi vet-
toriali associato a f. Innanzitutto, dimostro che f ¢ iniettiva. Siano dunque P, Q € A due punti qualsiasi
tali che f(pP) = f(Q). Allora valgono le seguenti implicazioni:

f®) = £
= d(f(P), f(Q)) =0 per la non degenerazione della distanza
—_—>
= ||f(P)f(Q)] =0  per definizione di distanza
= |p(PQ)| = in virtu della definizione 1
= ¢(PG) =0 per la non degenerazione della norma
== A N 5 . . . .. .
— pPQ=0 perché ¢ é un’applicazione lineare e iniettiva
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Di conseguenza, f ¢ iniettiva. Orasia Q' € A’. Poiché per ipotesi ¢ & un’applicazione suriettiva, fissato un
qualsiasi punto P € A esiste un vettore v € V tale che

e

f(P)Q = o(v)

Per il primo assioma degli spazi affini 3'Q € A |

= v e quindi, ricordando la definizione 1, si ha che

—

PGQ
f(®)f(Q) = ¢(PG) = p(v) = f(P)Q

Posso dunque affermare che f(Q) = Q' ancora in virta del primo assioma degli spazi affini. Avendo quindi
mostrato che f é iniettiva e suriettiva, posso concludere che f é un’applicazione biiettiva. O

Q
Q

Definizione 2. Sia A uno spazio affine. Un isomorfismo f di A su se stesso si dice un’affinita di A e
l'isomorfismo associato a f si dice” I’automorfismo associato a f. Inoltre, I'insieme

Aff(A):={f: A= A ’ f & un’affinita }
si dice gruppo delle affinita di A.
Osservazione 2. Sia A uno spazio affine. Si dimostra facilmente che Aff(A) é un gruppo.

Esempio 1. Sia A uno spazio affine su V. Si verifica facilmente che I'applicazione id 4 & un’affinita con
automorfismo associato idy,. Basta infatti osservare che, per ogni P,qQ € A, vale la relazione

ida(P)ida(Q) = PG = idy (PQ)
Esempio 2. Sia A uno spazio affine su V e sia v € V. L’applicazione

ty: A — A
P — Q|PQ=w
si dice la traslazione definita da v ed & un’affinita con automorfismo associato idy . Prima di dimostrarlo,

osservo che si tratta di un’applicazione ben definita per il primo assioma degli spazi affini. Dal secondo
assioma degli spazi affini segue invece che, per ogni P, Q € A, vale la relazione

o .
ty(P)ty(Q) = t,(P)P 4 Pt,(Q) = —Pt,(P) + PG + Qt,(Q) = —v + PG + v = PG = idy (PG)

Di conseguenza, t,, ¢ un’affinita con automorfismo associato idy . Si osservi, inoltre, che 'applicazione id 4
¢ la traslazione definita da 0.

Osservazione 3. Sia A uno spazio affine su V e sia v € V. Allora 'applicazione inversa di ¢, é t_,.

Dimostrazione. Sia P € A e sia Q = t_,(P). Per definizione di traslazione definita da un vettore, vale la
relazione PG = —v oppure, equivalentemente, Qb = v. Ma allora deduco dal primo assioma degli spazi
affini che P = ¢,(Q). Ricordando come ¢ stato definito Q, si ottiene che P = ¢, (t_U(P)) e, dall’arbitrarieta
nella scelta di P € A, si deduce che ¢, o t_,, = id4. Con un ragionamento del tutto analogo si dimostra
anche che t_, ot, = id 4, dunque posso concludere che t_,, & ’applicazione inversa di t,. O

Definizione 3. Sia F uno spazio euclideo su V. Un’affinita di F si dice un’isometria di E se ’automor-
fismo associato é un operatore unitario di V.

Esempio 3. Sia E uno spazio euclideo su V. Ogni traslazione, compresa I'applicazione idg, é un’isome-
tria. Infatti ’automorfismo associato, cioé ’applicazione idy , ¢ banalmente un operatore unitario di V.

Osservazione 4. Sia E uno spazio euclideo su V e siano f,g: F — E due isometrie con automorfismi
associati p,¥: V — V rispettivamente. Allora f o g é un’isometria con automorfismo associato ¢ o 1.

"In questo caso, ovviamente, 'isomorfismo associato a f ¢ effettivamente un automorfismo.
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Dimostrazione. Siano P, Q € E. Ricordando la definizione 1, osservo che

(fog)(P)(fog)(Q) = Ff(9(P)f(9(Q) = ¢(9(P)g(Q) = ¢ (¥(PQ)) = (¢ o ¥)(PQ)

A questo punto, dato che f e g sono isometrie, si ha che ¢ e 1 sono operatori unitari per definizione, ma
allora anche ¢ o € un operatore unitario per 'osservazione 4 della sezione 1.14. In conclusione, quindi,
posso affermare che f o g & un’isometria con automorfismo associato ¢ o 1. O

Osservazione 5. Sia F uno spazio euclideo su V e sia f: E — E un’isometria con automorfismo associato

@: V —= V. Allora f~! & un’isometria con automorfismo associato ¢~ 1.

Dimostrazione. Innanzitutto, per 'osservazione 1 si ha che f é un’applicazione biiettiva. Dunque, fissati
in maniera arbitraria P1,Q; € E so che 3! P, q € E tali che f(P) = Py, f(Q) = Q;. Dato che f & invertibile
posso affermare, in maniera del tutto equivalente, che f~1(P;) = P, f71(qQ;) = Q. Inoltre, siccome anche

N . . . . .. . .. — —1 e~ X
& una corrispondenza biunivoca, quindi invertibile, dalla definizione 1 ottengo che PQ = ¢ ( fe)f (Q))
Di conseguenza, alla luce di queste osservazioni, posso affermare che

FHenfHa) =Pd =9 L (f(P)f(Q) = ¢~ (P1aQ1)

Infine, dal momento che f & per ipotesi un’isometria, si ha per definizione che ’automorfismo ¢ associato
a f & un operatore unitario. Ma allora dall’osservazione 4 della sezione 1.14 segue che anche ¢~! & un
operatore unitario, dunque posso concludere che f~! & un’isometria con automorfismo associato ¢~!. [

Le osservazioni 4 e 5 valgono anche nel caso pit generale delle affinita. Infatti, le dimostrazioni date nel
caso particolare delle isometrie possono essere adattate al caso delle affinita eliminando le considerazioni
finali sulla natura unitaria dell’automorfismo associato.

Definizione 4. Sia E uno spazio euclideo. Si dice gruppo delle isometrie di E 'insieme
Isom(E):={f: E—E ’ [ & un’isometria }

Osservazione 6. Sia F uno spazio euclideo. Dall’esempio 3 e dalle osservazioni 4 e 5 segue immediata-
mente che Isom(E) ¢ un sottogruppo di Aff(E).

Definizione 5. Sia E uno spazio euclideo. I sottogruppi di Isom(E) si dicono gruppi di isometrie di E.
La definizione 5 é ben posta perché Isom(FE) ¢ un gruppo in virtu dell’osservazione 6.
Definizione 6. Sia A uno spazio affine e sia 0 € A. L’insieme
Aff,(A) = { f € Aff(A) ‘ f(o) = O}
si dice gruppo delle affinita di A che fissano O (oppure stabilizzatore di O in A).
Osservazione 7. Sia A uno spazio affine e sia 0 € A. Si dimostra che Aff,(A4) & un sottogruppo di Aff(A).

Definizione 7. Sia E uno spazio euclideo e sia 0 € E. L’insieme
Isom,(E) == { f € Isom(E) | f(o)=o0}
si dice gruppo delle isometrie di E che fissano O (oppure stabilizzatore di O in E).

Osservazione 8. Sia E uno spazio euclideo e sia 0 € E. Come nel caso piu generale delle affinita, si puo
dimostrare che Isomq(E) ¢ un sottogruppo di Isom(E).

Definizione 8. Sia E uno spazio euclideo su V e sia f: F — F un’isometria con automorfismo associato
p: V = V. L’isometria f si dice diretta se det ¢ = 1, inversa se det o = —1. Inoltre, I'insieme

Isom™ (E) := { f € Isom(E) | f ¢ diretta }

si dice gruppo delle isometrie dirette di E.
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Osservazione 9. Sia E uno spazio euclideo. Si dimostra che Isom™ (E) ¢ un sottogruppo di Isom(E).

Definizione 9. Sia E uno spazio euclideo e sia 0 € E. Un’isometria diretta di E che fissa O si dice una
rotazione di centro O in E. Inoltre, si dice gruppo delle rotazioni di centro O in E l'insieme

Roto(E) = Isomy(FE) N Isom™ (E)

Osservazione 10. Sia E uno spazio euclideo e sia O € E. Come nei casi precedenti, si pud dimostrare che
Roto(E) & un sottogruppo di Isom,(E) e di Isom™ (E).

Proposizione 1. Sia A uno spazio affine suV e sia 0 € A. Allora esiste un isomorfismo di gruppi che
mappa le affinita f di A che fissano O nei rispettivi automorfismi associati ¢ di V:

d:  Aff,(A) — GL(V)
f — 0

Inoltre, se E & uno spazio euclideo su'V e se 0 € F, allora ® induce isomorfismi

Isomo(E) — O(V)
Roto(F) — SO(V)

Infine, see = {e1,...,en} & una base ortonormale di' V', allora la composizione Moo ® induce isomorfismi

Isomo(E) — O(n)
Roto(E) — SO(n)

Dimostrazione. Basta dimostrare la prima parte dell’enunciato, in quanto il resto segue banalmente da
fatti gia noti. Infatti, un’isometria é un’affinita che ha per automorfismo associato un operatore unitario
(definizione 3), mentre una rotazione & una particolare isometria diretta, cioé¢ un’affinita che ha per
automorfismo associato un operatore unitario speciale (definizione 8). La parte finale dell’enunciato ¢
invece una conseguenza immediata della parte precedente e del corollario 1 della sezione 1.14.

In effetti, & sufficiente dimostrare che ® ¢ una corrispondenza biunivoca. Infatti, ® é banalmente un
omomorfismo di gruppi in virtu dell’osservazione 4 (nella sua variante generalizzata al caso delle affinita).
Siano quindi f,g € Aff5(A) tali che ®(f) = ®(g) e sia ¢ automorfismo associato a f e a g. Fissato un
punto qualsiasi P € A, ricordando che f e g fissano 0, osservo che

of(p) = f(0)f(P) = ¢(OF) = g(0)g(P) = 0g(P)

Ma allora dal primo assioma degli spazi affini segue che f(P) = g(P) e, per arbitrarieta nella scelta del
punto P € A, posso concludere che f = ¢g. Dunque, ® & un’applicazione iniettiva. Sia ora ¢ € GL(V) e
sia f: A — A lapplicazione tale che, per ogni P € A, f(P) sia I'unico punto per cui valga la relazione

Va notato che l'esistenza e I'unicita di f sono garantite dal primo assioma degli spazi affini. In effetti,
nella dimostrazione dell’iniettivita di ® si é semplicemente formalizzata 'unicita di f. A questo punto,
per mostrare che f fissa 0, basta notare che

TR —>

0f(0) = ¢(00) = ¢(0) =0=0

Quindi, dal primo assioma degli spazi affini segue che f(0) = 0. Sfruttando invece il secondo assioma degli
spazi affini osservo che, per ogni P, Q € A, vale la relazione

—> —> — >

f(P)f(Q) = f(P)o +0f(Q) = —0f(P) + 0f(Q) = —p(OF) + ¢(0Q) = ¢(~0F + 0Q) = ¢(PQ)

Di conseguenza, f ¢ un’affinita di A che fissa O con automorfismo associato ¢. Dunque, avendo dimostrato
che @ ¢ anche un’applicazione suriettiva, posso concludere che ® ¢ un isomorfismo di gruppi. O
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Osservazione 11. La proposizione 1 diventa falsa se non si assume che le affinita di A fissino 0, in quanto
I’applicazione ® definita nell’enunciato non sarebbe iniettiva. Un controesempio concreto é dato dalle
traslazioni definite da un qualsiasi vettore di V. Come si ¢ visto nell’esempio 2, infatti, esse sono affinita
di A con automorfismo associato 'applicazione idy . Si noti, in particolare, che le traslazioni definite da
un vettore non nullo di V' non fissano alcun punto.

Teorema 1. Sia E uno spazio euclideo su'V e sia {0,ey1,...,e,} un riferimento cartesiano su E. Siano
f € Isom(E) con automorfismo associato ¢, A = M.(p) con e = {e1,...,e,} e sia c il vettore colonna
delle coordinate di f(0) nella base e. Allora, per ogni P € E, P = P(x1,...,%,), vale la relazione

f(P(@1,...,z0)) =QW1,.--,yn), con y=Ax+c (7)

dove & = "(x1 -~ 2), y = "(y1 -~ yn). Viceversa, siano ora A € O(n), ¢ € M,, 1(R) e sia f: E — E
un’applicazione che soddisfa la condizione (7) per ogniP € E, P = P(x1,...,2,). Allora f € Isom(E) con
automorfismo associato @ 4. In particolare, le isometrie di E™ sono le affinita di E"™ tali che A € O(n) e
le isometrie dirette di E™ sono le affinita di E™ tali che A € SO(n).

Dimostrazione. Utilizzando il secondo assioma degli spazi affini e ricordando che la matrice associata a ¢
rispetto alla base e calcola ¢, la prima parte dell’enunciato segue immediatamente dalla relazione

y=0f(P) = f(0)f(P) +0f(0) = p(OF) + ¢ = p(x) + c = Az + ¢
Nel viceversa basta invece osservare che, per ogni P,Q € E, P = P(z1,...,2,), Q = Q(y1,. -, Yn), vale che

f(®)f(Q) = f(P)o+0f(Q) =—0f(P)+0f(Q) = —(Azx +¢c) + (Ay +¢)
=A(y— ) = pa(y — ) = ¢a(0G — OP) = ©4(0G + PO) = @ 4(PQ)

Inoltre, 4 € un operatore unitario di V' per il corollario 1 della sezione 1.14, perché la matrice associata
rispetto alla base ortonormale {eq, ..., e,} & per ipotesi A € O(n). Si deduce quindi che f € Isom(E) con
automorfismo associato ¢ 4. La parte finale dell’enunciato segue infine da fatti gia noti. O

Il teorema 1 vale anche nel caso pit generale delle affinita, con la sola differenza che A é una matrice
invertibile non necessariamente ortogonale. La dimostrazione data nel caso particolare delle isometrie si
adatta facilmente al caso delle affinita.

Teorema 2 (Caratterizzazione geometrica delle isometrie). Sia E uno spazio euclideo su'V di dimensione
finita. Un’applicazione f: E — E ¢ un’isometria se e solo se d(f(P), f(Q)) = d(P,Q) per ogni P,Q € E.

Dimostrazione. Innanzitutto, dimostro la prima implicazione. Osservo che I'automorfismo ¢ associato a
f @ un operatore unitario di V perché f € Isom(F) per ipotesi. Ma allora dalla definizione di distanza e dal
teorema 1-(ii) della sezione 1.14 segue che

d(f(P), f() = If(P)f(Q)] = lle(P)]| = PGl = d(P,)

Ora mi occupo di mostrare il viceversa. Fissato un punto 0 € E, sia ¢: V — V D'applicazione definita da

(OF) = f(0)f(P)

L’applicazione é ben definita per il primo assioma degli spazi affini. Inoltre, si noti che ogni vettore v € V'
¢ della forma OP per un opportuno punto P € E, sempre in virti del primo assioma degli spazi affini. A
questo punto, ricordando che dim V' < oo per ipotesi, si vuole mostrare che ¢ € un operatore unitario di
V utilizzando il teorema 1-(iii) della sezione 1.14. Innanzitutto, osservo che

#(0) = (00) = f(0)f(0) =0

Ora siano v, w € V vettori qualsiasi. Dal primo assioma degli spazi affini segue che 3!p, q € E tali che
OPF = v, 0G = w. Ma allora, ricordando che d(f(P), f(Q)) = d(P, Q) per ipotesi e che, come si ¢ visto nella
proposizione 1-SM2 della sezione 1.11, la distanza é simmetrica, si ha che

le(v) = ()|l = [|(0F) = ¢(0Q)|l = [ f(0)f(P) = f(0)f(@)ll = I f(0)f(P) + f()f(O)]
= [f(@f()] = d(f(), f(P)) = d(a,P) = |P|| = ||aC + OF|| = ||oF — og|

= [lv = w]|
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Dunque, ¢ é un operatore unitario di V. Resta da dimostrare soltanto che ¢ é 'automorfismo associato
a f. A tale scopo, fissati due punti qualsiasi P,Q € E, basta osservare che

f®)f(Q) = f(P)f(0) + f(0)f(Q) = —f(0)f(P) + f(0)f(Q)
= —¢(0P) + ¢(0Q) = ¢(—0F + 0Q) = ¢(PQ)

Posso quindi concludere che f é un’isometria di £ con automorfismo associato ¢. O

1.17 Figure geometriche e riflessioni
Definizione 1. Sia A uno spazio affine. Un insieme F' C A si dice una figura geometrica di A.

Definizione 2. Siano E uno spazio euclideo, F' C F una figura geometrica e sia f € Isom(F). Si dice che
f fissa F se f(F) = F. Inoltre, si dice gruppo delle isometrie di F I'insieme

Isom(F) :={ f € Isom(E) | f(F)=F}

Osservazione 1. Sia F uno spazio euclideo e sia F' C E una figura geometrica. Si dimostra facilmente
che Isom(F) & un sottogruppo di Isom(FE).

Definizione 3. Sia A uno spazio affine. Si dice che due figure geometriche F, F’ C A sono affinemente
equivalenti se esiste f € Aff(A) tale che f(F) = F’. Una proprieta di F' si dice una proprieta affine se é
posseduta da ogni figura geometrica affinemente equivalente a F.

Definizione 4. Sia E uno spazio euclideo. Due figure geometriche F, F’ C E si dicono congruenti se
esiste f € Isom(F) tale che f(F) = F'. Una proprieta di F si dice una proprieta euclidea se é posseduta
da ogni figura geometrica congruente a F.

Esempio 1. Sia F uno spazio euclideo e siano P, Q € E. Allora, ricordando ’esempio 3 della sezione 1.16,
la traslazione definita da PQ ¢ un’isometria di E e inoltre t55(P) = Q, dunque due punti in uno spazio
euclideo sono sempre congruenti.

Definizione 5. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e sia v € V, v # 0. L’applicazione
pp: V. — V
u > u—2a,(u)v
si dice la riflessione definita da v (o rispetto a v).
Osservazione 2. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e sia v € V', v # 0. Valgono le seguenti proprieta:
() poeOV)

(i) po=p,"

(iii)  pey = po per ogni® ¢ € R*
Dimostrazione.

(i) Utilizzando il teorema 1-(ii) della sezione 1.14 si dimostra che p, ¢ un operatore unitario di V.
Innanzitutto, bisogna mostrare che p, é un operatore lineare di V. Per farlo basta osservare che,
per ogni u,u’ € V, ¢,c € R, vale la relazione

po(cu+du') = cu+ v’ — 2a,(cu + u')v

/o0
:Cu+c,u,_27<v,cu+cu e

<v,v>
=cu+cdu — 26<”7U2Z5'><U,U’>U
= v, uy i <’U,ul>
_C<“_2<U,v>v) e (u - <v,v>v)

= c(u — 2a,(u)v) + ¢ (v — 2a,(u)v)
= cpy(u) + ' py(u’)

8Utilizzo la notazione con asterisco per indicare un qualsiasi insieme numerico privato dello zero.
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A questo punto, osservo che p, conserva la norma dei vettori. Infatti, per ogni w € V' si ha che

lpo(@)* = llu — 2a, (u)v]?
<v,upy 112
= [ -2553]
<w,v5
v,upy <w,uy
= -2 -2
R T Y
Cv,ud v ud?
= —4 4
NS S TR
= {u,up
= |lull®
Di conseguenza, ||p,(u)|| = |Jul| in quanto la norma di un vettore & una quantita sempre positiva.

Posso dunque concludere che p, & un operatore unitario di V.

(ii) Per dimostrare che p, ¢ Papplicazione inversa di se stessa, ¢ sufficiente mostrare che p,0p, = idy.
A tale scopo, basta semplicemente osservare che, per ogni u € V, vale la relazione

po(pu(u)) = pul— 2a0(u)0)
= po(u) = 2a, (u)py(v)
= (u = 2a,(u)v) — 2a,(u) (v — 2a,(v)v)
=u — 2a,(u)v — 2a,(u)v + 4a, (u)v

=u
(ili) L’asserto si dimostra facilmente osservando che, per ogni u € V, ¢ € R*, vale la relazione

pSevuy S
{ev,cv> o {v,v>

Pev (W) = u — 2a0,(u)cv =u v =u— 2a,(u)v = py(u) O

Le seguenti definizioni generalizzano concetti gia noti per spazi euclidei di dimensione 2 e 3.

Definizione 6. Siano F uno spazio euclideo su V', H C E un iperpiano e sia W C V la giacitura di H.
Un vettore v € V, v # 0 si dice ortogonale (o normale) a H e si denota v | H se v € W+,

Definizione 7. Siano F uno spazio euclideo, 7 C E una retta, H C F un iperpiano e sia v, un vettore
di direzione di r. La retta r e I'iperpiano H si dicono ortogonali e si denota r 1. H se v, | H.

Definizione 8. Siano E uno spazio euclideo, H C E un iperpiano, Pg € F e sia s C E la retta passante
per Py e ortogonale a H. Il punto di intersezione tra H e s si dice il piede della perpendicolare condotta
da Po a H.

La definizione 8 ¢ ben posta perché, in uno spazio affine di dimensione n > 2, una retta e un iperpiano
non paralleli hanno sempre un unico punto di intersezione. Inoltre, la retta s passante per Py e ortogonale
a H ¢é univocamente determinata. Per dimostrarlo, si applica un ragionamento analogo a quello visto nel
caso degli spazi euclidei di dimensione 3. Suppongo che E sia uno spazio euclideo su V' e che W C V sia
la giacitura di H. Dato che dim W < 0o, posso scomporre V = W @ W in virtu della proposizione 1
della sezione 1.8. Applicando la formula di Grassmann, si deduce quindi che dim W+ = 1. Ora, se v, &
un vettore di direzione di s, allora v, € W perché sto assumendo che s 1. H. Di conseguenza, si ha che
(vg> = W perché dim W+ =1 e v, # 0. Posso dunque concludere che s ¢ la retta passante per Pq di
giacitura W+.

Definizione 9. Sia E uno spazio euclideo e sia H C E un iperpiano. L’applicazione

PH: FE — E
P — Q| NP=QN

dove N ¢ il piede della perpendicolare condotta da P a H, si dice la riflessione definita da H.
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La definizione 9 € ben posta perché ’applicazione pg € ben definita. Infatti, se E é uno spazio euclideo
su V, dal primo assioma degli spazi affini segue che, una volta fissati il vettore NP € V e il punto N € E,
esiste un unico punto Q € E tale che NP = QN.

Osservazione 3. Siano E uno spazio euclideo su V, H C F un iperpiano e siav € V, v # 0, v 1L H.
Allora pg & un’isometria di E con automorfismo associato p,,.

Dimostrazione. Siano P, Q € E due punti qualsiasi, N il piede della perpendicolare condotta da P a H e sia
M il piede della perpendicolare condotta da Q a H. Innanzitutto, dalla definizione 9 e dal secondo assioma
degli spazi affini segue immediatamente che

_— ., s, ——

Ppy (P) = PN + Npy (P) = —NP — py(P)N = —2NP

Ora sia s la retta passante per P e ortogonale a H. Per quanto osservato subito dopo la definizione 8, la
giacitura di tale retta é ’'ortogonale della giacitura di H, dunque v é un vettore di direzione di s perché
per ipotesi v # 0 e v L H. Osservo che P € s per costruzione, mentre N € s in virtu della definizione 8,
ma allora NP € {v> e quindi NP | v. Questo significa, ovviamente, che esiste ¢ € R tale che NP = cv. Di
conseguenza, applicando il prodotto scalare per v a primo e secondo membro, si ricava che

_ <u, NP
RN
Va notato che tale espressione ha senso perché v # 0. Posso dunque affermare che
—_— <v NP>
Ppg(P) =
pr(P) = < oS

Con un ragionamento analogo sul punto Q si arriva alla stessa conclusione. A questo punto, osservo che
v L MN perché MN appartiene alla giacitura di H e v L H. Ma allora vale la relazione

pr(P)pr(Q) = pu(P)P + Ppr(Q)
—ppr(P) + PG+ Qpr(Q)
<U N > — <’U MQ>
e 24
ooy VTP s
:2<v,NP> _ <v,MN+NQ>U

o, U>U+P -2 005
<<UU I\LP>>U 1562 <v, m<>v+v<>v, 1\1—<§>U
<<vv I\;P>> ) < <vv NUQ>>

_ 5G9 v, NQ<>UTU<>’U, NP>U

— 562 v, ?i;>NP>

— 56 27@7?31;@1;

=PG — 2%1)

= PG — 2a,(PQ)v

= po(PQ)

Dal momento che p,, & un operatore unitario di V' in virtu dell’osservazione 2-(i), posso concludere che pg
¢ un’isometria di E con automorfismo associato p,. O
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1.18 Isometrie di piani

Idealmente, si vuole dare una caratterizzazione delle matrici di ordine 2 appartenenti al gruppo ortogo-
nale. Innanzitutto, si pud dimostrare che tutte le matrici in SO(2) sono della forma

Ry — <cos § —sin 9)

sinf  cos@

per un opportuno # € [0,2x). Infatti, per il teorema 1-(iv) della sezione 1.14 si ha che Ry ¢ la matrice di
un operatore unitario e dal corollario 1 della stessa sezione segue che Ry & una matrice ortogonale, mentre
dal calcolo del determinante si evince che Ry é ortogonale speciale. Ora, se si vogliono descrivere i restanti
elementi di O(2), cioé quelli con determinante —1, si puo utilizzare il fatto che, se A, B € O(2)\SO(2),
allora AB € SO(2) perché vale la relazione

det AB=det Adet B = (—1)(-1) =1

Segue che ogni matrice A € O(2)\SO(2) si pud esprimere come prodotto di un elemento AB € SO(2)
per una fissata matrice B~' € O(2)\SO(2). Prendendo per comodita la matrice (§ %) € O(2)\SO(2)
si deduce quindi che tutti gli elementi di O(2)\SO(2) sono della forma

A —R 1 0Y\ (cosf —sinf) (1 0\ [cosf sind
0= 0 —1) \sin@ cosh 0 —1) \sinf —cosf
per un qualche 6 € [0,27). In particolare, Ry = I e Ag = ((1) O )

Lemma 1. Gli autovalori di una matrice A € O(2)\SO(2) sono +1 e gli autospazi associati a tali au-
tovalori sono tra loro ortogonali.

Dimostrazione. Da quanto osservato prima sulle matrici in O(2)\SO(2) segue che 36 € [0, 27) tale che
A = Ay. 1l polinomio caratteristico di Ay & dato da

_Jcosf—-T sin 6 _ I,
Py, (T) = sin 0 CcosO—T| = (cos§ —T)(—cos@ —T) —sin“f = T= -1

Gli autovalori di Ay sono le radici del polinomio caratteristico, cioé £1. A questo punto, avendo indivi-
duato due autovalori distinti in uno spazio vettoriale di dimensione 2, la loro molteplicita geometrica é
uguale a 1 e quindi gli autospazi associati a tali autovalori hanno dimensione 1. Ora sia {e1,es} una base
ortonormale di R2. L’autospazio associato all’autovalore 1 ¢ dato da

Vi(4y) = {UGRQ,UZ$€1+y62 | Av:v}

(cos9 sin 0 ) (m) _ (m) }
sin@ —cosf) \y Y

= {UERQ,v:xel + yes | (cos@)x+(sin9)y:a:}

= {veR? v=ue; +yes | (cosf — 1)z + (sinf)y =0}

= {U € R? v = (—sinf,cosf — 1)t, It G]R}
= <{eysinf —ey(cosd —1)>

= {U€R27U:$€1+y62

Similmente, I'autospazio associato all’autovalore —1 é dato da

V_1(4g) = {U€R2,U:$61+y€2 | sz—v}

2 cosf)  sinf A
[oestsmmom | (20 20)()-(5))

= {veR?* v=uwe; +yes | (cosf)z + (sinf)y = -z}
= {veER? v=uxe +yes | (cos®+ 1)z + (sinf)y =0}
= {UERQ,v:(—sin0,0089+1)t,3teR}

= <ersinf — eg(cosh +1)>
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Infine, basta osservare che vale la relazione
(epsinf — eg(cosf — 1), ey 8060 — ez(cosd + 1) > = sin®f + cos? — 1 = 0
dalla quale si deduce che gli autospazi associati agli autovalori +1 sono tra loro ortogonali. O

Ora siano F un piano euclideo, {0, 1, j} un riferimento cartesiano su E, sia ¢ € E, ¢ = C(xg, yo) € sia
0: E — FE unarotazione di centro C. Dalla proposizione 1 della sezione 1.16 segue che si puo associare a o
una matrice Ry € SO(2). Sidice che 8 & I'angolo della rotazione o. Per la proposizione 1 della sezione 1.16
e per quanto osservato sulle matrici in SO(2), la rotazione o ¢ univocamente determinata dal punto C
fissato e dall’angolo #. Dal teorema 1 della sezione 1.16 segue invece che posso esprimere la rotazione di
centro O e di angolo 6 nella formula esplicita

m (v () =20 20 (3)

A questo punto la rotazione o, cioé la rotazione di centro ¢ e di angolo 0, & ottenuta componendo la
traslazione definita dal vettore CO, la rotazione R, .9 e infine la traslazione definita da 0C, in simboli

Rc,@ =t5g © RO,O otss

rea (v (2)) = (50 ) (372) + ()

Ora considero la riflessione p, definita da una retta r di E. Innanzitutto, si dice che r é I'asse della
riflessione p,. Ovviamente, p, fissa ogni punto del suo asse. Dunque, se O € r, allora p, é un’isometria
che fissa 0. Ciononostante, si verifica facilmente che p,. ¢ un’isometria inversa, quindi non é una rotazione.
Di conseguenza, per la proposizione 1 della sezione 1.16, la riflessione p, si identifica con un elemento di
0(2)\SO(2), cioé con una matrice della forma Ay per un opportuno 6 € [0,27). Per distinguere i due
oggetti, la riflessione corrispondente alla matrice Ay si denota A, g. Si dimostra facilmente che 1’asse della
riflessione A, ¢ & la retta rg passante per I'origine che ha per vettore di direzione un autovettore di Ag
associato all’autovalore 1, cioé una retta con equazione cartesiana

In coordinate, si ha

(cosf —1)X + (sinf)Y =0

mentre un versore di direzione di tale retta é dato da ug = (cos g, sin g)

Una glissoriflessione & un’isometria f di E ottenuta come composizione di una riflessione p, di asse
una retta r e di una traslazione t, definita da un vettore v # 0 parallelo a r, in simboli

f:tvopr

La retta 7 si dice I'asse della glissoriflessione. E immediato verificare che si ha anche f = p, ot,.
Il seguente teorema, la cui dimostrazione non verra trattata, afferma che ogni isometria di £ € di uno
dei tipi descritti finora.

Teorema 1 (Chasles). Sia E un piano euclideo. Un’isometria di E che fissa un punto & una rotazione
oppure una riflessione a seconda che sia diretta o inversa. Un’isometria di E che non fissa alcun punto
¢ una traslazione oppure una glissoriflessione a seconda che sia diretta o inversa.
1.19 Diagonalizzazione di operatori simmetrici
Siano A, B € M,,(K). Fino a questo punto sono note due relazioni di equivalenza tra matrici quadrate:
e similitudine: 3M € GL,(K) | B= M~'AM
e congruenza: 3M € GL,(K) | B ="MAM
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In corrispondenza alle due nozioni si hanno due diversi problemi di diagonalizzazione, che possono cosi
enunciarsi: data una matrice A € M,,(K), trovare una matrice diagonale simile [risp. congruente]| ad A.
Il primo dei due problemi, equivalente al problema della diagonalizzazione delle applicazioni lineari, non
ammette soluzione in generale, cioé non tutte le classi di similitudine contengono una matrice diagonale.
La matrice (% fl), per esempio, non ¢ simile a una matrice diagonale (sezione 1.6, osservazione 2).

Il secondo problema, equivalente al problema della diagonalizzazione delle forme bilineari, € risolubile
se si considerano forme bilineari simmetriche e cioé matrici simmetriche in un campo con caratteristica
diversa da 2 (sezione 1.6, teorema 1). Tuttavia, nel caso particolare in cui la matrice diagonalizzante M
é ortogonale, vale la relazione

M™AM ="MAM (8)

Di conseguenza, la matrice (8) & simultaneamente simile e congruente ad A. In questo caso particolare non
& dunque necessario specificare se ci si riferisce alla similitudine o alla congruenza perché le due nozioni
sono del tutto equivalenti. Il limitarsi a considerare le matrici ortogonali é equivalente a restringersi, in
uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finita, alle sole basi ortonormali (sezione 1.7, proposizione 3).
La diagonalizzabilita di una matrice simmetrica A per mezzo di matrici ortogonali significa, quindi, che la
forma quadratica e 'operatore lineare definiti da A hanno una comune base diagonalizzante ortonormale.

Lemma 1. Sia A € M,,(R) una matrice simmetrica. Allora 3\q,..., A € R, nq,...,n, € N* tali che
i) n=n1+---+ng
(ii) Pa(T)=(T =)™ - (T = Ap)™

In altre parole, il polinomio caratteristico di una matrice simmetrica possiede solo radici reali.

Dimostrazione. Innanzitutto bisogna osservare che, se A € M,,(R), in particolare vale che A € M,,(C) e
quindi P4(T) € C[T]. Allora, per il teorema fondamentale dell’algebra, 3 \;,...,A\x € C, ny,...,n, € N*
tali che n = nq + - - - + ng e tali che il polinomio caratteristico di A si fattorizzi

Pu(T) = (T — A\)™ -+ (T — \g)™

A questo punto, fissato 1 <i < k e posto A := \;, va dimostrato che A € R. Innanzitutto, se P4(\) =0,
cioé se A\ ¢é radice del polinomio caratteristico di A, allora A\ é anche un autovalore di A e quindi

JzeC*, z#0 | Ax = Mz

Prendendo i complessi coniugati di primo e secondo membro, si ha Az = Az e quindi AT = AT perché
A € M, (R). A questo punto, sfruttando I'ipotesi che A sia simmetrica, cioé che tA = A, osservo che

8l

'Z7Az = "'7(Ar) = '2(\x) = N7
'7Az = Y(AT)z = '(\3)z = X ‘Tz
e inoltre, essendo = # 0, si ha che’
"Tx =Tyw -+ Ty = |T1)* 4+ F |za]? £ 0
Di conseguenza, A = X e posso dunque concludere che A € R. O

Teorema 1 (spettrale). Sia V uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finitan >1esia F:V =V
un operatore simmetrico. Allora e = {e1,...,en} base ortonormale di V tale che M(F) sia diagonale.

Dimostrazione. Siprocede per induzione su n. La base di induzione é ovvia. Infatti, se n = 1 & sufficiente
normalizzare un qualunque vettore non nullo di V' per ottenere una base ortonormale e la matrice asso-
ciata a F rispetto alla base ottenuta é banalmente diagonale perché di ordine 1. Nel passo di induzione
assumo quindi n > 2 e suppongo che il teorema sia vero per spazi vettoriali euclidei di dimensione n — 1.
Sia f = {f1,..., fn} una base di V e sia A = M;(F). Osservo che A ¢ una matrice simmetrica, perché

9Se z = a+1b, con a,b € R, & un numero complesso, allora il modulo di z & |z| := Va2 + b2. Inoltre, vale che |z| = V/2Z.
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F & un operatore simmetrico, a coefficienti reali, perché V' é uno spazio vettoriale euclideo. Dunque, per
il lemma 1, 3X € R | P4(\) =0, ma allora A & un autovalore di A e quindi di F. Cio equivale a dire che

FveV,v#0 | F(v)=Xv

A questo punto, definendo e; := HUTH’ si ottiene un autovettore di lunghezza 1 associato a A. Ovviamente,
anche e; # 0 e quindi, in virta dell’osservazione 5 della sezione 1.4, posso decomporre

V={Cer>Dei

Ponendo per semplicita W := ei-, per la formula di Grassmann si ha che dim W = n — 1. Inoltre, W &
banalmente uno spazio vettoriale euclideo perché la restrizione del prodotto scalare di V' su W ¢ ancora
una forma bilineare simmetrica definita positiva.

Ora voglio dimostrare che F‘W € End(W), cioé che F(w) € W per ogni w € W. Siccome W = ef-,
basta dimostrare che F(w) L e; per un fissato w € W. Sfruttando la definizione data di W e I'ipotesi che
F sia un operatore simmetrico cioé, ricordando la definizione 2 della sezione 1.15, che ‘F = F, si ha che

CF(w),e1> = <w,"Fler) > = <w, Fler) > = <w, Aer > = Aw, e3> = A0 =0

Inoltre, F'|  , & un operatore simmetrico perché, per ogni wy,ws € W, vale la relazione
b W ) b )

F| (1), we > = <F(wy), wy > = {wy, Fws) > = <wy, Fy, (w2)

Ma allora, per ipotesi induttiva, esiste una base ortonormale ¢’ = {es,...,e,} di W tale che M, (F’W)
sia una matrice diagonale. Di conseguenza, I Xo, ..., A, € R tali che F|W(ei) = \;je; per ogni 2 < i < n.
Equivalentemente, si ha che F'(e;) = A\;e; per ogni 2 < ¢ < n, quindi eq, ..., e, sono autovettori di F. In
conclusione, es, ..., e, | e; in quanto elementi di W, e; & un autovettore di lunghezza 1 per costruzione,
mentre es, . .., e, sono autovettori di lunghezza 1 fra loro ortogonali per ipotesi induttiva. Posso dunque
affermare che e = {ey,...,e,} & una base ortonormale di autovettori di F', cioé una base ortonormale di
V che diagonalizza F', quindi M. (F') ¢ una matrice diagonale. O

Corollario 1. Sia A € M, (R) una matrice simmetrica. Allora esiste una matrice M € O(n) tale che la
matrice M~YAM = "MAM sia diagonale.

Dimostrazione. Considero lo spazio vettoriale euclideo R™ munito del prodotto scalare standard e della
base canonica F = {FE,..., E,}. Ovviamente, la base canonica ¢ una base ortonormale rispetto al pro-
dotto scalare standard. Osservo che 'operatore lineare di R™ definito da A, cioé 'applicazione F4 definita
dalla relazione F4(x) = Az per ogni € R™, & un operatore simmetrico in quanto A é simmetrica. Ma al-
lora, essendo verificate tutte le ipotesi del teorema spettrale, esiste una base ortonormale e = {ey,...,e,}
di R™ tale che M.(F4) sia una matrice diagonale. A questo punto basta definire M := Mg .(id). Infatti,
dato che M ¢é una matrice del cambiamento di coordinate tra basi ortonormali, M ¢é ortogonale in virtu
della proposizione 3 della sezione 1.7 ed é una matrice che diagonalizza A in quanto vale la relazione

M (Fa) = M g(id)Mg(Fa)Mg . (id) = M~ 'AM O

Corollario 2. Sia V' uno spazio vettoriale euclideo di dimensione finitan > 1 e sia q: V — R una forma
quadratica. Allora esiste una base ortonormale di V' che diagonalizza q.

Dimostrazione. L’asserto segue banalmente dal teorema spettrale. Innanzitutto, dim V' < oo per ipotesi,
dunque esiste una base ortonormale f = {fi,..., fn} di V per il corollario 1 della sezione 1.7. Sia ora b
la forma bilineare polare di ¢ e sia A := My(b). Dato che b & una forma bilineare simmetrica, la matrice
associata A ¢ simmetrica, ma allora anche 'operatore lineare F'4 definito da A € simmetrico. Sono dunque
verificate le ipotesi del teorema spettrale, in virta del quale esiste una base ortonormale e = {eq,...,e,}
di V tale che M.(F4) sia una matrice diagonale. Come si & visto nella dimostrazione del corollario 1, la
matrice che diagonalizza A & M := M .(idy). Ma allora, dato che M & ortogonale in quanto matrice del
cambiamento di coordinate tra basi ortonormali (sezione 1.7, proposizione 3), vale la relazione

Me(Fa) = Me,p (idy )My (Fa)Mye(idv) = "My.e(idv) My (0) My, (idy) = M (b)

Di conseguenza, M. (b) & una matrice diagonale. Posso dunque concludere che e = {ey, ..., e,} & una base
ortonormale di V' ortogonale rispetto a b, cioé una base ortonormale di V' che diagonalizza q. O
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Proposizione 1. Sia V uno spazio vettoriale euclideo e sia F': V — V un operatore simmetrico. Se v,v’
sono due autovettori di F' associati ad autovalori A\, N tali che X\ # X, allora v 1L v'.

Dimostrazione. Dalla definizione di autovettore di un endomorfismo segue che
CEW),v" > =, >= A v,v" >, v, F{@)>=<v,Nv'>= N v,v'>
Dato che, per ipotesi, F' é un operatore simmetrico, dalle relazioni precedenti si deduce che
A v, ' > =N, v'> = A=XN)uv>=0

Ma allora <{v,v’> = 0, in quanto A # X\ per ipotesi. Concludo quindi che v L v'. O

1.20 1II caso complesso

Definizione 1. Sia V' un C-spazio vettoriale. Una forma hermitiana su V & un’applicazione

h: VxV — C
(v, w) > h(v,w)

che soddisfa le seguenti proprieta:

FH1 h(v+v,w)=h(v,w)+h(v,w) Vuo,weV

FH2 h(v,w+w') = h(v,w)+ h(v,w') Yo,w,w’ €V
FH3 h(cv,w) = ch(v,w) Vo,weV,ceC
FH4 h(v,w) = h(w,v) Vo,weV

Osservazione 1. Sia V un C-spazio vettoriale e sia h: V x V — C una forma hermitiana. Allora

(i)  h(v,cw) = ch(v,w) Vo,weV,ceC
(i) h(v,v) €R VoeV
(iii) h(v,0) =h(0,v) =0 YveV

Dimostrazione. Siano v, w € V due vettori qualsiasi e sia ¢ € C.

(i) Dalle proprietd FH3 e FH4 delle forme hermitiane (definizione 1) segue immediatamente che

h(v, cw) = h(cw,v) = ch(w,v) = ¢h(w,v) = ch(v,w)

(ii) Dalla proprieta FH4 delle forme hermitiane segue, in particolare, che h(v,v) = h(v,v). Da questa
osservazione segue immediatamente che h(v,v) € R.

(iii) Utilizzando la proprieta FH3 delle forme hermitiane e il punto (i) appena dimostrato si ricava che

h(v,0) = h(v,0-0) =0-h(v,0) =0=0-h(0,v) = h(0-0,v) = h(0,v) O

Definizione 2. Sia V' uno spazio vettoriale complesso di dimensione finita n > 1. Una forma hermitiana
h: V xV — C si dice

e definita positiva se h(v,v) >0 Vo eV,v#0
e definita negativa se h(v,v) <0 Vo eV,v#£0
e semidefinita positiva se h(v,v) >0 Vv eV
o semidefinita negativa se h(v,v) <0 Yv eV

e indefinita se non ¢ semidefinita positiva né semidefinita negativa.
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La definizione 2 ¢ ben posta in virti dell’osservazione 1-(ii).

Definizione 3. Sia A € M,,(C), A = (a;;). Si dice matrice complessa coniugata di A la matrice i cui
elementi sono i complessi coniugati dei rispettivi elementi di A, cio¢ la matrice A := (a;;). Si dice matrice
trasposta coniugata di A la matrice ottenuta effettuando la trasposta di A e sostituendo a ciascun elemento

il rispettivo complesso coniugato, cioé ‘A= (@js)-
Definizione 4. Una matrice A € M, (C), A = (a;;) si dice hermitiana se a;; = @;; per ogni 1 <i,j <mn.

Osservazione 2. Sia A € M,,(C), A = (a;;) una matrice hermitiana. Dalla definizione 4 segue che

(i) a; €Rperognil<i<n

Osservazione 3. Dall’osservazione 2-(i) segue immediatamente che ogni matrice simmetrica a coefficienti
reali ¢ una particolare matrice hermitiana.

Definizione 5. Siano V un C-spazio vettoriale, e = {e1,...,e,} una base di V esia h: V xV — C una
forma hermitiana. La matrice A € M,,(C), A = (a;;) tale che a;; = h(e;,e;) per ogni 1 <4, j < n si dice
la matrice associata a h rispetto alla base e e si denota M. (h).

Osservazione 4. Siano V un C-spazio vettoriale, e = {e1,...,e,} una base di V esia h: V x V — C una
forma hermitiana. Allora M,(h) & una matrice hermitiana.

Dimostrazione. L’asserto segue dalla definizione 5 e dalla proprieta FH4 delle forme hermitiane. O

Osservazione 5. Siano V un C-spazio vettoriale, e = {ej,...,e,} una base di V esia h: V x V — C una
forma hermitiana. Siano v,w € V, v = x1e1+ -+ xpepn, w =y11+ -+ Yne, € siano x = t(xl S X))y
y= t(yl -++ yn). Allora la matrice associata a h rispetto alla base e calcola h, cio¢ h(v,w) = ‘oM. (h)7.

Dimostrazione. Basta osservare che, per le proprieta delle forme hermitiane, vale la relazione
n n
h(v,w) = h(z Ti€, Zyjej) = Z z;y;h(ei ej) ="z M (h)y O
i=1 j=1 1<i,j<n

Definizione 6. Siano V un C-spazio vettoriale, h: V xV — C una forma hermitiana e siano v,w € V. Si
dice che v ¢é ortogonale a w rispetto a h e si denota v L, w se h(v,w) = 0. Sia inoltre S C V un insieme.
Si dice I'ortogonale di S rispetto a h 'insieme

SJ‘h::{UGV|1}J_hw VwES}

Per semplificare la notazione, si scrive v | w anziché v L, w e 'ortogonale di S rispetto a h si denota S-=.
Inoltre, se S = {s} per un qualche s € V, 'ortogonale di S rispetto a h si denota anche s=.

Osservazione 6. Siano V un C-spazio vettoriale, h: V' x V' — C una forma hermitiana e sia S C V un
insieme. Si dimostra facilmente che S+ & un sottospazio vettoriale di V.

Definizione 7. Sia V un C-spazio vettoriale e sia h: V x V — C una forma hermitiana. Un vettore
v € V si dice isotropo rispetto a h se v L v, cioé se h(v,v) = 0.

Definizione 8. Siano V un C-spazio vettoriale, h: V x V' — C una forma hermitiana e siano v,w € V.
Se v non ¢ isotropo rispetto a h, si dice il coefficiente di Fourier di w rispetto a v lo scalare

Definizione 9. Sia V un C-spazio vettoriale e sia h: V X V' — C una forma hermitiana. Una base
e={e1,...,e,} di V si dice ortogonale o diagonalizzante rispetto a h se h(e;,e;) =0V1 <i#j<n
oppure, equivalentemente, se M.(h) ¢ una matrice diagonale.
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Teorema 1 (Diagonalizzazione di forme hermitiane). Sia V' un C-spazio vettoriale di dimensione finita
n>1esiah:V xV — C una forma hermitiana. Allora esiste una base di V' ortogonale rispetto a h.

La dimostrazione del teorema 1 ¢ analoga a quella del teorema 1 della sezione 1.6.

Definizione 10. Sia V un C-spazio vettoriale. Una forma hermitiana su V definita positiva si dice un
prodotto hermitiano su V. Se su V & assegnato un prodotto hermitiano, V si dice uno spazio vettoriale
hermitiano. In generale, il prodotto hermitiano di due vettori v,w € V si denota <{v,w >.

Esempio 1. Siano z,y € C", z = t(xl S Ty), Y = t(yl -+ y,). Ponendo
zoyi="ay =1+ + Tnln

si definisce un prodotto hermitiano, detto il prodotto hermitiano standard su C™. Munito del prodotto
hermitiano standard, C™ viene detto n-spazio vettoriale hermitiano.

Osservazione 7. Gli spazi vettoriali hermitiani sono I’analogo complesso degli spazi vettoriali euclidei
e quindi la teoria sviluppata in quel caso si generalizza a essi con pochi cambiamenti. Per esempio, in
uno spazio vettoriale hermitiano le nozioni di norma, di base ortonormale e di proiezione ortogonale si
definiscono esattamente come in uno spazio vettoriale euclideo. Dal teorema 1 segue immediatamente che
ogni spazio vettoriale hermitiano di dimensione finita n > 1 ammette una base ortonormale, ottenuta a
partire da una base ortogonale normalizzandone gli elementi, cioé dividendo ogni vettore della base per la
sua norma. Inoltre, il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt si estende senza cambiamenti
agli spazi vettoriali hermitiani.

Teorema 2 (Disuguaglianza di Schwarz). Sia V' uno spazio vettoriale hermitiano e siano v,w € V. Allora
[<v,w>| < lvllf|wll
Inoltre, l'uguaglianza sussiste se e solo se v || w.

Dimostrazione. Innanzitutto, se w = 0 l’asserto € ovvio, poiché sono uguali a 0 entrambi i membri della
disuguaglianza. Posso dunque supporre che w # 0. Osservo che, per ogni a,b € C, vale la relazione

0 < {av +bw,av + bw > = aa{v,v> + ab{v,w > + ba{w,v> + bb{w,w>

Inoltre, per definizione di prodotto hermitiano (si veda anche la definizione 2) 'uguaglianza sussiste se
e solo se av 4+ bw = 0, cioe se e solo se v || w. Prendendo a := {w,w>, b := —{v,w) e osservando che
a € R in virta dell’osservazione 1-(ii), si ottiene che

0 S <w,w>2<v,v> - <w,w><v,w><v,w>— <v,w><w,w><w7v>+ <v,w><v7w><w,w>
= <w,w Y v, 0> — (v, wdlw, wHw,v> = Lw,w H v, v> — {w,w v, wHv, W

Poiché w # 0, si ha che <w,w > > 0 ancora per definizione di prodotto hermitiano e, dividendo quindi per
tale valore ambo i membri della disuguaglianza ottenuta, si ottiene che

0 < Cwwi<v,vy = Kv,wd = [Ko,w)[* < <w,wd<v,vd
Dunque, estraendo la radice quadrata di primo e secondo membro, si ottiene la tesi. O

Proposizione 1. Sia V uno spazio vettoriale hermitiano. La norma soddisfa le sequenti proprieta:

Nl |w|>0VveVe|v|=0 <« v=0 (positivita e non degenerazione)
N2 Jev| = |e||lv|| YveV,ceC (omogeneita)
N3 Jo+w| <|v|+|w]| Vo,weV (disuguaglianza triangolare)

Dimostrazione. Siano v,w € V e sia c € C.

N1 |jv|]] = +/<v,v> per definizione di norma e y/{v,v> > 0 perché <v,v> € R in virtu dell’osserva-
zione 1-(ii). Inoltre, ||v|| = 0 se e solo se <v,v > = 0, cioé se e solo se v = 0.
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N2 ev|| = V<ev, cvd = Ve, vy = vVee/<v, vy = e[y

N3 Innanzitutto osservo che, dato un qualsiasi numero complesso z = a + ib, con a,b € R, vale la
disuguaglianza z + z < 2|z|. Infatti

z+zZ=a+ib+a—ib=2a<2va?+ b =2z
Ma allora da questa stima e dalla disuguaglianza di Schwarz segue che

[o+w|* = <v+w,v+w>

= <v, 0>+ v, wH + <w,v >+ w,w

= [lvl* + <v,w> + <v,wd + flwl?

< [lol* +2[<v, w > | + [lw]?

< [lol® + 2]l [lw] + fJwlf?

2
= (Ilvll + llell)

Dunque, passando alla radice quadrata e sfruttando la positivita della norma (proprieta N1) posso
concludere che ||Jv + w]|| < ||| + ||w]|. O

Definizione 11. Sia V uno spazio vettoriale hermitiano. Un operatore lineare T' di V si dice unitario se
(T(),T(w)> = {v,w) Yv,weV

Teorema 3 (Prima caratterizzazione dell’operatore unitario). Sia V' uno spazio vettoriale hermitiano e
sia T:'V — V un’applicazione. Allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

(i) T ¢é un operatore unitario di V.
(ii) T ¢& un operatore lineare di V tale che | T(v)| = ||v| per ogniv € V.
Inoltre, se dim'V < oo, allora le sequenti condizioni sono equivalenti a (i) e (ii):
(iii) T(0)=0 ¢ [|T(v) — T(w)| = ||v — w| per ogni v,w € V.

(iv) T e un operatore lineare di V e, scelta arbitrariamente una base ortonormale {e1,...,en} di 'V,
si ha che {T(e1),...,T(en)} ¢ una base ortonormale di V.

(v) T ¢éun operatore lineare di V ed esiste almeno una base ortonormale {e1,...,en} di V tale che
{T(e1),...,T(en)} sia una base ortonormale di V.

La dimostrazione del teorema 3 ricalca esattamente quella del teorema 1 della sezione 1.14. Inoltre,
come nel caso analogo degli spazi vettoriali euclidei, si dimostra che ogni operatore unitario in uno spazio
vettoriale hermitiano di dimensione finita ¢ un automorfismo di quello spazio.

Corollario 1. Sia V uno spazio vettoriale hermitiano e sia T un operatore unitario di V.

(i) Se X & un autovalore di T, allora |\ = 1.

(ii) Se v,v" sono autovettori di T associati ad autovalori A\, X' tali che X #£ X', allora v 1L v'.
Dimostrazione.

(i) Per definizione, se A & un autovalore di T allora Jv € V, v # 0 | T'(v) = lv. Dall’omogeneita
della norma (proposizione 1-N2) e dal teorema 3-(ii) segue che

[oll = 1T ()l = [[Xo]l = [Alllv]|

Siccome v # 0, anche ||v]| # 0 per la non degenerazione della norma (proposizione 1-N1). Posso
quindi dividere entrambi i membri dell’equazione ottenuta per ||v||, ottenendo che |A| = 1.
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(ii) Dalle definizioni di operatore unitario e di autovettore di un endomorfismo segue che
"> =T W), TW)> = v, V' > = AN v, v >

Se per assurdo fosse {v, v’ > # 0 allora, dividendo per tale quantita ambo i membri della relazione
precedente, si avrebbe che A\’ = 1. Equivalentemente, varrebbe che AN\ = X', cioé A|\'|? = ).
Tuttavia, per il punto (i) appena dimostrato, so che |\'| = 1 perché X ¢ un autovalore di T. Di
conseguenza, si arriverebbe ad affermare che A = ), contraddicendo le ipotesi. In conclusione,
dunque, deduco che <v,v'> =0 e quindi che v L v’. O

Definizione 12. Una matrice A € M,,(C) si dice unitaria se "AA = I,,. Linsieme
U(n) :={ A € M,(C) | A ¢ unitaria }
si dice gruppo unitario di ordine n.

Osservazione 8. Dalla definizione 12 segue immediatamente che, se A é una matrice unitaria, allora
det 'Adet A = det 'AA = det I,, = 1

In particolare, det A # 0 e quindi A € GL,,(C). Di conseguenza, si puo definire in modo equivalente una
matrice unitaria come matrice che ha per inversa la propria trasposta coniugata.
Osservazione 9. Si dimostra che U(n) & un sottogruppo di GL, (C).

Proposizione 2. Siano V uno spazio vettoriale hermitiano di dimensione finitan > 1, e = {ey,...,en}
una base ortonormale di V' e sia T € End(V). Allora T & unitario se e solo se M(T') € U(n).

Dimostrazione. Sia A = M. (T). Come nel caso analogo degli spazi vettoriali euclidei, rispetto a una base
ortonormale il prodotto hermitiano di due vettori coincide con il prodotto hermitiano standard dei vettori

colonna delle loro coordinate. Di conseguenza, dato che Ay, ..., A, sono i vettori delle componenti di
T(e1),...,T(en) nella base e e ricordando che dim V' < oo per ipotesi, valgono le seguenti equivalenze:
T @& unitario < {T(e1),...,T(e,)} & una base ortonormale di V' (teorema 3-(iv))

< <{T(e;),T(ej)>=06;5 perognil <i,j5<n

<= Ay Ay) =0 perogni 1 <i,j<n

= tA(i)E(j) =d;5 perogni 1 <i,57<n

— 'AA =1,

— '"AA=1,

<~ AecU(n) O

Osservazione 10. La principale differenza tra operatori unitari nel caso reale e in quello complesso riguar-
da la loro diagonalizzabilita. Infatti, non tutti gli operatori unitari nel caso reale sono diagonalizzabili,
come mostra il seguente esempio. Considero I'operatore unitario associato alla matrice

Si verifica facilmente che il polinomio caratteristico di A non ammette radici reali, infatti
_ (\/5

T2
T oT)

PA(T)=| 2 5 Vi o
2 2

Non ¢ dunque possibile costruire una base diagonalizzante per A. Tuttavia, osservo che tale polinomio
ammette radici complesse per il teorema fondamentale dell’algebra. In effetti, con il seguente teorema si
afferma che ogni operatore unitario ¢ diagonalizzabile nel caso complesso.

Teorema 4. Sia V uno spazio vettoriale hermitiano di dimensione finita n > 1 e sia T un operatore
unitario di V. Allora esiste una base ortonormale di V che diagonalizza T .
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Dimostrazione. Si procede per induzione su n. La base di induzione ¢ banale, in quanto per n = 1 basta
normalizzare un qualsiasi vettore non nullo di V' per ottenere una base ortonormale che diagonalizza T.
Nel passo di induzione assumo quindi n > 2 e suppongo che il teorema sia vero in ogni spazio vettoriale
hermitiano di dimensione n — 1. Innanzitutto, osservo che il polinomio caratteristico di 7' ¢ un polinomio
a coeflicienti complessi di grado n, percio 3\ € C tale che Pr(A) = 0 in virtu del teorema fondamentale
dell’algebra. Essendo una radice del polinomio caratteristico, A é un autovalore di 7', quindi

JveV,v#0 | T(v) =M

A questo punto, definendo e := ﬁ, si ottiene un autovettore di lunghezza 1 associato a A. Ovviamente,
anche e; # 0 e quindi, per un risultato analogo all’osservazione 5 della sezione 1.4, posso decomporre

V={Ce>®ei

Ponendo per semplicita W := ei", per la formula di Grassmann si ha che dim W = n — 1. Inoltre, W &
banalmente uno spazio vettoriale hermitiano perché la restrizione del prodotto hermitiano di V su W ¢é
ancora una forma hermitiana definita positiva.

Ora voglio dimostrare che T!W € End(W), cioé che T(w) € W per ogni w € W. Siccome W = ef-,
basta dimostrare che T'(w) L e; per un fissato w € W. Sfruttando la definizione data di W e I'ipotesi che
T sia un operatore unitario, osservo che

0= <w,e1> = (T(w),T(er)> = {T(w),Ner > = A T(w), e1>

Tuttavia, dato che A ¢ un autovalore di un operatore unitario, |A\| = 1 per il corollario 1-(i). In particolare,
A # 0 e di conseguenza { T'(w),e; > = 0. Inoltre, T|W ¢ banalmente un operatore unitario di W in quanto,
per ogni wy,wy € W, vale la relazione

< T!W(wl),T|W(w2) > =< T(w1), T(wz) > = {wy,wz

Ma allora, per ipotesi induttiva, esiste una base ortonormale ¢’ = {es, ..., e, } di W che diagonalizza T'| ..
Di conseguenza, I \o, ..., A\, € Ctaliche T W(ei) = \;e; per ogni 2 < ¢ < n. Equivalentemente, si ha che
T(e;) = Aie; per ogni 2 < i < n, quindi ey, ..., e, sono autovettori di T. Riepilogando, eg,... e, L e;
in quanto elementi di W, e; € un autovettore di lunghezza 1 per costruzione, mentre e, ..., e, sono au-
tovettori di lunghezza 1 fra loro ortogonali per ipotesi induttiva. In conclusione, dunque, posso affermare
che e = {e1,...,e,} & una base ortonormale di autovettori di T, cioé una base ortonormale di V' che
diagonalizza T O

Corollario 2. Sia A € U(n). Allora 3M € U(n) tale che M~*AM = "MAM sia una matrice diagonale.

Dimostrazione. Considero lo spazio vettoriale hermitiano C™ munito del prodotto hermitiano standard e
della base canonica E = {F1,..., E,}. Ovviamente, la base canonica ¢ una base ortonormale rispetto al
prodotto hermitiano standard. Osservo che 'operatore lineare di C™ definito da A, cioé ’applicazione T4
definita dalla relazione T4 () = Ax per ogni « € C™, & un operatore unitario perché A = Mg(T4) é una
matrice unitaria (proposizione 2). Ma allora, essendo verificate tutte le ipotesi del teorema 4, esiste una
base ortonormale e = {ey, ..., e, } di C™ tale che M.(T4) sia una matrice diagonale. A questo punto basta
definire M := Mg .(id). Infatti, adattando la dimostrazione della proposizione 3 della sezione 1.7 al caso
complesso, si deduce facilmente che una matrice del cambiamento di coordinate tra basi ortonormali é
unitaria. Inoltre, M diagonalizza A perché ovviamente vale la relazione

M (Ta) = M, g(id)Mg(T4)Mg . (id) = M~ 'AM O

Osservazione 11. Dal corollario 2 segue immediatamente che ogni matrice A € O(n) ¢ diagonalizzabile
nel campo dei complessi, perché O(n) & un sottogruppo di U(n).

Definizione 13. In uno spazio vettoriale hermitiano V', un operatore lineare T' di V si dice hermitiano se
TWw),w>=<v,T(w)> Yo,weV

Proposizione 3. Siano V uno spazio vettoriale hermitiano di dimensione finitan > 1, e = {ey,...,en}
una base ortonormale di'V e sia T € End(V). Allora T & hermitiano se e solo se M.(T) & hermitiana.
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Dimostrazione. Sia A =M.(T), A= (a;;) esianov,w € V, v =x1€1+ -+ Tpep, W = y1€1+ -+ Ynep
due vettori qualsiasi. Siano inoltre x = t(xl e Ty), Y = t(yl -+« yp). Siccome e = {eq,...,e,} & una base
ortonormale di V' per ipotesi, il prodotto hermitiano di due vettori nella base e coincide con il prodotto
hermitiano standard dei vettori colonna delle loro componenti. Di conseguenza, valgono le relazioni

(TW),wy= Az -y ="(Az)y ="2'Ay, <v,T(w)>=x-Ay="cdy="2Ay
A questo punto, ’asserto deriva dalle seguenti equivalenze:
T ¢ hermitiano <= <{T'(v),w)> = <v,T(w) ) per definizione
— '2'Ay = 'z Ay per le relazioni precedenti
<= 'A = A per arbitrarieta di v,w € V
e A=4
<= A é hermitiana

Va notato che, quando si assume 7T hermitiano, la terza implicazione é giustificata perché, facendo variare
v e w fra i vettori della base e, si ottiene che a;; = a;; al variare di 1 <,5 < n. O

Teorema 5 (spettrale). Sia V uno spazio vettoriale hermitiano di dimensione finitan > 1 e sia T un
operatore hermitiano di V. Allora esiste una base ortonormale di V' che diagonalizza T'.

La dimostrazione del teorema spettrale nel caso complesso ¢ identica a quella dell’analogo risultato
per spazi vettoriali euclidei, pertanto € omessa.

Proposizione 4. Sia V uno spazio vettoriale hermitiano e sia T un operatore hermitiano di V. Allora
tutti gli autovalori di T sono reali.

Dimostrazione. Se X\ & un autovalore qualsiasi di 7', allora 3v € V, v # 0 | T'(v) = Av. Osservo che
A, 0> = OQw, vy = (T(),0> =<0, T(v) > = (v, w> = Av,v)>

Ora, siccome V' é uno spazio vettoriale hermitiano, su V' é assegnato un prodotto hermitiano, cioé una
forma hermitiana definita positiva. Di conseguenza, {v,v> > 0 perché v # 0. Ma allora dalla relazione
precedente deduco che A = X\ e quindi posso concludere che A € R. O

Osservazione 12. Sia V un C-spazio vettoriale e sia h: V x V — C una forma hermitiana. Separando la
parte reale da quella immaginaria, per ogni v,w € V si ha che

h(v,w) = s(v,w) + ia(v, w)

per opportune applicazioni s,a: V x V — R. Dalle proprieta delle forme hermitiane segue immediata-
mente che s e a sono forme bilineari su V. Infatti, fissati v,v’, w,w’ € V, ¢ € R, esse soddisfano:
FB1 s(v+v',w) +ia(v+ v, w) = h(v -+, w)
= h(v,w) + h(v', w)

= s(v,w) + ia(v,w) + s(v',w) + ia(v', w)

FB2 s(v,w+w') +ia(v,w+w') = h(v,w+w)
= h(v,w) + h(v,w")

= s(v,w) + ia(v,w) + s(v,w) + ia(v,w")

FB3 s(cv, w) +ia(cv, w)

s(v, cw) + ia(v, cw)

h(cv,w) = ch(v,w) = cs(v,w) + ica(v,w)

h(v, cw) = ch(v,w) = cs(v,w) + ica(v,w)
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Inoltre, dalla proprieta FH4 delle forme hermitiane segue che
s(v,w) +ia(v,w) = h(v,w) = h(w,v) = s(w, v) — ia(w,v)

Di conseguenza, s(v,w) = s(w, v) mentre a(v,w) = —a(w, v), il che vale a dire che s & una forma bilineare
simmetrica, a & una forma bilineare antisimmetrica. Inoltre, esplicitando le identita h(iv, w) = ih(v, w)
e h(v,iw) = —ih(v,w) si ricava che

s(v,w) = a(iv,w) = —a(v,w), a(v,w) = —s(iv,w) = s(v, iw) (9)

per cui s individua a e a individua s. Infine, esplicitando l'uguaglianza h(iv,iw) = h(v,w) si ottiene che

s(iv, iw) = s(v,w), a(iv, iw) = a(v,w) (10)

Allora, data una forma bilineare simmetrica s: V x V' — R che soddisfi le condizioni (9) e (10), ponendo
h(v,w) := s(v,w) + is(v, iw)

si definisce una forma hermitiana su V. Infatti, fissati v, v’, w,w’ € V, ¢ € C, utilizzando le proprieta delle
forme bilineari e le condizioni (9) e (10) si verifica facilmente che tale applicazione soddisfa:

FH1 h(v+ v, w) = s(v+v",w) +is(v+v',iw)

s(v,w) + s(v',w) +is(v,iw) + is(v’, iw)

h(v,w) + h(v',w)

FH2 h(v,w+w'") = s(v,w + w') + is(v, iw + iw'")
= s(v,w) + s(v,w') +is(v,iw) + is(v,iw’)
= h(v,w) + h(v,w")

FH3

h(cv,w) = s(cv,w) + is(cv,iw)
= s(av,w) + s(ibv, w) + is(av, iw) + is(ibv, iw)
T
Ja,b € R tali che ¢ = a +ib
= as(v,w) + bs(iv, w) + ias(v, iw) + ibs(iv, iw)

= as(v,w) — bs(v,iw) + ias(v,iw) + ibs(v, w)

(9) e (10)
= a(s(v,w) +is(v,iw)) +ib(s(v,w) + is(v,iw))
= ah(v,w) + ibh(v,w)
= ch(v,w)

FH4
h(v,w) = s(v,w) + is(v,iw)

s(v,w) — is(iv, w)

S = |

)

= s(w,v) — is(w, iv)
/I\

s & una forma bilineare simmetrica

= h(w,v)

Con un procedimento analogo si dimostra che, data una forma bilineare antisimmetrica a: V x V — R
che soddisfi le condizioni (9) e (10), ponendo

h(v,w) = a(iv,w) + ia(v, w)

si definisce una forma hermitiana su V.
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2 (Geometria proiettiva

2.1 Spazi proiettivi

Definizione 1. Sia V un K-spazio vettoriale. L’insieme P(V') i cui elementi, detti punti di P(V'), sono i
sottospazi vettoriali di V' di dimensione 1 si dice lo spazio proiettivo associato a V. Per ogniv € V, v # 0,
il sottospazio generato da v, considerato come un punto di P(V'), si denota [v]. Nei casi particolari in cui
K = R oppure K = C, lo spazio proiettivo associato a V si dice uno spazio protettivo reale o complesso
rispettivamente. La dimensione di P(V') é dimP(V') := dim V' — 1. In particolare, P(V) si dice una retta
proiettiva se dimP(V') = 1, si dice invece un piano proiettivo se dimP(V)) = 2. Infine, per semplificare la
notazione, P(V') si denota IP se non si vuole specificare lo spazio vettoriale al quale & associato.

Osservazione 1. Sia V un K-spazio vettoriale. Considero la seguente relazione di equivalenza su V\{0}:
vew = v |w

Si puo dare una definizione equivalente di spazio proiettivo associato a V' come insieme quoziente, cioé¢
come insieme delle classi di equivalenza della relazione ~, ponendo

P(V):={[v] |veV,v#0}

Tale definizione alternativa giustifica dunque la notazione con parentesi quadre per i punti di P(V).

Osservazione 2. Sia V un K-spazio vettoriale e siano v,w € V, v,w # 0. In virtu della definizione 1, si
hanno le seguenti equivalenze:

(i) l=[w] <= IAeK*|v=I w
(i) P(V)=0 < V={0} « dimV =0 < dimP(V) =1
(i) P(V)={[]} = V=<v> < dmV =1 < dimP(V)=0

Da questo punto in poi, per semplicita, si assume sempre l'ipotesi di dimensione finita sugli spazi
vettoriali che definiscono spazi proiettivi.

Definizione 2. Lo spazio proiettivo associato a K™*! si chiama n-spazio proiettivo numerico su K e si
denota P"(K), o semplicemente P" se non vi & possibilita di equivoco. Inoltre, dato un vettore x € K"+,
r#0,z= t(xo -++ Zp), il punto corrispondente di P" si denota [z, ..., Zy].

Osservazione 3. Siano z,y € K™ 2,y # 0, . = (2 -~ 2n), ¥y = "(Yo - yn). Dalla definizione 2 e
dall’osservazione 2-(i) segue banalmente che

Definizione 3. Sia V un K-spazio vettoriale e sia e = {e, ..., e, } una base di V. Si dice che e definisce
un sistema di coordinate omogenee (o un riferimento proiettivo) suP(V'). Tale sistema si denota eg . . . e,.
Sia inoltre v € V, v # 0, v = xgeg + - - - + xpey,. Gli scalari zg, . .., x, si dicono le coordinate omogenee
di [v] rispetto al riferimento e ... e, e il punto [v] si denota P = Plxq, ..., xz,]. I punti

Fo = Fo[1,0,...,0] = [eo], F1=F1[0,1,0,...,0] =e1], ..., Fpn =TFyn[0,...,0,1] = [e,]
si dicono i punti fondamentali di P(V') nel riferimento eq . ..e,, mentre il punto
U=U[l,...,1]=[eg+ -+ e]
si dice il punto unita di P(V') nel riferimento eq . . . e,.

Osservazione 4. Siano P uno spazio proiettivo, eg ... e, un sistema di coordinate omogenee su P e siano
P,Q € P, P = P[xg,...,Zn], Q = Q[yo,.-.,yn]. Dalla definizione 3 segue che 'osservazione 2-(i) si puo
esprimere, in maniera del tutto equivalente, nella forma

P=Q < N K" |x;=Xy; VO<i<n
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Osservazione 5. Siano P = P(V') uno spazio proiettivo, eg ... e, un sistema di coordinate omogenee su P

esiaP € P, P =P[xg,...,z,]. Fissato A € K*, il punto P ha anche coordinate omogenee Az, . .., Az, nel
riferimento proiettivo eg ... e, in virtu dell’osservazione 4, ma allora ha coordinate omogenee zg, ..., T,
nel riferimento Aeg . .. Ae,. Le coordinate omogenee zg, . . ., z, individuano dunque lo stesso punto nei due

riferimenti. Per questo motivo si considerano identici due sistemi di coordinate omogenee se sono definiti
da basi di V proporzionali.

Definizione 4. Sia {Ey, ..., E,} la base canonica di K"*1. Il riferimento proiettivo Ey ... E, su P"(K)
si dice il riferimento proiettivo standard (o canonico) di P™(K). Sia inoltre [v] € P"(K). Le coordinate
omogenee di [v] rispetto al riferimento Ey,. .., E, si dicono le coordinate omogenee standard di [v].

Definizione 5. Sia P = P(V) uno spazio proiettivo. Un insieme S si dice un sottospazio proiettivo (o un
sottospazio lineare) di P se esiste un sottospazio vettoriale W C V tale che S = P(W). La codimensione
di S & il numero reale codim S := dimP — dim S. Inoltre, S si dice un iperpiano di P se codim S = 1.

Lemma 1. Sia P =P(V) uno spazio proiettivo e sia S =P(W) un sottospazio proiettivo di P. Allora
(i

(ii) dimS < dimP e inoltre dim S = dimP se e solo se S =P.

)
)
)
)

fissato [v] € P, vale che [v] € S se e solo se v € W.

(iil)  fissato un sottospazio proiettivo S’ =P(W') di P, vale che S C S’ se e solo se W C W',

(iv) codim S = codim W.
Dimostrazione.

(i) Ricordando l'osservazione 2-(i), l'asserto segue banalmente dalle seguenti equivalenze:

] €S <= FJweW,w#0][v] =[w)
— JweW,w#0, A€ K" |v=Jw
<~ veW

(ii) Dalla definizione di dimensione di uno spazio proiettivo segue immediatamente che
dimS=dimW —1<dimV —1=dimP

Inoltre, I'uguaglianza sussiste se e solo se dim W = dim V/, cioé se e solose W =V perchée W C V
¢ un sottospazio vettoriale e, quindi, se e solo se S = P.

(iii) Innanzitutto, suppongo che S C S’ e fisso in maniera arbitraria w € W. Se w = 0, allora w € W’
perché W/ C V & un sottospazio vettoriale. Se invece w # 0, allora [w] € S e, quindi, [w] € S’
perché sto assumendo S C S’. Dal punto (i) appena dimostrato segue dunque che w € W' e, per
arbitrarieta nella scelta di w € W, posso concludere che W C W’. Viceversa, assumo W C W' e
fisso un punto [w] € S. Di nuovo, per il punto (i) so che w € W, quindi w € W’ perché W C W’
per ipotesi. Ma allora [w] € S’ in quanto w # 0 e, per arbitrarieta nella scelta di [w] € S, posso
dunque concludere che S C S’.

(iv) Dalla definizione di codimensione in uno spazio proiettivo e in uno spazio vettoriale'" segue che

codim S = dimP —-dimS=dimV -1 —-dimW +1=dimV — dim W = codim W O

Osservazione 6 (Equazione cartesiana di un iperpiano). Siano P = P(V) uno spazio proiettivo, eg ... e,
un sistema di coordinate omogenee su P, H C IP un iperpiano e sia P € P, P = P[xg, ..., x,]. Allora esiste
(ag,...,a,) € K" (ag,...,a,) # (0,...,0) tale che P € H se e solo se agzg + -+ + anx, = 0.

10La codimensione del sottospazio vettoriale W C V & per definizione codim W := dim V — dim W'.
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Dimostrazione. Innanzitutto, 3W C V sottospazio vettoriale | H = P(W) per definizione di sottospazio
proiettivo. Inoltre, codim H = 1 perché H & un iperpiano per ipotesi. Dal lemma 1-(iv) segue che anche
codim W = 1. Di conseguenza, W ¢ definito da un’equazione cartesiana, cioé esiste (ag, ..., a,) € K",
(agy.-.,an) # (0,...0) tale che, fissato v € V, v = xpeg + - - - + xnen, si abbia che v € W se e solo se le
coordinate di v soddisfano apxg+- - -+ anx, = 0. A questo punto, 'asserto segue dal lemma 1-(i) perché,
fissato P € P, P = P[xg, ..., x,], vale che P € H se e solo se v € W. O

L’equazione cartesiana di un iperpiano € ben definita, cioé non dipende da una particolare scelta delle
coordinate omogenee del punto P. Infatti, dall’osservazione 4 segue che per ogni Q € P, Q = Q[yo, - - - , Yn]
tale che Q = P si ha che 3\ € K* | y; = Az; per ogni 0 <4 < n. Ma allora

apyo + -+ + anyn = aog(Axg) + - + an(Axy) = Magzg + -+ + apzy) =A0=0

Definizione 6. Sia P uno spazio proiettivo e sia eg ... e, un sistema di coordinate omogenee su P. Per
ogni 0 <7 < n, 'iperpiano di P dato da

H;:={PeP, P=Pxg,...,xn] | 2; =0}
si dice l'i-esimo iperpiano coordinato di P nel riferimento eq . . . ey,.

Osservazione 7 (Equazioni cartesiane di un sottospazio proiettivo). Siano P = IP(V') uno spazio proiettivo,
€o - - - ey un sistema di coordinate omogenee su P, S C P un sottospazio di codimensione s > 1, P € P,
P = Plzg,...,2,] esiax = "(zo - x,). Allora 3A € M, ,,11(K), A= (a;;) tale che r(A) = s e tale che

PES < Arx =0 < apro+ -+ anx,=0V1<i<s

Dimostrazione. Come prima, 3W C V sottospazio vettoriale | S = P(W) per definizione di sottospazio
proiettivo. Inoltre, dal lemma 1-(iv) segue che codim W = s perché codim S = s per ipotesi. Ma allora
W ¢ definito da s equazioni cartesiane, cio¢ esiste A € M ,,41(K) tale che r(A) = s e tale che, fissato un
vettore qualsiasi v € V, v = xpeg + - - - + xp €y € detto z = t(xo -+- xy,), si abbia che v € W se e solo se le
coordinate di v soddisfano Az = 0. In conclusione l'asserto segue, come prima, dal lemma 1-(i). Infatti,
fissato P € P, P = P[xg, ..., Zy], si ha che P € S se e solo se v € W. O

Con un procedimento del tutto analogo a quello seguito prima per I'equazione di un iperpiano, si
dimostra che anche le equazioni cartesiane di un generico sottospazio proiettivo sono ben definite.

Osservazione 8. Siano P = P(V') uno spazio proiettivo, eg . . . €, un sistema di coordinate omogenee su P,
A€ My, nt1(K) e siar =r(A). Si dimostra facilmente che 'insieme

S={PeP,P="Plrg,...,z,) | Az =0, con = "(zq - zn) }
& un sottospazio proiettivo di P di codimensione r.

Proposizione 1. Sia P uno spazio proiettivo e siano S1,S2 C P sottospazi proiettivi. Se S; = P(Wy),
Sy = P(Ws3), allora SN Sy =P(Wy NWs). In particolare, S1 N Se C P ¢ un sottospazio proiettivo.

Dimostrazione. Sia [v] € P un punto qualsiasi. In virta del lemma 1-(i), valgono le seguenti equivalenze:

[v] € S1 NSy < [v] € 51, [v] € S
<~ veW,veW,
= ve Wi N,
— [v] e P(W1 NW)

Dal momento che tali relazioni non dipendono da una particolare scelta del punto [v] € P, posso conclu-
dere che S1 NSy = P(W; N W3) per doppio contenimento. O

Osservazione 9. Sia P uno spazio proiettivo e sia {.9;};c; una collezione di sottospazi proiettivi di P. Se
S; =P(W;) Viel, allora ()., S; = P(ﬂid Wi). In particolare, [, ; S; C P é un sottospazio proiettivo.

L’osservazione 9 si dimostra facilmente per induzione sull’indice i € N.
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Definizione 7. Sia P uno spazio proiettivo. Due sottospazi proiettivi Sy, S2 C P si dicono
e incidenti se S1 N Sy # &.
o sghembi se S NSy = @.
Definizione 8. Sia P uno spazio proiettivo e sia J C P un insieme. L’insieme
L(J) = N S
S C P sottospazio

proiettivo t.c. J C S

si dice il sottospazio generato da J. Siano inoltre Pq,...,P; € P. Al fine di semplificare la notazione, il
sottospazio generato da {Py,...,P:} si denota L(Py,...,Pt).

Osservazione 10. Sia P uno spazio proiettivo e sia J C P un insieme. Dalla definizione 8 e dall’osserva-
zione 9 segue immediatamente che L(J) ¢ il piu piccolo sottospazio proiettivo di P che contiene J.
Osservazione 11. Sia P uno spazio proiettivo e sia J C P un insieme. Allora L(.J) = J se e solo se J & un

sottospazio proiettivo di PP.

Dimostrazione. L’implicazione diretta é banale perché, in virtu dell’osservazione 10, L(.J) & un sottospa-
zio proiettivo di P e J = L(J) per ipotesi. Viceversa, suppongo ora che J sia un sottospazio proiettivo
di P. Osservo che l'inclusione J C L(J) @& sempre vera per come & definito L(J). L’altra inclusione,
invece, ¢ una conseguenza diretta del fatto che J & un sottospazio proiettivo di P che contiene J. Posso
dunque concludere che L(J) = J per doppio contenimento. O

Proposizione 2. Siano P = P(V) uno spazio proiettivo, P1,...,P; € P e siano vy,...,v; € V vettori tali
che P; = [v;] per ogni 1 < i <t. Allora

(1) L(Pl,...,Pt):P(<’Ul,...7’l)t>)
(ii) dim L(Py,...,Py) <t —1
Dimostrazione.

(i) Ricordando i risultati precedenti, basta osservare che

L(P1,...,P) = N S (definizione 8)
S C P sottospazio proiettivo
t.c. P1,...,Pt €S
= N P(W) (lemma. 1-(iii))
W C V sottospazio vettoriale
t.c. P1,...,Pt € P(W)

— ﬂ P(W) (lemma 1-(i))

W C V sottospazio vettoriale

t.c. v1,...,v. € W
=P ﬂ w (osservazione 9)
W C V sottospazio vettoriale
t.c. vi,...,v: € W
=P vg,...,v))

(ii) Dalla definizione di dimensione e dal punto (i) appena dimostrato segue immediatamente che

dim L(Py,...,P;) =dim vy, ..., 00> — 1<t —1 O
Definizione 9. Sia P uno spazio proiettivo e siano Py,...,P; € P. I punti Pq,...,P; si dicono
e linearmente indipendenti se dim L(P1,...,P;) =t —1
e linearmente dipendenti se dim L(Py,...,P;) <t —1
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Inoltre, Py, ..., P; si dicono allineati se dim L(Py,...,Ps) < 1, complanari se dim L(Pq,...,P;) < 2.

Osservazione 12 (t = 1). Sia P uno spazio proiettivo e sia P € P. Dall’osservazione 2-(iii) segue che P ¢
un sottospazio proiettivo di P di dimensione 0 e dall’osservazione 11 segue che lo & anche L(P). Dunque P
é linearmente indipendente.

Osservazione 13 (t = 2). Sia P = P(V) uno spazio proiettivo e siano P1,Ps € P. Allora i punti P; e Py
sono linearmente indipendenti <= L(P1,P2) & una retta proiettiva <= Py # Ps.

Dimostrazione. La prima equivalenza segue banalmente dalla definizione 9. Infatti, P; e Py sono punti
linearmente indipendenti se e solo se dim L(P1,P3) = 1, cioé se e solo se L(Py, P2) ¢ una retta proiettiva.
Siano ora vy, ve € V vettori tali che P; = [v1], P2 = [v2]. Per la proposizione 2-(i), la relazione precedente
equivale ad affermare che dim {wvy, vy > = 2, cioé che v; e vy sono vettori linearmente indipendenti. Cio
equivale a dire che v; # Avy per ogni A € K. Equivalentemente, poiché v; # 0, si ha che v; # Avy per
ogni A € K*, il che accade se e solo se Py # Py per losservazione 2-(i). O

Osservazione 14 (t = 3). Sia P uno spazio proiettivo e siano Py, Po, P3 € P. Allora i punti P1, Py e P3 sono
linearmente indipendenti <= L(P1, P2, P3) ¢ un piano proiettivo <> P1, Py e P3 non sono allineati.

Dimostrazione. 1’asserto segue immediatamente dalla definizione 9. Infatti, Py, P5 e P3 sono linearmente
indipendenti se e solo se dim L(Py, Po, P3) = 2, cioe se e solo se L(P1, Py, P3) € un piano proiettivo. Dato
che questo accade se e solo se dim L(Py, P2, P3) > 1 in virta della proposizione 2-(ii), quanto detto prima

é del tutto equivalente a richiedere che P, Po e P3 non siano allineati. O
Osservazione 15. Sia P uno spazio proiettivo di dimensione n > 0 e siano Py, ...,P; € P. Si verifica facil-
mente che, se P, ..., P; sono punti linearmente indipendenti, allora ¢ < n + 1. Inoltre, ogni sottoinsieme
di {Py,...,P;} @ costituito da punti linearmente indipendenti.

Definizione 10. Sia [P uno spazio proiettivo di dimensione n > 0 e siano Py,...,P; € P. I puntiPy,...,Ps
si dicono in posizione generale se sono linearmente indipendenti (in tal caso, t < n+1) oppure se t > n+1
e ogni sottoinsieme di cardinalita n + 1 di {Py,...,P;} & costituito da punti linearmente indipendenti.
Osservazione 16. Sia P uno spazio proiettivo di dimensione n > 0 e siano Py,...,P; € P. Se Py,...,P;
sono punti in posizione generale e t > n + 1, allora L(Py,...,P;) =P.

Dimostrazione. Se t = n + 1, allora Py, ...,P; sono punti linearmente indipendenti perché, per ipotesi,
essi sono in posizione generale. In tal caso, si ha che dim L(Py,...,P;) = n e dal lemma 1-(ii) si deduce
che L(Py,...,P;) = P perché L(Py,...,P;) & un sottospazio proiettivo di P. Nel caso in cui t > n + 1,
invece, un qualsiasi sottoinsieme di cardinalita n + 1 di {P1,...,P;} & costituito da punti linearmente
indipendenti per definizione di punti in posizione generale. In particolare, Py, ..., P,4+1 sono linearmente

indipendenti. Ma allora dall’osservazione 10 e dal lemma 1-(ii) segue che
n=dimL(Py,...,Ppt1) < dim L(Py,...,P:) <n
Posso dunque concludere che dim L(Pq,...,P;) = n e quindi che L(Py,...,P;) =P. O

Osservazione 17. Sia P = P(V) uno spazio proiettivo e sia S C P un sottospazio proiettivo di dimensione
s> 0. Allora 3Pg,...,Ps € S tali che L(Pg,...,Ps) = S.

Dimostrazione. Dato che S C P é un sottospazio proiettivo di dimensione s > 0, esiste un sottospazio
vettoriale W C V di dimensione s +1 > 1 tale che S = P(W). In particolare, posso assumere che W
ammetta una base {wo, ..., ws} e posso definire P; := [w;] per ogni 0 < i < s. Ma allora dal lemma 1-(i)
segue che Py, ..., Ps € S perché ovviamente wy, ..., ws € W. Di conseguenza, L(Pg,...,Ps) C S in virti
dell’osservazione 10. A questo punto, per la proposizione 2-(i) si ha che

dim L(Pg,...,Ps) =dimwg,...,ws>—1=s+1—-1=s

Dal lemma 1-(ii) segue dunque che L(Py,...,Ps) = S. O
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Osservazione 18 (Equazione cartesiana di una retta per due punti distinti in un piano proiettivo). Siano
P un piano proiettivo, epejes un sistema di coordinate omogenee su P e siano P,Q € P, P = P[pg, p1, p2),
Q = Q[qo, 91, g2] punti tali che P # Q. Allora equazione cartesiana della retta passante per P e Q &

Xo X1 Xo
po p1 p2|=0
g @1 Q2

Dimostrazione. Innanzitutto, poiché per ipotesi P # Q, per 'osservazione 4 le coordinate omogenee di P
e di Q non sono proporzionali, cioé per ogni A € K* esiste 0 < i < 2 tale che p; # Ag;. Di conseguenza

(PO P1oP2) _ o
do 41 Q2
In particolare, almeno uno dei minori di ordine 2 di tale matrice & non nullo per il principio dei minori

orlati. Ma allora, sviluppando con il metodo di Laplace il determinante che appare nella formula che si
vuole dimostrare, si ottiene I’equazione

Po P1
9 Q1

P1 P2 X
q1 g2

_ [P0 P2\ x

Xo=0
q 42

Tale equazione rappresenta un iperpiano di P perché almeno uno dei coefficienti che vi compaiono é non
nullo. Ovviamente, un iperpiano in un piano proiettivo é una retta proiettiva. Ora osservo che la retta r
ottenuta contiene i punti P e Q. Infatti, valgono le identita

Po P1 P2 do q1 QG2
po p1 p2|=0, |po p1 p2|=0
qgo dq1 Q2 qgo d1 Q2

Dunque, per l'osservazione 10 si ha che L(P, Q) C r e, poiché i due sottospazi proiettivi considerati hanno
la stessa dimensione, posso concludere che L(P,Q) = r in virta del lemma 1-(ii). O

Osservazione 19 (Equazione cartesiana di un piano per tre punti non allineati in uno spazio proiettivo
di dimensione 3). Siano P uno spazio proiettivo di dimensione 3, epejeses un sistema di coordinate
omogenee su P e siano P, Q,R € P, P = P[po, p1, P2, p3], Q = Q[qo, q1, 42, g3], R = R[ro, 71, 72,73] punti non
allineati. Allora I’equazione cartesiana del piano passante per P, Q e R €

Xo X1 X5 X3
Po P1 P2 D3

g0 91 42 g3
o T1 T2 T3

=0

Dimostrazione. Poiché per ipotesi P, Q e R non sono allineati, il sottospazio da essi generato é un piano
proiettivo. Da cid segue che i vettori associati a P, Q e R sono linearmente indipendenti e quindi

Po P11 P2 P3
r{go @1 g g3] =3
rg T1 T2 T3

In particolare, almeno uno dei minori di ordine 3 di tale matrice & non nullo per il principio dei minori
orlati. Con un ragionamento analogo a quello seguito nella dimostrazione precedente, sviluppando con il
metodo di Laplace il determinante che appare nella formula che si vuole dimostrare, si ottiene ’equazione

b1 P2 D3 bPo P2 P3 bPo P1 P3 bPo P1 P2
g @2 @ Xo—|0 ¢ @|Xi+t|go ¢ @a|Xo—|0 @ ¢@|X3=0
. T2 T3 o T2 T3 To T1 T3 To T1 T2

Tale equazione rappresenta un iperpiano di P perché almeno uno dei coefficienti che vi compaiono é non
nullo. Ovviamente, un iperpiano in uno spazio proiettivo di dimensione 3 é un piano proiettivo. A questo
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punto, basta osservare che il piano p ottenuto contiene i punti P, Q e R. Infatti, valgono le identita

Po P1 P2 D3 g dq1 42 g3 To Ti1 T2 T3
Po P1 P2 P3| _ 0, Po P1 P2 P3| _ 0, Po P1 P2 P3| _ 0
g0 91 42 g3 9 g1 92 g3 9 91 92 g3
To T1 T2 T3 To T1 T2 T3 o T T2 T3

Dunque, per l'osservazione 10 si ha che L(P,Q,R) C p e, dato che i sottospazi proiettivi considerati hanno
la stessa dimensione, posso concludere che L(P,Q,R) = p in virtu del lemma 1-(ii). O

Osservazione 20 (Equazioni parametriche di un sottospazio proiettivo). Siano P = P(V') uno spazio
proiettivo, eq...e, un sistema di coordinate omogenee su P e sia S C P un sottospazio proiettivo di
dimensione s > 0. Innanzitutto, dalla definizione di sottospazio proiettivo segue che esiste un sottospazio
vettoriale W C V di dimensione s + 1 > 1 tale che S = P(W). Sia dunque {wo,...,ws} una base di W.
Dal momento che {eg,...,e,} & una base di V' e wy,...,ws; € V, vale che

n
V0<i¢<s dpio,...,pin € K ‘ wz‘:pioeoJr"'ermen:ZPij@j
=0

Sia ora [v] € P. Sfruttando il fatto che {eo,...,e,} & una base di V e v € V, si deduce che
n
dxg,...,2, € K szoeo—&—---—l—xnen:ijej (11)
3=0
Per il lemma 1-(i) si ha che [v] € S se e solo se v € W, cioé se e solo se esistono tg,...,ts € K tali che
S S n n S
v=towo + - +tsws = Ztiwi = Zti Zpijej = Z( pijtz)ej
=0 =0 j=0 §=0 V=0

Equivalentemente, per la relazione (11), deve valere

n n S n S
ijej = Z( pijti>€j <~ Z (,Tj — Zpijti> €e; = 0
7=0 7=0 “i=0 =0 =0

Dunque, per indipendenza lineare di eq, ..., e,, si ottengono le equazioni parametriche

Xo = pooto + -+ + psots
X1 = porto + - + pats

Xn = ponto + -+ + Psnts
al variare dei parametri tg,...,ts € K.

Definizione 11. Sia P uno spazio proiettivo e siano S1,.S2 C P sottospazi proiettivi. Il sottospazio ge-
nerato da S U Sy si dice il sottospazio somma di Sy e di Ss e si denota

L(Sl, Sg) = L(Sl @] SQ)

Proposizione 3. Siano P = P(V) uno spazio proiettivo, S1,S2 C P sottospazi proiettivi. Se S; = P(W7),
SQ = P(Wg), allora L(Sl, Sg) = P(Wl + Wg)
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Dimostrazione. Ricordando che il sottospazio somma di due sottospazi vettoriali & il pitt piccolo sotto-
spazio che contiene la loro unione, si ha che

L(Sy,S,) = N s (definizioni 8, 11)

S C P sottospazio proiettivo
t.c. S;US, C S

— N S

S C P sottospazio proiettivo
tec. S1CS,5,CS

_ m P(W) (lemma 1-(iii))

W C V sottospazio vettoriale
te. Wi CW, Wy CW

= N P(W)
W C V sottospazio vettoriale
t.c. Wi UW, CW

=P(W; + W)

L’ultimo passaggio ¢ giustificato in virtu del lemma 1-(iii), in quanto al piu piccolo sottospazio vettoriale
che contiene W U W5 ¢ associato il pit piccolo spazio proiettivo. O

Proposizione 4 (Formula di Grassmann proiettiva). Siano P = P(V) uno spazio proiettivo, S1, Sy C P
sottospazi proiettivi. Allora vale la formula

Dimostrazione. Innanzitutto, poiché Sy, Sy C P sono sottospazi proiettivi, 3 W7, Wy C V sottospazi vet-
toriali tali che Sy = P(W;), Sy = P(W3). Ora per le proposizioni 1 e 3 si ha che S; N .Sy = P(W; N W),
mentre L(S1,S2) = P(W; + Ws). Ma allora dalla formula di Grassmann per spazi vettoriali segue che

dimL(Sl, SQ) + d1m(51 n SQ) = d1m(W1 + Wg) -1+ d1m(W1 n WQ) -1
= dlle -1 +d1mW2 -1
= dim Sl + dim 52 O

Corollario 1. Sia P uno spazio proiettivo e siano S1,So C P sottospazi proiettivi. Valgono le proprieta:
(i) dim(S; N S3) > dim Sy + dim Sy — dim P
(ii)) Se dim Sy + dim Sy — dimP > 0, allora S1 N Sy # @

Dimostrazione.

(i) Basta osservare che dim L(S7,52) < dimP per il lemma 1-(ii), perché ovviamente L(S7,S2) C P
¢ un sottospazio proiettivo. Dalla formula di Grassmann proiettiva, quindi, segue che

dim(Sl n Sg) =dim S; +dim Sy — dimL(Sl, 52) > dim S; + dim Sy — dim P

(ii) L’asserto segue banalmente dal punto (i) appena dimostrato e dall’osservazione 2-(ii). Infatti

dim(S; N S2) > dim S + dim Sy — dimP > 0 O

Definizione 12. Sia P uno spazio proiettivo. Due sottospazi proiettivi Sp, S2 C P si dicono in posizione
generale se dim(S; N S3) = max{dim S; + dim S — dim P, —1}.

Corollario 2.
(i) Sia P un piano proiettivo e siano r,r’ C P rette proiettive. Allora r e r' sono incidenti.

(ii)  Siano P uno spazio proiettivo di dimensione 3, r C P una retta proiettiva e siano p,p’ C P piani
proiettivi tali che p # p’. Allora v e p sono incidenti, mentre p N p’ & una retta proiettiva.
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Dimostrazione.

(i) L’asserto é una diretta conseguenza del corollario 1-(ii), infatti

dimr +dim7 —dimP=141-2=0

(ii) Si verifica facilmente che r e p sono incidenti utilizzando, come prima, il corollario 1-(ii). Infatti
dimr +dimp —dimP=1+2-3=0
Dal corollario 1-(i) segue invece che
dim(pNp’) > dimp +dimp’ —dimP=2+2-3=1

Ora pNyp’ C p e inoltre dim p = 2 per ipotesi, dunque dim(p Np') < 2 per il lemma 1-(ii). Se per
assurdo fosse dim(pNp’) = 2, varrebbe che pNp’ = p e quindi, ripetendo lo stesso ragionamento
con p’ al posto di p, si avrebbe che p = p’, il che contraddice le ipotesi. Di conseguenza, posso
concludere che dim(p N p') =1, cioé che p N p’ & una retta proiettiva. O

Si puo dare una dimostrazione alternativa del corollario 2 utilizzando le equazioni dei sottospazi
proiettivi. In ogni caso, una conseguenza del corollario 2 é che in un piano proiettivo non ha significato
parlare di parallelismo tra rette, né in uno spazio proiettivo tridimensionale ha senso il parallelismo tra
piani o tra rette e piani.

Osservazione 21. Siano P uno spazio proiettivo di dimensione 3, r, s C [P rette proiettive sghembe e sia
P € P un punto tale che P ¢ r U s. Allora esiste un’unica retta passante per P e incidente a 7 e s.

Dimostrazione. Definisco t := L(p,r) N L(P, s). Innanzitutto, L(P,r) e L(P, s) sono piani proiettivi dato
che, per ipotesi, P ¢ rUs. Inoltre, L(P,r) # L(P, s) perché r e s giacciono su piani distinti, essendo rette
proiettive sghembe. Dal corollario 2-(ii) segue dunque che ¢ ¢ una retta proiettiva. Ovviamente P € ¢,
perché P € L(P,r) e P € L(P, s). Infine, ¢ ¢ incidente a r perché t,r C L(P,r) e rette che giacciono sullo
stesso piano sono incidenti per il corollario 2-(i). Per lo stesso motivo, ¢ e s sono incidenti.

Sia ora t’ una retta passante per P e incidente a r e s. Osservo che t' C L(P,r) perché ¢’ e r, essendo
incidenti, giacciono sullo stesso piano e inoltre P € t'. Ragionando in maniera del tutto analoga si ottiene
anche che ' C L(P,s), ma allora ¢ C ¢ per definizione di ¢. Dal lemma 1-(ii) segue quindi che t = ¢
perché sono sottospazi proiettivi della stessa dimensione. Concludo che la retta passante per P e incidente
ar e s esiste ed & unica. O

Definizione 13. Siano P uno spazio proiettivo, J C P un insieme e sia P € P. L’insieme

Co(J) = J L(r,Q)

QeJ

si dice il cono proiettante J da P.

e,

C:tJ)

Osservazione 22. Siano P = P(V') uno spazio proiettivo, S C P un sottospazio proiettivo e sia p € P.
Allora Cp(S) = L(p, S). In particolare, se S = {Q} per un qualche Q € P, allora C.(S) = L(P, Q).
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Dimostrazione. Innanzitutto, 3W C V sottospazio vettoriale | S = P(W) perché S C PP ¢ un sottospazio
proiettivo per ipotesi. Inoltre, posso supporre che P = [p] per qualche p € V. Equivalentemente, si ha
che P = P({p>) e quindi vale che L(p,S) = P({p>+ W) in virtu della proposizione 3. Fissato dunque un
punto R € C:(S), R = [r], si ha per definizione che 3Q € S, Q = [¢] tale che R € L(P, Q), il che equivale a
dire che r € {(p,¢> in virtu della proposizione 2-(i). Vale dunque la relazione r = ap + bq per opportuni
a,b € K, ma allora r € {p>+ W perché ap € {p>, bg € W. Posso quindi affermare che R € L(P, S) per
il lemma 1-(i). Ora sia invece fissato un qualsiasi punto R € L(P, S), R = [r]. Ancora per il lemma 1-(i) si
ha che r € {<p>+ W, percio r = ap+w per certia € K, w € W. A questo punto, se w = 0 alloraR =P e

quindi R € Cp(S) banalmente. Posso dunque assumere w # 0 e considerare il punto Q := [w]. Sempre in
virta del lemma 1-(i) si ha che Q € S, ma allora R € L(P, Q) perché r € {p,w>. In particolare, R € Cp(.5)
e dunque posso concludere che Cp(S) = L(P,.S) perché ho mostrato la doppia inclusione. O

Osservazione 23. Sia [P uno spazio proiettivo e siano S1, So C P sottospazi proiettivi. Dall’osservazione 22
segue immediatamente la validita della seguente relazione:

L(S1,8) = | Cu(S2) = |J L(P,Q)
PESl PGgl
QED2

Osservazione 24. Siano P uno spazio proiettivo, » C [P una retta proiettiva e sia H C IP un iperpiano tale
che r ¢ H. Allora r N H ¢ un punto.

Dimostrazione. Innanzitutto, sia n := dimP. Dal corollario 1-(i) segue immediatamente che
dim(rNH) > dimr +dimH —dimP=14(n—-1)—n=0

Osservo che rNH C r e inoltre dim r = 1 per ipotesi, quindi dim(r N H) < 1 per il lemma 1-(ii). Se fosse
dim(r N H) = 1, allora si avrebbe che N H = r, ma cid equivale a dire che r C H e questo & assurdo.
Di conseguenza, vale che dim(r N H) = 0, dunque posso concludere che » N H & un punto. O]

Definizione 14. Siano P uno spazio proiettivo, P € P, H C P un iperpiano tale che P ¢ H. La mappa

ma: P\{P} — H
Q +— L(RQ)HH

si dice la protezione di P su H di centro P.

La definizione 14 & ben posta perché la proiezione di P su H di centro P ¢ un’applicazione ben definita.
Per dimostrarlo, basta osservare che L(P,Q) ¢ H. Infatti, P € L(P,Q) ma si sta assumendo che P ¢ H.
Di conseguenza posso affermare, in virta dell’osservazione 24, che L(P,Q) N H & un punto. Non ¢ dunque
possibile che uno stesso punto venga mappato in due punti distinti. Va inoltre osservato che la proiezione
di P su H di centro P passa da uno spazio proiettivo di dimensione n a uno di dimensione n — 1 e quindi
si presta bene a ragionamenti di tipo induttivo.

Esempio 1. Considero lo spazio proiettivo P = P™(K) con il riferimento proiettivo standard Ey . .. E,,
liperpiano coordinato Hy C P™ e il punto fondamentale Fy € P". Dal momento che ¥y ¢ Hy, & possibile
definire la proiezione di P su Hy di centro Fy. Un punto Q € P™ tale che Q # Fy ha coordinate omogenee
[0, %1, ..., 2p] #[1,0,...,0] e quindi 31 <7 < n|x; #0. Ora se Q = [v] si ha che

L(F07Q) = HD(<E07’U>) = P({)\EO + pv | A?:u € K}) = P({(/\+ua:0,ux1, s 7/“"3771) ‘ )\,,LL € K})

Dalla definizione data dell’iperpiano coordinato Hy segue che \ + puxg = 0 per certi A, u € K, altrimenti
I'intersezione fra i due sottospazi sarebbe vuota e questo non puo accadere. Se fosse p = 0 varrebbe che
{Ep,v> = {0}, ma questo & assurdo in quanto Fy,v # 0. Di conseguenza u # 0 e ottengo che

WFU,HO (Q) - L(F07 Q) N HU = [Onuxh e 7/"':1771] = [0,{1}1, CIE ,.’L'n]

Inoltre, osservo che le coordinate omogenee del punto ottenuto sono non tutte nulle. Infatti, ricordo che
sto assumendo Q # Fg e quindi 31 <4 < n | z; # 0. In definitiva

Tro,Ho o P"\{[1,0,...,0]} — Hy
[Zo, 21, .. 2] +—  [0,21,...,2,]
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Con un procedimento analogo posso definire, per ogni 1 < i < n, la proiezione di P" su H; di centro F;:

P™\{[0,...,0,1,0,...,0]} — H,

[I07"'7mi—17xi7xi+17"'7xn] — [J:(),.-.7xi_1,0,$i+1,-.-,$n]

ey, H; -

Osservazione 25. Siano P uno spazio proiettivo, P € P e sia H C IP un iperpiano tale che P ¢ H. Si puo
dimostrare che, dato un insieme J C P, vale la formula 7, 5 (J) = Cp(J) N H. In particolare, se S C P ¢
un sottospazio proiettivo, allora mp g (S) = L(P,S) N H per losservazione 22.

Definizione 15. Siano n > 1, P uno spazio proiettivo, eg ... e, un sistema di coordinate omogenee su P.
Siano Xy, ..., X,, indeterminate e sia F'(Xy,...,X,) un polinomio omogeneo di grado d > 0. L’insieme

V(F):={PeP, p=rly,...,xn] | F(zo,...,2,) =0}

si dice ipersuperficie associata a F'. Se d = 1,2, 3, I'ipersuperficie associata a F' si dice un iperpiano, una
quadrica o una cubica rispettivamente. Inoltre, se n = 2, I'ipersuperficie associata a F' si dice una curva
algebrica piana.

Esempio 2. Sia (ag,...,a,) € K" (ag,...,a,) # (0,...,0) esia F(Xo,...,X,) = aoXo+- - +a, X,
un polinomio omogeneo in n + 1 indeterminate. L’ipersuperficie

V(F)={pPeP"K), P="Plzg,..., ) ’ apTo + -+ + ap®y, =0}

¢ lo spazio delle soluzioni dell’equazione cartesiana di un iperpiano in virtu dell’osservazione 6 e, siccome
F(Xo,...,X,) & un polinomio omogeneo di grado 1, V(F') si dice anche un iperpiano per definizione.

Esempio 3. Sia F(Xy,...,X,) un polinomio omogeneo di grado 0. In questo caso, 'unica possibilita &
che F(Xy,...,Xp) = c per un qualche ¢ € K e 'ipersuperficie associata a F' &

V(F) = {@ se c#0
P sec=0
2.2 Geometria affine e geometria proiettiva

I’idea ¢ esprimere un qualunque spazio proiettivo P di dimensione n come unione di uno spazio affine A
di dimensione n e di un iperpiano H C P, in simboli

P ~ A U H

ll T T
spazio spazio iperpiano
proiettivo affine “all’infinito”

A tale scopo si dimostrera che esiste una corrispondenza biunivoca tra P\ H e A. In un primo momento,
considero lo spazio proiettivo P*(R), lo spazio affine A%(R) con coordinate X, X; e la retta affine r di
equazione cartesiana Xy = 1. Esiste una corrispondenza biunivoca

®: PYR) — {sCA*R)|dims=1,0€s}
XOZ)\.QTO

, A€eR
Xlz)\xl

[x()axl] = Szo,m]’ {
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(1,x)

[1,x]

[0,1] v

In particolare, ®(Hp) = ®([0,z1]) = ®([0, 1]) = s[9,1). Osservo che spg 1) ¢ la retta di equazione cartesiana
X = 0, quindi I'iperpiano coordinato Hy viene mappato nell’asse X1, cioé nell'unica retta parallela a r.!!
Ora, l'intersezione tra la retta r e una qualsiasi retta s(,, ., tale che xg # 0 & data dal sistema di equazioni

X():l X():l X0:

. Xo=1
Xo = Axg = 1= MAxg = )‘:R = X, — o
X1 = A1y X1 = A1y X, = 1y ' o

Di conseguenza, r N Sy, ,2,] € il punto (1, ;’—;) Ma allora esiste una corrispondenza biunivoca

PYR)\Hy — 7

[wo, 1]+ (1, %1)
Concludo osservando che, nello spazio affine A%(R), la retta di equazione cartesiana Xy = 0 e r hanno
la stessa giacitura, ma tale giacitura corrisponde al punto [0,1] € P}(R), quindi nello spazio proiettivo
associato le due rette hanno un punto in comune. Si puo dunque pensare Hg come il “punto all’infinito”
che viene aggiunto alla retta r per ottenere P! (R). In realta, ¢ possibile generalizzare questa costruzione
geometrica allo spazio proiettivo P (K) se si considerano l'iperpiano coordinato Hy C P"(K) e l'iperpiano
affine A C A"T1(K) di equazione cartesiana X, = 1. Esiste dunque una corrispondenza biunivoca
P*(K)\Hy — A
[mo,xl,...,mn} — (1,%,...,%)

[17y17"'7yn} i (17y17"'7yn)

la quale induce a sua volta una biiezione
(Y1, Un) —  [Liyi,- o, Yn]

detta applicazione di passaggio a coordinate omogenee rispetto a xg, la cui inversa é

jots PYK)\Hy — A"(K)

[Zo,Z1,...,2n] +— (%,7%70‘)
detta applicazione di passaggio a coordinate non omogenee rispetto a xg. Si definiscono in modo analogo
applicazioni di passaggio a coordinate omogenee o non omogenee rispetto a x; per ogni 1 < ¢ < n. Inoltre,
nel caso finora considerato, i punti di Hy si dicono i punti impropri (o punti all’infinito) di P™(K), mentre
i punti di P*(K)\ Hy si dicono i punti propri (o punti al finito) di P*"(K). Infine, I'iperpiano coordinato
H, si dice Uiperpiano improprio (o iperpiano all’infinito) di P"(K).

1T unicita & conseguenza del quinto postulato di Euclide in spazi affini.
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Le costruzioni precedenti possono essere generalizzate a uno spazio proiettivo qualunque. Siano quindi
assegnati un K-spazio vettoriale V' di dimensione finita n + 1 > 2, un sottospazio vettoriale H C V di
codimensione 1 e lo spazio proiettivo P = P(V'). L’obiettivo ¢ attribuire all’insieme non vuoto P\ P(H)
una struttura di spazio affine, definendo un’applicazione

(P\P(H)) x (P\P(H)) — Hom(¥V/5,H)
(P,P) > pp

che soddisfi i due assiomi di spazio affine. Bisogna innanzitutto definire in modo opportuno ’applicazione
lineare @pps. Siano quindi p,p’ € P\PP(H), P = [u], P’ = [u/]. Poiché p,p’ ¢ P(H), vale che u,u’ € V\ H.
Considero V con struttura di spazio affine su se stesso e denoto V, tale spazio affine. Definisco

Uy = SO,('U,) y <u/ Da = SO,(u’)
Sia inoltre v + H € V/H Osservo che v + H = 5, g. Infatti, per ogni w € V,, si ha che

wE Sy g & vweH
— w—-veH
<~ JheH|w—v=h
< JheH|w=v+h
—= wev+H

Ora osservo che <u>,N(v+ H) é un punto di V,. Infatti, siccome u ¢ H si ha che <u>+H =V e da una
proposizione!? sugli spazi affini segue che <u>, N (v+ H) # @ e inoltre

dim<ud, N (v+ H) =dim<{ud, +dim (v + H) —dim V, = dim<u >+ dim H —dimV =0
Ripetendo lo stesso ragionamento si deduce che anche {u’>, N (v + H) & un punto di V;, ma allora
NhheH | viheuda, v+h €<u' D, (12)

Definisco @pp (v + H) := b/ — h. Ovviamente h' — h € H perché H C V & un sottospazio vettoriale.

Dimostro che ¢ € un’applicazione ben definita, cioé che non dipende dai rappresentanti delle classi di
equivalenza. A tale scopo fisso v+ H,w+ H € V/H tali che v+ H = w+ H. Equivalentemente v ~g w,
cioé v —w € H e quindi Fhy € H | v = w + hy. Inoltre, assumendo la condizione (12), osservo che

wHhi+h=v+hecluds, w+hi+h =v+h €,
Ma allora @ppr @ ben definita, perché soddisfa la relazione

per(w+ H) = (h1 + 1) = (hy + h) =1 —h = peer (v + H)

12Sia A uno spazio affine su V' di dimensione finita e siano S, T' C A sottospazi affini aventi giaciture W, U rispettivamente.
Allora SNT # @ edim(SNT) =dimS + dimT —dim A seesolose V=W 4+ U.

67



Dimostro che @ppr & un’applicazione lineare. Siano vq + H,ve + H € V/H e siano c1,co € K. Da quanto
detto prima segue che 3! hy, ho, b, hy € H | v1 + hy,v2 + ha € {uDa, v1 + b, v2 + hh € {u'>,. Siha che

c1v1 + cova + c1hy + coho = c1(v1 + hi) + ca(va + ha) € {ud,
c1v1 + cava + c1hy + eahl = ci(vy + hY) + ca(ve + hhy) € <u' da

e quindi posso concludere che

e (c1(v1 + H) + ca(v2 + H)) = pppr (crv1 + covo + H)
= (c1h} + c2hh) — (c1hy + caho)
= c1 (W) = hy) + ca(hh — hy)
= c1Pppr (V1 + H) + co@ppr (v2 + H)

Lemma 1. Siano A uno spazio affine su V, T C A un insieme non vuoto e sia U C V un sottospazio
vettoriale tale che valgano le proprieta:

(i) per ogni P,Q € T si ha che PG € U
(i) per ognip €T, Q € A tali che PG € U si ha che Q€ T
Allora T é un sottospazio affine di A con giacitura U.

Dimostrazione. Innanzitutto, siccome T' # @ per ipotesi, si ha che 3P € T. Dimostro che T' = S, iy per
doppio contenimento. Osservo che, se Q € T, allora dalla condizione (i) segue che PG € U e quindi si ha
che Q € S; p per definizione di sottospazio affine. Ora fisso, invece, un qualsiasi Q € Sp 7. In particolare,
so che Q € A e inoltre vale che PG € U per definizione di sottospazio affine. Ma allora, dall’ipotesi (i)
segue che Q € T' e posso concludere che T' = S, ; perché ho mostrato la doppia inclusione. O

Teorema 1. Siano V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n+1> 2, H CV un sottospazio vet-
toriale di codimensione 1 e sia P = P(V) uno spazio proiettivo. Valgono le sequenti affermazions.

(i) L’applicazione
(P\P(H)) x (P\P(H)) — Hom(V/;,H)

(P7 P/) —  Ppp

definisce una struttura di spazio affine su P\PP(H) con spazio vettoriale associato Hom(V/H , H)
Inoltre, fissato un qualsiasi sottospazio proiettivo S C P, S = P(W) tale che S ¢ P(H), si ha
che Uinsieme SN (P\P(H)) ¢ un sottospazio affine di P\P(H) avente per giacitura il sottospazio
vettoriale Hom(V/H ,WnN H) C Hom(V/H , H)

(ii)  Assegnato su V, un iperpiano affine A con giacitura H tale che 0 ¢ A,*® si definisce una struttura
di spazio affine su P\TP(H) con spazio vettoriale associato H mediante l’applicazione

(P\B() < (P\B()) > H
(P,P) — Vv —w

tale che, se P = [u], P’ =[], allora {v} = AN<ud,, {v'} = AN U Da.
Dimostrazione.
(i) Innanzitutto, occorre mostrare la validita del primo assioma degli spazi affini, cioé¢ che

VP eP\P(H), p € Hom(V/ g, H) 3¢ €P\P(H) | gpw =

Siano dunque fissati P € P\P(H), P = [u], ¢ € Hom(V/H ,H). Sia inoltre fissato v + H € V/H,
v+ H # 0+ H. Come si é dimostrato prima di enunciare il teorema, 3'h € H | v + h € {uD,.

13Essenzialmente, si richiede che A sia un iperpiano affine non vettoriale.
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Definisco v’ := v+ h+ p(v+ H) e pongo P’ := [v/]. Prima di tutto, verifico che P’ € P\P(H). In
virtu del lemma 1-(i) della sezione 2.1, basta mostrare che v’ € V\ H. Osservo quindi che v’ € V'
perché ¢ definito come somma di elementi di V' e che v’ ¢ H perché, in caso contrario, si avrebbe
che v+ H = 0+ H, il che & assurdo. Ora dimostro che P’ & ben definito, cioé che non dipende da
una particolare scelta di v + H. Fissato un qualunque w + H € V/H, w+ H # 0+ H, per un

qualche a € K* si ha che w+ H = a(v+ H) in quanto dim V/H = 1. Equivalentemente, si ha che
w+H=av+H < w—aw€H < I e H|lw—av=Mh
Si ricava dunque che w = av + hy. Definisco ho := ah — hy e osservo che
w+hy =av+ hy + hy =av+ hy + ah — hy =a(v+h)

In virtu di quanto mostrato prima di enunciare il teorema, quindi, dato che v+ h € {u>,, posso
affermare che hy é I'unico elemento di H tale che w+ he € {u>,. A questo punto posso definire,
come prima, u” :=w + hy + o(w + H) e P’ := [u”]. Tuttavia, ricordando che a € K*, vale che

[w+ ho + p(w+ H)]
[a(v+ h) + p(av + hy + H)]
la(v+h) + p(av + H)]
[a(v+h) 4+ ap(v+ H)]
[v+h+ew+ H)

P//:
=P

Di conseguenza, P’ dipende soltanto da P e da . Bisogna ancora mostrare che @ppr = . Definisco
quindi A’ := h+ @(v+ H) e osservo che v’ = v + h’. In particolare, sfruttando di nuovo quanto
osservato prima di enunciare il teorema, so che i’ & I'unico elemento di H tale che v+h' € {u’>,.
Ma allora, ricordando la definizione data di ¢pp/, si ha che

oopr(v+H)=h'—h=h+pv+H)—h=pv+H)

Per arbitrarieta nella scelta di v+ H € V/H, v+ H # 0+ H e dato che ppp (0+H) = ¢(0+ H) in
quanto le applicazioni lineari mappano il vettore nullo in se stesso, posso concludere che ¢ppr = .
A questo punto mi occupo di mostrare la validita del secondo assioma degli spazi affini, cioé che

Pppt + Pprpr = Ppprr VP, P/v P € P\P(H)

Siano dunque fissati p,P’,P” € P\P(H), P = [u], P’ = [¢], P = [u]. Sia inoltre v + H € V/H
Come prima, 3'h, W' h" € H|v+h € {uda, v+ h' € u' Dy, v+ h" € <u'>,. Di conseguenza

peer(v+ H) =h"—h= (1" = 1)+ (B = h) = pprer(v+ H) + @epr (v + H)

Poiché tale relazione vale indipendentemente dalla scelta di v+ H € V/H , posso quindi concludere
che ppr + @prprr = @pprr. Dunque, P\P(H) ha una struttura di spazio affine con spazio vettoriale
associato Hom(V/H , H) Sia ora S C P, S = P(W) un sottospazio proiettivo tale che S ¢ P(H).
Si vuole dimostrare la seconda parte del punto (i) utilizzando il lemma 1. Innanzitutto, utilizzo
I'ipotesi che S ¢ P(H) per affermare che I'insieme SN (P\P(H)) ¢ non vuoto. Ora dimostro che

¢vp € Hom(V/7 ,WN H) Vp,p €SN (P\P(H))
Siano quindi fissati P,P’ € SN (P\P(H)), P = [u], P’ = [¢/]. Sia inoltre v+ H € V/H e siano h, b’
gli unici elementi di H tali che v +h € {u>,, v+ h' € {u'>,. Osservo che, essendo P,P’ € S, si

ha che u,uw’ € W per il lemma 1-(i) della sezione 2.1. Da cid segue banalmente che {u,u’> C W.
Ma allora, dato che v +h € <u)>, v+ h' € {u'> e poiché vale la relazione

e (V+H)=h'—h=(v+h')—(v+h)
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(i)

si deduce che pppr (v + H) € {u,u' >, quindi che ppp (v + H) € W. Dato che il risultato ottenuto

non dipende dalla scelta di v+ H € V/H, posso concludere che ¢ppr € Hom(V/H JWNH ) Ora
bisogna mostrare che anche I'ipotesi (ii) del lemma 1 & verificata, cioé che

VP eSn (P\P(H)), P € P\P(H) tali che ppp € Hom (Y sy, W N H)
si ha che P’ € SN (P\P(H))

Come nei casi precedenti, fisso P € SN (P\P(H)), P = [u] e fisso P’ € P\P(H), P’ = [¢] tali che
valga pppr € Hom(V/H , WﬁH). Sia inoltre fissato v+ H € V/H, v+ H # 0+ H e siano h, b/ gli
unici elementi di H tali che v+h € {u,, v+h' € {u'>,. Da quest’ultima condizione deduco che
Ja € K |v+h' = av/, ma osservo che a # 0 perché in caso contrario si avrebbe che v+ h' =0 e
in particolare che v € H, il che contraddice ’aver assunto v + H # 0 4+ H. Ora osservo che

v+h'=@w+h)+ (' —h)=(v+h)+ ppe(v+ H)

Dalle assunzioni fatte su P segue che u € W per il lemma 1-(i) della sezione 2.1, in quanto P € S.
Di conseguenza, v + h € W perché v + h € {u ). Dalle assunzioni fatte su ppp/ segue che anche
wpp(V+ H) € W. Ma allora v+ h' € W e quindi [v + h'] € S per il lemma prima menzionato.
A questo punto basta semplicemente osservare che

[v+ 1] =[au] = [u] = P

Ho dunque dimostrato che P’ € S. In conclusione, essendo verificate tutte le ipotesi del lemma 1,
posso affermare che I'insieme S N (P\P(H)) ¢ un sottospazio affine di P\ P(H) con giacitura il

sottospazio vettoriale Hom(V/H ,Wn H) - Hom(V/H , H)

Con un ragionamento analogo a quello fatto prima di enunciare il teorema, si verifica facilmente
che, se fisso un punto P € P\P(H), P = [u], allora 3'v € V' | {v} = AN {u),. Infatti, siccome
p ¢ P(H), dal lemma 1-(i) della sezione 2.1 segue che u ¢ H e quindi H + {u> = V. Ma allora,
in virtit di una proposizione sugli spazi affini, posso affermare che AN {u ), # @& e inoltre

dimAN<ud, =dim A+ dim<ud, —dimV, =dim H + dim {u > —dimV =0

Ovviamente, un sottospazio affine di dimensione 0 ¢ un punto, ma in uno spazio vettoriale con
struttura di spazio affine su se stesso un punto ¢ un vettore. Dunque, 3lv € V' | {v} = AN ud,.
Ora pero bisogna mostrare che I’applicazione ¢ ben definita, cioé che v' —v € H per ogni possibile
scelta di P, P’ € P\P(H). In realta cio che si vuole dimostrare & una banale conseguenza del fatto
che v9’ € H, affermazione vera perché v,v’ € A e H & la giacitura di A per ipotesi. Infatti, per
come ¢ definito uno spazio vettoriale con struttura di spazio affine su se stesso, dire che v’ € H
¢ equivalente a dire che v/ —v € H. A questo punto bisogna mostrare che I’applicazione soddisfa
i due assiomi degli spazi affini. Il primo assioma richiede che

VPeP\P(H),he H 3P € P\P(H) | v —v=h

Sia dunque fissato P € P\P(H), P = [u] e sia h € H. Da quanto osservato nella parte precedente
segue che v € V | {v} = AN<uD,. Ora, siccome A C V, é un sottospazio affine, posso ricorrere
al primo assioma per definire v’. Infatti, poiché¢ v € A, h € H si ha che 3!v' € A | v0' = h. La
condizione espressa su v’ & ovviamente equivalente alla relazione v/ — v = h. A questo punto uso
l'ipotesi che 0 ¢ A, dalla quale seguono le seguenti equivalenze:

0¢A < 0¢Syy < 0-v¢H < vV¢H

Di conseguenza, v’ € V\ H e inoltre v’ # 0 perché H C V & un sottospazio vettoriale. Ha dunque
senso definire P’ := [v']. Dal lemma 1-(i) della sezione 2.1 segue infatti che P’ € P\P(H) e vale
ovviamente la condizione AN v’ >, = {v'}. Ora bisogna verificare anche la validita del secondo
assioma degli spazi affini. Siano prefissati p,P’,P” € P\P(H), P = [u], P’ = [v/], P” = [u"] e siano
v,v",v" € V tali che {v} = AN uda, {v'} = AN W Da, {v'} = An<u” >,. Basta osservare che

1"

vV —v =" =)+ (v —v)

In conclusione, posso affermare che su P\P(H) ¢ definita una struttura di spazio affine con spazio
vettoriale associato H, che verifica le proprieta richieste. O
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Osservazione 1. Siano V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n +1 > 2, H C V un sottospazio
vettoriale di codimensione 1 e sia P = P(V') uno spazio proiettivo. Si verifica facilmente che P\P(H) con
la struttura di spazio affine definita nel teorema 1-(i) ha dimensione n, infatti

dim P\ P(H) = dim Hom("/z7, H) = dim V37 dim H = 1n = n

Osservazione 2. Siano V un K-spazio vettoriale di dimensione finita n + 1 > 2, H C V un sottospazio
vettoriale di codimensione 1 e sia P = P(V') uno spazio proiettivo. Sia inoltre A C V;, un iperpiano affine
con giacitura H tale che 0 ¢ A. Se si considera P\ P(H) con la struttura di spazio affine definita nel
teorema 1-(ii), allora l’applicazione

é un isomorfismo di spazi affini.

Dimostrazione. Innanzitutto, mostro che j é un’applicazione ben definita. Sia u € A un punto prefissato.
Suppongo per assurdo che [u] £ P(H). Dal lemma 1-(i) della sezione 2.1 segue che u € H. In particolare,
si ha che 0 —u € H, cioé che u0 € H. Ma allora, essendo A = S,, p, si ricava che 0 € A, il che ¢ assurdo.
L’unica possibilita, dunque, ¢ che [u] € P\P(H). Siano ora w,w’ € A. Si vuole mostrare che

j(w)j(w') = idp(wid') = wi’ (13)

Ovviamente si ha che ww’ = w’ —w per come ¢é stato definito uno spazio vettoriale con struttura di spazio
affine su se stesso. So che j(w) = [w], j(w’) = [w'] e, ricordando la struttura di spazio affine su P\P(H)
definita nel teorema 1-(ii), vale la relazione

_

j(w)j(w') =v"—wv, dove {v} = AN<wD,, {v} = AN<w >,

Tuttavia, poiché si sta assumendo che w,w’ € A, si ha che v = w, v = w’. La relazione (13) ¢ dunque
dimostrata e con questo posso concludere che j é un isomorfismo di spazi affini con isomorfismo di spazi
vettoriali associato ’applicazione idg. O

2.3 Dualita

Sia P uno spazio proiettivo e sia eg . . . €, un riferimento proiettivo su IP. L’idea di fondo della dualita negli
spazi proiettivi € che esiste una corrispondenza biunivoca tra punti e iperpiani. Infatti, all’iperpiano

HZ{PEP,P:P[xo,...7:L‘n] | a0x0+--~+anxn20}
posso associare il punto Q = Q[ag, - . ., ay].

Definizione 1. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita e sia VV := Hom(V, K) lo spazio vet-
toriale duale di V. Lo spazio proiettivo P(VY) si dice lo spazio proiettivo duale di P(V') e si denota PV.

Osservazione 1. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita. Dalla definizione 1 segue che
dmP’" =dimVV —1=dimV — 1 = dimP(V)
Definizione 2. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita. L’applicazione

§: PY — {iperpiani di P(V)}
[F] — P(N(F))

si dice I'applicazione di dualita.
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La definizione 2 & ben posta. Innanzitutto, so che P(N(F)) € P(V) & un iperpiano perché N(F) C V
& un sottospazio vettoriale di codimensione 1. Infatti, supponendo che dimV = n + 1 e osservando che
se F' # o allora F ¢é suriettiva,'* dal teorema di rango-nullita segue che

dimN(F)=dimV —dimIm(F)=(n+1)—-1=n

Inoltre, I'applicazione di dualitd non dipende da una particolare scelta del funzionale lineare associato al
punto [F]. Infatti, fissato un qualunque A € K*, vale che

NOAF)={veV | AF)(v) =0} ={veV | \F(v) =0} ={veV | Fv)=0} = N(F)

Di conseguenza, si ha che P(N(AF)) = P(N(F)) per il lemma 1-(iii) della sezione 2.1 e posso affermare
che 'applicazione di dualita ¢ ben definita.

Osservazione 2. Sia V un K-spazio vettoriale di dimensione finita. L’applicazione di dualita é biiettiva.

Dimostrazione. Dimostro che ¢ ¢ un’applicazione iniettiva. Siano [F], [G] € P¥ | §([F]) = §([G]). Da cio
segue immediatamente che P(N(F)) = P(N(G)) e quindi N(F) = N(G) in virta del lemma 1-(iii) della
sezione 2.1. Dimostro che 3\ € K* | G = AF. Come si é osservato prima dell’enunciato, N(F) C V é un
sottospazio vettoriale di codimensione 1. Se dim V' = n + 1, posso dunque supporre che {vy,...,v,} sia
una base di N(F) e che {vgp,v1,...,v,} sia un completamento a una base di V. Allora, fissato un qualsiasi
vettore v € V, v = xgvg+- - -+, vy, dalla linearita di F' segue che F'(v) = z¢F(vo). Inoltre, dal momento
che {vy,...,v,} & anche una base di N(G), si ha che G(v) = oG (vg). Ora osservo che vy ¢ N(F') perché,
essendo vg, V1, . . . , U, vettori linearmente indipendenti, vy non si pud esprimere come combinazione lineare
di vy,...,v,. Ovviamente, vale anche che vy ¢ N(G), quindi F(vg), G(vg) # 0 e si ottiene che

G(vo)
F(vo)

G(UO) = v onenao = G<UO)
Flug) | (V) = AF(v), ponendo A:= 70 s

G(v) = x9G(vo) = xo F(uy) =

Per arbitrarieta nella scelta del vettore v € V', deduco che G = AF e quindi [F] = [G] perché A € K*. Ora
bisogna dimostrare che § ¢ un’applicazione suriettiva. Sia S C P(V), S = P(H) un iperpiano prefissato.
Dal momento che H C V' ¢ un sottospazio vettoriale di codimensione 1 per il lemma 1-(iv) della sezione 2.1
posso supporre, come prima, che dimV = n+1, che {vy,...,v,} sia una base di H e che {vg,v1,...,0,}
sia un completamento a una base di V. Basta quindi definire
F: V. — K
vg +— 1
v +— 0

v, +—— 0

Infatti, si verifica facilmente che N(F) = H e dal lemma 1-(iii) della sezione 2.1 segue che P(N(F)) = 5.
Inoltre, F' # o perché F(vg) # 0. Posso dunque concludere che 'applicazione di dualita ¢ biiettiva. [

Osservazione 3. Siano V un K-spazio vettoriale, P = IP(V') uno spazio proiettivo, e ... e, un riferimento
proiettivo su IP e sia H C P un iperpiano di equazione cartesiana agXg + - - - + a, X, = 0. Definisco

F: 'V — K
ep +FH— Qg

en >  an

14Se F' # o0, allora 3v € V, k € K* | F(v) = k e, di conseguenza, per ogni = € K esiste Zv €V tale che

F(fv> :%F(v):%k:x
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Osservo che F # o perché (ag,...,a,) # (0,...,0) per come é definita un’equazione cartesiana. Inoltre
NF)={veV,v=az¢e0+ -+ zpe, | aozo + -+ anx, =0}

Di conseguenza, si ha che IP’(N (F )) = H. Va notato che quanto appena osservato dimostra, in maniera
alternativa, che I'applicazione di dualita ¢ suriettiva.

Definizione 3. Siano V un K-spazio vettoriale, {eq,...,e,} una base di V e sia'® {¢g,...,p,} la base
duale della base {eq,...,e,} di V. Il riferimento proiettivo g . .. ¢, suPY si dice il riferimento proiettivo
duale del riferimento eg . .. e, di P(V).

Osservazione 4. Siano V un K-spazio vettoriale, {eo,...,e,} una base di V e sia {¢o,...,pn} la base
duale della base {eq,...,e,} di V. Perogni F € V¥, F = appo+- - -+ anpn le coordinate omogenee di [F]
rispetto al riferimento proiettivo duale g . .. @, sono ag, ..., a,. Inoltre, 'applicazione di dualita induce

una corrispondenza biunivoca tra i punti fondamentali di PV nel riferimento duale g . . . ¢, e gli iperpiani
coordinati di P(V') nel riferimento eq . . . e,, infatti

§([po]) =Ho, (1)) =Hi, ..., O(len]) = Hn
Definizione 4. Sia P uno spazio proiettivo e siano Hy, ..., H; C P iperpiani. Gli iperpiani Hy,..., Hy
si dicono linearmente indipendenti [risp. dipendenti| se lo sono i punti 6 *(Hy),...,6 *(H,) € PV.

Osservazione 5. Siano V un K-spazio vettoriale, P = P(V') uno spazio proiettivo, eg .. .e, un sistema di
coordinate omogenee su P e sia [F] € PV. Ovviamente, F' € V¥, cioé F: V — K ¢é un funzionale lineare e
inoltre F' # o. Sia quindi e = {ey,...,e,} la base di V che definisce il riferimento proiettivo fissato su P
esia f = {1} una base di K. Allora My .(F) = (ao --- a,) per certi ag, . ..,a, € K. Di conseguenza, per
ogni v € V, v=uaxpey + -+ + zpey, si ha che F(v) = apzo + - - + anx, e quindi

N(F)={veV,v=a0e0+  + apen | aozo+ -+ apz, =0}

Dunque, IP(N(F)) ¢ liperpiano di P di equazione cartesiana agXo+- -+ a, X, = 0. Siaora {po,...,pn}
la base duale della base e di V. Si verifica facilmente che F' = agpg+ - - - + a, @, nella base duale e quindi
si deduce che [F] ha coordinate omogenee ao, . .., a, nel riferimento proiettivo duale ¢yq . .. ¢y,.

Definizione 5. Siano P uno spazio proiettivo, eg...e, un sistema di coordinate omogenee su P e sia
H C P un iperpiano di equazione cartesiana agXg + --- + a, X,, = 0. Gli scalari ag,...,a, si dicono le
coordinate omogenee di H rispetto al riferimento eg .. .e, e si introduce la notazione H = Hlao, . .., ay].

Dall’osservazione 5 e dalla definizione 5 segue quindi che é possibile esprimere ’applicazione di dualita
in coordinate nel modo seguente:

0: PY — {iperpiani di P(V)}
P = Plag,...,an,] — H = Hlag,...,a,]

Definizione 6. Sia P uno spazio proiettivo di dimensione n > 2 e sia S C P un sottospazio proiettivo
di dimensione s < n — 1. Si dice il sistema lineare degli iperpiani di P di centro S l'insieme

Ay(S) :={ H C P iperpiano | SC H }
Se s =n — 2, A1(S) si dice un fascio di iperpiani. Inoltre, se S = {P}, si pone A;(P) := A1(5).

Esempio 1. Sia P un piano proiettivo e sia P € P. Siccome un punto di P é un sottospazio proiettivo di
dimensione 0 e un iperpiano di P ha dimensione 1, A;(P) ¢ un fascio di rette passanti per p. Se invece P
¢ uno spazio proiettivo di dimensione 3 e P € P, allora A;(P) si dice una stella di piani passanti per p.

15Gli elementi della base duale sono tali che pi(ej) = ;5 per ogni 0 < ,j < n. Qui §;; denota il simbolo di Kronecker.
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Proposizione 1. Siano P = P(V) wuno spazio proiettivo, eq...e, un sistema di coordinate omogenee
su P, S C P un sottospazio proiettivo di dimensione s <n —1 e sia AX = 0 il sistema delle equazioni
cartesiane di S, con A € My_g n41(K), A= (a;;), X = t(XO <+ X,). Perogni1l <i<mn-—s sia inoltre

() — a;o

en =  Gin
Allora il sistema lineare A1(S) ¢ Uinsieme degli iperpiani di P di equazione cartesiana
M (Xo, ., X)) + X Fo(Xo, .o, X)) + - 4+ Ams Fms(Xoy ..., X)) =0 (14)
al variare di (\1,...,  An—s) € K™%, (A,..., An—s) # (0,...,0).

Dimostrazione. Sia fissato H € A1(S). Per la definizione 6, so che H C P ¢ un iperpiano tale che S C H.
Sia bgXg + - -+ + by X,, = 0 'equazione cartesiana di H. Osservo che ogni punto di S é anche un punto
di H perché sto assumendo che S C H, ma allora i sistemi di equazioni

Ax_o, [AX=0
boXo+ -+ bpXn =0

sono equivalenti. In particolare, dato che AX = 0 ¢ il sistema delle equazioni cartesiane di un sottospazio
proiettivo di dimensione s, vale che r(A) =n — s e quindi

aio e A1n
r =Nn-—3S
ap—s0 --- On—sn
bo e by,

Di conseguenza, 3 (A1,..., An—s) € K" % | (bo,...,bn) = M (a10,---,01n) + + An—s(@nos0,-- - Cn_sn)
e, moltiplicando a sinistra primo e secondo membro per il vettore colonna X, si ottiene che

boXo+ - +b,X,, = )\1F1(X0, .. 7Xn) + )\2F2(X0, .. ,Xn) —+ -4 )\n,SFn,S<X0, o ,Xn)

Inoltre, (A1,..., An—s) # (0,...,0) perché (bg,...,b,) # (0,...,0) essendo H C P un iperpiano. Ho dun-
que mostrato che ciascun elemento di A;(.S) ¢ un iperpiano di equazione cartesiana (14). Sia ora H C P
un iperpiano di equazione cartesiana (14) e sia P € S, P = Pz, ..., z,]. Ovviamente, si ha che le coor-
dinate omogenee di P soddisfano il sistema delle equazioni cartesiane di S, cioé AX = 0. In particolare,
esse verificano ’equazione definita da ciascuna riga di A. In altre parole, per ogni 1 < ¢ < n — s, vale che

Fi(zo,...,&n) = GioTo + +*+ + AinTp =0

Di conseguenza, A1 Fy (o, ..., Zn) + Ao Fo(xo, ... Zpn)+ -+ Ap_sFn_s(xo,...,2,) = 0. Ma allorap € H
e quindi, per arbitrarieta nella scelta del punto P € S, posso affermare che S C H. In conclusione, H C P
¢ un iperpiano tale che S C H, cioé H € A;(S). Ho dunque mostrato, per doppio contenimento, che il
sistema lineare A;(S) é l'insieme degli iperpiani di P di equazione cartesiana (14). O
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Teorema 1. Sia P = P(V) uno spazio proiettivo di dimensione n e sia s < n—1. Allora Uapplicazione di
dualita induce una corrispondenza biunivoca tra sottospazi proiettivi di PV di dimensione n—s—1 e sistemi
lineari di iperpiani di P di centro un sottospazio proiettivo di dimensione s. Inoltre, tale corrispondenza
biunivoca rovescia le inclusioni.

Dimostrazione. Sia S C [P un sottospazio proiettivo di dimensione s e, fissato un sistema di coordinate
omogenee €. ..e, su P, sia AX = 0 il sistema delle equazioni cartesiane di S, con A € My, _4 41 (K),
A= (ai;), X ="(Xo -+ Xn). Per ogni 1 <i <n — s definisco inoltre

€0 — a;o

€n > Qip

Per ogni 1 < i < n — s sia infine H; C P 'iperpiano di equazione cartesiana F;(Xy,...,X,) = 0. Fissato
un iperpiano H € A1(S), equazione cartesiana di H & del tipo (14) per qualche (A1,..., Ap—s) € K™%,
(A, -5 An—s) # (0,...,0). Equivalentemente, essa ¢ una combinazione lineare delle equazioni cartesiane
di Hy,...,H,_, ma, ricordando la notazione introdotta con la definizione 5, quanto appena detto equivale
ad affermare che le coordinate omogenee di H sono una combinazione lineare di quelle di Hy,..., H,_;.
Osservo tuttavia che le coordinate omogenee di un iperpiano di P sono le coordinate omogenee, rispetto al
riferimento proiettivo duale @q ..., dieg...e,, del punto associato tramite ! in P¥. Quanto affermato
prima, dunque, significa che 6~ *(H) € L(67*(Hy),...,6 ' (Hn—s)) e, dal momento che tale relazione non
dipende da una particolare scelta di H € A1(S), si deduce che

5 (A1(S)) C L5 (Hy), ., 67 (Hyos))

Ora un qualsiasi punto appartenente al sottospazio generato da §~'(H;),...,6 '(H,_s) ha coordinate
omogenee del tipo Ai(aig,...,a1n) + -+ An—s(@ns0, - - @n_sn) Per qualche (A1, ..., Ap_s) € K™%,
(M, An—s) # (0,...,0). L’iperpiano di P associato tramite § ha quindi un’equazione cartesiana del

tipo (14) e di conseguenza appartiene a A1(.S) in virtu della proposizione 1. Ho dunque mostrato che
51 (M (9)) = L(6~ (Hy), .., 6 (Hns))

Inoltre, poiché AX = 0 ¢ il sistema delle equazioni cartesiane di un sottospazio proiettivo di dimensione s,
vale che r(A) = n — s. In particolare, le righe di A sono linearmente indipendenti, dunque lo sono anche
le equazioni cartesiane (e quindi le coordinate omogenee) degli iperpiani Hy, ..., H,_s. Di conseguenza,
i punti 6~ *(Hy),...,0 Y (H,_s) sono linearmente indipendenti e questo significa, per definizione, che

dim L(6~ " (Hy),...,0 "(Hyos)) =n—s—1

Posso dunque concludere che 'applicazione di dualita induce una corrispondenza biunivoca tra sottospazi
proiettivi di PV di dimensione n—s—1 e sistemi lineari di iperpiani di P di centro un sottospazio proiettivo
di dimensione s. Va infine osservato che la corrispondenza biunivoca ottenuta rovescia le inclusioni, il che
segue banalmente dalla definizione 6. Siano infatti S, S’ C P sottospazi proiettivi tali che S C S’ e sia
H € A{(5’). Ovviamente, basta osservare che S C S’ C H per transitivita, ma allora H € A1(S). Posso
quindi affermare, data Uarbitrarieta nella scelta di H € A1(5”), che A1(S") C A1(9). O

Osservazione 6. Siano P uno spazio proiettivo, €g . .. e, un sistema di coordinate omogenee su P, p € P,
P = P[zg,...,Ty] e sia H C P un iperpiano, H = H]ay, ..., a,]. Allora

PEH < ayxo+ - +ax,=0 < HeA(P)

Quindi, ogni affermazione che riguarda ’appartenenza di punti a iperpiani ha un’affermazione duale che
riguarda 'appartenenza di iperpiani a sistemi lineari.

Esempio 2. Sia P uno spazio proiettivo e sia e ... e, un sistema di coordinate omogenee su P. Si puo
definire una seconda applicazione di dualita nel modo seguente:

0v: P — {iperpiani di PV}
P = Plag,...,a,] — H = Hlag,...,ay]
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Siano ora Py,...,P, € Pesiano H; = §¥(Py),..., H, = 6"(P,). Ovviamente si ha che L(Py,...,P,) é un
iperpiano se e solo se i punti Py, ..., P, sono linearmente indipendenti. Definendo l'indipendenza lineare
per iperpiani in P¥ in modo analogo a quanto fatto nella definizione 4, I’affermazione precedente equivale
a dire che Hy, ..., H, sono linearmente indipendenti. Equivalentemente, sono linearmente indipendenti le
equazioni cartesiane di Hy, ..., H,. Supponendo che F;(Xo,...,X,) = 0 sia ’equazione cartesiana di H;
al variare dell’indice 1 < i < n, deve dunque valere che il sistema di equazioni

FI(XOa"'aXn):O

F,(Xo,...,X,)=0
ha per soluzione un punto in PV. Le seguenti affermazioni sono quindi 'una la duale dell’altra:

n punti linearmente indipendenti n iperpiani linearmente indipendenti
generano un iperpiano hanno in comune un punto

2.4 Cambiamenti di coordinate omogenee e proiettivita

Proposizione 1 (Formula del cambiamento di coordinate omogenee). Sia P = P(V') uno spazio proiettivo
e siano eqg...en, fo...fn sistemi di coordinate omogenee su P. Allora 3A € GL,,1+1(K), individuata a
meno di un fattore di proporzionalita o € K*, tale che, se P € P & un punto che ha coordinate omogenee
o, - - ., Ty nel riferimento eq . .. e, e coordinate omogenee vy, . .., yn nel riferimento fo... fn, valga che

y=Azx, dove y="(yo - yn), z="(x0 - )

Dimostrazione. Innanzitutto, considero le basi e = {eg,...,en}, f = {fo,-.., fn} di V che definiscono i
sistemi di coordinate omogenee fissati su IP e definisco A := My .(idy). Fissato un qualsiasi punto p € P,
P = [v] vale ovviamente che, se v = zgeg+ -+ - + Znen = Yofo+ -+ Ynfn, allora y = Azx. Bisogna quindi
mostrare che A @& individuata a meno di un fattore di proporzionalita o € K*. Per I'osservazione 2-(i)
della sezione 2.1 si ha che, fissati arbitrariamente A, u € K*, il punto P é associato anche ai vettori

Ao =xo(Aeg) + -+ + zp(Aey)
v = yo(pfo) + -+ yn(pefn)

Dall’osservazione 5 della sezione 2.1 segue che le basi {Aeg, ..., e} e {ufo, ..., ufn} di V individuano gli
stessi riferimenti proiettivi su P definiti dalle basi e e f. A questo punto, ricordando che A = My .(idy)
e supponendo che A = (a;;), osservo che vale per ogni 1 < j < n la relazione

n n n )\
ey =A(Sasfi) = S 0as = Y- (G s
i=1 i=1 i=1
La nuova matrice del cambiamento di coordinate ¢ data dunque da A ponendo « := % O
Definizione 1. Siano P =P(V), P’ = P(V’) spazi proiettivi. Un’applicazione f: P — P’ si dice un iso-

morfismo di P su P’ se 3p: V — V' isomorfismo di spazi vettoriali tale che

per ogni v € V., v #£ 0. L’applicazione ¢ si dice 1'isomorfismo associato a f. Inoltre, gli spazi proiettivi
P e P si dicono isomorfi e si denota P ~ [P’ se esiste un isomorfismo di P su .

Osservazione 1. Siano P = P(V), P’ = P(V’) spazi proiettivi. Ogni isomorfismo di P su P’ ¢ biiettivo.

Dimostrazione. Sia f: P — P’ un isomorfismo di spazi proiettivi e sia ¢: V' — V' Iisomorfismo di spazi
vettoriali associato a f. Innanzitutto, dimostro che f é un’applicazione iniettiva. Siano dunque fissati due
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punti qualsiasi [v], [w] € P tali che f([v]) = f([w]). Allora valgono le seguenti implicazioni:

F([v]) = f([w])
= [p(v)] = [p(w)] in virtii della definizione 1
= IXe€ K" | p(v) = Ap(w) per losservazione 2-(i) della sezione 2.1
= A€ K" | p(v) = p(Aw) perché ¢ & un’applicazione lineare
= INe K" |v= ) w perché ¢ & un’applicazione iniettiva
o] = [u]
Di conseguenza, f é iniettiva. Ora mi occupo di mostrare che f & un’applicazione suriettiva. Fisso quindi
un punto [v'] € P'. Dato che ¢ ¢ suriettiva e v’ € V', esiste un vettore v € V tale che ¢(v) = v/, ma allora

'] = lp()] = f([v])

Va notato che tale espressione ha senso perché v # 0 essendo p(v) # 0. Avendo cosi dimostrato che f ¢
anche suriettiva, posso concludere che é un’applicazione biiettiva. [

I

Definizione 2. Sia [P uno spazio proiettivo. Un isomorfismo f di P su se stesso si dice una proiettivita
di P e Iisomorfismo associato a f si dice'® ’automorfismo associato a f.

Osservazione 2. Siano P = P(V), P’ = P(V') spazi proiettivi e sia ¢: V — V' un isomorfismo di spazi
vettoriali. Dalla definizione 1 segue immediatamente che 'applicazione f: P — P’ definita dalla relazione
f([v]) = [¢(v)] per ogni v € V, v # 0 & un isomorfismo di P su .

Osservazione 3. Siano P e P’ spazi proiettivi. Dalle proprieta degli isomorfismi di spazi vettoriali segue
facilmente che P ~ P’ se e solo se dimP = dimP’. In particolare, se dimP = n, allora P ~ P"(K).
Osservazione 4. Siano P = P(V), P = P(V') spazi proiettivi e sia f: P — P’ un isomorfismo di spazi
proiettivi. Allora I’isomorfismo associato a f ¢ definito a meno di costanti moltiplicative non nulle.

Dimostrazione. Detto p: V — V' I'isomorfismo associato a f e prefissati v € V, v # 0, A € K*, vale che

f(]) = lp@)] = Pe(v)] = [(Ap) (v)]

L’applicazione Ap: V — V' definita da (Ap)(v) = Ap(v) per ogni v € V & banalmente un isomorfismo
di spazi vettoriali. Dalla relazione precedente segue che anche Ap ¢ 'isomorfismo associato a f e quindi
posso concludere che quest’ultimo é individuato a meno di un fattore di proporzionalita A € K*. O

Osservazione 5. Siano P = P(V), P’ = P(V’) spazi proiettivi, f: P — P’ un isomorfismo di spazi proiettivi
e siano p,1: V — V'’ due isomorfismi associati a f. Allora I\ € K* |9 = Ap.

Dimostrazione. Poiché per ipotesi ¢ e 1 sono isomorfismi associati a f, per ogni v € V', v # 0 si ha che

F() = [e@)] = [ (v)]

Di conseguenza, 3\, € K* tale che ¢(v) = A,¢(v). Bisogna mostrare che lo scalare A, non dipende dalla
sceltadiv € V, v # 0, cioé che A\, = A\, per ogni v, v’ € V, v,v" # 0. Dalla relazione precedente segue che

(et o) (v) = Apidy (v) = Ayv

Ma allora, definendo x := ¢ ~! o4, si ottiene che y(v) = A\, v, cioé che un qualsiasi vettore v € V, v # 0 &
un autovettore di x. Dimostro che 3A € K* | x = Aidy. Sia quindi {eo, ..., e,} una base di V. I vettori
di una base sono non nulli, percid I\, ..., A\, € K* | x(e;) = Aie; per ogni 0 < i < n. Vengano ora fissati
due indici 0 <4 # j < n. Osservo che anche e; +e; # 0, ma allora I\;; € K* | x(e; +¢e;) = Aij(e; +¢5).
Ovviamente, y é un isomorfismo di spazi vettoriali in quanto definito come composizione di isomorfismi,
percio posso sfruttare la linearita di x per affermare che

Aiei + Ajej = x(ei) + x(e;) = x(ei + ;) = Aij(ei + €5) = Aijei + Aize;

Dall'indipendenza lineare dei vettori di una base segue quindi che \; = A\;; = A;. Per arbitrarieta nella
scelta degli indici 0 <4 # j < n, deduco che \g = --- = \,. Dunque, definito A := )y, siccome ciascun
vettore v € V' & combinazione lineare dei vettori della base {ey, ..., e, }, posso affermare che y = Aidy . Di
conseguenza, posso concludere che p~! 09 = \idy oppure, equivalentemente, che ¢ = Ap. O

16Come nel caso analogo per spazi affini, anche qui I’isomorfismo associato a f & effettivamente un automorfismo.
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Osservazione 6. Sia P = P(V') uno spazio proiettivo. Si verifica immediatamente che 1’applicazione idp
é una proiettivita con automorfismo associato 'applicazione idy .

Osservazione 7. Sia P uno spazio proiettivo e siano f,g: P — P proiettivita. Si dimostra facilmente che
l’applicazione composta f o g: P — P e ’applicazione inversa f~': P — P sono proiettivita.

Definizione 3. Sia P uno spazio proiettivo. Si dice gruppo proiettivo associato a P I'insieme

PGL(P) := { f:P—P | f ¢ una proiettivita}
11 gruppo proiettivo associato a P™ si dice gruppo lineare proiettivo di ordine n+1 e si denota PGL,, 11 (K).
Osservazione 8. Sia P uno spazio proiettivo. Allora PGL(P) & un gruppo in virtu delle osservazioni 6 e 7.

Proposizione 2. Sia P = P(V) uno spazio proiettivo. Allora

~ GL(V
PGL(P) ~ G )/{/\idv |\ e K*}
Dimostrazione. Definisco 'applicazione

m: GL(V) — PGL(P)
p — f

dove f: P — P ¢ la proiettivita con automorfismo associato ¢: V' — V. Dimostro che 7 ¢ un omomorfismo
di gruppi. Siano @, 1 € GL(V) e siano f := 7(y), g := m(v). Fissato v € V', v # 0, valgono le relazioni

F(I) = le@)],  g(lv]) = ()]

Mostrare che w(p o ¥) = 7(p) o 7(¢)) equivale a dimostrare che la proiettivita di P con automorfismo
associato o o 1) é lapplicazione f o g. Poiché la scelta di v € V', v # 0 ¢ arbitraria, basta osservare che

(fog)(lv]) = F(g([]))=f([¥()]) = [¢(¥(v))] = [(p o ¥)(v)]

Ora osservo che 7 @ banalmente un’applicazione suriettiva. Infatti, ogni applicazione f € PGL(P) ¢ per
definizione una proiettivita di P, quindi 3¢ € GL(V) tale che ¢ sia automorfismo associato a f, cioe tale
che f = 7(y). Infine, ricordando le osservazioni 5 e 6 calcolo il nucleo dell’applicazione

N(r) = {p € GL(V) | () = idp }
= {p e GL(V) | n(p) = n(idy) }
={p€eCGL(V) | p=Aidy, IN e K*}
={Aidy | Ae K*}

L’asserto segue dunque dal teorema di fattorizzazione degli omomorfismi. O
Proposizione 3. Siano P =P(V), P’ = P(V') spazi proiettivi di dimensione n e siano Py, ...,Ppy1 € P
punti in posizione generale, Py, ..., P, | € P’ punti in posizione generale. Allora 3! f: P — P isomorfi-

smo tale che f(P;) = P, per ogni 0 < i < n+ 1. In particolare, ogni proiettivita che fissa n + 2 punti in
posizione generale coincide con applicazione idp.

Dimostrazione. Innanzitutto, siccome per ipotesi Py, ...,Pn11 € P, Py, ..., P € P, sicuramente esisto-
N0 Vg, ..., Vn41 € V, 0),..., 0}, 1 € V' tali che P; = [v;], P; = [v]] per ogni 0 < i < n+ 1. Naturalmente,
I'insieme {vg,...,v,} & una base di V, perché dimV =n+ 1 e i vettori vy, ..., v, sono linearmente in-
dipendenti, essendo Py, ..., P, in posizione generale. Analogamente, {v{,..., v, } & una base di V'. Di
conseguenza, esistono scalari Ag, ..., Ap, Aj, ..., A, € K tali che

Un+1 = AoVo + -+ Apun

15
Voor = Nyt + -+ Ao, (15)

Se, per assurdo, esistesse 0 < i < n tale che \; = 0, allora

Unt1 = AoUo + - + Aic1vi—1 + Aip1vig1 + -+ Agup
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cioé vg,...,Vi—1,Vit1,-..,Unt1 Sarebbero linearmente dipendenti e quindi sarebbero dipendenti anche
gli n 4+ 1 punti Py,...,P;—1,Pit1,...,Ppt1, contraddicendo l'ipotesi che Py, ..., P,41 siano in posizione
generale. Dunque, \; € K* per ogni 0 < i < n e, per ragioni del tutto analoghe, anche X, € K* per ogni
0 <i <n. Orapongo A,q1:= A, = 1 edefinisco u; := A\jv;, u; := A\jvj per ogni 0 < i < n+1. Siccome

i
i, Ai € K*, si ha che P; = [u;], P} = [u}] per ogni 0 <i <n+1 e inoltre {ug,...,u}, {ug,...,u,} sono
basi di V' e di V' rispettivamente. Le relazioni (15) diventano dunque

(R
Sia quindi ¢: V — V' I'isomorfismo definito da'” ¢(u;) = u} per ogni 0 < i < n. Osservo che
Plinsr) = pluo+ -+ ) = pluo) + -+ plun) :u6+~-~+u;?uz+1
(16) ¢ ¢ lineare (16)

Concludo che I'isomorfismo di spazi proiettivi f: P — P’ che ha ¢ come isomorfismo di spazi vettoriali
associato soddisfa la proprieta voluta, cioé

Fei) = f([wi]) = [p(ui)] = [uj] = P}

per ogni 0 < i <n+ 1. Sia ora g: P — P’ un isomorfismo che goda della medesima proprieta, cioé tale
che g(P;) = P} per ogni 0 <i <n+1esiah:=g 'of. Siverifica facilmente che applicazione inversa
di un isomorfismo e la composizione di isomorfismi sono ancora isomorfismi, dunque A ¢ un isomorfismo
di spazi proiettivi. In questo caso, h é anche una proiettivita di P e quindi posso supporre che ¢p: V — V
sia automorfismo associato a h. A questo punto, l'obiettivo & dimostrare che h = idp. Osservo che

hE) =g ' (f(r:) =g ' () =P,
per ogni 0 <+¢ < n+ 1, ma allora
[ui] = Pi = h(P;) = h([ui]) = [¥(us)]
Da tale relazione deduco che, per ogni 0 < i < n+ 1, esiste o; € K* tale che 9(u;) = a;u;. Adesso
Unp1ting1 = P(Unt1) = P(uo + -+ +un) = P(uo) + -+ + ¥(un) = aguo + -+ - + anun
D’altra parte, tuttavia, ancora dalla condizione (16) si ricava che

Ap41Unt1 = Oén+1(U0 + -+ un) = Qpg1Up + -0+ Qpg1Uy

Dall’indipendenza lineare di wo, ..., u, segue che ag = -+ = ap41, quindi ¥(u;) = apu; = apidy (u;)
per ogni 0 < i < n+1 e dal fatto che {ug,...,u,} & una base di V segue in particolare che ¢ = agidy.
Posso concludere, grazie alle osservazioni 4 e 6, che h = idp e, di conseguenza, che g = f. O

Proposizione 4. Siano P = P(V) uno spazio proiettivo, S C P un sottospazio proiettivo e sia f: P — P
una protettivita. Allora f(S) C P & un sottospazio proiettivo e f|S: S — f(S) & un isomorfismo.

Dimostrazione. Innanzitutto, dato che S C P ¢ un sottospazio proiettivo, 3W C V sottospazio vettoriale
tale che S = P(W). Sia ¢: V — V Pautomorfismo associato a f e venga fissato un punto P € S, P = [w].
Dal lemma 1-(i) della sezione 2.1 segue ovviamente che w € W e quindi ¢(w) € p(W). Si ha che

F@) = f(w]) = [p(w)] (17)

Posso dunque affermare che f(P) € IP’(L,@(W)) e dall’arbitrarieta con cui si ¢ fissato il punto P € S segue
che f(5) C IP(@(W)) A questo punto osservo che W ~ (W) perché, ovviamente, ¢ & un isomorfismo di

171 ’esistenza di tale isomorfismo ¢ garantita da un teorema gia affrontato nel corso GE110.
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spazi vettoriali, quindi dim W = dim (W).'® Similmente, vale che S ~ f(S) perché f & un isomorfismo
di spazi proiettivi e, di conseguenza, dim S = dim f(S) per l'osservazione 3. Ma allora

dim f(S) = dim S = dim W — 1 = dim (W) — 1 = dimP(p(W))

Posso dunque concludere, in virt del lemma 1-(ii) della sezione 2.1, che f(S) = P(¢(W)). In particolare,
f(S) € P & un sottospazio proiettivo. Inoltre, dalla relazione (17) segue banalmente che f| g 5= f(S)e
un isomorfismo di spazi proiettivi con isomorfismo di spazi vettoriali associato <p|W: W — o(W). Infatti

fe)=fls®),  pw) = ¢[y (w) O
Definizione 4. Sia P uno spazio proiettivo. Un insieme F' C P si dice una figura proiettiva di P.

Definizione 5. Sia P uno spazio proiettivo. Due figure proiettive F, F/ C PP si dicono proiettivamente
equivalenti se esiste f € PGL(P) tale che f(F') = F’. Una proprieta di F si dice una proprieta proiettiva
se & posseduta da ogni figura proiettiva proiettivamente equivalente a F'.

Esempio 1. La dimensione di un sottospazio proiettivo € un’invariante proiettiva. In un piano proiettivo,
contenere il punto fondamentale Fy non & una proprieta proiettiva.

3 Curve algebriche piane

3.1 Generalita

L’idea é associare a un polinomio in due variabili, possibilmente non omogeneo, i punti del piano affine
le cui coordinate sono una radice del polinomio stesso, cioé

FXY) o {peA(E). p=p(xy) | flry)=0)

Esempio 1. Al polinomio a coefficienti reali X2 + Y2 + 1 si pud quindi associare I'insieme vuoto, in
quanto 'equazione X? 4+ Y2 + 1 = 0 non ammette soluzioni reali.

Similmente, a un polinomio omogeneo in tre variabili si possono associare i punti del piano proiettivo
le cui coordinate omogenee sono una radice del polinomio, cioé

F(Xo,X1,X5) +—  {PeP*K), P="Plrg,x1,22] | F(xo,21,22) =0}

Osservo anche che due polinomi distinti possono avere le stesse radici. Un esempio € dato dai polinomi a
coefficienti interi 2X? +2Y2 — 2 e X2 +Y? — 1. La seguente definizione ¢ quindi giustificata.

Definizione 1. Due polinomi non costanti f, g € K[X,Y] si dicono proporzionali se 3o € K* | f = ag.
Due polinomi omogenei non costanti F, G € K[Xg, X1, X2]| si dicono proporzionali se 3o € K* | F = oG.

Osservazione 1. La proporzionalita ¢ una relazione di equivalenza in K[X,Y] e in K[X,, X7, Xs].

Definizione 2. Una classe di proporzionalita di polinomi non costanti di K[X,Y] si dice una curva
algebrica in A?(K) (oppure una curva algebrica piana affine). In particolare, una classe di proporzionalita
di polinomi non costanti di R[X, Y] si dice una curva algebrica in E? (oppure una curva algebrica piana
euclidea). Sia f un rappresentante di una curva algebrica fissata in A?(K). L’equazione f(X,Y) = 0 si
dice I’equazione della curva algebrica in A?(K). L’insieme

C::{P€A2(K)7 P =P(x,y) \ f(z,y) 20}

si dice supporto della curva algebrica in A%(K). Per semplicita, anche la curva algebrica stessa si denota C.
Il grado di f come polinomio si dice il grado della curva algebrica C e si denota d(C). Le curve algebriche
in A%2(K) di grado 1, 2, 3, 4, ... si dicono rette, coniche, cubiche, quartiche e cosi via.

18Cio & giustificato da un teorema affrontato nel corso GE110. Si tratta di un corollario del teorema di rango-nullita.
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Osservazione 2. La definizione di curva algebrica in P?(K) si da in modo simile, ma richiede un commento
preliminare. Se f € K[Xj, X1, X2] & un polinomio qualsiasi, non ha senso affermare che le coordinate
omogenee di un punto nel piano proiettivo soddisfano 1'equazione f(Xo, X1, X2) = 0 perché in generale,
assegnati un punto P € P2(K), P = Plxg, 1, 72] e A € K*, puo accadere che si abbia f(xg, 21, 22) = 0 ma
f(Azo, Az, Aza) # 0. Per esempio, se f(Xo, X1, X2) = Xo + 1, allora f(—1,0,0) = 0 ma f(1,0,0) = 2.
11 problema non si pone se il polinomio che si considera & omogeneo. Infatti, se F' € K[Xg, X1, X5] & un
polinomio omogeneo di grado n allora, per ogni P € P?(K), P = P[xg, 21, 2] e per ogni A € K*, si ha che

F()\l’o, )\1’1, )\1'2) = )\"F(xo,xl,zg)

da cui segue che il primo membro si annulla se e solo se si annulla il secondo. Ha dunque senso dire che le
coordinate omogenee di un punto nel piano proiettivo annullano il polinomio omogeneo F(Xy, X1, X>).

Definizione 3. Una classe di proporzionalita di polinomi omogenei non costanti di K[Xy, X7, X»] si dice
una curva algebrica in P?(K) (o una curva algebrica piana proiettiva). Sia F' un rappresentante di una
curva algebrica fissata in P?(K). L’equazione F(Xy, X1, X2) = 0 si dice I’equazione della curva algebrica
in P2(K). L’insieme

C:= { P e Pz(K), P = P[l’o,xl,fﬂg} ’ F(!I?(),(El,.’ﬂz) =0 }

si dice supporto della curva algebrica in P?(K). Per semplicita, anche la curva algebrica stessa si denota C.
Il grado di F' come polinomio si dice il grado della curva algebrica C e si denota d(C). Le curve algebriche
in P2(K) di grado 1, 2, 3, 4, ... si dicono rette, coniche, cubiche, quartiche e cosi via.

Talvolta, il supporto di una curva algebrica piana C verra denotato Supp(C) per distinguerlo dalla
curva algebrica in sé, che per definizione non é un insieme di punti bensi una classe di equivalenza.

Esempio 2. La curva algebrica in A?(K) di equazione X +Y — 3 = 0 ¢ la classe di proporzionalita del
polinomio X + Y — 3. Il grado di tale curva algebrica ¢ 1, mentre il supporto ¢ dato dall’insieme

{PeA*K),P=P,y) |z+y—3=0}

La curva algebrica in P?(K) di equazione X+ X; + Xo = 0 ¢ la classe di proporzionalita del polinomio
omogeneo Xy + X7 + Xs. Il grado di tale curva algebrica é 1, mentre il supporto é dato dall’insieme

{PE]P)Q(K), PZP[xo,xl,JCg] | o+ 1 + X2 ZO}

Esempio 3. Curve algebriche distinte possono avere lo stesso supporto. Le curve algebriche in A%(K) di
equazioni X +Y —1=0e (X +Y — 1)2 = 0, per esempio, hanno lo stesso supporto, dato dall’insieme

{PeA*(K),P=P,y) |z+y—-1=0}
3.2 Equivalenze affini, euclidee e proiettive
Definizione 1. Sia T: A%(K) — A%(K) un’affinita, definita dalla relazione'?
T(X,Y)=(a11X + a12Y + 1,001 X + a22Y + ¢2) (18)
e sia C una curva algebrica in A%(K) di equazione f(X,Y) = 0. La curva algebrica in A%(K) di equazione
flanX +aY +ec,an1X +axnY +c) =0

si dice la trasformata di C tramite T~! e si denota T~1(C).

La definizione 1 é giustificata dalla seguente osservazione.

19Per il teorema 1 della sezione 1.16 nella sua variante affine, esistono una matrice invertibile e un vettore colonna tali che

(- (7)) = @) () ()
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Osservazione 1. Siano T: A%(K) — A%(K) un’affinita definita da (18), C una curva algebrica in A%(K)
di equazione f(X,Y) = 0, D la trasformata di C tramite T~! e sia P € A%(K), P = P(z,y). Allora

PED < f(T(z,y)) =0 < T(z,y)€C < T(r)eC
quindi, per doppia inclusione, vale che T(D) = C oppure, equivalentemente, che D = T~1(C).
Definizione 2. Sia T: P?(K) — P?(K) una proiettivita, definita da®°
T([XOaXhXQD = [agoXo + ao1 X1 + a2 X2, a10X0 + a11X1 + a12X2, a20X0 + a21 X1 + ag2X]
e sia C una curva algebrica in P?(K) di equazione F(Xp, X1, X2) = 0. La curva in P?(K) di equazione
F(agoXo + ao1 X1 + ap2 X2, a10Xo + a11 X1 + a12 X2, a0 Xo + a1 X1 + azXz) =0
si dice la trasformata di C tramite T~! e si denota T~1(C).

La definizione 2 si giustifica con un’osservazione analoga a quella fatta nel caso affine.

Definizione 3. Due curve algebriche C e D in A%(K) [risp. in E?, in P?(K)] si dicono affinemente
equivalenti [risp. congruenti, proiettivamente equivalenti| se esiste un’affinita T: A%2(K) — A%(K) [risp.
un’isometria 7': E2 — E2, una proiettivita T: P?(K) — P?(K)]| tale che D = T~1(C).

Osservazione 2. Due curve algebriche C e D in A%(K) [risp. in E?, in P?(K)] sono affinemente equivalenti
[risp. congruenti, proiettivamente equivalenti| se e solo se i loro supporti sono figure geometriche affi-
nemente equivalenti [risp. figure geometriche congruenti, figure proiettive proiettivamente equivalenti|.
Infatti, basta cambiare notazione per accorgersi che la condizione D = T~!(C) equivale a richiedere che

Supp(D) = T! (Supp(C))

Definizione 4. Sia C una curva algebrica in A?(K) [risp. in E?, in P?(K)]. Una proprieta di C si dice
una proprieta affine [risp. euclidea, proiettiva] se & posseduta da ogni curva affinemente equivalente [risp.
congruente, proiettivamente equivalente| a C.

Esempio 1. Sia C una curva algebrica in A?(K) [risp. in E?, in P?(K)]. Allora d(C) é un’invariante affine
[risp. euclidea, proiettival. Sia infatti T: A%(K) — A%(K) un’affinita [risp. T: E? — E? un’isometria,
T: P?(K) — P?(K) una proiettivita] e sia D = T7(C). Se d(C) =d e f(X,Y) = 0 [risp. f(X,Y) =0,
F(Xo,X1,X5) = 0] & l'equazione di C, allora il grado di f [risp. f, F| come polinomio ¢ d e anche il
grado di foT [risp. foT, F oT]| come polinomio & d perché la matrice associata a T & invertibile,
quindi d(D) = d perché I'equazione di D ¢ per definizione f(T(X,Y)) = 0.

Esempio 2. Sia C una curva algebrica in A%(K) [risp. in E?, in P?(K)]. Allora Supp(C) ¢ un’invariante
affine [risp. euclidea, proiettival. Il supporto di C potrebbe essere costituito da un punto, per esempio
se C & la conica in E? di equazione X2 + Y2 = 0, oppure potrebbe essere vuoto o infinito.

3.3 Chiusura proiettiva

Definizione 1. Sia f € K[Y7,...,Y,] un polinomio e sia d il grado di f. Il polinomio F' € K[Xj,..., X,]

tale che F'(Xy,...,X,) = ng(%, ce %) si dice il polinomio omogeneizzato di f.
Osservazione 1. Sia f € K[Y,...,Y,] un polinomio e sia d il grado di f. Dalla definizione 1 segue che

il polinomio omogeneizzato di f ¢ un polinomio omogeneo di grado d.

Definizione 2. Sia F' € K[Xj,...,X,] un polinomio omogeneo. Il polinomio f € K[Y1,...,Y,] tale che
f(V,...,Y,) = F(1,Y1,...,Y,) si dice il polinomio deomogeneizzato di F.

20Dalla proposizione 2 della sezione 2.4 segue che a una proiettivita T: P?(K) — P2(K) & possibile associare una matrice
invertibile, individuata a meno di un fattore di proporzionalita non nullo, tale che

Xo app a0l ao2 Xo
T p | X1 =qQ||aw0 a1 a2 X1
Xo a0 a1 a2 X2

82



Esempio 1. Sia C la curva algebrica in A?(K) di equazione X +Y —1 = 0 e sia D la curva algebrica in
P2(K) di equazione X; + Xo — Xo = 0. Applicando alla curva C la mappa jo definita nella sezione 2.2,
che in questo caso assume la forma

jo: A*(K) — P*K)\H,
(xvy) — []wxay]

si ottiene una curva che differisce da D soltanto nei punti all’infinito, cioé nei punti appartenenti alla
retta all’infinito Hy di P?2(K).2! Pit precisamente, tali punti appartengono a D, ma non a jo(C).

Definizione 3. Sia C una curva algebrica in A%(K) di equazione f(X,Y) =0 e sia F € K[Xg, X1, X2]
il polinomio omogeneizzato di f. La curva algebrica in P?(K) di equazione F(Xg, X1, X3) = 0 si dice la

chiusura proiettiva di C e si denota C* (oppure C). Inoltre, i punti di C* N Hy si dicono punti impropri (o
punti all’infinito) di C, mentre i punti di C* N (P?(K)\Hy) si dicono punti propri (o punti al finito) di C.

Esempio 2. Nell’esempio 1 si ha che D = C* e i punti impropri di C sono i punti di D appartenenti alla
retta Hy, cioé i punti di P?(K) le cui coordinate omogenee soddisfano il sistema di equazioni

X1 +Xo—Xg=0
Xo=0

la cui unica soluzione & data dal punto P = P[0, 1, —1]. Di conseguenza, P & 'unico punto all’infinito di C.
I punti propri di C, invece, sono tutti i punti di D diversi da P.

3.4 Classificazione delle curve algebriche piane

A questo punto ci si pone il problema di classificare, a meno di equivalenza, tutte le curve algebriche piane
di grado d > 1. Idealmente si vuole determinare una lista di equazioni, a due a due non equivalenti, che
rappresentino tutte le curve di grado d.

Esempio 1 (d = 1). Siar C A?(K) una retta di equazione cartesiana AX +BY +C = 0 con (A B) # 0.
Dimostro che r & affinemente equivalente alla retta di equazione X = 0. Siccome r(A B) # 0, deve valere
che A # 0 oppure B # 0. Se A # 0, pongo

X' =AX+BY +C

Y'=Y

La mappa associata al cambio di coordinate ¢ un’affinita, perché la matrice (‘6‘ B ) & invertibile. Dunque
r & affinemente equivalente alla retta di equazione X’ = 0. Se invece A = 0, allora B # 0 e pongo

X' =X X" =Y'

Y'=AX+BY+C = |Y'=X'
Anche qui le mappe associate ai due cambi di coordinate sono affinita, perché le matrici (}, %) e ((1) (1))
sono invertibili. Dunque, r & affinemente equivalente alla retta di equazione Y’ = 0, la quale ¢ a sua volta
affinemente equivalente alla retta di equazione X" = 0. In conclusione, ogni retta in A%(K) & riconducibile

alla retta affine di equazione X = 0. Con un procedimento del tutto analogo si mostra che tutte le rette
in P?(K) sono proiettivamente equivalenti alla retta proiettiva di equazione X = 0.

218i ricorda che Hy & Iiperpiano di equazione X = 0 (sezione 2.1, definizione 6).
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A questo punto si dara una classificazione delle curve algebriche in P?(K) di grado d = 2.
Definizione 1. Sia C una conica in P?(K) di equazione
a0 X§ + 2a01 X0 X1 + 2a02X0 X2 + a11 X7 + 2a12X1 X2 + a2 X3 =0
con a;; € K non tutti nulli e siano a9 := ao1, az0 := ag2, a2 ‘= ai2. La matrice

apo apr ao2
A= layp a1 ao
G20 0421 a2

si dice la matrice associata a C.

Osservazione 1. Siano C una conica in P2(K), A la matrice associata a C e sia X = '(Xy X; X5). Dalla
definizione 1 segue immediatamente che A gode delle seguenti proprieta:

(i
(i

(iii

A ¢ una matrice simmetrica.
A ¢é una matrice non nulla. In particolare, r(A4) > 1.

A ¢ definita a meno di un fattore di proporzionalita non nullo.

)
)
)
(iv) L’equazione di C si puo esprimere nella forma ‘XAX = 0.

Osservazione 2. Sia C una conica in P?(K) e sia A la matrice associata a C. Allora r(A) ¢ invariante per

proiettivita. In particolare, r(A) = 1, 2, 3 & una proprieta proiettiva.

Dimostrazione. Sia T: P2(K) — P?(K) una proiettivita e sia M € GL3(K) la matrice associata a T. Se
pongo X' := T(X), vale la relazione X’ = M X e, dal momento che M € GL3(K), si hache X = M1 X"
Ora se A ¢ la matrice associata alla conica C, allora 'equazione di C & "XAX = 0 per I'osservazione 1-(iv)
e, applicando T, si ottiene una conica proiettivamente equivalente, di equazione

MTXNAMT'X) =0 <« 'X'(MTTAM )X =0

Quindi a coniche proiettivamente equivalenti sono associate matrici congruenti perché M ! € GL3(K),
ovviamente e matrici congruenti hanno lo stesso rango. Per arbitrarieta di T', posso dunque concludere
che r(A) ¢ invariante per proiettivita e da cid segue che r(A) =1, 2, 3 & una proprieta proiettiva. O

Definizione 2. Sia C una conica in P?(K) e sia A la matrice associata a C. Il rango di A si dice il rango
di C e si denota r(C). Inoltre, la conica C si dice

(i) non degenere se r(C) = 3, degenere se r(C) < 3.

(ii) semplicemente degenere se r(C) = 2.
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(i) doppiamente degenere se r(C) = 1.

La definizione 2 é ben posta perché, sebbene la matrice associata a una conica proiettiva sia indivi-
duata a meno di un fattore di proporzionalitd non nullo, il suo rango non cambia. Inoltre, dall’osserva-
zione 2 segue che ’essere una conica non degenere, semplicemente degenere o doppiamente degenere &
una proprieta proiettiva.

Teorema 1 (Classificazione delle coniche proiettive su un campo algebricamente chiuso). Sia K un
campo algebricamente chiuso con ch(K) # 2 e sia C una conica in P?(K). Allora C ¢ proiettivamente
equivalente a una delle seqguenti coniche proiettive:

(i) XZ+X2+X2=0 (conica generale, o non degenere)
(i) XZ+X2=0 (conica semplicemente degenere)
(iii) X2 =0 (conica doppiamente degenere)
Inoltre, le coniche proiettive (1), (i) e (iii) sono a due a due non proiettivamente equivalenti.

Dimostrazione. Sia A la matrice associata alla conica C. Per I'osservazione 1-(i) si ha che A & una matrice
simmetrica e inoltre ¢ a coefficienti in un campo algebricamente chiuso con ch(K) # 2 per ipotesi. Dal
teorema 2 della sezione 1.6 segue quindi che A é congruente a una matrice B del tipo

0 0

1 00
0 0
1 0

0
0

1 100
0 1 1 0 0 O
0 0 0 0 0 0

ser(4) = 3, ser(4) = 2, ser(4)=1
Se A ¢ congruente a B, allora 3M € GL3(K) | B = "MAM. Sia dunque T': P?(K) — P?(K) la proiet-
tivita con matrice associata M~!. Come si ¢ visto nella dimostrazione dell’osservazione 2, applicando
T a C si ottiene una conica proiettivamente equivalente, di equazione?? 'XBX = 0. Esplicitamente, C &

proiettivamente equivalente alla conica di equazione
(i) Xg+X+X2=0 ser(4)=3,
(i) X2+X2=0 se 1(A) =2,
(iii) Xg=0 ser(A) = 1.

Inoltre, le coniche proiettive (i), (ii) e (iii) sono a due a due non proiettivamente equivalenti perché le
matrici associate hanno ranghi diversi e il rango di una conica ¢ invariante per proiettivita. O

Esempio 2. Sia C una conica in P?(C).

(i) SeC ¢énon degenere allora, per il teorema 1-(i), & proiettivamente equivalente alla conica proiettiva
di equazione X2 + X? + X2 = 0. Facendo il cambio di coordinate

X} =iXg
X| =X,
X5 =X,

si ottiene una conica proiettivamente equivalente,?? di equazione X {2+X§2—X62 = 0. Applicando
a tale curva la mappa j, ! definita nella sezione 2.2, che in questo contesto assume la forma

jots PP(C)\Ho — A*(C)

[l’o,l‘l,xé] — (3371 Q)

ajo’wo

22 Al fine di semplificare la notazione, le nuove coordinate sono indicate senza apice.
23La mappa associata al cambio di coordinate ¢ una proiettivita perché

i 0 0
0 1 0] eGLs(C)
00 1
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si ottiene la circonferenza unitaria di centro 'origine. Infatti, ponendo

X::ié7 ::ié
Xo Xo

si riconosce la ben nota equazione X2 +Y? —1 = 0.

(ii) SeC é semplicemente degenere, allora & proiettivamente equivalente alla conica proiettiva di equa-
zione X¢ + X{ = 0 per il teorema 1-(ii). Tale equazione si puo scrivere nella forma equivalente
(Xo+1iX1)(Xo —iX1) = 0. Dunque, se r1 e r9 sono le rette proiettive di equazioni Xg +iX; = 0
e Xo — iX; = 0 rispettivamente, si ha che Supp(C) = r; Urs.

(iii) Se C ¢ doppiamente degenere, allora ¢ proiettivamente equivalente alla conica proiettiva di equa-
zione XZ = 0 per il teorema 1-(iii). Come fatto nel punto (ii), si puo riscrivere 'equazione della
conica nella forma XXy = 0. Anche in questo caso particolare, se 1 e r5 sono le rette proiettive
di equazioni Xy =0 e Xy = 0, si ha che Supp(C) = r1 Urs, con la differenza che qui r1 e ro sono
rette coincidenti.

Conica non degenere Conica semplicemente degenere Conica doppiamente degenere

Teorema 2 (Classificazione delle coniche proiettive reali). Sia C una conica in P?(R). Allora C ¢é pro-
iettivamente equivalente a una delle sequenti coniche proiettive:

(i) X2+ X?2—X2=0 (conica generale, o non degenere, con supporto non vuoto)
(i) X2+ X2+ X2=0 (conica generale, o non degenere, con supporto vuoto)
(i) XZ2—-X?=0 (conica semplicemente degenere con supporto due rette**)
(iv) XZ+X:=0 (conica semplicemente degenere con supporto un punto®®)

(v) Xg=0 (conica doppiamente degenere)

Inoltre, le coniche proiettive da (i) a (v) sono a due a due non proiettivamente equivalents.

Dimostrazione. Sia A la matrice associata a C. Con un ragionamento simile a quello fatto nella dimo-
strazione del teorema 1, dato che A é una matrice simmetrica a coefficienti reali, posso sfruttare ’asserto

24Notare che I’equazione Xg — X2 =0 equivale a (Xo — X1)(Xo + X1) = 0, dunque il supporto di una conica proiettiva
di questo tipo é dato dall’'unione delle due rette di equazione Xg — X1 =0e Xp + X; =0.

25Notare che le soluzioni reali dell’equazione Xg + X12 = 0 sono tutte e sole della forma (0,0,t) al variare del parametro
t € R. Tali soluzioni corrispondono, nel piano proiettivo, al punto [0, 0, 1].
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del teorema di Sylvester per affermare che A é congruente a una matrice B della forma

1 0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 0

o10|, (o1 o, (o=t o, [0 =1 o0 se r(A) = 3
0 0 1 00 -1 0 0 -1 0 0 -1

1 0 0 1 0 O -1 0 0

o10], [o-10], [0 -10 se r(A) = 2
0 00 0 0 0 0 0 0

1 0 0 -1 0 O

0 0 0], 0 00 ser(A)=1
0 00 0 00

Ragionando esattamente come nella dimostrazione del teorema 1 deduco che, se A e B sono congruenti,
allora 3M € GL3(R) | B = "MAM e posso considerare la proiettivita T: P?(R) — P?(R) con matrice
associata M 1. Applicando T si ottiene una conica proiettivamente equivalente, di equazione ‘X BX = 0.
Calcolo esplicitamente ’equazione della conica ottenuta, distinguendo i vari casi.

(i) Ser(A) =3, mi accorgo immediatamente che la prima e la quarta matrice nell’elenco precedente
danno luogo alla stessa equazione, cioé¢ X3 + X7 + X3 = 0. La conica la cui matrice associata &
la seconda nell’elenco ha equazione X2 + X? — X3 = 0, mentre quella che ha per matrice la terza
nell’elenco ha equazione X3 — X7 — X2 = 0. Quest’ultima, tuttavia, ¢ proiettivamente equivalente
alla precedente. Infatti, applicando la proiettivita

X=X,
X=X
X} = X,

Pequazione della conica diventa —X}> — X{* + X}* = 0 e cio¢ X}° + X}* — X3° = 0.

(ii) Ser(A) =2, ci si accorge subito che la prima e la terza matrice nell’elenco danno luogo alla stessa
equazione, cioé X¢ + X? = 0. La conica la cui matrice associata ¢ la seconda nell’elenco, invece,
¢ la conica di equazione Xg — X7 = 0.

(iii)

Se r(A) = 1, le due matrici nell’elenco danno luogo alla stessa conica, di equazione X3 = 0.

Mi sono dunque ridotto a una di queste cinque possibili equazioni:

(v)

X2+X-X3=0
X2+X74+X3=0

X2-X{=0
XZ+X?=0
X¢=0

Le coniche proiettive da (i) a (v) sono a due a due non proiettivamente equivalenti perché hanno ranghi
diversi oppure, se dello stesso rango, perché hanno supporti non proiettivamente equivalenti. Infatti, va
ricordato che non solo il rango, ma anche il supporto di una conica in P?(R) & un’invariante proiettiva
(esempio 2, sezione 3.2). O
Definizione 3. Sia C una conica in A?(K) di equazione

(111X2 -+ 2(112XY + a22Y2 + 2&01X + 2a02Y “+ agg = 0 (19)

con a;; € K e ay1,a12, aze non tutti nulli. Siano inoltre aqg := ao1, azo := ao2, @21 := ai2. La matrice

appo apr ao2
A=|aww a1 a2
a0 Aag21 a22

si dice la matrice associata a C.
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Valgono proprieta analoghe a quelle descritte nel caso proiettivo a eccezione del punto (iv) dell’osser-
vazione 1 e dell’osservazione 2, risultati che verranno qui riformulati per il caso affine.

Osservazione 3. Siano C una conica in A%(K), A la matrice associata a C e sia X = ‘(1 X Y). Si verifica
t~ o~
facilmente che I’equazione di C si puo esprimere nella forma XAX = 0.

Osservazione 4. Sia C una conica in A%(K) e sia A la matrice associata a C. Allora r(A) ¢ invariante per
affinita. In particolare, r(A) =1, 2, 3 & una proprieta affine.

Dimostrazione. Sia T: A?(K) — A%(K) un’affinita. Per il teorema 1 della sezione 1.16, si ha che

r(3) = 5) - ) &

mi1 Mmi2

per una qualche matrice M € GLy(K), M = (m21 m22) e per certi ¢i,ca € K. Se definisco

1 1 1 0 0
/ ~ ~ ~
(if(,> =T <§/(> y X = X s X/ = X' s M = Ci Mi1p Mi2
Y Y’ C2 Ma1 Maz

allora si verifica immediatamente che X’ = MX. Ora osservo che M € GL3(K) perché, sviluppando il
determinante della matrice secondo la prima riga con il metodo di Laplace, si evince che det M = det M
e det M # 0 essendo M € GLy(K). Di conseguenza, vale la relazione X = M ~'X'. Dall’osservazione 3

t ~ ~
segue poi che XAX = 0 & 'equazione di C, perché A é la matrice associata alla conica. Applicando T si
ottiene quindi una conica affinemente equivalente a C, di equazione

t ~

"MXNAMTIX) =0 = X' (MAMHYX =0

Come nel caso proiettivo, dunque, A si trasforma in una matrice congruente perché M1 e GL3(K)
banalmente e matrici congruenti hanno lo stesso rango. Posso quindi concludere, per arbitrarieta di T,
che r(A) ¢ invariante per affinita e da cio segue che r(A) =1, 2, 3 & una proprieta affine. O

Vale quindi ’analogo della definizione 2 nel caso affine.

Definizione 4. Sia C una conica in A?(K) e sia A la matrice associata a C. Il rango di A si dice il rango
di C e si denota r(C). Inoltre, la conica C si dice

(i) mon degenere se r(C) = 3, degenere se r(C) < 3.
(ii) semplicemente degenere se r(C) = 2.
(iii) doppiamente degenere se r(C) = 1.

Per le stesse motivazioni date nel caso proiettivo, la definizione 4 & ben posta e ’essere una conica
non degenere, semplicemente degenere o doppiamente degenere é una proprieta affine.

Definizione 5. Sia C una conica in A%(K) e sia A la matrice associata a C. La matrice

A = air a2
a21  a22
si dice la matrice dei coefficienti dei termini di grado 2 di C.

Osservazione 5. Siano C una conica in A?(K), A la matrice associata a C e sia Ao la matrice dei coefficienti
dei termini di grado 2 di C. Dalle definizioni 3 e 5 segue che Ag gode delle seguenti proprieta:

(i) Ap & una sottomatrice simmetrica di A.
(ii) Ap & una matrice non nulla. In particolare, r(A4g) > 1.

(iii) Ap e definita a meno di un fattore di proporzionalitd non nullo.
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Osservazione 6. Sia C una conica in A?(K) e sia Ag la matrice dei coefficienti dei termini di grado 2 di C.
Allora r(Ap) ¢ invariante per affinita. In particolare, r(A4g) = 1, 2 & una proprieta affine.

Dimostrazione. Sia T: A?>(K) — A?(K) un’affinita. Per il teorema 1 della sezione 1.16, vale la relazio-
ne (20) per una qualche matrice M € GLy(K) e per certi ¢1,co € K. Osservo che T si pud esprimere come
composizione delle affinita 77, T": A%2(K) — A?(K) definite dalle relazioni

X X X X c

’ o " _ 1

r(H)-v @) 3)-6)-6)

Siccome Ag ¢ anche la matrice associata alla forma quadratica a1 X2 4 2a12 XY + a22Y 2, si deduce che
la prima affinita trasforma Ao nella matrice congruente ‘M—1A,M L. Infatti, se pongo

() (). o ()0 ()

perché M € GL2(K). Di conseguenza, l'espressione della forma quadratica diventa

X/
(X'Y") ‘M A M ! (Y)
Matrici congruenti hanno lo stesso rango, percio la prima affinita lascia invariato il rango di Ag. D’altra
parte la seconda affinita, che é una traslazione, non modifica i termini di secondo grado dell’equazione
della conica, pertanto la matrice ‘M ~1 Ao M ! resta immutata. Posso dunque concludere, per arbitrarieta
di T, che r(Ap) ¢ invariante per affinita e da cid segue che r(Ag) = 1, 2 & una proprieta affine. O

Osservazione 7. Sia C una conica in A?(R) e sia Ag la matrice dei coefficienti dei termini di grado 2 di C.
Il segno di det Ay é invariante per affinita. In particolare, det Ay > 0 e det Ay < 0 sono proprieta affini.

Dimostrazione. Sia T': A%>(R) — A?(R) un’affinita. Come si ¢ visto nella dimostrazione dell’osservazio-
ne 6, se si assume la relazione (20) per una qualche matrice M € GLa(R) e per certi ¢1,co € R, allora la
matrice Ay viene trasformata da T nella matrice congruente ‘M ~1AoM~1. Basta quindi osservare che

det (‘M AgM ™) = det ‘M~ det Ag det M ! = (det M )2 det Ao

Poiché (det M~1)2 > 0, il determinante della matrice "M ~1AgM~! ha lo stesso segno del determinante
di Ag. Posso dunque concludere, per arbitrarietd di T, che il segno del determinante di Ag € invariante
per affinita e da cio segue che det Ayg > 0 e det Ag < 0 sono proprieta affini. O

Definizione 6. Sia C una conica in A%(K) e sia Ay la matrice dei coefficienti dei termini di grado 2 di C.
La conica C si dice a centro se r(Ag) = 2, non a centro (o una parabola) se r(Ag) = 1. Inoltre, se K = R,
allora la conica C si dice un’ellisse a centro se det Ag > 0, un’iperbole a centro se det Ay < 0.

Teorema 3 (Classificazione delle coniche affini). Sia C una conica in A%(K). Allora C ¢ affinemente
equivalente a una delle sequenti coniche affini:

(a) K algebricamente chiuso con ch(K) # 2:

(i) X2+Y2-1=0 (conica a centro generale, o non degenere)
(i) X2+Y%2=0 (conica a centro degenere*®)
(ili) Y2-X=0 (parabola generale, o non degenere)
(iv) Y2—-1=0 (parabola degenere)
(v) Y2=0 (conica doppiamente degenere)
(b) K=R:

26Pin precisamente, la conica & semplicemente degenere. Infatti, se A ¢ la matrice associata a C e Ag ¢ la matrice dei
coefficienti dei termini di grado 2 di C, allora r(A) < 3 perché la conica ¢ degenere e r(Ap) = 2 perché la conica & a centro,
dunque r(A) = 2 essendo Ap una sottomatrice di A.
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(i) X24+Y2-1=0 (ellisse generale, o non degenere)
(i) X2+Y2+1=0 (ellisse generale, o non degenere, a punti non reali)
(iii) X*+Y?2=0 (ellisse degenere)
(iv) X2-Y2-1=0 (iperbole generale, o non degenere)
(v) X?2-Y%2=0 (iperbole degenere)
(vi) Y2-X=0 (parabola generale, o non degenere)
(vii) Y?2-1=0 (parabola degenere)
(viii) Y241=0 (parabola degenere a punti non reali)
(ix) Y2=0 (conica doppiamente degenere)

Inoltre, le coniche affini di ciascuno dei gruppi precedenti sono a due a due non affinemente equivalenti.

Dimostrazione. Parte della dimostrazione sara data nei due casi simultaneamente. Suppongo che la co-
nica C abbia equazione (19) e procedo per passi.

Passo I: eliminazione del termine 2a12 XY . Sia Ag la matrice dei coefficienti dei termini di grado 2
di C. Poiché Ay ¢ una matrice simmetrica a coefficienti in un campo K con ch(K) # 2 ¢ possibile trovare,
in virta del teorema 1 della sezione 1.6, una matrice M € GLo(K) tale che 'M Ao M sia diagonale. Quindi,
se T: A’2(K) — A%(K) é I'affinita definita dalla relazione

r(v) - ()

allora, applicando 7" a C, si ottiene una conica affinemente equivalente la cui matrice dei coefficienti dei
termini di grado 2 é diagonale. Posso dunque assumere a12 = 0 e 'equazione di C diventa

a11X2 + G,QQYQ + 2a01X + QGQQY + agp = 0 (21)

Inoltre, osservo che C & una conica a centro se e solo se ajjase # 0.

PAsso II: gestione della parte lineare. Se C é una conica a centro allora, mediante la traslazione®”

ail

Y=Y/ - e

az2

{X:X—%l

lequazione (21) si trasforma nella seguente:

@ _ dby @)
aiil @22

12 12 .
a1 X'+ axY " +cp=0, dove Coo ‘= Ggg —

Se C & una conica non a centro, invece, posso assumere, eventualmente scambiando le variabili X e Y ,28
che a1 = 0 e che agy # 0. In tal caso, la traslazione

X=X
Y=Y
az2
trasforma Pequazione (21) nella seguente:
2 aj
a2Y'" +2a01 X +dyp =0, dove doo := agy — —2
a2

Inoltre, se ag; = 0 ottengo ’equazione
(ngylz +dgo =0 (23)

270gni traslazione & un’affinita (esempio 2, sezione 1.16).
28Scambiare le variabili significa applicare la seguente affinita:

xX=Y
Y =X’
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mentre se ag; 7 0 posso eseguire 'ulteriore traslazione

d
Xl — X// _ ﬁ
Y/ — Y//
ottenendo la nuova equazione
a22Y”2 + 2@01X” =0 (24)

Le coniche affini di equazioni (22), (23) e (24) sono a due a due non affinemente equivalenti perché hanno
ranghi diversi oppure, se dello stesso rango, perché le rispettive matrici dei coefficienti dei termini di
grado massimo hanno ranghi diversi.

PAsso 1I1: normalizzazione dei coefficienti. Qui distinguo il caso K algebricamente chiuso da quello
in cui K = R. Nel primo caso, se C é una conica a centro e quindi ¢ stata trasformata nella conica di
equazione (22), posso assumere cog = 0 oppure coo = —1. Infatti, se ¢op # 0, posso moltiplicare primo e
secondo membro dell’equazione (22) per —%. Ora, ricordando che aj1as2 # 0 perché C é una conica a
centro, posso applicare ’affinita

X/ — X
ail

! _ Y
Y= V22

per ottenere le equazioni
(1) X2+Y2—1:O 86600:—1
i) X%2+Y?2=0 se coo =0

Le coniche affini (i) e (ii) non sono affinemente equivalenti perché hanno ranghi diversi: la prima & una
conica a centro non degenere, la seconda ¢ semplicemente degenere. Se C & una conica non a centro ed €
stata trasformata nella conica di equazione (23), come prima posso assumere dog = 0 oppure dop = —1.
Mediante l’affinita

X' =X
Y/ = Y
a2

ci si riconduce alle equazioni
(iV) Y2 —1=0 se doo =-1
(v) Y2=0 se doo =0

Anche le coniche (iv) e (v) non sono affinemente equivalenti per motivi di rango. La prima, infatti, &
semplicemente degenere, mentre la seconda é doppiamente degenere. Se infine C é stata trasformata nella
conica di equazione (24), allora I'affinita

X" = _ X

2a01

Y = Y

az2

trasforma C nella conica di equazione
(iii) Y2—-X =0

In virtu delle osservazioni fatte in precedenza, le coniche affini da (i) a (v) sono a due a due non affinemente
equivalenti. Nel caso K = R, se C ¢ una conica a centro e quindi ¢ stata trasformata nella conica di

equazione (22), posso supporre che cog = 0 oppure che coo = —1 e applicare l'affinita
r_ X
la1s]
Y/ — Y

con la quale ci si riconduce alle equazioni?’

29Notare che, nel caso a1 < 0, asz > 0 e cop = —1, 'equazione —X2+Y?2—1 = 0 & solo apparentemente non riconducibile
a una delle cinque equazioni della lista. Infatti, basta scambiare le variabili per ottenere I’equazione (iv).
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(i) X?2+Y2-1=0 seaj,axm >0ecyp=—1
(i) X?2+Y2+1=0 seai,am<0ecy=-1
(iii) X2+4+Y2=0 se aj1ag2 >0ecopp=0
(iv) X2-Y?2-1=0 seajazn<0ecy=—1
(v) X?2-Y%2=0 se aji1age < 0ecgy=0

Le coniche (iii) e (v) non sono affinemente equivalenti a nessuna delle altre, perché queste sono coniche
degeneri, mentre le altre sono non degeneri. Le coniche (iii) e (v) non sono nemmeno tra loro affinemente
equivalenti, in quanto la prima ¢ a supporto un punto, mentre la seconda ¢ a supporto due rette. Inoltre,
la conica (iv) non ¢é affinemente equivalente alle coniche (i) e (ii) perché ¢ un’iperbole e non un’ellisse.
Infine, le coniche (i) e (ii) non sono affinemente equivalenti perché la prima ¢ a supporto non vuoto,
mentre la seconda é a supporto vuoto. Posso quindi affermare che le coniche da (i) a (v) sono a due a
due non affinemente equivalenti. Ora se C & una conica non a centro ed ¢é stata trasformata nella conica

di equazione (23) posso supporre, come prima, che dgg = 0 oppure che dpg = —1 e applicare laffinita
{X =X
Yl _ Y
v lazz2|

per ottenere le equazioni

(Vii) Y2—-1=0 se ase > 0e dyy = —1
(Vlll) Y2 +1=0 se age < 0edy=—1
(iX) Y2 =0 se doo =0

Mi accorgo subito che la conica (ix) non é affinemente equivalente alle altre due, perché si tratta di una
conica doppiamente degenere, mentre le coniche (vii) e (viii) sono semplicemente degeneri. D’altra parte,
nemmeno queste ultime sono tra loro affinemente equivalenti per ovvi motivi di incompatibilita tra i
supporti. Infine, se C ¢ stata trasformata nella conica di equazione (24), posso supporre senza perdita di
generalita che age > 0. In questo caso, 'affinita

n_ X
{X ~ 2a0:1
n_ Y
Yi= V@22

trasforma C nella conica di equazione
(vi) Y2-X=0

In virta delle osservazioni fatte in precedenza, posso concludere che le coniche affini da (i) a (ix) sono a
due a due non affinemente equivalenti. O

Teorema 4 (Classificazione delle coniche euclidee). Sia C una conica in E?. Allora C é congruente a una
delle sequenti coniche euclidee:

X2 vy?
(1) el + 2= 1, a>b>0 (ellisse generale, o non degenere)

X? Yy?

(ii) oz + i -1, a>b>0 (ellisse generale, o non degenere, a punti non reali)
X2 Y2

(iii) el + 7= 0, a>b>0 (ellisse degenere)
X2 Y2

(iv) T s 1, a,b>0 (iperbole generale, o non degenere)
X2 y?

(v) P 0, a>b>0 (iperbole degenere)
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(vi) Y?2—-2pX =0, p>0 (parabola generale, o non degenere)
(vii)) Y?-a?=0, a>0 (parabola degenere)
(viii) Y2+4a%=0, a>0 (parabola degenere a punti non reali)
(ix) Y2=0 (conica doppiamente degenere)

Inoltre, le coniche euclidee da (1) a (ix), anche per valori distinti delle coppie ordinate (a,b), dei parametri
p o0 a, sono a due a due non congruenti.

Dimostrazione. Suppongo che la conica C abbia equazione (19). Come nella dimostrazione del teorema 3,
si procede per passi. Tuttavia, si avranno a disposizione solo cambiamenti di coordinate dati da isometrie,
cioé da affinita con matrici associate ortogonali.

Passo I: eliminazione del termine 2a12 XY . Sia Ag la matrice dei coefficienti dei termini di grado 2
di C. Dato che Ag ¢ una matrice simmetrica a coefficienti reali é possibile trovare, in virtu di un corollario
del teorema spettrale (sezione 1.19, corollario 1), una matrice M € O(2) tale che "M AgM sia diagonale.
Quindi, se T: E? — E? ¢é I'isometria definita dalla relazione

() )

allora, applicando T a C, si ottiene una conica congruente la cui matrice dei coefficienti dei termini di
grado 2 ¢ diagonale. Posso dunque assumere a5 = 0 e I’equazione di C diventa

a11X2 + a22Y2 + 2a01 X + 2a92Y +ago =0

PaAsso I1: gestione della parte lineare. Ripetendo parola per parola quanto detto nella dimostrazione
del teorema 3, posso ridurmi a un’equazione della forma

a11X? + a2Y? +cop =0 se ajjagz # 0 (25)
a22Y2 + doo =0 S€ a22 7é 0 (26)
a22Y2 + 2a01 X =0 se ag1a922 7é 0 (27)

Infatti, ogni cambio di coordinate effettuato é una traslazione e ogni traslazione é un’isometria, perché la
matrice associata a una qualsiasi traslazione € la matrice identita. Inoltre, per le stesse motivazioni date
nella dimostrazione del teorema 3, le coniche di equazioni (25), (26) e (27) non possono che essere a due a
due non congruenti. Il terzo passo della dimostrazione del teorema 3, che consiste nella normalizzazione
dei coefficienti, non ha significato nel caso euclideo, perché le trasformazioni utilizzate non sono isometrie.
Dunque, se C ¢ una conica a centro e quindi ¢ stata trasformata nella conica di equazione (25), posso
supporre senza perdita di generalita che ¢y = 0 oppure che cpg = —1. In entrambi i casi, posso definire

1 1
a .= b=

\Y a1 , \/|CL22|

e, cosi facendo, mi riduco a cinque possibili equazioni:

X2 Y2
(1) ¥—|—b—2:1 se ay1,a92 > 0e copg = —1
(ii) f—;Jr};—;:fl se a1, a9 < 0ecopy=—1
(iii) f—; + };—22 =0 se ajiase > 0ecogg =0
(iv) f—; — }bf—; =1 se ajrage < 0ecgp=—1
(v) f—;—i—;:o se aj1ag2 < 0ecyp=0
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Nei casi (i), (ii), (iii) e (v) posso sempre assumere, salvo scambiare fra loro le variabili, che a > b. Inoltre,
per ragioni analoghe a quelle descritte nella dimostrazione del teorema 3, le coniche euclidee da (i) a (v)
sono a due a due non congruenti. Ora se C ¢ una conica non a centro ed ¢é stata trasformata nella conica
di equazione (26), posso assumere doy = 0 oppure dgg = —1. Definisco

1

V lazz|

a =

e riconduco 'equazione di C a una delle seguenti:

(vii) Y2-a?2=0 se agg > 0 e dgy = —1
(viii) Y2+4a2=0 se age < 0edy =—1
(iX) Y2 =0 se doo =0

Anche in questo caso, le coniche (vii), (viii) e (ix) sono a due a due non congruenti per quanto gia spiegato
nella dimostrazione del teorema 3. Infine, se C ¢& stata trasformata nella conica di equazione (27), allora
posso supporre senza perdita di generalita che aze > 0. Se definisco

ao1

B a22
ottengo quindi ’equazione
(vi) Y2—-2pX =0

Inoltre si pud sempre assumere, applicando eventualmente 1’isometria

X =-X
Y=Y
che ap; < 0 e quindi che p > 0. In virta delle osservazioni fatte in precedenza, le coniche euclidee da (i)
a (ix) sono a due a due non congruenti. Resta da dimostrare che coniche euclidee della stessa tipologia,
per valori distinti delle coppie ordinate (a, b), dei parametri p o a, sono a due a due non congruenti. Qui
si procede per contrapposizione logica. Siano dunque
X2 y? X2 y?
2t ate=

due ellissi non degeneri C e D, per certi a > b > 0, ¢ > d > 0. Siano inoltre

1 1
= 0 = 0
Ag = [ @ By:=|~¢
0 (0 ;}2)7 0 (0 d12>

le matrici dei coeflicienti dei termini di grado 2 di C e D rispettivamente. Perché C e D siano congruenti,
deve esistere un’isometria T: E? — [E? tale che T'(C) = D. Per il teorema 1 della sezione 1.16, I'isometria T
soddisfa la relazione (20) per una qualche matrice M € O(2) e per certi ¢, ca € R. Di conseguenza, vale

1

che By = ‘M “1AgM~1 per quanto visto nella dimostrazione dell’osservazione 6 ma, essendo M € O(2),
si ha anche che By = M AgM !, il che significa che le matrici Ay e By sono simili e quindi devono avere,
in particolare, gli stessi autovalori. Dal momento che Ay e By sono diagonali e ricordando che le coppie
(a,b) e (¢, d) sono ordinate, 'unica possibilita affinché Ay e By possiedano gli stessi autovalori é che valga
Ap = By, cioé a = c e b= d. Lo stesso ragionamento si applica ai casi da (ii) a (v). Siano invece

Y2 —2pX =0, Y2 -2gX =0

due parabole non degeneri C e D, per certi p,q > 0. Se C e D sono congruenti, allora esiste un’isometria

T: E? — E? tale che T(C) = D. Come prima, dal teorema 1 della sezione 1.16 segue che T soddisfa la

relazione (20) per una qualche matrice M € O(2), M = (1! 12 ) e per certi ¢1,c2 € R. Attribuendo le

variabili con apici alla conica C e applicando T a C, cioé facendo il cambio di coordinate
X = X’ Y’

{ muA° +mil " +cr (28)

Y = m21X’ + mQQY/ + co
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si dovra ottenere I’equazione di D. Imponendo queste condizioni, si deduce che

4 Jc
— p p
M (0 j:l)

Osservo che il determinante di M deve necessariamente valere 1 oppure —1 perché M € O(2) e, ricordando
che p,q > 0 per ipotesi, si ricava quindi che p = ¢. Siano infine

Y? —a?, Y? — b2

due parabole degeneri C e D, per certi a,b > 0. Ripercorrendo un ragionamento analogo a quello seguito
nel caso precedente, se C e D sono congruenti allora, applicando un’opportuna isometria 7: E? — E? alla
conica C, isometria riconducibile, come si ¢ visto, al cambio di coordinate (28), si deve ottenere I’equazione
di D. Imponendo queste condizioni, si ottiene che a? = b? e, ricordando che a, b > 0, si puo affermare che
a = b. Naturalmente, lo stesso ragionamento si applica al caso (viii), mentre il caso (ix) non va discusso
perché I’equazione della conica doppiamente degenere non dipende da nessun parametro. Concludo che
le coniche euclidee da (i) a (ix), anche per valori distinti delle coppie ordinate (a, b), dei parametri p o a,
sono a due a due non congruenti. O

3.5 Coordinate pliickeriane e centri di simmetria

Definizione 1. Siano P,Q € P3, P # Q, P = P[xg, 1, T2, T3], Q = Q[Y0, Y1, Y2, ¥3] € sia

per ogni 0 < i < j < 3. Le coordinate omogenee del punto [po1,Po2, Po3, P12, P13, P23] € P° si dicono le
coordinate pliickeriane della retta L(pP, Q).

La definizione 1 & ben posta, perché non dipende né dalla scelta dei punti P e Q né dalla scelta delle
loro coordinate omogenee. Infatti, se le coordinate omogenee di P o di Q vengono moltiplicate per un
fattore di proporzionalitd o € K*, allora le coordinate pliickeriane della retta L(P, Q) vengono anch’esse
moltiplicate per lo stesso fattore e quindi il punto di P® che esse definiscono non cambia. Se poi il punto
P viene sostituito da un altro punto P’ € L(P,Q), P’ # Q, P’ = P'[x{, x], x5, %], allora esistono A, p € K*
tali che x} = Ax; + py; per ogni 0 < ¢ < 3. Di conseguenza, le nuove coordinate pliickeriane sono date da

/ /

A ziy; — ahyi = Ay + pyi)y; — (Azj + py)yi = Meay; — ©59:) = Apij
i j

r_
Pi; =

Similmente si procede se Q ¢ sostituito da un altro punto Q' € L(P,Q), Q" # P.

OSS@’/'UCI,ZZ'O’N,E 1. Siano P,Q € ]P)37 P # Q, P = P[$07.’171,"E2, "E3}, Q= Q[y07y17y27y3] e siano Po1, P02, P03, P12,
P13, P23 le coordinate pliickeriane della retta L(P, Q). Allora vale I'identita pg1pas + po2pis + pospiz = 0.

Dimostrazione. Basta osservare che il primo membro é il determinante della matrice

To X1 T2 T3
Yo Y1 Y2 Y3
o T1 T2 T3
Yo Y1 Y2 Y3

sviluppato secondo la prima riga con il metodo di Laplace. Ovviamente, il determinante ¢ nullo perché
tale matrice ha due righe uguali. O

Definizione 2. La quadrica di Klein é la quadrica di P? di equazione

X;

X01X23 - X02X13 + X03X12 = O7 dove Xi' — J
Yo,

perogni 0<i<j<3
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Osservazione 2. Dall’osservazione 1 segue che ogni punto di P° le cui coordinate omogenee sono le
coordinate pliickeriane di una retta in P? appartiene alla quadrica di Klein. Si dimostra che vale anche
il viceversa, cioé che ogni punto appartenente alla quadrica di Klein proviene da una e una sola retta
di P3. Piu precisamente, se xo # 0, il punto [zg,x1, T2, T3, 74, 75] € P® corrisponde alla retta passante
per i punti P,Q € P?, P = P[0, 29, 71, 72|, Q = Q[~0,0, 73, 74).

Osservazione 3. Siano r,7 € P3 due rette non parallele aventi coordinate pliickeriane I, m,n, L, M, N e
U',m',n',L',M' N’ rispettivamente. Si dimostra che

[{{L'+ LI — (mM' + Mm/') + nN' + Nn/|

CEE

Definizione 3. Sia A uno spazio affine e sia ¢ € A. La simmetria di A di centro ¢ & applicazione

d(r,r") =

2 2

[ m
U m

[ n
l’ n'

oc: A — A
P — Q| CP=QC

La definizione 3 ¢ ben posta perché 'applicazione o ¢ ben definita. Infatti, se A & uno spazio affine
su V, dal primo assioma degli spazi affini segue che, una volta fissati il vettore CP € V e il punto ¢ € A,
esiste un unico punto Q € A tale che CP = QC.

Osservazione 4. Sia A uno spazio affine su V e sia ¢ € A. Si dimostra facilmente che la simmetria di A
di centro ¢ & un’affinita di A con isomorfismo associato —idy .

Osservazione 5. Siano A uno spazio affine, {0,e1,...,e,} un sistema di riferimento affine su A e sia
ce A c=c(e,...,cn). Siverifica facilmente che, per ogni P € A, P = P(x1,...,x,), vale la relazione
0c(P) = 06(P)(2¢1 — @1, ... ,2¢, — xy)

Definizione 4. Sia ¢ € A%(K). Una curva algebrica C in A?(K) si dice simmetrica rispetto a C e, in tal
caso, C si dice il centro di simmetria di C, se 0.(C) =C.

Osservazione 6. Sia ¢ € A%(K), ¢ = C(zg,y0). Si dimostra che una curva algebrica C in A%(K) di equa-
zione f(X,Y) =0 é simmetrica rispetto a C se e solo se f(2zg — X,2yo —Y) = 0 & un’equazione di C.

Definizione 5. Sia r C E? una retta. Una curva algebrica C in E? si dice simmetrica rispetto a r e, in
tal caso, 7 si dice 'asse di simmetria di C, se p,(C) = C.3°

Osservazione 7. Sia r C E? una retta e sia aX + bY + ¢ = 0 un’equazione di r tale che a® + b* = 1. Sia
inoltre C una curva algebrica in E? di equazione f(X,Y) = 0. Allora C & simmetrica rispetto a r se e solo
se f((1—2a*)X —2abY —2ac, —2abX + (1 —2b*)Y —2bc) = 0. In particolare, se r ¢ la retta di equazione
X =0 [risp. Y = 0], allora C ¢ simmetrica rispetto a r se e solo se f(—X,Y) =0 [risp. f(X,-Y)=0].

301 applicazione py ¢ la riflessione definita da r (sezione 1.17, definizione 9).
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