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1 Integrale di Riemann in R"

1.1 Concetti di base

Definizione 1.1. Il prodotto cartesiano di n intervalli Iy, ..., I,, C R si dice un rettangolo di R™. Inoltre,
un rettangolo E = I x --- x I, di R" si dice degenere se I; ¢ degenere per qualche 1 < ¢ < n. Infine, un
rettangolo standard di R™ & un rettangolo chiuso, limitato e non degenere, cioé un insieme della forma

E:=la1,b1] X -+ X [an,by], con —oo<a;<b <400

Esempio 1.1. I seguenti insiemi sono esempi in R? di rettangolo non chiuso e non limitato, di rettangolo
degenere e di rettangolo standard rispettivamente:

[—7, ) x 1+oo): YER® | -r<z<my>-1}
[ {3} := { y)eR* | 0<z<1,y=3}
[0,1]% := [0, 0,1] := y)ER® | 0<a,y<1}

Definizione 1.2. Sia F = I} x --- X I, un rettangolo limitato di R™. Il prodotto delle lunghezze degli
intervalli Iy,..., I, si dice la misura (n-dimensionale) di E. In altre parole, se a; < b; sono gli estremi
dell’intervallo I; per ogni 1 < i < n, la misura di F ¢ il numero reale mis F := (by — ay) - -- (b, — apn).

Definizione 1.3. Sia E = [a1,b1] X -+ X [an, by] un rettangolo standard di R™. Una partizione di E &
una n-upla P := (P,..., P,) tale che P; sia una collezione finita di punti distinti di [a;, b;] contenente gli
estremi a; e b; per ogni 1 < i < n, cioé

Pi={&) =ai<g? <o <€) =bi} ()

Definizione 1.4. Sia E C R™ un rettangolo standard e sia P = (P, ..., P,) una partizione di £. Un
rettangolo di P € un rettangolo chiuso di R™ ottenuto come prodotto cartesiano di intervalli I,..., I, CR
tali che gli estremi di I; siano due punti consecutivi di P; per ogni 1 < i < n. In altre parole, se si assume
la condizione (1) i rettangoli di P sono, al variare degli indici 1 < j; < Ny,...,1<j, < N, gli Ny---N,
rettangoli standard di R™ della forma

. . (1) (1) (n) (n)
R; = R, . j,) = [£j1—17£j1 ] x- [gyn—lvfjn ]
L’insieme dei rettangoli di una partizione P del rettangolo E si denota R(P).

Definizione 1.5. Sia £ C R" un rettangolo standard e sia P una partizione di E. Una famiglia 7€(P)
di rettangoli di R”™ a due a due disgiunti si dice un ricoprimento disgiunto di E se R € R(P) per ogni
R e R(P) e se Up.ppy R = E. Inoltre, se si assume la condizione (1), I'insieme R(P) = {R;} con

(1 1 n n
Ry =g e) s ox gl el
dove I'intervallo [Ej(»j)_l, 553)) viene sostituito con | J(\Z;z_l, %)] per ogni indice 1 < i < n tale che j; = N, si
dice il ricoprimento standard di E.

Osservazione 1.1. Sia E C R™ un rettangolo standard e sia P una partizione di E. Si pud dimostrare che
> misR=misE
ReR(P)

Definizione 1.6. Sia A C R™ un insieme non vuoto. Il diametro di A (rispetto alla norma euclidea) ¢ la
quantita diam A := sup, ,c4llz — y||. Siano ora £ C R™ un rettangolo standard, P una partizione di E.
Il diametro di P ¢ la quantita diam P := supcgpy diam R.

Definizione 1.7. Sia E C R™ un rettangolo standard e siano P = (Py,...,P,), P’ = (P{,..., P)) due
partizioni di E. Si dice che P’ & un raffinamento di P e si denota P C P’ se P, C P! per ogni 1 <1i <n.



Osservazione 1.2. Sia E C R™ un rettangolo standard e siano P, P’ due partizioni di E tali che P C P'.
Dalla definizione 1.7 segue immediatamente che ogni rettangolo R’ di P’ & interamente contenuto in un
rettangolo R di P e ogni rettangolo R di P ¢ dato dall’unione di tutti i rettangoli di P’ contenuti in R.
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Definizione 1.8. Sia F C R™ un rettangolo standard e siano P’ = (P{,..., P)), P”" = (P/,..., P/) due
partizioni di E. La partizione P = (P, ..., P,) tale che P, = P/ U P/ per ogni 1 < i < n viene detta la
partizione unione di P' e P e si denota P’ U P”.

Osservazione 1.3. Sia E C R™ un rettangolo standard e siano P’ = (Py,..., P)), P" = (P{,...,P/) due
partizioni di E. Dalla definizione 1.7 segue banalmente che P’ C P'UP" e P”" C P'UP".

Definizione 1.9. Siano F C R" un rettangolo standard, P una partizione di E, f: E — R una funzione
limitata. Si dicono rispettivamente somma inferiore e somma superiore di f su E rispetto a P le quantita

Sp(f.P)= ) (inf f(z))misR
ReR(P)

Se(f,P):= Z (sup f(x)) mis R
Rer(P) TR

Osservazione 1.4. Siano E C R™ un rettangolo standard, P, P’ due partizioni di F tali che P C P’ e sia
f: E — R una funzione limitata. Dall’osservazione 1.1 segue immediatamente che

T reE

In particolare, I'insieme delle somme inferiori di f su E é limitato superiormente da una qualsiasi somma
superiore di f su E, mentre 'insieme delle somme superiori di f su E é limitato inferiormente da una
qualunque somma inferiore di f su F.



Definizione 1.10. Sia £ C R™ un rettangolo standard e sia f: F — R una funzione limitata. Si dicono
rispettivamente integrale inferiore e integrale superiore di Riemann di f su E i numeri reali

op(f) = sup dvEﬁE(f, P)
partizione di
ge(f) = inf Se(f,P)

P partizione di E

La definizione 1.10 ¢é ben posta in virtu dell’osservazione 1.4.
Osservazione 1.5. Sia E C R™ un rettangolo standard e sia f: E — R una funzione limitata. Si ricava
facilmente dall’osservazione 1.4 che —oco < gp(f) <Tr(f) < +oo.

Definizione 1.11. Sia £ C R™ un rettangolo standard e sia f: ' — R una funzione limitata. Si dice che
f & integrabile secondo Riemann su E se cg(f) = g(f). In caso affermativo, tale valore comune viene
chiamato I'integrale di Riemann di f su E e si denota [, f, [}, f(x)dx oppure [}, f(x)dz - - dzy,.

Esempio 1.2. Sia E = [0,1]? un rettangolo standard di R%. La funzione f: E — R definita da

1 sexz;€Q
f(x)_{o sex; ¢ Q

non ¢ integrabile secondo Riemann su E. Infatti, scelta una partizione P di F arbitrariamente fine, varra
che inf e f(x) =0, sup,cp f(z) = 1 per ogni R € R(P) per densita di Q in R e di conseguenza, in virtl
dell’osservazione 1.1, si ha la relazione

Sp(f,P)= > 0-misR=0#1=misE= Y misR=_Sx(f,P)
ReR(P) ReR(P)

Definizione 1.12. Siano A C R™ un insieme, f: A — R una funzione e sia B C R™ un insieme tale che
AN B # @. Sidice oscillazione di f su B la quantita

osc(f,B) = sup fle) = inf f(z)

Osservazione 1.6. Siano A C R™ un insieme, f: A — R una funzione e sia B C R™ un insieme tale che
ANB # 2. Allora osc(f, B) = sup, yeanplf(x) — f(y)|.

Proposizione 1.1. Sia E C R" un rettangolo standard e sia f: E — R una funzione limitata. Allora f €
integrabile su E se e solo se vale la sequente condizione:

Ve >0 3P partizione di E ‘ Se(f,P)—Sg(f,P)= Z osc(f, R)mis(R) < €
ReR(P)

1.2 La misura degli insiemi

Definizione 1.13. Sia A C R™ un insieme non vuoto. Si dice la funzione caratteristica di A (o funzione
indicatrice di A) la funzione x 4: R™ — R definita dalla relazione

(2) 1 sexeA
) =
Xa 0 sex¢ A

Osservazione 1.7. Siano E C R™ un rettangolo standard, P una partizione di F e sia B C F un insieme.
La funzione caratteristica di B é limitata, dunque le somme inferiore e superiore di x 5 su E rispetto alla
partizione P sono ben definite e inoltre si verifica facilmente che valgono le seguenti identita:

Sg(xg, P)= Z (irellf{XB(ac))misR: Z mis R

ReR(P) ReR(P)
RCB

Se(xp:P)= Y, (supxp(@)misR= >  misR
Rer(P) *<H RER(P)
RNBAD



Definizione 1.14. Sia E C R" un rettangolo standard e sia B C E un insieme. Si dicono, rispettiva-
mente, la misura interna e la misura esterna secondo Peano-Jordan di B le quantita

misint B := og(xp)

misest B :=7g(xg)

La definizione 1.14 é ben posta perché, essendo la funzione caratteristica di B limitata, gli integrali
inferiore e superiore di x g su £ sono ben definiti.

Osservazione 1.8. Sia E C R™ un rettangolo standard e sia B C F un insieme. Si ricava facilmente dalle
osservazioni 1.1 e 1.5 che 0 < misint B < misest B < mis F.

Definizione 1.15. Sia £ C R" un rettangolo standard. Un insieme B C F si dice misurabile secondo
Peano-Jordan se misint B = mis est B oppure, equivalentemente, se la funzione x g € integrabile su F. In
caso affermativo tale valore comune, cioé f £ Xp» st dice la misura di Peano-Jordan di B e si denota mis B.

Osservazione 1.9. Sia E C R™ un rettangolo standard e sia B C F un insieme. Dalla definizione 1.15,
dalla proposizione 1.1 e dall’osservazione 1.7 segue immediatamente che B & misurabile se e solo se

Ve >0 3 P partizione di E > mis R < & (2)

ReR(P)
RNB#@ e R¢B

Esempio 1.3. Sia £ C R™ un rettangolo standard. Generalizzando ’esempio 1.2 si ricava facilmente che
Iinsieme Q™ N E non é misurabile, in quanto la funzione caratteristica di Q™ non ¢é integrabile su E.

Esempio 1.4. Si considerino le seguenti figure

02 01

Fissato € > 0 arbitrariamente piccolo, dimostro che i due insiemi rappresentati sono misurabili. La prima
figura é costituita da una serie infinita di rettangoli tale che, a partire dal rettangolo di base, le lunghezze
del rettangolo successivo vengano dimezzate a ogni passo. Suppongo che il primo rettangolo abbia per
base I'intervallo [—1,1] e altezza di lunghezza 1. L’altezza complessiva della figura é data da'

S () ==

1
k=0 2

1Si ricorda che, per ogni 2 € R, la serie ZZ:O% z¥, detta la serie geometrica di ragione x, soddisfa le seguenti proprieta:

n ety 21 oo —liz se |z] < 1 (la serie converge)
Z k= 1—11 L Z F={ 100 sex >1 (la serie diverge)
k=0 n+ ser= k=0 ! se z < —1 (la serie & irregolare)



Ora osservo che, nella figura, la parte sovrastante il rettangolo di base 2% e altezza 271 ¢ interamente
contenuta in un rettangolo di base 27 e altezza 2 — 20 — 21 —... —27%k=1 Per un qualche valore h € N
sufficientemente grande, 'area di tale rettangolo € piu piccola di . Ma allora basta definire

Pri={-20<-21<...c2coh o 27 <20}
Pyi={0<20 <2042 <2042t 42t < < T2k < 2)

Infatti, la partizione P := (P;, Py) di E ¢é tale che valga la relazione (2). La seconda figura & costituita,
invece, da una progressione infinita di croci tale che, a partire dalla croce principale, le lunghezze della
croce successiva si riducano di un terzo a ogni passo. In questo caso bisogna osservare che al passo 1 del
procedimento iterativo le zone non occupate dalla figura sono i quattro quadrati negli angoli di lato %, al
passo 2 sono sedici quadrati di lato % e cosi via. In generale, al passo k la zona non occupata dalla figura
ha area (%)k e quindi, per un qualche valore h € N sufficientemente grande, tale valore é pii piccolo di €.
A questo punto basta definire in modo opportuno P; e P, per ottenere una partizione P := (Py, Py) di
E che verifica la condizione (2).

Osservazione 1.10. Sia I = [a,b] un intervallo di R e sia f: I — R una funzione integrabile su I. Allora
linsieme B :={ (z,y) € R? | a <2 <b,0<y < f(x)} & misurabile.

[

Dimostrazione. Innanzitutto, osservo che f € limitata su I perché integrabile per ipotesi. Definisco quindi
M = sup,.; f(z) e considero il rettangolo standard E := I x [0, M] di R?. Dall’ipotesi di integrabilita
di f su I segue che, fissato € > 0, esiste una partizione P; di I tale che S;(f, P) — S;(f, P) < e. Posso
ovviamente supporre che Py ={{y =a <& <--- <Env =0} Pongo I; :=[§;_1,&] perognil < j < N
e definisco
Py i={ inf f(a), sup f(z) [ 1<7< N}
J

xzel;

Ma allora, ricordando la definizione di misura di un rettangolo (definizione 1.2), si pud concludere che B
¢ un insieme misurabile perché la partizione P := (P;, P») di E soddisfa la relazione

> misR= Y (sup f(z) - inff(x))(fj—§j—1)=§I(f,P)—§1(f7P)<€ 0
ReR(P) 1<j<N @€l T
RNB#@ ¢ R¢B

Definizione 1.16. Sia £ C R” un rettangolo standard e sia B C F un insieme. Una funzione f: E — R
si dice integrabile secondo Riemann su B se la funzione fx ¢ integrabile secondo Riemann su E. In tal
caso, integrale di Riemann di f su B é I'integrale di Riemann di fyg su E, cioé fB f= fE fxg-

Definizione 1.17. Siano £ C R” un rettangolo standard, P una partizione di E e sia B C E un insieme.
Una scelta di punti di B associati alla partizione P é un insieme della forma

Q:={zr e RNB | ReR(P))



Inoltre, data una funzione limitata f: F — R, si dice la somma parziale di Riemann di f su B relativa
alla partizione P e alla scelta di punti () il numero reale

Sp(f,P.Q):= Y flzr)misR

ReR(P)

Proposizione 1.2. Sia E C R™ un rettangolo standard e sia B C E un insieme. Allora, se f: E — R ¢
una funzione integrabile secondo Riemann su B, vale che

Ve>0 3P partizione di E ‘ ‘/ f(z)dx — Sp(f, P,Q)‘ <e VY Q scelta di punti di B relativa o P
B

Proposizione 1.3. Siano E C R™ un rettangolo standard e siano f,g: E — R due funzioni.

(i) Se f,g sono integrabili su E, allora Va,b € R la funzione af + bg & integrabile su E e vale che

/E(af+bg)=a/Ef+b/Eg

(ii) Se f,g sono integrabili su E, allora la funzione fg e integrabile su E.
(iii) Se f é una funzione non negativa e integrabile su E, allora fE f>0.

(v)  La funzione f ¢ integrabile su E se e solo se® fi e f_ sono integrabili su E.

)
)
(iv) Se f,g sono integrabili su E e f > g, allora [, f > [ 9.
)
) Se f & integrabile su E, allora |f| ¢ integrabile su E e | [, f| < [LIf].

(vi

Osservazione 1.11. Siano F C R™ un rettangolo standard, B C E un insieme misurabile e sia f: £ — R
una funzione. Dalla proposizione 1.3-(ii) e dalla definizione 1.15 segue immediatamente che f ¢ integrabile
secondo Riemann su B se f ¢ integrabile secondo Riemann su F.

Proposizione 1.4. Sia E C R" un rettangolo standard e siano A, B C E insiemi misurabili.
(i) Gli insiemi AN B e AU B sono misurabili.
) mis(AUB) <mis A+ misB e inoltre, se mis(AN B) =0, allora mis(A U B) = mis A 4+ mis B.
(iii) Se A C B, allora mis(B\ A) = mis B — mis A.
)

Se f: E — R & una funzione integrabile secondo Riemann su A e su B, allora f ¢ integrabile anche
su AU B e inoltre, se mis(ANB) =0, allora [, o f= [,f+ [5f

Osservazione 1.12. Sia E C R™ un rettangolo standard e sia { 4;} una collezione arbitraria, indicizzata su
un insieme I, di sottoinsiemi misurabili di £. Allora non ¢ detto che | J,.; A; sia un insieme misurabile,
come mostra il seguente controesempio. Dalla numerabilitd dei numeri razionali segue che posso definire
A; :={q¢;} con ¢; € Q" N E al variare dell’indice i € N. Evidentemente A; é misurabile per ogni i € N, ma
U;en 4i = Q" N E non ¢ un insieme misurabile come si & visto nell’esempio 1.3.

Definizione 1.18. Sia F C R" un rettangolo standard. [{n insoieme R C FE si dice elementare se esistono
rettangoli chiusi Ry,..., R, C E taliche |J._, Ri =Re R, NR; =@ perogni 1 <i#j<n.

Osservazione 1.13. Sia F C R™ un rettangolo standard e sia P una partizione di F. Dalla definizone 1.18
segue facilmente che I'unione di una qualsiasi sottofamiglia di rettangoli in R(P) & un insieme elementare.

Proposizione 1.5. Sia E C R" un rettangolo standard e sia B C E un insieme.

2Data una funzione f: A C R” — R si dicono, rispettivamente, parte positiva e parte negativa di f le funzioni
f+(@) = max{f(z),0}, f-(z) = —min{f(z),0} = max{~f(x),0}

Si noti che fy e f— sono ambedue funzioni non negative e che f = f4 — f_ mentre |f| = f+ + f—.



(i) L’insieme B é misurabile se e solo se

Ve>0 3A,CCFE insiemi misurabili } ACBCC e misC—misd<e

(ii) L’insieme B & misurabile se e solo se

Ve>0 JA,C CFE insiemi elementari ’ ACBCC(C e misC—misA<e¢

(iii) Se misest B =0, allora B ¢ misurabile e mis B = 0.
Proposizione 1.6. Sia E C R" un rettangolo standard e sia B C E un insieme.
(i) Se B ¢ misurabile, allora lo sono anche B, é, OB e inoltre mis B = mis B = mis B.
(ii) L’insieme B & misurabile se e solo se B & limitato, OB & misurabile e mis 0B = 0.

Definizione 1.19. Siano £ C R™ un rettangolo standard, P una partizione di E, ﬁ(P) un ricoprimento
disgiunto di F e sia {cg} una collezione di numeri reali. Una funzione a scalini é una funzione s: £ — R

definita dalla relazione
s()= Y crxp() (3)
ReR(P)

Proposizione 1.7. Siano E C R™ un rettangolo standard, P una partizione di E, ﬁ(P) un ricoprimento
disgiunto di E, {cr} una collezione di numeri reali e sia s: E — R la funzione a scalini definita dalla
relazione (3). Valgono le sequenti affermazioni.

(i) La funzione s & integrabile e [, s = ZReﬁ(P) crmis R.

(ii) Una funzione f: E — R & integrabile su E se e solo se

Ve>0 dsy1,89: E— R funzioni a scalini s1< f<sq € /(52—51)<5
E

Inoltre, tali funzioni possono essere espresse in termini dello stesso ricoprimento disgiunto di E.

1.3 Integrali iterati

Il seguente risultato, di fondamentale importanza nella pratica, permette, sotto opportune ipotesi sul do-
minio di integrazione, di ridurre il calcolo dell’integrale di una funzione di n variabili al calcolo successivo
di un integrale unidimensionale e dell’integrale di una funzione di n — 1 variabili.

Teorema 1.1 (di Fubini). Sianon > 2, E C R un rettangolo standard, A C E un insieme e siano
a,B: E — R due funzioni integrabili su A tali che a(x) < B(x) per ogni x € A. Definisco

B:={(z,y) e AxR | afz) <y < B(x) } (4)

Siano inoltre a = infea a(x), b = sup,4 B(x), I = [a,b] un intervallo di R e sia infine E' = E x I un
rettangolo standard di R™. Allora valgono le sequenti affermazioni.

(i) L’insieme B ¢ misurabile e mis B = [, (8(z) — a(x)) dz.

(i) Se f: E' — R ¢ una funzione integrabile su B e la funzione y € I — f(x,y) € R ¢& integrabile su
a(z), B(x)] per ogni x € A, allora la funzione g: E — efinita dalla relazione
gni € A, allora | one g: E — R definita dalla relazi

B(x)
g(ﬂv)=/( ) f(z,y)dy

¢ integrabile su A e inoltre

L= L L )



Definizione 1.20. Siano n > 2, F C R* ! un rettangolo standard, A C F un insieme, «, 3: E — R due
funzioni integrabili su A tali che a(z) < B(z) per ogni x € A. Un insieme B C R™ della forma (4) si dice
un dominio normale rispetto all’asse delle y.

Le seguenti osservazioni mostrano che le ipotesi del teorema di Fubini non possono essere indebolite.

Osservazione 1.14. Nel punto (ii) del teorema di Fubini I'ipotesi che la funzione y € I — f(z,y) € R sia
integrabile su [a(x), B(z)] per ogni x € A non puo essere rimossa, come mostra il seguente controesempio.
Definisco E := 1 :=[0,1], E' :== E x I, B := E’ e considero la funzione f: E' — R definita dalla relazione

1

1 sexz%ey@é@oppuresex;é%
fla,y) =
0 sex=35eyecQ

02

Fissato e > 0 arbitrariamente piccolo, definisco P; := { 0< % -5< % +5<1 }, P, :={0< 1} epongo
P := (Py, P,). Si verifica facilmente che Sg/(f, P) — Sp/(f, P) = § < €. Posso dunque affermare che f ¢
integrabile su B per la proposizione 1.1. Tuttavia, con un ragionamento del tutto analogo a quello visto
nell’esempio 1.2 si dimostra che per x = % la funzione y € I — f(z,y) € R non ¢ integrabile su nessun
intervallo contenuto in 1.

Osservazione 1.15. Nel punto (ii) del teorema di Fubini, anche assumendo I'integrabilita della funzione g
su A, l'ipotesi che f sia integrabile su B non pud essere rimossa, come mostra il seguente controesempio.
Definisco E :=1:=[0,1], ' :== E x I, B := FE’ e considero la funzione f: E' — R definita dalla relazione

)1 sexzdQ
f<m7y)_{2y sexe€Q

La funzione y € I — f(z,y) € R coincide o con la funzione costante di valore 1 o con la funzione 2y, che
sono entrambe integrabili sull'intervallo I. Osservo inoltre che, comunque fissato x € E, vale la relazione

/Olf(x,y)d

Di conseguenza, si ottiene anche che la funzione g: £ — R definita dalla relazione g( )
su A. Tuttavia, f non ¢ integrabile su E’ in quanto si dimostra che o, (f) = 2 75 5=

=1 ¢ integrabile
ow(f):

Esempio 1.5. In virtii del teorema di Fubini & possibile calcolare ’area di un cerchio in R? e il volume di
una sfera in R?. Ovviamente posso assumere, per semplicita, che tali figure geometriche abbiano centro



nell’origine. Fissato r > 0, basta dunque calcolare i seguenti integrali:

r Vr2—z? r r 5
/ dxdy:/ </ dy)dx:4/ \/Tz—xQdmzélr/ \/1—<§> dz
z24y?<r? —r \J —rZ—22 0 0 T

! 2 21 2
:47«2/ \/1—t2dt:4r2/ c0829d9:4r2/ 140520 49
0 0 0

2

3 3
2r? / df + r? / 2c0s20d0 = 7 + r?sinmw = 712 (5)
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1.4 Cambiamenti di coordinate nell’integrazione

Proposizione 1.8. Sia E C R™ un rettangolo standard e sia F: E — R™ una funzione uniformemente
lipschitziana con costante di Lipschitz L > 0 rispetto alla norma co. Valgono le sequenti affermazions.

(i) Se B C E ¢ un insieme misurabile, allora® misest,, F(B) < L™ mis,, B.
(i) Se Q C E & un insieme tale che mis,, Q = 0, allora mis,, F'(Q) = 0.
(ili) Se B C E ¢ un insieme misurabile e m > n, allora mis,, F'(B) = 0.

Osservazione 1.16. I punti (ii) e (iii) della proposizione 1.8 non valgono, in generale, se non si assume che
F sia una funzione uniformemente lipschitziana. E possibile dimostrare, infatti, che esiste una funzione
continua ¢: [0,1] — R2, detta curva di Peano, tale che ([0,1]) = [0,1]%. Ora se I := [0,1] x {0} denota
il segmento unitario immerso in R? e se f: I — R? ¢ la funzione definita da f(z,y) = (x), allora si ha
che misy I = 0 ma misy f(I) = mis, [0,1]? = 1.

Proposizione 1.9. Siano E C R™ un rettangolo standard, B C E un insieme misurabile, xo € R" e sia
7: R® — R™ la traslazione data dalla condizione 7(x) = x + xg. Allora 7(B) & misurabile e, se f: E — R
¢ una funzione integrabile su 7(B), allora f o1 & integrabile su B e vale che

[Ty /B (f o7)(z)dz

In particolare, prendendo f uguale alla funzione costante di valore 1, si ricava che mis7(B) = mis B.

Proposizione 1.10. Siano E C R™ un rettangolo standard, B C E un insieme, L € M, (R) una matrice
diagonale e sia g: R™ — R™ la funzione definita dalla condizione g(x) = Lx. Se f: E — R ¢ una funzione
integrabile su g(B), allora f o g ¢é integrabile su B e vale che

f(y)dy = det I / (f 0 g)(x) dz (7)
g(B) B

3Utilizzo i pedici per distinguere le misure n-dimensionali da quelle m-dimensionali.




Dimostrazione. Sia P una partizione di E. Per ipotesi L & una matrice diagonale, quindi posso supporre
che A1,..., A, € R siano gli autovalori di tale matrice e di conseguenza g;(x) = A\;x; per ogni 1 <14 <n.
E dunque immediato verificare che, per ogni R € R(P), si ha che g(R) ¢ un rettangolo misurabile e che
mis g(R) = det L mis R. Similmente, anche g(E) ¢ un rettangolo standard di R™. Ora noto che la famiglia
dei rettangoli {g(R)} definisce una partizione P’ di g(E) e, ponendo E’ := g(E), B’ := g(B), osservo che

Se((fog)xp, P)det L = Z sup f(g(z))xp(z) det Lmis R
Rer(P) PP

= Z sup f(y>XB/ (y) mis R’/
Rer(pr) YEE
=Se(fxg,P)

Si applica un ragionamento del tutto analogo per le somme inferiori ma allora, prendendo in particolare
I’estremo inferiore nella relazione precedente e I’estremo superiore nel caso analogo delle somme inferiori,
si deduce che f o g ¢ integrabile su B perché f lo & su g(B) per ipotesi e inoltre vale la relazione (7). O

Proposizione 1.11. Siano E C R™ un rettangolo standard, B C E un insieme, O € O(n) una matrice
ortogonale e sia g: R™ — R™ la funzione definita dalla relazione g(x) = Ox. Se f: E — R ¢é una funzione
integrabile su g(B), allora f o g é integrabile su B e vale che

= /B (f 0 g)(x) da

9(B

Teorema 1.2. Siano E C R™ un rettangolo standard, A C E un aperto misurabile, ¢ € CI(Z, R™) una
funzione iniettiva su A tale che det Jy(z) # 0 per ogni x € A. Allora ¢(A) & un aperto misurabile di R™.
Inoltre, se f: E — R ¢& una funzione integrabile su ¢p(A), allora f o ¢ & integrabile su A e vale che

/ f(y) dy = / (f 0 g)(@)ldet Jy(z)| da
d(A) A
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