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1 Introduzione: motivazione geometrica

Lanozione algebrica di anello di valutazione ha delle conseguenze importanti in teoria dei numeri, geometria
algebrica e geometria tropicale. Prima di vedere la definizione rigorosa, vorremmo fornire una motivazione
geometrica. Consideriamo un anello locale regolare di dimensione 1: vedremo nel seguito che questo equivale
a considerare cio che chiameremo un anello di valutazione discreta. Questa é forse la struttura algebrica che
si comporta meglio dopo quella di campo. Ricordiamo, con alcune definizioni, cosa significa che un anello &
locale, regolare, di dimensione 1.

Definizione 1 (Anello locale). Un anello A non nullo che ammette un unico ideale massimale m si dice un
anello locale. 11 campo A/m ¢ detto campo residuo di A.

Definizione 2 (Dimensione). Sia A un anello.

(a) La codimensione o altezza diun ideale primo P di A, che denoteremo ht P, é la massima lunghezza di
una catena di ideali primi di A del tipo:

PoGPI G GP=P
Se la lunghezza di catene siffatte non é limitata superiormente, poniamo ht P := cc.
(b) La dimensione di Krull o dimensione di A & definita da:

dim A := sup{ht P: P ideale primo di A} € NU {co}

(¢) Sia K un campo algebricamente chiuso. La dimensione di un insieme algebrico X C A"(K) ¢ data
dalla dimensione di Krull dell’anello delle coordinate di X, cioé:

dim X := dim A(X)
Un insieme algebrico di dimensione 1 é detto una curva.

Per distinguere la dimensione di Krull di un anello da quella di un K-spazio vettoriale V', useremo sempre
la notazione esplicita dimk V per indicare quest’ultima. Diamo adesso un’interpretazione geometrica della
nozione di dimensione per giustificare ’assunzione che K sia un campo algebricamente chiuso nel punto (c)
della definizione.

Osservazione 3 (Interpretazione geometrica della dimensione). Sia X C A™(K) un insieme algebrico con K
campo algebricamente chiuso. Come conseguenza del teorema degli zeri di Hilbert, si ha una corrispondenza
biunivoca tra ideali primi di . A(X) e sottovarieta di X, cioé sottoinsiemi algebrici irriducibili (e in particolare
non vuoti) di X. Dato che questa corrispondenza rovescia le inclusioni, per il punto (c¢) della definizione di
dimensione possiamo dire che dim X = n se e solo se n & la massima lunghezza di una catena di sottovarieta
di X del tipo:

Xo2 X1 22X,

L’idea geometrica dietro questa definizione é dunque la seguente: rendere una sottovarieta di X piu piccola é
possibile solamente riducendone la dimensione e di conseguenza, in una catena massimale come sopra, si ha
dim X; = dim X —iperogni¢ =0,1,...,n. In particolare, otteniamo che X,, &€ un punto, mentre X é una
componente irriducibile di X.

Nel seguito ci sara utile la seguente osservazione.
Osservazione 4. Sia A un anello.

(a) Vale che dim A = 0 se e solo se non vi sono inclusioni strette tra gli ideali primi di A, cioé se e solo se
tutti gli ideali primi di A sono massimali. In particolare, se K &€ un campo, allora abbiamo dim K = 0.



(b) Sia A un dominio a ideali principali che non & un campo. Allora ogni ideale primo non banale di A &
massimale, mentre ’ideale nullo & un ideale primo. Percio le catene di ideali primi di A di lunghezza
massima hanno la forma 0 C P per qualche ideale massimale P di A. Ne deduciamo che dim A = 1.

Ricordiamo anche il seguente risultato, la cui dimostrazione viene affrontata nel capitolo 11 del testo [3].
Lemma 5. Sia A un anello noetheriano locale con ideale massimalem e sia K = A/m il campo residuo di A.
(i)  Vale che dimg m/m? & il minimo numero di generatori per l'ideale m.
(ii)  Valgono le disuguaglianze dim A < dimg m/m? < oo.
Definizione 6 (Regolarita).

(a) Sia A un anello locale con ideale massimale m e sia K = A/m il campo residuo di A. Si dice che A &
un anello locale regolare se &€ un anello noetheriano e se:

dim A = dimg m/m?

(b) SiaKuncampo algebricamente chiusoesia X C A"(K) un insieme algebrico. Unpuntox € X viene
detto regolare oppure liscio se, postom = T, x, lalocalizzazione A(X ) ¢ un anello locale regolare.
In caso contrario, si dice che x ¢ un punto singolare di X.

Con le notazioni del punto (b) della definizione, Panello A(X ), possiede la seguente descrizione esplicita:

A(X ) = {gz f.0 € A(X), g(x) # 0}

Si tratta percio dell’anello delle funzioni locali in «, cioé delle funzioni razionali definite in « e dunque in un
intorno sufficientemente piccolo di z. Sinotiinoltre che, se m & I'ideale di un punto di X allora, per il teorema
degli zeri di Hilbert, & un ideale massimale, quindi primo, di A(X). In particolare, vale sempre che A(X )y €
un anello locale.

Dimostreremo a breve un lemma chiave che ci permettera di comprendere la struttura speciale degli anelli
locali regolari di dimensione 1 e di darne un’interpretazione geometrica interessante. Sfrutteremo i seguenti
risultati.

Esercizio 7 (Lemma di evitamento degli ideali primi). Siano I, Py, P idealidiun anello Ae Py, P, ..., P,
ideali primidi A. SeI C PyU Py U---U P,, alloraesiste un indice ¢ € {0,1,...,n} tale chesiabbia I C P;.

Svolgimento. Facciamo vedere che vale la contronominale cioé che, se I ¢ P; per ognii = 0,1, ...,n, allora
I¢ PyUPU---U P,. Procediamo per induzionesun > 0. La base di induzione, ovveroil cason = 0, ¢ del
tutto banale. Per il passo induttivo assumiamo n > 1 e che I non sia contenuto nell’unione di n — 1 ideali a
scelta tra Py, P, ..., P,. Allora:

Vi=0,1,....,n3z,€l:2; ¢ U P;
J=0,1,...,n: j#i

Sex; ¢ P; per qualchei € {0,1,...,n}, abbiamo finito. Assumiamo percid z; € P; perognii =0,1,...,ne
definiamo:
T :i=T9x1 " Tp—1+ T

Allorax € I per definizione diideale. Per assurdo, supponiamo che esista un indice i € {0, 1,...,n} tale che
siabbiaz € P;. Sei <n — 1,alloraz, = — xor1 - T,n_1 € P; e questo contraddice la nostra scelta di z,,.
Dunque ¢ = n, cioé x € P,. Ne segue che xgx1 - - z,_1 = — 2, € P,. Sen = 1, si ha una contraddizione
con la nostra scelta di 9. Se n > 2, allora esiste un indice j € {0,1,...,n — 1} tale che z; € P,, perché per
ipotesi P, & un ideale primo di A. Con questo abbiamo ancora un assurdo, perché contraddiciamo la nostra
scelta di x;.



Esercizio 8 (Ideali primi minimali). Sia P unideale primo di un anello A e sia S un sottoinsieme dell’ideale
P. Allora abbiamo un ideale primo di A minimale tra quelli che contengono S e sono contenuti nell’ideale P.

Svolgimento. L’idea € applicare il lemma di Zorn nella sua variante secondo cui, se ogni catena in un insieme
parzialmente ordinato ammette un minorante, allora esiste un elemento minimale. Consideriamo I’insieme:

T :={Q C A: Qideale primo, S C Q C P}

Osserviamo, innanzitutto, che 7' € non vuoto perché contiene P. Inoltre, I'insieme T' & parzialmente ordinato
rispetto all'inclusione insiemistica. Sia adesso F una catena in T, cioé un sottoinsieme totalmente ordinato.

L::ﬂQ

QeF

Definiamo:

Allora L ¢ contenuto in tutti gli elementi di F' per costruzione, ma per concludere che é un minorante per F’
dobbiamo prima dimostrare che L € T'. In effetti, utilizzando il fatto che F' é totalmente ordinato, si verifica
facilmente che L ¢ un ideale di A e che S C L C P. Mostriamo che L € un ideale primo di A. Fissiamo allora
due elementia,b € Atalichea ¢ Leb ¢ L. Allora esistono Q, Q" € Ftalichea ¢ Qeb ¢ Q’. Dato che F' ¢
totalmente ordinato, stha @ C @’ oppure Q' C (). Possiamo assumere, senza perdita di generalita, che valga
Q C Q. Allorad ¢ @ e dunque, essendo ) un ideale primo di A, otteniamo che ab ¢ Q. In particolare, si ha
che ab ¢ L. Possiamo allora concludere, per il lemma di Zorn, che T' ammette un elemento minimale, ovvero
che esiste un ideale primo di A minimale tra quelli che contengono Iinsieme S e sono contenuti nell’ideale P.

Non tratteremo la dimostrazione del seguente teorema, per la quale sirimanda al capitolo 11 del testo [3].

Teorema 9 (dell’ideale principale di Krull). Sia A un anello noetheriano e sia a € A un elemento fissato.
Allora qualunque ideale primo P di A minimale tra quelli che contengono a soddisfa la condizioneht P < 1.

Esercizio 10. Sian > 1 un intero. Siconsideri una catena diideali primi Py € P; € --- C P, di un anello
noetheriano A e un elementoa € P,,. Alloraabbiamo unacatenadiidealiprimi P C P C --- C P,_, C P,
tale che a € Py.

Svolgimento. Ragioniamo per induzione sun > 1. La base di induzione, ovvero il cason = 1, é banale. Nel
passo induttivo assumiamo n > 2 e che I'asserto valga per catene di ideali primi di lunghezza n — 1. Si noti
che, se a € P,,_1, allora per ipotesi induttiva esiste una catena diidealiprimi P} C P{ C --- C P/ 5 C P4
tale che a € P] e di conseguenza, aggiungendo ’ideale primo P, in coda a tale catena ascendente, otteniamo
la tesi.

Supponiamo adesso chea ¢ P,,_;. Dato che P, /P, _2 é unideale primo di A/ P,,_, per l'esercizio 8§ esiste
un ideale primo @ di A/ P,,_5 minimale tra quelli contenutiin P,, / P,, _5 e che contengono a, dove la notazione
aindicalaclasselaterale dell’elemento a. Sivuole mostrare che 'inclusione Q C P,, /P, _s éstretta. Notiamo
allora che abbiamo una catena strettamente ascendente di ideali primi:

ngn—l/Pn—Q Q Pn/Pn—2
Le inclusioni sono strette per le ipotesi e per la seguente corrispondenza biunivoca, che preserva le inclusioni:

{ideali primi di A che contengono P,,_o} <+— {ideali primidi A/P,_»}
P +—— P/P,»
Dunque ht(P,/P,—2) > 2. D’altra parte, per il teorema dell’ideale principale di Krull, dobbiamo avere che
ht Q@ < 1ediconseguenza @ C P, /P, 5. Osserviamo adesso che @ # 0 in quanto a ¢ P, 1eP, o C P, ;.

Ne deduciamo che 0 C Q. Inoltre, per la corrispondenza ricordata sopra, deve esistere un ideale primo P,
di A che contiene P,,_s e taleche P! _;/P,_2 = Q. Otteniamo dunque una catena di ideali primidi A/P,, _»:

ng;z—l/Pn—Z,CaPn/Pn—Q



Ancora per la corrispondenza ricordata prima, tale successione corrisponde a una catena di ideali primi di A:
/
Pn—QQPn—l an
Notiamo infine che a € P),_;. Cio discende immediatamente dalle seguenti implicazioni:

dEQ:Pyllfl/Pnf2
— 3beP _ia-beP,CP
= a=(a—-b+beP,_,

Sipuo percio applicare l'ipotesi induttiva alla catena diideali primi Py C Py € -+ € P,_2 C P _; edunque
otteniamo una catenadiidealiprimi P, C P C --- C P/ _, C P/ _, talechea € P|. Masiccome P, _; C P,

=

possiamo completare questa catena aggiungendovi P, in coda e concludere in questo modo la dimostrazione.
Proposizione 11. Ogni anello locale regolare é un dominio di integrita.

Dimostrazione. Sia Aunanellolocale regolare di dimensione n con ideale massimale m e siainoltre K = A/m
il campo residuo di A. Ragioneremo per induzione sun > 0. Nella base di induzione, ovvero nel cason = 0,
abbiamo che dimg m/m? = 0 e quindim = m?. Sappiamo inoltre che m ¢ un ideale di A finitamente generato
perché, per definizione di anello locale regolare, ’'anello A & noetheriano e che Jac(A) = m perché m ¢ 'unico
ideale massimale di A. Per il lemma di Nakayama abbiamo percio m = 0. Ma, se I'ideale nullo ¢ massimale,
allora A é un campo e dunque un dominio di integrita.

Nel passo induttivo assumiamo n > 1 e che ogni anello locale regolare di dimensione n — 1 sia un dominio
diintegrita. Per un corollario del primo teorema di unicita per decomposizioni primarie, la cui dimostrazione
e reperibile nel capitolo 8 del testo [3], gli ideali primi minimali che contengono Iideale nullo sono in numero
finito. Siano dunque Py, Ps, ..., P, tali ideali. Siosservi ora che m ¢ m2 U P, U---U P, perché altrimenti,
perillemma di evitamento degli ideali primi, si avrebbem C m? oppurem C P; per qualchei € {1,2,...,7}.
Vediamo perché queste condizioni conducono a una contraddizione.

o Sem Cm?, alloram =m?e dunque n = dimg m/m2 = 0, che é assurdo in quanto assumiamon > 1.

e Supponiamo chem C P, per qualchei € {1,2,...,r}. Siccome 0 € m, per minimalita di P; abbiamo
che P, Cm C Pyperognij =1,2,...,7. Maallora P; = m e, per minimalita di P;, si ha che r = 1.
Se dunque P é un ideale primo di A, allora P C m perché m é I'unico ideale massimale di A. D’altra
parte 0 € P e quindi, essendo m minimale tra gli ideali primi contenenti I’ideale nullo, si deve avere
P = m. Dal punto (a) dell’osservazione 4 discende dunque che n = dim A = 0 e questo contraddice
il fatto che n > 1.

Possiamo percio trovare un elemento a € mtalechea ¢ m?ea ¢ P; perognii = 1,2,...,r. Osserviamo ora
che lanello quoziente A/(a) & locale con ideale massimale m/(a) perché si ha una corrispondenza biunivoca:

{Ideali massimali di A che contengono (a)} <+— {Ideali massimali di A/(a)}
m — m/(a)

Inoltre, ’anello A/(a) & noetheriano perché & un quoziente di A, che é per definizione un anello noetheriano.
Dimostriamo ora che:

(m/(@))/(m/(a))® =~ m/(m? + (a))

Per farlo, consideriamo 'omomorfismo di A-moduli suriettivo ¢: m — (m/(a))/(m/(a))? definito ponendo:

Qui utilizziamo la notazione esplicita per indicare le classi laterali in m/(a), mentre usiamo la notazione della
barretta in alto per indicare le classi in (m/(a))/(m/(a))?. Dimostriamo che Ker ¢ = m? + (a).



Per questa inclusione basta osservare che m? C Ker ¢ e che a € Ker ¢. Si ha ovviamente p(a) = 0.
D’altraparte, l'ideale m? & generato da tutti i possibili prodotti tra due elementi di m e quindi bastera
notare che uno qualsiasi di tali prodotti appartiene al nucleo di . In effetti, per ogni z, y € m, si ha:

p(zy) =2y + (a) = (z + (a))(y + (a)) =0
Sia x € Ker ¢. Abbiamo allora le seguenti implicazioni:
z + (a) € (m/(a))?

k
= Jk > Ointero, 2o, Z1,..., 2Tk, Y0, Y1,---, Yk € M: T + (a) :inyi—k(a)
i=0

k k
= ;E—inyie(a) = HbeA:x:inyi—i—baEmQ—l—(a)
i=0 =0

Dimostreremo ora che A/(a) & un anello locale regolare di dimensione n — 1. Per farlo, ci serviremo delle due
seguenti considerazioni.

Essendoa ¢ m?,lasua classe @ nello spazio vettoriale m /m? su K é non nulla e dunque a ¢ linearmente
indipendente. Tenendo conto del fatto che dimg m/m? = dim A = n, esistono allora degli elementi
as,as, . ..,a, € mtaliche{a,aq, as,...,a,} siaunabaseper m/mg. Se adesso passiamo al quoziente
per (m? + (a))/m? allora, mantenendo per semplicita la medesima notazione per le classi laterali e
usando il terzo teorema di isomorfismo, si ha che @, as, . . . , @, generano m/(m? + (a)) come spazio
vettoriale su K. Dunque:

dimgm/(m? + (a)) <n—1

Poiché si assume che n = dim A, per definizione di dimensione esiste una catena di ideali primi di A:

QGG CQn=m

L’ultima uguaglianza é giustificata dal fatto che @),,, essendo un ideale primo, é contenuto nell’unico
ideale massimale m di A e I'inclusione non puo essere stretta perché abbiamo che n = dim A. Dato
che a € m, possiamo applicare I’esercizio 10 per ottenere una catena diideali primi di A strettamente
ascendente Q) C Q7 C -+ C Q) _; € mtalechea € Q). A questo punto basta passare al quoziente
per l'ideale (a) per ottenere una catena Q' /(a) € --- € Q) _,/(a) € m/(a) diideali primi di A/(a)
che é strettamente ascendente perché si ha una corrispondenza biunivoca che preserva le inclusioni:

{Ideali primi di A che contengono (a)} <+— {Ideali primidi A/(a)}
Q — Q/(a)

Questo dimostra che dim A/(a) > n — 1.

Mettendo assieme le disuguaglianze appena trovate e quella fornita dal punto (ii) del lemma 5, otteniamo:

n—1<dimA/(a) < dimgm/(m? + (a)) <n -1

Abbiamo cosi dimostrato che A/(a) & un anello locale regolare di dimensione n — 1.
Possiamo ora applicare I'ipotesi induttiva per ottenere che A/(a) & un dominio di integrita e dunque (a) é
un ideale primo di A. Per 'esercizio 8 con S := @ esiste un indice ¢ € {1,2,...,r} tale che P; C (a). Questo

significa che, per ogni b € P;, esiste ¢ € A tale che si abbia b = ac. Da questo deduciamo che ¢ € P; perché P
¢unideale primodi Aea ¢ P; per quanto osservato in precedenza. Dunque b € aP; C mP;. Abbiamo allora
ottenuto che P; C mP;, quindi mP; = P; e questo assieme al fatto che A ¢ noetheriano e Jac(A) = mimplica,
per il lemma di Nakayama, che P; = 0. Concludiamo allora che I’ideale nullo é un ideale primo di A, cioé che
A ¢ un dominio di integrita. O



Avremo bisogno anche del seguente fatto. Notiamo preliminarmente che la potenza 0-esima di un ideale
& ben definita. In effetti, per definizione, un prodotto vuoto di ideali di un anello, cioé un prodotto I1 I - - - I,
con n = 0, coincide con ’anello stesso.

Esercizio 12. Sia A un anello noetheriano e sia I unideale di A. Esiste un intero N > 0 tale che (v I)N C I.

Svolgimento. Poiché assumiamo che A sia un anello noetheriano e sappiamo che v/T ¢ un ideale di A, esso ¢
finitamente generato, cioé esistono x1, xs, ...,z € A tali che:

VI = (1,22, ...,2)
Ora, perognii = 1,2, ..., k, poiché chiaramente x; € /I, esiste un interon; > 1 tale che x;* € I. Poniamo:

N:=n1+na+ - +ng
€)

Osserviamo chel’ideale (\ﬁ )V & generato da elementi che, per opportuni a;’ € Aalvariaredii =1,2,...,k,

7 =1,2,..., N, hanno la seguente forma:
k k k
1 2 N
( a§1)xi1)(z a§2)$¢2)"'(z CLZ(-N)l'iN)
=1 ig=1 in=1
Eok k
1) (2) (N
= Z Z Z (az(‘l)aiz '“aiN))xhxiz“'xiN
ii=lip=1  iy=1
In ciascuno dei termini sommati, per un qualche i € {1,2, ..., k}, occorre per almeno n; volte I’elemento z;.

Infatti, se cosi non fosse, si avrebbe una contraddizione perché avremmo N < ni + ng + - - - + ng. Ciascun
addendo di questa somma appartiene percio a I perché z;'* occorre come fattore per qualchei € {1,2,..., k}
e ] éunideale di A. In particolare, ogni tale somma appartiene a I. Abbiamo cosi dimostrato che I contiene
ogni generatore di (vT)V.

Lemma 13. Sia A un anello locale regolare di dimensione 1.

(i) L’ideale massimale m di A ¢ un ideale principale non nullo.

(ii)) Perognia € A cona # 0 esiste un unico interon > 0, detto la valutazione di a, tale che (a) = m™.
Dimostrazione.

(i) Sappiamo che dimg m/m? = dim A = 1, ma questo ¢ anche il minimo numero di generatori di m per
il punto (i) del lemma 5 e dunque m ¢ un ideale principale non nullo di A.

(ii) Per la proposizione 11 si ha che A & un dominio di integrita, percio I'ideale nullo & un ideale primo di
A. Osserviamo che gli ideali 0 e m sono gli unici ideali primi di A. Se infatti P ¢ un ideale primo non
nullo di A allora, per ’assunzione che dim A = 1, la seguente catena di ideali primi di A € massimale,
cioé non ¢ possibile inserirvi alcun ideale primo di A:

0CP

In particolare, nessun ideale di A puo contenere strettamente P, altrimenti avremmo anche un ideale
massimale, quindi primo, che lo contiene e che dunque contiene strettamente P, contro il fatto che la
catena 0 C P é massimale. Ma allora P ¢ un ideale massimale di A ciog, essendo A un anello locale
con ideale massimale m, si ha P = m.

Fissiamo ora un elemento a € A con a # 0 e ricordiamo che:

V(o) = N P

P ideale primo: acP



Per quanto osservato prima, in tale intersezione pud comparire al piii I'ideale m e dunque abbiamo:

\/@:m oppure \/@:A
In entrambi i casi, applicando I’esercizio 12, per un opportuno interon > 0 otteniamo la condizione:
m” C (a)
Per il punto (i) precedente, esiste pero un elemento ¢t € A con t # 0 tale che m = (¢). In particolare:
m" = (t")

La condizione che abbiamo trovato prima equivale percio a richiedere che a divida t” cioé che, per un
certob € A:

t" =ba
Scegliamo ora il piu piccolo intero n > 0 che soddisfa queste proprieta. Se dimostriamo che b € A é
un elemento invertibile, allora anche t™ divide a, cioé t” e a sono associati. Equivalentemente si ha:

(a) =m"

Dimostriamo percio I’asserzione che b € A ¢ invertibile. Ragioniamo per assurdo: seb € A non fosse
invertibile, allora 'ideale principale (b) sarebbe un ideale proprio di A e dunque sarebbe contenuto
in un ideale massimale di A, che d’altra parte deve essere m per ipotesi. Per un opportuno b’ € A, si
ha dunque:

b=1't
= t" ="b'ta

Abbiamo allora due possibilita:

e Sen =0,alloral = b'taequindit € A éun elemento invertibile, contraddicendo il fatto che m
é un ideale massimale di A.

e Sen > 1,allorat™ ! = Vaperchét # 0e A éun dominio di integrita per la proposizione 11, ma
questo contraddice la minimalita di n.

Dimostriamo infine che un tale intero n > 0 é unico. Per farlo, ragioniamo nuovamente per assurdo:
supponiamo che esista un intero k& > 0 con k # n tale che t* e a siano associati, ovvero che esista un
elemento invertibile ¢ € A tale che t* = ca. Si hanno allora due possibilita:

e Sek<mn,allorat"* =bc"! €m.

e Sek>mn,alloratF ™ =cb~! € m.

In entrambi i casi 'ideale m contiene un elemento invertibile di A e questo contraddice il fatto che m
é un ideale massimale di A. O

Ora siamo pronti per dare una motivazione geometrica degli anelli di valutazione.

Osservazione 14 (Interpretazione geometrica: ordini di svanimento). Sia X C A™(K)
una curva con K campo algebricamente chiuso e sia x € X un punto regolare. Allora, /xﬁ
per il punto (b) della definizione di regolarita, sappiamo che A(X )y conm := 7,/ x &
un anello locale regolare. Inoltre, ha dimensione 1 perché ogni localizzazione di A(X)
in un ideale massimale ha dimensione uguale a quella di X.

Ricordiamo adesso che 'unico ideale massimale della localizzazione A(X )y ¢ 'estensione di m mediante
Pomomorfismo canonico¢: A(X) — A(X)n datodap(f) := f/1ed e quindidescritto dal seguente insieme:

me = {§ fenygeA(X)\m}



Siccome m é definito come 'ideale del punto = in X, tale estensione consiste di tutte le funzioni locali in x
che svaniscono, cioé si annullano, in . Ora, peril punto (i) del lemma 13, sappiamo che m® = (7) per qualche
funzione locale 7 = t/s con t # 0. L’interpretazione geometrica di questo fatto & che 7 si pud pensare come
una coordinata locale per X in un intorno di x, che assume il valore 0 in  con ordine di svanimento uguale a 1.
Siainfatti = f/g con f # 0una funzione locale in z. Allora, per il punto (ii) del lemma 13, esiste un unico
intero n > 0 tale che:

(@) = (")

Equivalentemente, i generatori a e 7" sono associati, cioé esiste un elemento invertibile 5 € A(X )y, tale che:
a=pr"

Geometricamente, questa equazione ci dice che n fattori di a si annullano in z, ovvero che a svanisce in  con
ordine n. Percid é ragionevole pensare alla valutazione costruita nel lemma 13 come all’ordine di svanimento
di una funzione locale in un punto.



2 Definizione, esempi e proprieta

Adesso vedremo che, in realta, la nozione algebrica di valutazione € ben piti generale. Considereremo infatti
domini di integrita e permetteremo alle valutazioni di assumere valori in qualsiasi gruppo abeliano ordinato
anziché interi non negativi. Nel seguito, dato un campo K, utilizzeremo la notazione K* := K\ {0}. Inoltre,
indicheremo i gruppi con la notazione additiva.

Definizione 15 (Valutazioni e anelli di valutazione).

(a) Un gruppo ordinato & un gruppo abeliano G munito di una relazione d’ordine totale < tale che, per
ognim,n,k € G,sem <n,alloram+k<n+k.

(b) SiaK un campo e sia G un gruppo ordinato. Unamappa v: K* — G si dice una valutazione su K se,
per ogni a, b € K* soddisfa le due condizioni seguenti:

(i) v(ab) =v(a)+ v(b), cioé v & un omomorfismo di gruppi.
(i) wv(a+0b) > min{v(a),v(b)} sea+b # 0.

Talvolta & opportuno estendere formalmente questa mappa all’intero campo K ponendo v(0) := co.
Cosi facendo, le condizioni (i) e (ii) sopra valgono per ognia, b € K, purché si adottino le convenzioni:

ot =00,m+o0=00,00+m=00,m< oo perognimeG
L’immagine di v é detta gruppo deivalori di v. Chiamiamo invece anello divalutazione di v 'insieme:

A, i ={a€eK:v(a) >0}

Osservazione 16. Geometricamente, potremmo immaginare il campo K della definizione precedente come il
campo delle funzioni locali in un punto regolare x di un insieme algebrico X . La valutazione v(f) € G di una
funzione locale f € K* si puo pensare allora come l'ordine dello zero, se v(f) > 0, o del polo, se v(f) < 0, di
finx.

Osservazione 17. 1l gruppo dei valori di v ha, in effetti, una struttura algebrica di gruppo. Sappiamo infatti
che 'immagine di un omomorfismo di gruppi € sempre un sottogruppo del codominio. Similmente, I’anello
di valutazione di v & un sottoanello di K. Infatti, abbiamo ovviamente v(0) = co > 0e (1) = 0. Inoltre, per
ognia,b € Kconv(a) > 0ev(b) > 0, dalle condizioni (i) e (ii) precedenti segue facilmente che v(a + b) > Oe
v(ab) > 0. Notiamo anche che, nella condizione (ii), il minimo trav(a) e v(b) & ben definito grazie al fatto che
la relazione d’ordine < su G ¢é totale.

Dall’osservazione 17 segue in particolare che gli anelli di valutazione sono domini di integrita. In realta,
essi hanno tante altre proprieta interessanti. Prima di dimostrarle, vediamo pero qualche esempio al fine di
comprendere meglio le nozioni che abbiamo introdotto.

Esempio 18 (Gruppi ordinati). IgruppiZ, Q e R sono tutti ordinati, se consideriamo la relazione d’ordine
usuale su questi insiemi numerici. Nel seguito, il gruppo dei valori pitt comune sara Z, ma in generale possono
presentarsi anche altri gruppi di valori non banali.

Esempio 19 (Anelli di valutazione).

(a) Ogni campo K ammette I'applicazione nulla v: K* — 0 come valutazione banale. In questo caso, il
gruppo dei valori di v ¢ il gruppo nullo, mentre ’anello di valutazione di v & tutto K. Osserviamo che
anche qui abbiamo v(0) = oo per definizione.

(b) L’esempio pit importante di anello di valutazione ¢ il seguente. Sia A un dominio a fattorizzazione
unica e sia p € A un elemento irriducibile fissato. Sia inoltre K := Quot A. Sinoti che, per 'unicita
della fattorizzazione in A, ogni elemento non nullo di A si puo esprimere in modo unico nella forma
ap™ conn > Ointeroea € A tale che pnon divida a. Di conseguenza, qualsiasi elemento di K* si pud



scrivere in modo unico nella forma ap™ conn € Z e a € K* quoziente di elementi di A che non hanno
p come fattore irriducibile. Con questa rappresentazione risulta ben definita una mappav: K* — Z
ponendo:

v(ap™)i=n

Fissiamo due elementi ap™ e bp™ conn,m € Zea,b € K* quozienti di elementi di A non divisidape
verifichiamo esplicitamente che v soddisfa le due condizioni richieste nella definizione di valutazione:

(i) Questacondizione segue banalmente dal fatto che nel prodotto di due potenze con la stessa base
si sommano gli esponenti.

(ii) Assumiamo senza perdita di generalita che n > m. Applicando la proprieta (i), cioe il fatto che
v & un omomorfismo di gruppi, otteniamo che:

v(ap"™ +bp™) = v(p"(ap™ ™™ + b)) = m+v(ap" ™ +b) > m = v(bp™)

Ladisuguaglianza é giustificata dal fatto che il denominatore della frazione ap™ =™ + bnon ha p
come fattore irriducibile.

Dunque v é una valutazione su K. Il gruppo dei valori di v & Z perché v é un’applicazione suriettiva.
L’anello di valutazione di v ¢ invece la localizzazione di A all’ideale primo (p). Infatti, per definizione:

A, = {%p”: a,be A, b+#0, n> 0intero, pnon divideaeb}

a .
= {E a,be A, b#0, pnon d1v1deb} = Ay
In particolare, per avere anche degli esempi piti concreti, possiamo ripetere la costruzione precedente
scegliendo Z come dominio a fattorizzazione unica e fissando un numero primo p, oppure prendendo
lanello dei polinomi K[ X7, X5, ..., X,;] come dominio a fattorizzazione unica e fissando f polinomio
irriducibile.

Lemma 20 (Proprieta degli anelli di valutazione). Siav: K* — G una valutazione e definiamo A := A,,.

(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(v)

Per ognia € K* abbiamo che a € A oppurea™! € A.

Perognia,b € A sihav(a) <v(b) seesolosebe (a).

Il gruppo degli elementi invertibili di A ¢ A* = {a € A: v(a) =0}.

Vale che A & un anello locale con ideale massimale m := {a € A: v(a) > 0}.

Vale che A ¢ un dominio normale.

Dimostrazione.

(i)

(i)

Sia a € K* un elemento fissato. Per la condizione (i) della definizione di valutazione, otteniamo che:

v(a)+vie ) =viea ) =v(1)=0
= v(a) > Ooppurev(a™*) >0
— a € Aoppurea ' € A

Fissiamoa,b € A. L’asserto ¢ ovviose a = 0, percio assumiamo che a # 0. Abbiamo le implicazioni:

v(a) < v(b) b€ (a)
= v(ba™') = v(b) —v(a) >0 = dceA:b=ca
— ba'cA = v(b) =v(c) +v(a) > v(a)

= b=ba'a € (a)
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(iii)

Di nuovo, il caso a = 0 & particolare perché 0 non & invertibile in A, non essendolo in K e v(0) = co.
Fissiamo percio a € Acona # 0. Allorav(a) > Oedesistea™! € K*. Si hanno allora le equivalenze:

a € Ainvertibile
— alteA
— v(a™') = —v(a) >0
<~ v(a)=0

Si verifica facilmente che m é un ideale di A. Infatti, per ogniz,y € me perognia € A, abbiamo che:

vz +y) > min{v(z),v(y)} > 0
v(az) =v(a) +v(z) >0

Notiamo ora che m é un ideale proprio di A perché v(1) = 0 e dunque 1 ¢ m. Inoltre, per il punto (iii)
appena dimostrato, ogni elemento di A\ m ¢ invertibile. Ne deduciamo che A ¢ un anello locale con
ideale massimale m.

Abbiamo gia visto che A é un dominio di integrita come immediata conseguenza dell’osservazione 17,
percio dobbiamo mostrare che A é integralmente chiuso in Quot A. Poiché K é un campo che contiene
A come sottoanello e Quot A é il piu piccolo di tali campi, bastera far vedere che A é integralmente
chiuso in K. Fissiamo percid un elemento a € K intero su A. Si pud assumere a # 0 perché 0 € A.
Poiché a é intero su A, esistono un interon > 1 e degli elementi ¢y, ¢1,...,c,_1 € Atalichesiabbia:

a4+ cp1a"  + e =0

Supponiamo per assurdo che a ¢ A. Per il punto (i) precedente, poiché assumiamo a # 0, dobbiamo
averechea™! € A. Allora, moltiplicando per a~"*! entrambi i membri dell’equazione precedente, si
arriva alla seguente contraddizione:

a=—cpq1—-—coa "TleA O
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3 Caratterizzazione degli anelli di valutazione

Finora abbiamo sempre considerato dapprima una valutazione v su un campo K e abbiamo poi costruito un
anello di valutazione a partire da questa. Dimostreremo ora che questo processo puo essere invertito ovvero
che, se abbiamo un anello di valutazione A, allora abbiamo anche abbastanza informazioni per risalire alla
valutazione v tale che A = A,,.

Osservazione 21 (Costruzione della valutazione a partire dal suo anello di valutazione). Siav: K* — G una
valutazioneesia A := A,. Chiaramente, non si puo sperare di poter recuperare tutto il gruppo G a partire da
A, masoltanto 'immagine di v, cioé il gruppo dei valori di v. Percio, senza perdita di generalita, assumiamo
che v sia una mappa suriettiva. Allora v puo essere ricavata da A a meno di isomorfismo nel senso seguente:

(a) Dobbiamo avere che K = Quot A. Giustifichiamo le due inclusioni.

(D) Perlaproprieta universale del campo dei quozienti, sappiamo che Quot A ¢ il pitt piccolo campo
che contiene A come sottoanello.

(C) Siaa € K* unelemento fissato. Peril punto (i) del lemma 20, si avrache a € Aoppurea™! € A.
In entrambi i casi, otteniamo che a € Quot A.

(b) Per il punto (iii) del lemma 20, ’'omomorfismo di gruppi v: K* — G ha nucleo A* e di conseguenza,
per il primo teorema di isomorfismo, si ha:

K*/A* ~ G

Per il punto (a) precedente, il gruppo G ¢ dunque determinato da A ameno di isomorfismo. Se inoltre
indichiamo con 7: K* — K*/A* la mappa quoziente, allora il seguente diagramma ¢ commutativo:

K —2 @
N
K*/A*
La commutativita del diagramma é garantita dal fatto che I'isomorfismo agisce esattamente come v.
Potremmo dire percio che v = 7 a meno di isomorfismo.

(¢) Nel punto (b) precedente abbiamo determinato G e la sua struttura di gruppo abeliano a partire da
A. Adesso vediamo che é possibile ricavare anche la sua struttura di gruppo ordinato. In altre parole,
dimostriamo che la relazione d’ordine < su G dipende solo da A. In effetti, per ogni a, b € K*, si ha:

v(a) < v(b)
= Z/(ba_l) >0
— balecA
A questo punto, diamo un semplice criterio per poter stabilire se un anello dato ¢ un anello di valutazione.

Proposizione 22 (Caratterizzazione degli anelli di valutazione). Sia A un anello. Le sequenti affermazioni
sono equivalenti:

(i) FEsiste una valutazione v: K* — G tale che A = A,.
(ii)  Vale che A & un dominio di integrita e, per ognia € (Quot A)\{0}, abbiamo a € A oppurea™' € A.

Dimostrazione. L’implicazione (i) = (ii) & una facile conseguenza delle proprieta (i) e (v) del lemma 20 e di
quanto osservato nel punto (a) dell’osservazione 21. Dimostriamo percio ’altra implicazione. Consideriamo
un dominio di integrita A e poniamo per semplicita K := Quot A, G := K*/A*. Sinoti che ha senso prendere
il quoziente K* /A* perché A* & un sottogruppo di K*. Trattandosi tuttavia di un sottogruppo rispetto alla
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moltiplicazione e non rispetto all’addizione, in contrasto con quanto avevamo premesso alla definizione 15,
per il gruppo G qui useremo la notazione moltiplicativa.

Vogliamo ora dare a G una struttura di gruppo ordinato. Il punto (c) dell’osservazione 21 ci suggerisce di
definire una relazione binaria < su GG ponendo a < bseba~! € A. Mostriamo che < & una relazione d’ordine
totale su G.

e Buona definizione. La prima cosa da dimostrare é che < non dipende dalla scelta dei rappresentanti
in K* delle classi @ e b. Per farlo sara sufficiente osservare che, se ¢, d € A*, allorada @ < b, ovvero da
ba~' € A, discende la condizione a¢ < bd. In effetti, poiché ¢ € A*,sihadc™! € Aediconseguenza:

bd(ac)™ = (ba™')(dc') € A

e Riflessivita. Basta semplicemente notare che, per ogni a € K*,sihaaa™! =1 € Aedunquea < a.
o Antisimmetria. Seba~' € Aeab™! € A, alloraba~! € A* perché ab™! ¢il suo inverso, perciod @ = b.
e Transitivita. Seba™' € Aecb™! € A, allora moltiplicando questi elementi otteniamo che ca™! € A.
e Totalita. Per ognia,b € K*sihaba~! € K* e dunque, per ipotesi, vale ba~! € A oppure ab™! € A.

Se adesso definiamo v: K* — G come la mappa quoziente allora, per ogni a, b € K* abbiamo v(a) < v(b) se
esolose ba™! € A. Per dimostrare che v & una valutazione su K, sara sufficiente verificare le due condizioni
della definizione di valutazione.

(i) Perognia,b € K*abbiamo v(ab) = v(a)v(b) per la definizione del prodotto nel gruppo quoziente G.

(ii) Sianoa,b € K* elementi fissati. Dobbiamo mostrare che v(a + b) > min{v(a), v(b)}. Supponiamo,
senza perdita di generalita, chesiabbiav(a) < v(b). Alloraabbiamoba~! € Ae, in particolare, vale:

(a+bat=1+batcA
Dunque v(a + b) > v(a).
Osserviamo infine che A = A, perché, per qualsiasi a € K*, abbiamov(a) > 0 = v(1)seesolosea € A. O

Osservazione 23. La proposizione 22 fornisce una definizione alternativa del concetto di anello di valutazione
come dominio di integrita A tale che, per ogni a € (Quot A)\ {0}, si abbiaa € A oppurea! € A. In effetti,
& una definizione ricorrente in letteratura e spesso nel seguito parleremo di anelli di valutazione senza prima
menzionare una valutazione. Osserviamo anche che la valutazione v: K* — G costruita nella dimostrazione
della proposizione 22 é 'unica a meno di isomorfismo, nel senso che abbiamo specificato nell’osservazione 21,
tale che A = A, e tale che v sia suriettiva.

La caratterizzazione alternativa degli anelli di valutazione ci permette di vedere altre loro proprieta che

risulterebbero difficili da dimostrare usando solo la definizione 15.

Lemma 24 (Ingrandire anelli di valutazione). Sia A un anello di valutazione e sia A" un anello tale che si
abbiano le inclusioni A C A’ C Quot A come sottoanelli. Allora anche A’ & un anello di valutazione e inoltre
vale che Quot A’ = Quot A.

Dimostrazione. Notiamo, innanzitutto, che A’ ¢ un dominio integrita perché & un sottoanello di Quot A, che
¢ un campo. Ha dunque senso considerare il campo Quot A’. Dimostriamo ora 'identitd Quot A’ = Quot A.

(2) Questa inclusione discende immediatamente dall’ipotesi che Quot A contenga A’ come sottoanello.

(C€) Sappiamo che Quot A’ & un campo che contiene A’ come sottoanello. Siha percio A C A’ C Quot A’
come sottoanelli. In particolare, otteniamo che il campo Quot A’ contiene anche A come sottoanello
e quindi Quot A’ C Quot A.
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A questo punto, per concludere che A’ & un anello di valutazione, ci serviremo della caratterizzazione fornita
dalla proposizione 22. Basta percio notare che, per ogni a € Quot A’ = Quot Acona # 0,sihaae A C A’
oppurea”! € AC A’ O

Proposizione 25 (Chiusura integrale da anelli di valutazione). Sia A un dominio di integrita e sia A la sua
chiusura integrale in Quot A. Allora:

A= ﬂ A

A’ anello di valutazione con
ACA’'CQuot A come sottoanelli

Dimostrazione. Dimostriamo la doppia inclusione.

(C) Fissiamo un elemento z € A e consideriamo un anello di valutazione A’ con A C A’ C Quot A come
sottoanelli. Per il lemma 24, vale che z € Quot A = Quot A’. D’altra parte, per 'inclusione A C A,
I’elemento x € Quot A’ ¢ intero non solo su A, ma anche su A’. Ne deduciamo che z € A’ perché, per
il punto (v) del lemma 20, ’anello di valutazione A’ & normale, cioé integralmente chiuso in Quot A’.

(2) Siaz ¢ A. Costruiremo un anello di valutazione A’ taleche A C A’ C Quot A come sottoanelli e tale
che valgaxz ¢ A’.

Notiamo, innanzitutto, che z # 0 perché 0 € A e quindi x & invertibile in Quot A. Ha dunque senso
considerare il sottoanello A[z~1] di Quot A. Dimostriamo che z ¢ A[x~!]. Per assurdo, se cosi non
fosse, esisterebbero un intero k > 0 e degli elementi ag, a1, .. .,ar € A tali che:

x:a0+a1x_1+-~-+akx_k

Moltiplicando entrambi i membri dell’equazione precedente per =¥, otteniamo:

k+1 k k—1

x —apr” —a1x" T — - —ap=0

Dunque z soddisfa una relazione polinomiale monica a coefficienti in A e questo é assurdo in quanto
avevamo scelto = ¢ A.

Consideriamo adesso il seguente insieme:
S :={A’: A’ & un anello tale che A[z™'] C A’ C Quot A come sottoanelliex ¢ A’}

Vorremmo applicare il lemma di Zorn percid osserviamo che, per quanto dimostrato poco fa, ’anello
A[z~!] appartiene a S e dunque S ¢ un insieme non vuoto. Inoltre, ¢ parzialmente ordinato rispetto
all’inclusione insiemistica. Sia quindi F' una catena in S, cioé un sottoinsieme totalmente ordinato.

M::UA’

AleF

Definiamo:

Allora M contiene banalmente tutti gli elementi di F', ma per concludere che ¢ un maggiorante per F'
dobbiamo prima osservare che M € S. In effetti, utilizzando il fatto che F' é totalmente ordinato, si
vede facilmente che M ¢ un anello, che A[x~!] C M C Quot A come sottoanelli e che x ¢ M. Per il
lemma di Zorn I'insieme S ammette percio un elemento massimale A’. In particolare, otteniamo che
A C Alz~1] C A’ C Quot A come sottoanelli e che z ¢ A, quindi rimane da dimostrare che A’ ¢ un

anello di valutazione.

Per dimostrare questo, utilizzeremo la caratterizzazione fornita dalla proposizione 22. Innanzitutto,
poiché valgono le inclusioni A € A’ C Quot A come sottoanelli, si puo ripetere la prima parte della
dimostrazione del lemma 24 per ottenere che A’ ¢ un dominio di integrita e che Quot A’ = Quot A.
Consideriamo adesso un elemento a € Quot A’ = Quot A. Allora A’[a] e A’[a~1] sono sottoanelli di
Quot A. Supponiamo per assurdo che valganoa ¢ A’ ea~! ¢ A’. Alloraidue anelli A’[a] e A’[a™!]
contengono strettamente A’. In particolare, contengono A[z~1] come sottoanello e dunque, essendo
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A’ massimale in S, si deve avere x € A’[a] ez € A’[a™!]. Esistono percio due interi n, m > 0 e degli
elementi rg,71,...,7n, 80,51, ..,5m € A’ tali che:

n m
T = E ria’ = E s;a”"
i=0 i=0

Siano ora n, m > 01 piu piccoli interi soddisfacenti tale proprieta. Si osservi che in realtan,m > 1,
altrimentiz € A’ e questo ¢ un assurdo. Supponiamo inoltre, senza perdita di generalita, chem < n.
Allora possiamo scrivere:

n—1
1

r =80+ (x—s0)z =504 (x — s0)x " Z ria’ + (x — so)x” 'r,a”
=0
n—1 m
=504 (1 —spz™h) riat + (Z Sia_i)x_lrna”
i=0 i=1
Poiché 271 € Alx~1] C A’, questa ¢ una relazione polinomiale di grado strettamente inferiore a n in

a con coefficientiin A’. Abbiamo allora una contraddizione con la minimalita din. Otteniamo percid
che A’ ¢ un anello di valutazione. O

Esercizio 26. Sia A un anello di valutazione con gruppo dei valori G. Un sottoinsieme H di G é detto non
negativo se a > 0 per ogni a € H, mentre & detto saturo se, per ognia,b € Gcona <bea € H,sihabe H.

(i) Esiste una corrispondenza biiettiva naturale, che preserva le inclusioni, tra ideali di A e sottoinsiemi
saturi non negativi di G.

(ii) L’insieme degli ideali di A & totalmente ordinato rispetto all’inclusione insiemistica cioé, comunque
scelti I e J idealidi A, siha I C J oppure J C I.

Svolgimento.
(i) SiaK:= Quot Aesiav: K* — G la valutazione tale che A = A,.. Consideriamo la corrispondenza:

{Idealidi A} +— {Sottoinsiemi saturi non negativi di G}
I — v()\{oo}
v Y (H)U{0} +— H

Dobbiamo innanzitutto mostrare che le due mappe sono ben definite nel senso che le loro immagini
sono contenute nei rispettivi codomini.

(—) Consideriamo un ideale I di A e facciamo vedere che v(I)\{oco} & un sottoinsieme saturo non
negativo di G.

o Sottoinsieme di G. Siaa € v(I)\{occ}. Allora esiste un elemento x € I tale che v(z) = a.
Osserviamo che x # 0, altrimentia = co. Nededuciamo chex € K*ealloraa = v(z) € G.

e Saturo. Sianoa,b € Geona < bea € v(I). Alloraesiste x € T tale che a = v(z). Inoltre,

dato che peripotesi G ¢ il gruppo dei valori, cioé I'immagine di v, esiste un elemento y € K*

tale che b = v(y). Come abbiamo visto nel punto (¢) dell’osservazione 21, dalla condizione

v(z) = a < b= v(y)seguealloracheyr—' € A. Dunquey = yz~'x € Iequindib € v(I).

(++) Consideriamo un sottoinsieme saturo non negativo H di G e dimostriamo che v~ (H) U {0} &

un ideale di A.

o Sottoinsieme di A. Giasappiamoche( € A, percio consideriamo un elementoz € v~ (H).

Allorav(z) € H e quindi v(x) > 0 perché H é un sottoinsieme non negativo di G. Dunque
otteniamochex € A= A,.
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o Sottogruppo additivo. Innanzitutto, si hache0 € v=!(H) U {0}. Sianooraz,y € v~ (H).
Assumiamo, senza perdita di generalita, che valgav(z) < v(y). Perlacondizione (ii) della
definizione di valutazione, otteniamo dunque che v(z + y) > v(z). Dal fatto chev(x) € H
e dall’ipotesi che H sia un sottoinsieme saturo di G segue allora che v(z + y) € H, ovvero
chez +y € v~1(H). Notiamo infine che —z € v~1(H) perché —1 & un elemento invertibile
di A e quindi, per la condizione (i) della definizione di valutazione assieme al punto (iii) del
lemma 20, vale:

vi—z) =v(z(-1)) =v(z)+v(-1)=v(z) e H

e Ideale. Fissiamoa € Aex € v~ 1(H). Allora v(a) > 0 perché A = A,,, mentre v(x) € H.
Per I'ipotesi che H sia un sottoinsieme saturo di G e per la condizione (i) della definizione di
valutazione abbiamo dunque le seguenti implicazioni:

viax) =v(a) +v(z) >v(z) € H
— v(ar) € H = ax € v '(H)
Siverifica facilmente che il passaggio all’immagine o alla preimmagine e larimozione o aggiunta di un
elemento particolare preservano le inclusioni. Ciresta da dimostrare soltanto che la corrispondenza
é biiettiva.
e Invertibile a sinistra. Fissiamo un ideale I di A e dimostriamo che v=1(v(I)\ {oo}) U {0} = I.
(C) Innanzitutto, vale ovviamente che 0 € I. D’altra parte, abbiamo le seguenti implicazioni:
-1
zev (v(I)\{oc})
= v(z) € v(I)
= Jyel:v(z)=r(y)
— v(zy ') =0
— ay led=A,
—= cz=ay lyel
(D) Fissiamoz € I conx # 0. Allorav(x) € v(I) e v(z) # co. Dunque x € v (v(I)\ {oo}).
e Inwvertibile a destra. Consideriamo un sottoinsieme saturo non negativo H di G e dimostriamo
che v(v=1(H) U {0})\{o0} = H.
(C) Fissiamo un elemento a € v(v~1(H) U {0}) con a # oo. Allorasi haa = v(x) per qualche
x € v™1(H) U {0}. Siosservi perd che dobbiamo necessariamente avere z # 0, altrimenti
avremmo la contraddizionea = v(0) = co. Dunquex € v~!(H). Inaltre parole, abbiamo:
a=v(z)e H
(2) Siaa € H. Sicuramente a # oo, perché H & un sottoinsieme di G. Poiché G ¢ il gruppo dei
valori di v, abbiamo allora le seguenti implicazioni:
JzeK:v(z)=ac H
= recv '(H)
— a=v(z) cv(v }(H))

(ii) Poiché la corrispondenza trovata al punto (i) precedente & biunivoca e preserva le inclusioni, bastera
far vedere che I'insieme di tutti i sottoinsiemi saturi non negativi di G é totalmente ordinato rispetto
all’inclusione insiemistica. In altre parole dimostriamo che, dati due sottoinsiemi saturi non negativi
HeK diG,siha H C K oppure K C H. Assumiamo percio H ¢ K, ovvero che esista un elemento
a € H talechea ¢ K e dimostriamo che, fissato b € K, dobbiamo avere b € H. Siccome la relazione
d’ordine < su G é totale, abbiamo che a < b oppure b < a. Se fosse b < a allora, poiché b € K e K é

un sottoinsieme saturo di G, dovremmo avere a € K, ma questo ¢ assurdo. Dunque a < b. Quindi,
poiché a € H e H é un sottoinsieme saturo di G, otteniamo che b € H.
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4 Anelli di valutazione discreta

Fin qui abbiamo considerato anelli di valutazione qualunque. Tuttavia, dato che nella pratica quasi tutti gli

anelli sono noetheriani, vogliamo specializzarci a questo caso particolare. Sorprendentemente questa ipotesi

aggiuntiva, apparentemente di poco conto, ha conseguenze importanti, come vedremo nei prossimi risultati.

Proposizione 27 (Anelli di valutazione discreta). Sia A un anello di valutazione con ideale massimale m.

Le sequenti affermazioni sono equivalenti.

(i) L’anello A é noetheriano, ma non & un campo.

(i) L’anello A éun dominio a ideali principali, ma non é un campo.

(iii) Il gruppo deivalori di A ¢Z.

Se inoltre queste condizioni sono verificate allora, per ognia € A cona # 0, la valutazionev(a) € Z é1’unico
interon > 0 tale che (a) = m™.

Dimostrazione. Dimostreremo che (i) e (i) =2 (iii) L (i). Prima pero ricordiamo che, per il punto (iv)
del lemma 20, I'anello di valutazione A é locale e percio ha senso considerare 'unico ideale massimale m di A.

(1)

Sia I unideale di A. Essendo A noetheriano, esistonoay, as, ..., a, € Ataliche I = (a1,as,...,a;).
Siccome il gruppo dei valori é un gruppo ordinato, possiamo scegliere un indice i € {1,2,...,r} tale
che a; abbia valutazione minima. Perognij = 1,2, ..., rsihapercid v(a;) < v(a;). Peril punto (ii)

dellemma 20, cio & del tutto equivalente a richiedere che a; € (a;) e concludiamo allora che I = (a;).

Notiamo, innanzitutto, che m # 0 altrimenti A sarebbe un campo. Possiamo percio scrivere m = (t)
per qualchet € A elemento irriducibile. Adesso, essendo A un dominio a ideali principali e quindi un
dominio a fattorizzazione unica, per il punto (b) dell’esempio 19 sappiamo che la localizzazione di A
all’ideale () € un anello di valutazione con gruppo dei valori Z. Ricordiamo che, esplicitamente, si ha:

Agy = {3+ a,b €A b#0, tnon divides |

La condizione che ¢ non divida b equivale pero a richiedere che b ¢ m cioé, per i punti (iii) e (iv) del
lemma 20, che b sia invertibile in A. Ne deduciamo che A(;) = A. In particolare, il gruppo dei valori
di AeZ.

Inoltre, come abbiamo gia osservato nel punto (b) dell’esempio 19, ogni elemento non nullo a € A si
puo esprimere in modo unico nella forma a = ¢t™ per qualche interon > 0 e per un opportuno c € A
tale che t non divida ¢, cioé tale che ¢ sia invertibile in A. Gli elementi a e t" sono percio associati e
quindi:

(a) = (") = m"

Inoltre, per come si era definita la valutazione v associata ad A ;) = A nel punto (b) dell’esempio 19,
abbiamo la condizione v(a) = n e con questo & dimostratal’asserzione aggiuntiva della proposizione.

Per prima cosa si noti che, se A fosse un campo allora, per il punto (b) dell’osservazione 21, avremmo
la contraddizione:
0= (Quot A)*/A* ~Z

Sia ora I un ideale non nullo di A. Dato che per ipotesi il gruppo dei valoridi Aé Ze I C A, tutti gli
elementi di I hanno valutazioni intere e non negative. Si puo allora scegliere un elemento a € I tale
che a abbia valutazione minima. Ragionando come nel punto (1) precedente, otteniamo che I = (a).
In particolare, I'ideale I ¢ finitamente generato. O

Definizione 28. Un anello di valutazione A che soddisfa le condizioni equivalenti della proposizione 27 si

dice un anello di valutazione discreta.
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Proposizione 29 (Condizioni equivalenti per gli anelli di valutazione discreta). Per un anello noetheriano
locale A, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i)
(ii)
(iii)
(i)
(v)

L’anello A ¢ un anello di valutazione discreta.

L’anello A ¢ un dominio a ideali principali, ma non & un campo.
L’anello A é un dominio a fattorizzazione unica di dimensione 1.
L’anello A ¢ un dominio normale di dimensione 1.

L’anello A ¢ un anello locale regolare di dimensione 1.

Dimostrazione. Leimplicazioni (i) = (ii) == (iii) = (iv) sono banali. La prima infatti & del tutto ovvia
per la definizione 28, la seconda é vera per il punto (b) dell’osservazione 4, mentre la terza é una conseguenza
immediata del fatto che i domini a fattorizzazione unica sono normali. Dobbiamo percio far vedere che vale:

(1)

(iv) = (v) = (i)
Dal momento che per ipotesi A & un dominio locale di dimensione 1, esso ha un unico ideale massimale
m e inoltre, ripetendo argomento visto all’inizio della dimostrazione del punto (ii) del lemma 13, si
ha chel’ideale nullo e m sono gli unici ideali primi di A. Percio, prendendoa € mcon a # 0, abbiamo:

\/@: ﬂ P=m

Pideale primo: aeP

Per esercizio 12, esiste un interon > 0 tale chesiabbiam™ C (a). Scegliamo n come il piu piccolo di
tali interi e notiamo che, se fosse n = 0, allora A C (a) e di conseguenza a € m sarebbe un elemento
invertibile, contraddicendo il fatto che m & un ideale massimale di A. Dobbiamo percio avere n > 1.
Adesso, per la minimalita di n, abbiamo che m™~! ¢ (a) e dunque esiste un elemento b € m" 1! tale
che b ¢ (a).

Definiamot := a/b € Quot A. Ilnostro obiettivosara dimostrare chem = (¢). Da questo dedurremo
infatti, per il punto (i) del lemma 5, che A & un anello locale regolare. In primo luogo, osserviamo che:

1 b 1 1
Mi=-m="mC m"C(a) C A
t a a a
Dunque M ¢ un ideale di A come conseguenza del fatto che lo ¢ m. Ora supponiamo per assurdo che

M C me troviamo una contraddizione usando la generalizzazione del teorema di Cayley-Hamilton.
Dato che per ipotesi A & un anello noetheriano, I’ideale m é finitamente generato. Sia ¢: m — mla
mappa definita da ¢(z) := z/t. Poiché assumiamo che M C m, abbiamo in effetti o(m) C m C Am.
Inoltre, si verifica facilmente che ¢ & un omomorfismo di A-moduli. Dunque, per la generalizzazione
del teorema di Cayley-Hamilton, visono unintero k > 1edeglielementicg, ¢y, ..., cp—1 € Ataliche:

O 1@V - F 1 4 cpidm = 0

Se adesso applichiamo primo e secondo membro a un elemento non nullo x € m e poilo “cancelliamo”
usando il fatto che Quot A é un dominio di integrita, otteniamo che 1/t soddisfa la seguente relazione
polinomiale monica a coefficienti in A:

(1)n+ (1)n71+ et te=0
- en1(3 ey + o =

Dunque 1/t € Quot A éintero su A. Sappiamo perd, per ipotesi, che A & un dominio normale, ovvero
integralmente chiuso in Quot A e di conseguenza 1/t € A. Si ha dunque la seguente contraddizione:
1
b= Ea c (a)

Abbiamo cosi dimostrato che M ¢ m. Nesegue che M = A perché, se M fosse un ideale propriodi 4,
allora sarebbe contenuto in un ideale massimale, ma m & I'unico ideale massimale di A. Dimostriamo
che m = ().
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(C) Siax € m. Alloraz/t € M = A, ovveroesiste a € A tale che x/t = a/1. Dunque z = ta € (t).
(2) DaM = Aseguechel € M, cioécheesistex € mtalechex/t = 1/1. Maallorasihat =z € m.

(2) Permostrareche A é un anello di valutazione, si userala caratterizzazione data dalla proposizione 22.
Sappiamo, per la proposizione 11, che A é un dominio di integrita. Inoltre, per il lemma 13, I'ideale
massimale m di A é generato daun soloelementot € Ae, perognia € Acona # 0, esistono un intero
n > 0 eun elemento invertibile b € A taliche a = bt". Di conseguenza, per qualsiasi a € Quot A con
a # 0, esistono n € Z e un elemento invertibile b € A tali che a = bt"™. Ne deduciamo che, se n > 0,
alloraa € A, mentre a™! € Asen < 0. Questo dimostra che A & un anello di valutazione. Si osservi
infine che A ¢ un anello di valutazione discreta perché verifica la condizione (i) della proposizione 27.
In effetti, ’anello A & noetheriano per ipotesi e, per il punto (a) dell’osservazione 4, non é un campo
essendo dim A = 1. O

Osservazione 30.

(a) La proposizione 29 ci dice che gli anelli locali regolari di dimensione 1 sono esattamente gli anelli di
valutazione discreta. Inoltre, I’affermazione aggiuntiva della proposizione 27 dimostra che, in effetti,
la“valutazione” che abbiamo costruito nel lemma 13 é una valutazione nel senso della definizione 15.

(b) Finora conosciamo due condizioni sugli anelli che, geometricamente, corrispondono a una nozione di
“non singolarita”: lanormalita e laregolarita. L’equivalenza dei punti (iv) e (v) della proposizione 29
ci dice che le due nozioni coincidono nel caso unidimensionale. Si puo dimostrare, pero, che questo
non € piu valido se la dimensione é strettamente maggiore di 1. Da una parte, infatti, gli anelli locali
regolari sono normali: i due matematici Maurice Auslander e David Buchsbaum hanno dimostrato,
nell’articolo [2], che gli anelli locali regolari sono domini a fattorizzazione unica e sappiamo gia che
questi ultimi sono normali. Non vale invece il viceversa, perché si possono trovare esempi di domini
normali che non sono anelli locali regolari.

Possiamo dare una descrizione molto semplice degli ideali in un anello di valutazione discreta.

Corollario 31 (Idealiin un anello di valutazione discreta). Sia A un anello di valutazione discreta conideale
massimale m. Allora gli ideali non banali di A sono esattamente le potenze m™ al variare dell’interon > 0 e
formano una catena strettamente discendente:

A=mDOm!'Dm?D...
In particolare, I’anello A non é artiniano.

Dimostrazione. Per la proposizione 27, ogni ideale non nullo di A é principale e della forma m”™ per un certo
interon > 0. Inoltre, esistet € A talechem = (¢). Osserviamo adesso che gli ideali di A formano una catena
strettamente discendente. Per dimostrarlo, supponiamo per assurdo che m” = m”! = m™m per un qualche
interon > 0 e notiamo che:

(1) Essendo A un anello noetheriano per definizione, I'ideale m™ ¢ finitamente generato.
(2) Essendo m l'unico ideale massimale di A, si ha Jac(A) = m.

Per il lemma di Nakayama, otteniamo dunque che m™ = 0. Ne segue che t" = 0, quindi ¢t = 0 perché A é un
dominio di integrita. E allorasi ham = 0, ma questo é assurdo perché A non é un campo per definizione. [

Infine, la valutazione in un anello di valutazione discreta si puo anche esprimere in termini di lunghezza di
moduli.

Corollario 32 (Valutazione e lunghezza). Sia A un anello di valutazione discreta. Perognia € A, sea # 0:

v(a) = La(A/(a))
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Dimostrazione. Siamlideale massimale di A. Per definizione, esiste t € A tale chem = (t). L’affermazione
aggiuntiva della proposizione 27 ci dice che, se v: K* — G ¢ la valutazione associata ad A en := v(a), allora
(a) = m™ = (t"). Consideriamo ora la seguente catena strettamente discendente di A-sottomodulidi A/(a):

A/(a) = (t")/(a) 2 -+ 2 (t"7)/(a) 2 (¢")/(a) = 0

Se dimostriamo che questa ¢ una serie di composizione per A/(a), possiamo concludere che £4(A/(a)) = n.
Osserviamo, innanzitutto, che in effetti le inclusioni sono strette. Per giustificarlo, supponiamo per assurdo
che (t*=1)/(a) = (t*)/(a) per qualche indicei € {1,2,...,n}. Seindichiamo le classi laterali con la notazione
della barretta in alto, allora £~ € (£*) = (t!)/(a). Di conseguenza:

Fbec At =pti
= (1-bt)t" ! € (a) = (t")
— Jec A: (1 -bt)t" ! =ct™
= 1—bt=ct" "M
= (b+ct" =1

Otteniamo percio chet € A éun elemento invertibile, quindim = (¢) = A, ma questo contraddice il fatto che
m sia un ideale massimale. Ciresta da dimostrare che la catena é massimale, cioé che non é possibile inserire
altri sottomoduli nella catena. Per farlo, grazie al terzo teorema di isomorfismo, sara sufficiente dimostrare
che (t:=1) /(%) & semplice, cioé non contiene sottomoduli non banali, per ognii = 1,2, ..., n. Fissiamo allora
un tale indice i. Se dimostriamo che (t=1)/(#*) ~ A/m abbiamo finito, perché A/m & semplice in virtu della
corrispondenza:

{A-sottomoduli di A/m} <— {A-sottomoduli di A, cioé ideali di A, contenenti m}

Si consideri allora ’'omomorfismo di A-moduli suriettivo p: A — (#*~1)/(¢*) definito ponendo p(c) := cti=1.
Per concludere la dimostrazione, bastera applicare il primo teorema di isomorfismo e calcolare il nucleo di ¢:
Kerp={cc A: ct'™' € (t')}
={cecA:ct'" ' =bt", b€ A}
={ceA:ic=0bt,Ibe A} =(t)=m O
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