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Geometria algebrica 1 (Matematica, Roma Tre) Oct 2, 2020

Lezione 5
Raffaele Di Donna

Elementinilpotenti e ideali radicali. k-algebre finitamente generate. Corrispondenza traichiusi diA} ele
k-algebre finitamente generate senza nilpotenti. Indipendenza algebrica, basi di trascendenza. Ogni insieme
di elementi algebricamente indipendenti puo essere completato a una base di trascendenza. Dimensione diun
sottoinsieme chiuso di A},. Esempi di calcolo di dimensione.

Parte I
Spazi affini

Introduciamo, innanzitutto, alcune notazioni. Denotiamo N I’'insieme dei numeri interi positivi, vale a dire
N ={1,2,3,...}. Dato invece un campo k, indichiamo con R,, I’anello dei polinomi a coefficienti in k nelle
indeterminate X1, Xo, ..., X,, cioé R, = k[X1, Xs, ..., X,]. Denotiamo infine k(X7, X, ..., X,,) il campo
dei quozienti di R,,.

1 Irriducibilitd e componenti irriducibili

1.1 Chiusi e k-algebre

Definizione 1.1. Sia k un campo. Una k-algebra € un anello A con una moltiplicazione:

EkxA — A
(AN, a) — Aa
tale che:
(i) A siaun k-spazio vettoriale rispetto alle operazioni di somma e prodotto per uno scalare.
(i) (Aa)b= A(ab) per ognia,be A, X € k.

Una k-algebra A si dice finitamente generata se esistono g1, go, . .., g, € A tali che:

A= k[glv‘gQa"'agn}

Osservazione 1.2. Datauna k-algebra A, per ogni g1, g2, - . ., gn € Alinclusione k[g1, g2, ..., gn] C A évera
sempre per definizione di k-algebra. Ne deduciamo che una k-algebra A ¢ finitamente generata se e solo se
vale A C k[g1,92,- -+, 9n)-

Definizione 1.3. Sia A un anello. Un elemento = € A si dice nilpotente se x # 0 ed esiste un interon € N
tale che z™ = 0.

Osservazione 1.4. Sia A un anello e sia I un ideale di A. Allora A/I non ha elementi nilpotenti se e solo se
I ¢ un ideale radicale di A.



Dimostrazione. Consideriamo un elemento f + I € A/I. Allora valgono le seguenti equivalenze:

f énilpotente <= f+1#1 edesisten € Ntaleche f"+1=1

— féI ed esiste n € N tale che f* € I
— feVI\I
Ne discende che A/I ammette un elemento nilpotente se e solo se I non & un ideale radicale. O

Proposizione 1.5.

(1) Sia X C A} un chiuso. Allora R, /Z(X) é una k-algebra finitamente generata che non ha nilpotenti.
Seinoltre X & irriducibile, allora la k-algebra R, /Z(X) é un dominio.

(il)  Siano k un campo algebricamente chiuso, I un ideale radicale di R,, tale che R, /I sia una k-algebra
finitamente generata che non ha nilpotenti. Allora esiste un unico chiuso X C A} talechel = I(X).
Seinoltre Ry, /I & un dominio, allora X & irriducibile.

Dimostrazione.

(i) Sappiamo che Z(X) & un ideale radicale di R,, e dunque, per l'osservazione 1.4, si ha che R, /Z(X)
non ha elementi nilpotenti. E facile verificare che R,,/Z(X) & una k-algebra come conseguenza del
fatto che R,, é una k-algebra. Osserviamo adesso che, per come sono definite le operazioni di somma
e prodotto sugli anelli quoziente, se utilizziamo per semplicita la notazione della barretta in alto per
indicare le classi laterali allora, per ognii, j = 1,2,...,neperogni A € k, abbiamo le tre condizioni:

X, +X; =X, + X,

XX, =X X,

AX; = \X;
Ne discende che la classe laterale di un polinomio nelle variabili X7, X5, ..., X,, a coefficienti in k si
puod pensare come un polinomio in X1, Xo, . .., X, acoefficienti in k. Abbiamo percio la condizione:

Ru/T(X) = k(X7 X3, ., Ko

Questo dimostra che la k-algebra R,, /Z(X) é finitamente generata. La seconda parte dell’enunciato
segue dal fatto che X & irriducibile se e solo se Z(X) & un ideale primo di R,,, se e solo se R, /Z(X) &
un dominio.

(ii) La prima parte deriva immediatamente dal teorema degli zeri di Hilbert, mentre la seconda parte
si giustifica esattamente come visto nella dimostrazione del punto (i) precedente. O

Esempio 1.6. Glielementi X1, Xo, ..., X, diversamente dalle variabili X1, X», ..., X,,, non sempre sono
indipendenti. Se per esempio consideriamo I’anello dei polinomi k[ X7, X5] allora, per definizione, le variabili
X1 e X5 non soddisfano alcuna condizione, ma nell’anello k[ X1, X5] /(X1 X>) le variabili X; e X5 verificano:

X1 X2=0

1.2 Grado di trascendenza
Ricordiamo innanzitutto la seguente nozione di teoria dei campi.

Definizione 1.7. Sia K C F un’estensione di campi. Un elemento « € F si dice algebrico su K se esiste un
polinomio non nullo p € K[X] tale che p(a)) = 0. Se a non & algebrico su K, ovvero se, per ogni polinomio
p € K[X], da p(a) = 0 segue che p ¢ il polinomio nullo, diremo che « & trascendente su K.

La definizione precedente si generalizza facilmente sul numero degli elementi coinvolti.



Definizione 1.8. Sia K C F un’estensionedicampiesianoay, as,...,a, € F. Glielementiay, as, ..., o,
si dicono algebricamente dipendenti su K se esiste un polinomio non nullo p € K[X1, X, ..., X,,] tale che
plag, s, ..., ay,) = 0. Seinvece ay, as, . .., a, non sono algebricamente dipendenti su K, cioé se, per ogni
polinomio p € K[X;, Xo, ..., X,], dap(a1,as,...,ay,) = 0 segue che p ¢ il polinomio nullo, diremo allora
che aq, as, ..., a, sono algebricamente indipendenti su K.

Osservazione 1.9. La condizione di indipendenza algebrica € decisamente pit forte di quella di indipendenza
lineare, la quale richiede che ad annullarsi siano soltanto i polinomi lineari.

Osservazione 1.10. Se aq, g, . . ., o, sono algebricamente indipendenti su K, lo sono anche ag, g, ...,
per qualsiasi intero positivo s < n. In particolare (caso s = 1), gli elementi a1, o, . . ., o, sono trascendenti
su K.

Definizione 1.11. Un’estensione di campi K C F' & detta algebrica se ciascun elemento di F' & algebrico
su K, mentre é detta trascendente se non é algebrica, cioé se almeno un elemento di F' é trascendente su K.

Definizione 1.12. Sia K C F un’estensione di campi. Un sottoinsieme finito {z1, xa,...,2:} C F sidice
una base di trascendenza di F' su K se:

(1) Glielementi 1, x9, ..., xs sono algebricamente indipendenti su K.
(2) L’estensione di campi K (z1, 232, ...,2z:) C F ¢ algebrica.
Teorema 1.13. Sia K C F un’estensione di campi e sia{x1,Z2, ..., T} unabase ditrascendenza di F su K .

Allora una qualsiasi base di trascendenza di F' su K ¢é costituita dat elementi. Inoltre, per ogni sottoinsieme
finito {y1,y2,...,ys} C F tale chey1, ¥y, ... ,ys siano algebricamente indipendenti su K :

(i) Vale ches <t.
(i) Ses=t, allora{y1,ya,...,ys} & una base di trascendenza di F' su K.

(iil) Ses < t, allora esistono Ysy1,Ys+2,---,yt € F tali che {y1,ya, ...,y } sia una base di trascendenza
di F su K.

Dimostrazione. Sinotiinnanzitutto che, una volta dimostrata la proprieta (i), da questa seguira facilmente
la prima parte dell’enunciato, poiché potremo scegliere {1, 2, ..., 2:} e {y1, y2, - . . , ys } come due qualsiasi
basi di trascendenza di F su K. Fissiamo adesso un sottoinsieme {y1, yo, ..., ys} C F tale che y1,y2,...,ys
siano algebricamente indipendenti su K.

(i) Datoche {z1,x2,...,2:} ¢ unabase di trascendenza di F'su K, 'estensione K (z1, z2,...,2;) C F'é
algebrica e allora y; ¢ algebrico su K (z1, zo, ..., z;). Cio significa che esiste un polinomio non nullo
p € K(x1,22,...,x¢)[Y] tale che p(y;) = 0. Osserviamo che p & un polinomio che ha per coefficienti
quozienti di polinomi in z1, zs, . . . , Ty e dunque possiamo cancellare i denominatori moltiplicando p
per un opportuno polinomio. Formalmente, esiste un polinomio non nullob € K|z, xs, ...,z tale
che bp € K[x1,2a,...,2[Y]. In effetti, si potrebbe scegliere un tale polinomio b come il prodotto
dei denominatori dei coefficienti di p. Sia adesso ¢ € K[Z1, Za, ..., Zt, Z;11] il polinomio ottenuto
da bp sostituendo 'indeterminata Z; a x; peri = 1,2, ...t elavariabile Z;,; a Y. Per costruzione,
il polinomio ¢ & non nullo e verifica g(x1, x2, ..., x¢,y1) = 0.

Osserviamo inoltre che g deve dipendere da Z; per qualche indice i € {1,2, ...t} perché, se cosi non
fosse, allora q € K[Z;11] e q(y1) = 0, cioé y; sarebbe algebrico su K e cid contraddice l'ipotesi che
Y1, Y2, - -, Ys siano algebricamente indipendenti su K. Possiamo dunque supporre, per semplicita,
che ¢ dipenda dalla variabile Z;. Dal fatto che q(x1, xa, ..., z¢,y1) = 0 segue che x; ¢ algebrico sul
campo K (xa,...,x¢, 1) in quanto x; é radice del polinomio ¢’ € K(xa, ..., x:,y1)[Z1] definito da
¢(Z1) == q(Z1,xa,...,2¢,y1). Abbiamo allora che le seguenti sono estensioni algebriche di campi:

K(wa,...,w,91) € K(21,22,...,24,y1) € F



Per transitivita delle estensioni algebriche, anche I'estensione K (2o, ..., 2, y1) C F & algebrica. In
questa maniera abbiamo sostituito y; a 1 nell’estensione algebrica K (21,22, ..., 2z:) C F nota per
ipotesi.

Orays € F e quindi yo ¢ algebrico su K (z2, ..., z,y1). Ripetendo lo stesso argomento visto prima,
sitrova un polinomiononnullog € K[Zs, ..., Z;, Zy11, Zi12] taleche valgaq(za, . . ., x4, y1,y2) = 0.
Come prima, tale polinomio deve dipendere da Z; per qualchei € {2, ..., ¢}, altrimenti avremmo che
q € K[Zs11, Zry2] € q(y1,y2) = 0, ovvero che yq, y2 sono algebricamente dipendenti su K e questo é
assurdo. Possiamo allora supporre che g dipenda dalla variabile Z5 e da questo segue che ’estensione
K(xs,...,2t,y1,y2) C F ¢ algebrica.

Iterando, sihache K (zy41,. .., 2,91, ..,Yr) C F éun’estensione algebricaperognir = 1,2,...,s.
A questo punto basta ragionare per assurdo: se fosse s > t allora, prendendo r := ¢, otterremmo che
Pestensione K (y1, Yo, - . -,y:) C F ¢ algebrica. In particolare, 'elemento y;11 € F sarebbe algebrico
suK(y1,y2,...,Yt), Cl0€ Y1, Ya, . . ., Y141 sarebbero algebricamente dipendenti su K e cid ¢ assurdo.

(ii) Per quanto gia visto nella dimostrazione del punto (i) precedente, Uestensione K (y1,ya2, .. .,ys) C F
éalgebrica. Sappiamo per ipotesi che gli elementiy;, yo, . . . , ys sSono algebricamente indipendenti su
K, quindi il sottoinsieme {y1, y2, .. .,ys} C F & per definizione una base di trascendenza di F' su K.

(iii) Sara sufficiente dimostrare che {y1,y2, ..., Ys, Ts+1, - - -, Tt} € una base di trascendenza di F' su K.
Verifichiamo le due condizioni della definizione:

(1) Supponiamo per assurdo che y1, Y2, - . ., Ys, Tst1, - - - , T¢ Slano algebricamente dipendenti su K,
cioé che p(y1, Y2, - -+, Ys, Tst+1, - - -, £r) = 0 per un qualche polinomio p € K[Z, Zs, ..., Z;] non
nullo. Inoltre, tale polinomio dipende da almeno una delle variabili Z, 1, ..., Z; perché, se non
dipendesse da nessuna di queste variabili, allorap(y1, y2, - - ., ys) = 0 e cid contraddice 'ipotesi
cheyy,ys,...,yssiano algebricamente indipendenti su K. Sipuo allora supporre, per esempio,
che pdipendada Z;. Siadunqueq € K(y1, Y2, .-, Ys, Ts+1, - - -, Lt—1)[Z¢] il polinomio dato da:

q(Zt) = p(y17y27 ooy Ysy Ts41ye - 7xt717Zt)

Allora z; é algebricosu K (y1, Y2, -« -, Ys, Tst1, - - - , £¢—1) iN quanto ¢ & un polinomio non nullo e
q(z¢) = 0. Ricordando quanto gia dimostrato nel punto (i) precedente (caso r := s), possiamo
affermare che le seguenti estensioni di campi sono algebriche:

K(y17y2>"'7y57xs+17--~7$t71) g K(y17y27-~-ays>$s+17"'amt717$t) g F

Per transitivita delle estensioni algebriche, abbiamo che K (y1,y2, - - -, Ys, Ts+1,- -+, Tt—1) C F
éun’estensione algebrica. Sinotiorachey,yo,...,¥ys, Tst1,-..,Tt—1 NONsono algebricamente
indipendenti su K perché, se lo fossero, allora {y1, yo, . .., Ys, Tst+1, - . - , Tr—1 } sarebbe una base

ditrascendenzadi F'su K di cardinalitat — 1 e cido contraddice la prima asserzione del teorema,
giustificata come conseguenza del punto (i) precedente.

Iterando il ragionamento precedente, otteniamo dunque che y1, ya, . . . , Ys, Ts41, - - - , Tt—p SONO
algebricamente dipendentisu K perr = 1,2,...,t — s. In particolare, per r := t — s troviamo
che y1,y2, . .., ys sono algebricamente dipendenti su K, contraddicendo le ipotesi del teorema.

(2) Per quanto gia osservato nella dimostrazione del punto (i) precedente (casor := s), ’estensione
di campi K (y1,Y2, - -, Ys, Tst1,---,Tt—1,2¢) C F & algebrica. O

Il teorema 1.13 ci permette di dare la seguente definizione.
Definizione 1.14. Sia K C F'un’estensione di campi. Definiamo il grado di trascendenza di F' su K come:
0  selestensione di campi K C F' ¢ algebrica

trdegy I/ := (¢  se esiste una base di trascendenza {x1,zs,...,2:} di F su K

oo altrimenti



Si pud mostrare che il grado di trascendenza di F' su K é invariante per isomorfismi di anelli su F e su K.

Esempio 1.15. L’estensione di campi K C K (X7) ¢ trascendente poiché X & trascendente su K. Infatti,
dato un polinomio p € K[X], da p(X1) = 0 discende che p ¢ il polinomio nullo per il principio di identita dei
polinomi. Tuttavia, esiste una base di trascendenza di K (X;) su K ed ¢ ovviamente { X7 }, dunque il grado
di trascendenza di K (X7) su K & 1. Similmente, si vede che il grado di trascendenza di K (X7, Xs, ..., X;)su
K ¢ét. Consideriamo ora il campo dei quozienti dell’anello dei polinomi in infinite variabili a coefficientiin K,
denotato K (X1, X, ...). Ovviamente, anche 'estensione di campi K C K (X7, Xo,...) étrascendente, ma
in questo caso non esiste una base di trascendenza. Infatti, per ogni s € N, g1, g2, ...,9s € K(X1,Xa,...),
Pestensione di campi K (g1, 92, --,9s) € K (X1, Xs, ...) é trascendente poiché possiamo sicuramente fissare
un intero ¢t € Nin modo tale che X; non occorrain g; perogni: = 1,2, ..., s e allora, come é facile verificare,
la variabile X; é trascendente su K (g1, go, ..., gs)-

Definizione 1.16. Sia X C A} unchiuso. Ilquoziente Ax = R,,/Z(X) édetto anello delle coordinate suX.
Denotiamo con dim X la dimensione di X, definita nel modo seguente:

e Se X évuoto, poniamo dim X := —1.

e Se X éirriducibile, sia Fx il campo dei quozienti di Ax. Poniamo dim X := trdeg; Fx.

e Se X énon vuoto eriducibile, infine, sia X = X; U X5 U - - - U X, ladecomposizione in componenti
irriducibili di X. Poniamo dim X := max;—; 2 .., dim X;.

La definizione precedente & ben posta per il punto (i) della proposizione 1.5 il quale ci garantisce che, se
X ¢ irriducibile, alloras:

e L’anello Ax ¢ un dominio e dunque esiste il suo campo dei quozienti.

e Seidentifichiamo k con il sottoanello {\ + Z(X): A € k}, allora k C Fx & un’estensione di campi e
dunque il grado di trascendenza di Fx su k ¢é definito.

Osservazione 1.17. Sia k un campo infinito. Allora dim A} = n.
Dimostrazione. Per definizione:
Aur = R, /Z(AY) = Ry, = k[X1, Xa, ..., X
Sappiamo che A} ¢ irriducibile se k£ &€ un campo infinito, quindi la sua dimensione sara:
dim A} = trdegy, k(X1, Xo,..., X)) =n O

Vedremo che, se k ¢ un campo finito, allora dim A}’ = 0. In tal caso, infatti, le componenti irriducibili di A}
sono punti e, come vedremo, questi hanno dimensione nulla.
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Lezione 6
Raffaele Di Donna

Funzioni regolari suun chiuso X C A}, lak-algebra k[X] delle funzioni regolari suX. L’isomorfismo tra
k[X1,...,X,]/Z(X) ek[X]. Morfismi (o applicazioni regolari) tra due chiusi. L’omomorfismo indotto da un
morfismo tra due chiusi. Corrispondenza biunivoca tra l’insieme dei morfismi tra due chiusi e linsieme degli
omomorfismi tra k-algebre, prima parte della dimostrazione.

Ricordiamo la definizione di dimensione di un chiuso affine.

Definizione 1.16. Sia X C A} unchiuso. Ilquoziente Ax = R,,/Z(X) édetto anello delle coordinate suX.
Denotiamo con dim X la dimensione di X, definita nel modo seguente:

e Se X évuoto, poniamo dim X := —1.
e Se X éirriducibile, sia Fx il campo dei quozienti di Ax. Poniamo dim X := trdeg; Fx.

e Se X énon vuoto eriducibile, infine, sia X = X; U X5 U -+ - U X, ladecomposizione in componenti
irriducibili di X. Poniamo dim X := max;—; 2 .., dim X;.

Abbiamo gia dimostrato il seguente fatto.
Osservazione 1.17. Sia k un campo infinito. Allora dim A} = n.
Vediamo ora il seguente risultato.

Osservazione 1.18. Siap € A} unpunto. Alloradimp = 0. In particolare, se k é finito, vale che dim A} = 0.
Dimostrazione. Consideriamo 'applicazione:

. R, — k
f— fp)

Si vede immediatamente che ® é un omomorfismo di anelli. Inoltre é suriettivo perché, preso un qualunque
A € k,Vomomorfismo ® manda il polinomio costante di valore A nello scalare A\. D’altra parte, abbiamo che:

Ker® ={f € R,: f(p) =0} =Z(p)
Dal primo teorema di isomorfismo segue dunque che:
R, /I(p) =k
Usando il fatto che il grado di trascendenza é invariante per isomorfismi di anelli, si puo percio affermare che:
dim p = trdeg, k =0
Sinotiorache,se X = {z1,z2,..., %y} ¢ unchiuso finito di A}, allora la decomposizione di X in componenti
irriducibili é:

Ne discende che dim X = 0 per definizione di dimensione. In particolare, se k ¢ un campo finito, allora A} é
finito, percio dim A} = 0. O

Osservazione 1.19. Sia X C A7 un chiuso. Allora dim X < n.



Dimostrazione. Per definizione di dimensione, possiamo ridurci a considerare il caso in cui X & irriducibile.
Per quanto si era osservato nella dimostrazione del punto (i) della proposizione 1.5, abbiamo la condizione:

Ax = k[X1, Xa, ..., X,
Passando quindi al campo dei quozienti, otteniamo che:
Fx =k(X1,X2,...,Xp)

Ora, se X1, X, ..., X, sono algebricamente indipendenti su k, allora essi formano una base di trascendenza
di Fx su k e dunque dim X = n. Se invece sono algebricamente dipendenti su k, allora esiste un polinomio
nonnullo p € k[Z1, Z, ..., Z,] tale che p(X1, X2, . .., X,,) = 0. Notiamo che p dipende da almeno una delle
variabili Z1, Zs, . . ., Z,, altrimenti p sarebbe il polinomio nullo. Possiamo dunque supporre che p dipenda da
Zj eallora X éalgebricosuk(Xs, ..., X,,) in quanto annulla il polinomio ¢ € k(X ..., X,,)[Z1] definito da:

q(Zl) = p(Zl,Y% e 7Xn)
Abbiamo allora un’estensione algebrica:
KXoy X)) C k(X7, Ko, Xon) = F

Adesso, se Xo, ..., X, sonoalgebricamente indipendenti su k, allora essi formano una base di trascendenza di
Fx sukedunquedim X = n — 1. In caso contrario, si pud ripetere lo stesso argomento di prima e assumere,
senza perdita di generalita, che X5 sia algebrico su k(Xs, ..., X,,). Da questo deduciamo, come prima, che

estensione k(X3, ..., X, ) C Fx ¢algebrica. Iterando questo ragionamento, si ottiene che dim X < n. [

2 Funzioni regolari e morfismi di spazi affini

2.1 Funzioni regolari

Definizione 2.1. Sia X C A} un chiuso. Un’applicazione ¢: X — k & detta una funzione regolare su X se
esiste un polinomio f € R, tale che ¢(p) = f(p) per ognip € X oppure, equivalentemente, tale che ¢ = ¢y.
L’insieme delle funzioni regolari su X prende il nome di anello delle funzioni regolari su X e si denota k[ X].

Osservazione 2.2. Sia X C A} un chiuso. Allora k[X] & una k-algebra.

Dimostrazione. Siano ¢ e 1 funzioni regolari su X. Consideriamo le operazioni usuali di somma e prodotto
tra funzioni e la solita operazione di prodotto di una funzione per uno scalare. Per definizione, esistono due
polinomi f, g € R, tali che si abbia ¢(p) = f(p), ¥(p) = g(p) per ogni p € X e dunque, per qualsiasi punto
p € X, abbiamo:

(¢ +)(p) = o(p) +¢(p) = f(p) +9(p) = (f +9)(»)

Percio ¢ + 9 é una funzione regolare su X. In modo simile, si dimostra che ¢ e A¢ sono funzioni regolari su
X per qualsiasi A € k. A questo punto si verifica assai facilmente che k[ X] acquista, con queste operazioni,
una struttura di k-algebra. O

Proposizione 2.3. Sia X C A} un chiuso. Allora:
k[X] = Ax
In particolare:
(i) L’anello k[X] & una k-algebra finitamente generata priva di elementi nilpotents.

(i) Il chiuso X C A} ¢ irriducibile se e solo se k[X] & un dominio.



Dimostrazione. Bastera dimostrare la prima parte dell’enunciato in quanto il resto segue dall’isomorfismo
e dalla proposizione 1.5. Consideriamo allora I’applicazione:

®: R, — k[X]
fr— ¢y

E evidentemente una mappa ben definita e suriettiva per definizione di funzione regolare. Inoltre, si verifica
assal facilmente che ¢ un omomorfismo di k-algebre (basta verificare che ® rispetta le operazioni di somma,
prodotto e prodotto per uno scalare). Ora:

Ker® ={f € R,: ¢y =0}
={f € R,: ¢s(p) =0perognip € X}
={f € R,: f(p) =0perognip € X} =I(X)

L’asserto discende quindi dal primo teorema di isomorfismo. O

~

Esempio 2.4. Siakuncampoinfinito. Allorak[A}] = R,,. Infatti, per la proposizione precedente, vale che:
k[AY] = R, /I(A}) = Ry

Esempio 2.5. Siap € A} unpunto. Allora k[p] = k. In effetti, dalla dimostrazione dell’osservazione 1.18 e
dalla proposizione precedente segue che:

k[p] &= Rn/I(p) =k
Osservazione 2.6. Siap € A}l un punto e assumiamo che p = (a1, az, ..., a,). Alloraabbiamo la condizione:
I(p) = (X1 — a1, Xo —ag,..., Xp —an)

Dimostrazione. Sia f € Z(p)unpolinomio. Scriviamo f come una somma di monomi di grado j al variare di
tuttiipossibilij =0,1,...,d, doved ¢ il grado complessivo del polinomio. Formalmente, per un opportuno
intero d > 0 e per certi o, i,,....4,, € k, con i1,%2,...,%, > 0 interi la cui somma & compresa tra 0 e d, si ha:

d
[ = E E Qi ig,yin X1 Ko™ - X

7=0 41,i2,...,4, >0 interi
i1tiotetin=j

d
=> > Qi g, (X1 — a1+ a1) (Xg — ag +a2)™ -+ (Xp — @y + ap)™
7=0 il_,ig,...,inZOinteri

i1tiot o tin=j

Dal teorema binomiale segue dunque che f = g + ¢ per qualche g € (X1 — a1, X3 — a9, ..., X, — ay) e per
un certo ¢ € k. Ma f € Z(p), quindi:

0=f(p)=9(p) +c=c
Abbiamo dunque dimostrato che f = g e, in particolare, che f € (X; — a1, X2 — ag, ..., X, — ap). L'altra
inclusione é banale. O
2.2 Morfismi di spazi affini

Definizione 2.7. Siano X C A} eY C A} chiusi. Un’applicazione ¢: X — Y prende il nome di morfismo
(o applicazione regolare) se esistono dei polinomi f1, fa, ..., fm € R, taliche, per qualunquep € X siabbia:

o(p) = (f1(p), f2(p),-- -, fm(D))



Equivalentemente, si richiede che esistano ¢1, ¢o, . . ., ¢,, funzioni regolari su X tali che, per qualsiasi punto
p € X, valga:

¢(p) = (61(p), p2(P); - - - o (p))

Si dice che ¢ & un isomorfismo se esiste un morfismo ¢ : Y — X tale che o ¢ =idx e ¢ oy = idy. Inoltre,
se esiste un isomorfismo tra X e Y, diremo che X e Y sono isomorfi e scriveremo X = Y. Infine, si dira che
¢ & dominante se ¢(X) & denso in Y.

Cisi potrebbe chiedere se un morfismo biiettivo sia 0 meno un isomorfismo, cioé se ’applicazione inversa
di un morfismo sia a sua volta un morfismo. La risposta a questa domanda & negativa: si possono costruire
morfismi biiettivi che non sono tuttavia degli isomorfismi. Ne vedremo un esempio nella lezione successiva.

Osservazione 2.8. Nelladefinizione 2.7 é implicito che f1, fo, ..., fin € R, siano taliche, per qualsiasip € X:

(fi(p), f2(p), -, fm(p)) €Y

Naturalmente, vale lo stesso per le funzioni regolari ¢1, ¢, . . . , ¢,, menzionate nella definizione equivalente.
Facciamo ora alcune considerazioni di natura topologica.

Osservazione 2.9. Siano X C Al eY C A} due chiusi. Unmorfismo ¢: X — Y ¢ un’applicazione continua.

Dimostrazione. Assumiamo ¢(p) = (f1(p), f2(p), ..., fm(p)) per ogni p € X. Sara sufficiente mostrare che

la preimmagine di un chiuso in Y tramite ¢ & un chiuso in X. Un chiuso in Y é I'intersezione di un chiuso in

AT con Y, percio consideriamo un chiuso Z(g1, g2, ..., 9s) C A7, dove g1, 92, . .., gs € Ry,. Consideriamo
inoltre, per ognii = 1,2,..., s, il polinomio composto:

hi(X17X27 .. aXn) = gi(fl(X17X27 v 7Xn)7 fQ(X17X27 .. 'aX’rL)7 . ‘7fm(X17X27 .. aXTL))

Allora:

¢71(Z(91a927"'7gs)ﬂy) = {peX ¢(p) ez(glaQQa"'ags)}
={pe X:gi(é(p)) =0perognii=1,2,...,s}
={peX: hi(p)=0perognii=1,2,...,8} = Z(hq,ha,..., hs) O

In generale, un morfismo di spazi affini non é un’applicazione chiusa
né aperta: lo dimostrano i seguenti controesempi.

Esempio 2.10. Andiamo a considerare la proiezione 7 : A% — A}C sulla
prima componente, cioé la mappa data da m(z1,z2) := x1. Si tratta di
una funzione regolare e dunque di un morfismo, ma Z(X; Xs — 1) in A?
ha per immagine 'aperto A} \ {0}.

Esempio 2.11. Consideriamo ora’applicazione ¢: A7 — A? definita
da¢(xy,x2) := (21, 2122). Echiaro che ¢ sia un morfismo di spazi affini.
Facciamo vedere adesso che 'immagine dell’aperto A? \ Z(X5) tramite
¢ élinsieme S := (A7 \ Z(X1X>)) U {(0,0)}. Sifissiallora un qualsiasi
punto p € A7\ Z(X3), p = (21, 22). Abbiamo x5 # 0 e di conseguenza:

{(0,0)} sex; =0

o(x1,22) = (x1,2122) € {Ai\Z(X1X2) sexy #0

Viceversa, sia (v1,22) € S. Se (z1,22) = (0,0), allora (21, 22) = ¢(0, 1), mentrese (z1,x2) € A2\ Z(X; X2)
sihaz; # 0. In particolare, abbiamo che (z1,22) = ¢(x1, x2/21). Sinotiorache S non éuninsieme aperto di
A? in quanto il suo complementare, vale a dire Z(X; X2)\ {(0,0)}, non ¢ un chiuso. Infatti, la sua chiusura &
Z(X1X).



Per dimostrarlo, consideriamo un chiuso Z(I), con I ideale di k[ X7, X3], contenente Z(X; X5)\{(0,0)} e
fissiamo f € I. Allora f dovra annullarsi su tutti i punti di Z(X;X2)\ {(0,0)}, vale a dire su ogni punto del
tipo (a, 0) oppure (0, a) cona € k, a # 0. In particolare, i polinomi f(a, X2) e f(X1, a) in una indeterminata
sono nulli in 0. Dunque! i monomi X; e X5 dividono f e quindi X; X5, che & il loro minimo comune multiplo,
dovradividere f. In altre parole, sihache f € (X;X5). Avendo mostrato che I C (X7 X5), si puo concludere
che Z(I) O Z(X;X>) ediconseguenza Z(X; X>) éil pitt piccolo chiuso di A7 contenente Z(X; X2)\{(0,0)}.

Proposizione 2.12. Siano X C A} eY C A}* due chiusi.

(i) Se¢: X =Y éun morfismo, allora é definito un omomorfismo di k-algebre:

o*: kY] — k[X]
Y — oo

(il) Siax: k[Y] — k[X] un omomorfismo di k-algebre. Allora esiste un unico morfismo ¢: X —'Y tale
che si abbia x = ¢*.

(ili)  Unmorfismo ¢: X — Y &un isomorfismo se e solo se ¢* & un isomorfismo di k-algebre.
Dimostrazione.

(i) Dobbiamo innanzitutto assicurarci che ¢* sia una mappa ben definita, ovvero che ¢ o ¢ € k[X]. Per

definizione, esistono f1, fa, ..., fm € Ry taliche ¢(p) = (f1(p), f2(p), .- -, fm(p)) perognip € X ed
esiste un polinomio g € R,, tale che 1(¢) = g(q) per qualsiasi punto g € Y. Siaorah € R, dato da:

h(XlaXQr o aXn) = g(fl(XlaX27' H 7Xn)af2(X17X2a s 7Xn)7' . 'afm(leXQa R aXn))
Allora 1) o ¢ & una funzione regolare su X perché, per ogni p € X, si ha:

(Y0 9)(p) = »(d(p) = g(f1(p), f2(p); - -, fm(p)) = h(p)

Si noti adesso che, per ogni 1,1’ € k[X] e per qualunque punto p € X, valgono le seguenti identita:

" (Y +¢)(p) = (¥ +9¢") 0 d)(p) = (¥ + ") (@(p)) = P(d(p) + ¢ (4(p))
= (¥ o d)(p) + (V' 0 d)(p) = ¢ (¥)(p) + ¢ (V") (p)

Abbiamo cosi dimostrato che ¢* (¢ + ¢') = ¢* (1)) + ¢*(¢'). In modo del tutto analogo si dimostra
che ¢* (V') = ¢* () P* (V') e che ¢* (M) = Ap*(¢) per ogni A € k. Concludiamo allora che ¢* ¢ un
omomorfismo di k-algebre.

(ii) Consideriamo le seguenti applicazioni:

s

k[Y1,Ya, ..., Y] = E[Y1,Ys,....Yn]/Z(Y) = kY] 25 k[X]

g — g — ¢y — X(¢g)
Sappiamo che ’applicazione quoziente 7 ¢ un omomorfismo di k-algebre, mentre a é I'isomorfismo la
cui esistenza e buona definizione discendono dall’applicazione del primo teorema di isomorfismo alla
fine della dimostrazione della proposizione 2.3. Definiamo ¢; := x((ae o 7m)(Y;)) peri =1,2,...,m
e consideriamo ’applicazione:

b X — Y
p (d)l(p)ad)Q(p)aad)M(p))

1Questa & una facile conseguenza del teorema di Ruffini, del quale ricordiamo ’enunciato: siano A un dominio, o € A e
sia f € A[X] un polinomio non costante. Allora il resto della divisione di f per (X — a) ¢ f(«). La dimostrazione di questo
risultato é stata gia trattata nel corso AL110.
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Per poter affermare che ¢ ¢ un morfismo di spazi affini, dobbiamo prima dimostrare che ¢(p) € Y per
ognip € X. Osserviamo che, essendo 7, a e Yy omomorfismi di k-algebre, per ognii,j = 1,2,...,me
per ogni A € k si ha:

x((aom)(Y; +Y;))
x((avom)(YiY;))
x((a o m)(AY;))

x((aom)(Yi)) + x((aom)(Y))) = i + ¢
x(om)(Yi))x((aom)(Y))) = ¢id;
Ax((aom)(Ys)) = Ags

Ne segue che, per qualsiasi polinomio g € k[Y1,Y2,..., Y], sihax((aom)(g)) = g(é1, b2, ..., dm)-
A questo punto si noti che, se g € Z(Y'), allora7(g) = 0 e di conseguenza x((« o 7)(g)), che coincide
con g(d1, da, - . ., dm ), &lafunzione regolare nullasu X. Ne deduciamo che, per ogni punto p € X, si
ha g(¢1(p), d2(p), ..., dm(p)) = 0 e, poiché questo vale per ogni polinomio g € Z(Y'), concludiamo
che ¢(p) = (61(p), P2(p), - - -, dm(p)) € Z(Z(Y)) =Y. Con questo abbiamo dimostrato che ¢ ¢ un
morfismo di spazi affini. Nella prossima lezione vedremo che y = ¢* per concludere la dimostrazione
del punto (ii) e poi ci occuperemo del punto (iii).

11



Geometria algebrica 1 (Matematica, Roma Tre) Oct 7, 2020

Lezione 7
Raffaele Di Donna

La corrispondenza biunivoca tra l’insieme dei morfismi tra due chiusi e l’insieme degli omomorfismi tra
k-algebre, seconda parte della dimostrazione. Due chiusi affini isomorfi hanno la stessa dimensione. Sek ¢é
algebricamente chiuso, ogni k-algebra finitamente generata e priva di nilpotenti é la k-algebra delle funzioni
regolari di un unico chiuso affine (a meno di isomorfismo). Un morfismo & dominante se e solo se & iniettivo
l’omomorfismo indotto. Sel’omomorfismo indotto é suriettivo ek é algebricamente chiuso, allora il morfismo
é iniettivo e l'immagine é chiusa. Un esempio di morfismo biiettivo con omomorfismo indotto non suriettivo
(la cubica con cuspide).

Torniamo al seguente risultato.
Proposizione 2.12. Siano X C A} eY C A}* due chiusi.

(i) Se¢: X =Y éun morfismo, allora & definito un omomorfismo di k-algebre:

o*: k[Y] — k[X]
Y — Yoo

(il) Siax: kY] — k[X] un omomorfismo di k-algebre. Allora esiste un unico morfismo ¢: X —'Y tale
che si abbia x = ¢*.

(iii)  Un morfismo ¢: X — Y & un isomorfismo se e solo se ¢* ¢ un isomorfismo di k-algebre.

Dimostrazione. Abbiamo gia dimostrato il punto (i) nella scorsa lezione. Riprendiamo la dimostrazione del
punto (ii).

(ii) Avevamo considerato le seguenti applicazioni:

k[Y1,Ya, ..., Y] — E[Y1,Ys,....,Yn]/Z(Y) =5 kY] 5 K[X]

g — 7 — 9y > X(9g)

Avevamo definito ¢; := x((a o 7)(Y;)) perognii = 1,2, ..., m e avevamo dimostrato che la seguente
applicazione & un morfismo di spazi affini:

b X — Y

In particolare, avevamo osservato che x((a o 7)(g)) = g(¢1, @2, . .., ¢m) per un qualsiasi polinomio
g € k[Y1,Ys,...,Y,,]. Adesso dimostriamo che x = ¢* cioé che, per una funzione regolare ¢ € k[Y]
qualsiasi, si ha x (1) = ¢*(¢)). Basta osservare che, per definizione di funzione regolare su Y, esiste
un polinomio g € k[Y1,Ys,...,Y,,] tale che ¢(¢q) = g(q) per ogni punto g € Y e che, di conseguenza,
per ogni p € X si hanno le seguenti identita:

" (¥)(p) = (Y 0 ¢)(p) = Y(d(p)) = 9(¢1(p), d2(p), - - -, dm(p))
= (x(aom)(9))(r) = x(¢g)(p) = x(¢¥)(p)

Adesso cirimane da dimostrare 'unicita del morfismo ¢: X — Y taleche y = ¢*. Sia®): X — Y un
morfismo tale che x = ¥*. Per definizione di morfismo, esistono m funzioni regolari ¥y, ¥, . .., ¥y,
su X tali che, per ogni punto p € X, si abbia ¢(p) = (¢1(p), ¥2(p), ..., ¥m(p)). Per concludere che
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¢ = 1 bastera dimostrare che, per ognip € X, vale ¢(p) = ¥ (p), ossia ¢;(p) = 1;(p) per ogni indice
i=1,2,...,m. Notiamoche, perognii = 1,2,. .., m, Papplicazione ¢,; := (v o 7)(Y;) ¢ lafunzione
regolare su Y che calcola la i-esima coordinata di un punto. Ne segue che, perognii =1,2,...,me
per ogni p € X, si ha:

Yi(p) = Gyi(¥(p)) = Y7 (dyi) (p) = 9" (dyi) (P) = ¢4i(¢(p)) = ¢4 ()

(iii) Prima di procedere con la dimostrazione vera e propria osserviamo preliminarmente che, se Z C A%
éunchiusoe¢: X — Y, 9¥: Y — Z sono morfismi di spazi affini, allora i o ¢: X — Z é asua volta
un morfismo, come é facile verificare e vale che (¢ o ¢)* = ¢* 0 ¥*, 0 equivalentemente il diagramma
di applicazioni che segue é commutativo:

e

k(2] ¢

kY]~ KX]
SN

Inoltre, si ha che idy = idy[x]. Anche questi due fatti si dimostrano facilmente.

Procediamo con la dimostrazione del punto (iii). Supponiamo che ¢ sia un isomorfismo, ovvero che
esista un morfismo: Y — X taleche o ¢ = idx e ¢ o ¢ = idy. Ne deduciamo, in particolare, che
(o ¢)* =id% e (¢ o ¢)* =id} ma questo, per quanto abbiamo osservato preliminarmente, é del
tutto equivalente a richiedere che valga ¢* o ¢* = idyx] e ™ 0 ¢* = idy[y). Questo dimostra che ¢*
éun isomorfismo perché abbiamo trovato una suainversa bilatera. Viceversa, supponiamo che ¢* sia
un isomorfismo. Allora ¢* possiede un’inversa x: k[X] — k[Y]. Per il punto (ii) precedente, esiste
inoltre un morfismo ¢ : Y — X tale che si abbia x = ¢*. Abbiamo allora le due seguenti condizioni:

(Yo d)" =¢" o™ = ¢" ox =idyx) = id
(poih)" =9 09" = x 0 ¢" =idgy) = idy

Ancora per il punto (ii), otteniamo le condizioni ) o ¢ = idx e ¢ o 1) = idy. Abbiamo allora che ¢ ¢
un isomorfismo e quindi la dimostrazione é conclusa. [

Vediamo ora qualche conseguenza di questa proposizione.

Osservazione 2.13. Siano X C A} eY C A} due chiusi non vuoti. Se X 2 Y, allorasihadim X = dim Y.

Dimostrazione. Ricordiamo innanzitutto che, per I’osservazione 2.9, i morfismi sono applicazioni continue.
Dall’ipotesi che X = Y discende allora, in particolare, che X & omeomorfo a Y e, sotto questa condizione, si
stabilisce facilmente che X é riducibile se e solo se Y é riducibile. Se infatti ¢ ¢ un omeomorfismoda X a Y,
allora ¢ fa corrispondere a una decomposizione in irriducibiliY = Y; U Y5 U - - - U Y una decomposizione in
irriducibili X = ¢~ 1 (Y1) U~} (Ya) U - - - U ¢ 1(Y5).

Possiamo dunque distinguere il caso in cui X e Y sono irriducibili da quello in cui essi sono riducibili. Nel
primo caso, dall’ipotesi che X 2 Y e dal punto (iii) della proposizione 2.12 discende che k[X] = k[Y]. Dalla
proposizione 2.3 segue allora che Ax = Ay. Ma per il punto (i) della proposizione 1.5 e per I'ipotesi che X
e Y siano irriducibili sappiamo che gli anelli Ax e Ay sono in realta domini, per cui possiamo considerare i
rispettivi campi dei quozienti Fx e Fy iquali, ovviamente, saranno anch’essi isomorfi. Otteniamo allora che
trdeg;, Fx = trdeg,;, Fy, cio¢ che dim X = dimY.

Assumiamo adesso cheichiusi X eY sianoriducibiliecheY = Y; U Y5 U - - - U Y} sia una decomposizione
diY inirriducibili. Comesi é gia detto, se ¢ ¢ un isomorfismo, allora X = ¢=1(Y;) U ¢~ (Ya) U --- U ¢~ 1(Y})
¢una decomposizione di X inirriducibili. Inoltre, per ogniindicei = 1,2, ..., s, larestrizionedipap=1(Y;) &
un isomorfismo da ¢~ 1(Y;) in Y; quindi, essendo ¢~ (Y;) e Y; chiusi irriducibili isomorfi, per quanto abbiamo
dimostrato prima essi hanno la stessa dimensione. Ma allora:

dimX = max dim¢ '(¥;)= max dimY; =dimY O

i=1,2,...,s i=1,2,...,s
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Piu avanti vedremo che, in generale, non vale il viceversa dell’osservazione precedente, cioé due chiusi non
vuoti che hanno la stessa dimensione non sono necessariamente isomorfi. Costruiremo un esempio esplicito
quando avremo introdotto la nozione di equivalenza birazionale. Altra conseguenza della proposizione 2.12
¢ il seguente risultato.

Corollario 2.14. Siak un campo algebricamente chiuso e sia A una k-algebra finitamente generata priva di
elementi nilpotenti. Allora esistono uninteron € N eun chiuso X C A} tale che valga k[X] = A. Inoltre, un
tale chiuso X & unico a meno di isomorfismo cioe, seY C A" & un chiuso tale che k[Y] = A, alloraY = X.

Dimostrazione. Per ipotesi, esistono g1, ga, ..., gn € A tali che A = k[g1, go, . .., gn]. Questa condizione ci
garantisce che é suriettiva l’applicazione ®: R,, — Ache, perognii = 1,2, ..., n, mandal’indeterminata X;
nell’elemento g; € A. Chiaramente, la mappa ® é per costruzione un omomorfismo di k-algebre. Definiamo
ora per semplicita I := Ker ® e applichiamo il primo teorema di isomorfismo, dal quale segue che R,, /I = A.
Per ipotesi, sappiamo che A non ha elementi nilpotenti e dunque anche R,,/I ¢ privo di elementi nilpotenti.
Dall’osservazione 1.4 segue quindi che I ¢ un ideale radicale di R,, e allora, se applichiamo il punto (ii) della
proposizione 1.5, otteniamo un chiuso X C A} tale che I = Z(X). Da questo fatto e dalla proposizione 2.3
segue che k[X] = A elaprima parte dell’enunciato ¢ dunque dimostrata. La seconda parte, invece, non é che
una conseguenza immediata del punto (iii) della proposizione 2.12 perché, preso un chiuso Y C A} tale che
k[Y] = A, in particolare abbiamo k[Y] = k[X] e quindi Y & X. O

Esempio 2.15. In generale, I'interon € Neil chiuso X C A} non sono unici. Notiamo infatti che, sebbene
il punto (ii) della proposizione 1.5 garantisca esistenza e unicita di un chiuso X C A7, lascelta degli element;i
91,92, - -, gn € A all’inizio della dimostrazione non é univoca. In particolare, la k-algebra R,, /I alla quale
applichiamo il punto (ii) della proposizione 1.5 non ¢ univocamente determinata. Un controesempio esplicito
all’unicita ¢ il seguente: prendiamo A := k e consideriamo due punti p € A} e ¢ € AJ*, con n,m € N interi
qualsiasi. Allora k[p] = A = k[g| per quanto avevamo osservato nell’esempio 2.5.

Lemma 2.16. Sia A un anello e siano I e J due ideali di A taliche J C 1. Sel/J éunidealeradicale diA/J,
allora I & un ideale radicale di A.

Dimostrazione. Siaa € /1 fissato. Per definizione, esiste un intero s € N tale che si abbiaa® € I e quindi, in
particolare, abbiamo (a 4+ J)* = a® + J € I/J. Ma poiché per ipotesi I/.J & un ideale radicale di A/.J, si ha
anche a + J € I/J e dunque esiste x € I tale che a + J = x + J. Esiste quindi un elemento y € J tale che
a—x =y, maalloraa=x+yedunquea € I perchéxzcl,yc JeJ CI. O

Proposizione 2.17. Siano X C A} eY C A}* due chiusi e sia ¢p: X — Y un morfismo.
(i) Vale che ¢* ¢éiniettiva se e solo se ¢ & dominante.

(ii) Sek éwun campo algebricamente chiuso e ¢* & suriettiva, allora ¢ & iniettiva e inoltre (X) C Y eun
chiuso.

Dimostrazione.

(i) Assumiamo che ¢* sia iniettiva e dimostriamo che ¢ & un morfismo dominante, cioé che la chiusura
di ¢(X), denotata ¢(X), coincide con Y. Bastera dimostrare che Z(¢(X)) C Z(Y') in quanto laltra
inclusione é banale. Siadunque f € Z(¢(X)) un polinomio fissato. Allora, perognip € X, abbiamo:

" (¢5)(p) = (95 0 9)(p) = f(o(p)) =0

Sappiamo per ipotesi che ¢* ¢ iniettiva e dunque otteniamo che ¢ ¢ identicamente nulla su Y, cioé
che f €e Z(Y).

Viceversa, se ¢ ¢ dominante, sia 1) una funzione regolare su Y tale che ¢* (1) sia ’applicazione nulla.
Per concludere che ¢* ¢ iniettiva, ci bastera dimostrare che v é identicamente nulla. Innanzitutto,
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poiché 9 ¢ una funzione regolare su 'Y, esiste un polinomio g € R,, tale che ¢) = ¢,4. Osserviamo che,
per ogni p € X, si ha:
9(¢(p)) = ¢g(¢(p)) = ¢*(¢)(p) =0

Dunque ¢(X) C Z(g). Dall’ipotesi che ¢ sia dominante e dalla definizione di chiusura segue quindi
cheY C Z(g) ein particolare g € Z(Y"). Con questo concludiamo che ¢ = ¢4 & 'applicazione nulla.

(ii) Supponiamo che ¢* sia suriettiva e definiamo I := Ker ¢*. Se ¢* & suriettiva, allora k[Y]/I = k[X]
per il primo teorema di isomorfismo. Per la proposizione 2.3, possiamo pensare I come un ideale della
k-algebra Ay = k[Y1,Ya,...,Yn]/Z(Y)laquale, peril punto (i) della proposizione 1.5, non possiede
elementi nilpotenti. In particolare, per I’osservazione 1.4, otteniamo che I ¢ un ideale radicale di Ay .
Per una nota conseguenza? del teorema di corrispondenza, abbiamo un ideale I’ di k[Y1, Ya, . . ., Y3,]
contenente Z(Y) tale che I = I’ /Z(Y') e inoltre, per il lemma 2.16, un tale ideale I’ & anche radicale.
Allora, per il teorema degli zeri di Hilbert, esiste un chiuso W C A7 tale che I’ = Z(W). Inoltre, si
haZ(W) 2 Z(Y) e quindi W C Y. La proposizione 2.3 ¢ il terzo teorema di isomorfismo forniscono
allora gli isomorfismi seguenti:

kW] 2 k[Y1,Ya, ..., Yol /I =2 (K[Y1, Yz, ..., Y] /Z(Y)) /(I'JZ(Y)) = k[Y]/T = K[X]

Riprendendo le definizioni di questi isomorfismi dalle dimostrazioni dei risultati utilizzati, si verifica
assai facilmente che la composizione di tali isomorfismi é semplicemente la restrizione di ¢* su k[W].
Ma allora, per il punto (iii) della proposizione 2.12, otteniamo che ¢ induce un isomorfismo tra X e
W CY. Dunque ¢: X — Y ¢ iniettivae ¢(X) = W & un chiuso di Y. O

Tl viceversa del punto (ii) della proposizione 2.17 non vale in generale,
come dimostra il seguente controesempio.

Esempio 2.18 (Cubica con cuspide). Consideriamo il caso particolare
in cui X := A} e prendiamo Y := Z(Y$ — Y¥) C AZ. Per costruzione,
I’applicazione seguente € un morfismo di spazi affini:

¢ AL — Y
t— (t%,6%)
Inoltre, si vede facilmente che ¢ é ben definita in quanto la sua immagine

éeffettivamente contenutain Y. Vediamo adesso che ¢ ¢ iniettiva. Siano
dunque ¢, s € Al tali che t? = 52 e t3 = s3. Distinguiamo due casi:

e Ses=0,allorat =0edunquet=s.
e Ses#0,alloradats? =13 = 5% = ss% segue che t = s.

Osserviamo che ¢ & anche suriettiva perché, dato un punto (a,b) € Y, sihab? = a® e dunque b = +a3/2. Ma
allora, ponendo t := 4a'/2, otteniamo che ¢(t) = (a, b). In particolare, abbiamo che ¢(X) C Y & un chiuso.

D’altra parte, non é suriettivo ’omomorfismo:

¢": C[Y] — ClAg]
Y Yo

Prima di dimostrarlo, ricordiamo che C[A}] = C[X;] per quanto gia visto nell’esempio 2.4, percid possiamo
identificare C[X1] e il codominio di ¢* senza perdita di generalita. Siosservi ora che le funzioni regolari su Y’
associate a polinomi costanti sono mappate nei polinomi costanti e dunque un polinomio in C[X;] che non
sia nell’immagine di ¢* va cercato trai polinomi non costanti. In effetti, il monomio X; non puo appartenere

2Si veda osservazione 7.9 nelle dispense del corso AL210.
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all'immagine di ¢*, perché altrimenti esisterebbe 1) € C[Y] tale che ¢*(¢)) = X e in particolare esisterebbe
un polinomio g € C[Y7, Y2] tale che:

g(t,t%) = (Yo 9)(t) = 6" (¥)(t) = Xa(t) = ¢t

Questo contraddice il principio di identita dei polinomi perché ¢ ¢ un polinomio di grado 1, mentre g(ta, t3)
& un polinomio senza termini di grado 1. Concludiamo dunque che ¢* non é suriettiva.

Osservazione 2.19. La discussione precedente ci fornisce anche un esempio di morfismo biiettivo che non é
un isomorfismo. Abbiamo infatti dimostrato che ¢ é un morfismo biiettivo e adesso osserviamo che non puo
essere un isomorfismo perché, se lo fosse, allora anche ¢* sarebbe un isomorfismo in virtu del punto (iii) della
proposizione 2.12. Ma questo é assurdo perché abbiamo dimostrato che ¢* ¢ un omomorfismo non suriettivo.
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Prodotto di due chiusi affini X C A}, Y C A", L’isomorfismo k[X x Y] = k[X] @ k[Y].

3 Esempi notevoli

3.1 Prodotti

Definizione 3.1. Sianon, m € Ninteri. Lospazio affine A} ™™ ¢ detto il prodotto di A e AT. Introduciamo
quindi la notazione A} x A7 := AZ+m.

In generale, la topologia di Zariski su A} x A}" non coincide con la topologia prodotto, come dimostra il
seguente controesempio.

Esempio 3.2. Consideriamo il caso particolare in cui k € un campo infinito e n := m := 1. Consideriamo la
diagonale A := {(z,z) € A7}, che ¢ un chiuso nella topologia di Zariski di A? in quanto A = Z(X; — X»).
Osserviamo che, se A fosse un chiuso della topologia prodotto allora, per un noto risultato® di topologia, lo
spazio affine A}f sarebbe uno spazio di Hausdorff. Ma cio é assurdo perché, sotto I'ipotesi che k sia un campo
infinito, due aperti non vuoti in A}v hanno intersezione non vuota. Percio A non é un chiuso della topologia
prodotto.

Osservazione 3.3. Dall’esempio 2.4 segue immediatamente che:
k[AZ’ X AZL] = k[Xl,XQ, ey Xn7Y1, 1/2, . ,Ym}

Chiaramente, se X C A} eY C A} sono due chiusi, potremo assegnare al loro prodotto cartesiano, ossia
a X x Y, latopologia indotta dalla topologia di Zariski di A} x Aj*. Vedremo che X x Y C A} x A7" é un
chiuso.

Proposizione 3.4. Siano X C A} eY C AT due chiusi e siano I = Z(X) un ideale di k[ X1, Xo, ..., Xn],
J =Z(Y) unideale di k[Y1, Y2, ..., Y]

(i) ValecheZ(X xY)=(I,J), con(I,J) ideale generato dal e J ink[X1, Xo,..., X, Y1,Ys, ..., V]
(i) Sihak[X x Y] = Ek[X] @ k[Y].
(i) Abbiamo che X xY C A} x A" & un chiuso.

Per dimostrare questa proposizione, ci sara utile il seguente risultato preliminare. Prima pero ricordiamo
che le k-algebre sono in particolare k-spazi vettoriali, quindi ha senso considerare una base di una k-algebra.

Lemma 3.5. Siano{fs + I }ses e{g: + J}ter basidellek-algebre k[ X1, Xa, ..., Xp]/1, k[Y1,Y2, ..., Y]/ J
rispettivamente. Perognis € S,t € T, sia g € k e supponiamo che valga gy # 0 per al pit un numero finito
diindicis € S,t € T. Consideriamo inoltre il polinomio h € k[X1, Xo,..., X, Y1,Ya, ..., Y, definito da:

h = Z Ast fs gt

seSteT

Seh € Z(X xY), allora \ss = 0 per ognis € S, t € T.
3Vedere gli appunti del corso GE220.
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Dimostrazione. Supponiamo che h € Z(X x Y) e fissiamo un qualunque punto p € X. Allora il polinomio
seguente appartiene a J = Z(Y):

hp Y1, Yo, Ym) = Y Aafa(p)gi(Y1,Ya, ..., V)

seS,teT

Passando alle classi laterali modulo J otteniamo quindi:

> Nafsw)gi+T =

seS,teT

Equivalentemente, possiamo scrivere:

Z(Z )‘Sﬁfs(p)) (ge+J)=J

teT seS

Dall’ipotesi che {g; + J }+cr sia una base di k[Y1, Ys, ..., Y;,]/J deduciamo allora che, per ognit € T, si ha:

Z )\stfs(p) =0

seS

Adesso, per arbitrarieta del puntop € X, il polinomio ) _¢ A fs appartienea I = Z(X) e dunque, per ogni
t € T, abbiamo che:

ZAst(fs +I) =1

seS

Utilizzando infine Uipotesi che { fs + I'}scs sia una base di k[ X1, X3, ..., X,]/I, otteniamo che Ag; = 0 per
ognis € S, t €T, cioeé la tesi. O

Vediamo ora la dimostrazione della proposizione 3.4.

Dimostrazione. Mostreremo prima un’inclusione dell’uguaglianza al punto (i), poi passeremo a dimostrare
il punto (ii), torneremo al punto (i) per stabilire I’altra inclusione e concluderemo dimostrando il punto (iii).

(i,2) Siah € (I,J)unpolinomio. Per definizione di ideale generato da un sottoinsieme di un anello, che in
questo caso & 'unionedi I e J in k[ X1, Xo, ..., X,,, Y1, Ys, ..., Y], visono degli insiemi di polinomi:
L4 {aS}SES e {bt}tET in k[XlaX27 ceey XTL7Y17 }/27 sty Kn}y
L4 {fs}ses in]gk[X17X2;-~'7Xn]7
° {gt}tet ang k[YhYQa"'va]a

tali che:

h= Zasfs+zbtgt

seS teT

Adesso, preso un qualunque punto (p, q) € X x Y, dato che per ipotesi I = Z(X), J = Z(Y), si ha:

h(p,q) =Y as(p,@)fs(p) + Y _ be(p, 9)gi(q) = 0

seS teT

E questo dimostra che h € Z(X x Y'). O
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Lezione 9
Raffaele Di Donna
Polinomi omogenei.
Parte 11
. IS . .

Varieta proiettive

Sia k un campo e sian € N. Definiamo S := k[ X, X1, ..., X,]. Presoun interod > 0, un polinomio F' € S
sarad detto omogeneo di grado d se tutti i suoi monomi sono di grado d. In altre parole, al variare degli indici
interiig,i1,...,%, > Otalicheiqg + iy + - - - 4 45, = d, esistono dei coefficienti a;, 4, ... ;, € k tali chesiabbia:

F= ) i, XX Xy

91 ,89,...,4n >0 interi
i1tiottin=d
Per ogni intero d > 0, denotiamo inoltre Sy := {F € S: F ¢ omogeneo di grado d}. Sinoti che il polinomio
nullo ¢ omogeneo di grado d per un qualsiasi intero d > 0. Ha dunque senso introdurre la notazione S7; per
riferirsi all’insieme dei polinomi non nulli in S;. Ricordiamo poi che S & un k-spazio vettoriale e osserviamo
che S, & un suo sottospazio vettoriale. Una sua base & costituita da tutti i monomi X° X{* - .- X/» al variare
degli interi ¢, 41, . .., %, > Otalicheig + i1 + - - - + 4, = d e il numero di scelte possibili per tali¢g, 41, ..., %,

¢ dato* da:
d+n
n

Tale intero® rappresenta dunque la dimensione del sottospazio vettoriale S di S. Ovviamente, i sottospazi
vettoriali S; sono a due a due disgiunti e quindi potremo considerare S come somma diretta delle sue parti

S= P s

d>0intero

omogenee di grado fissato, cioé:

In altre parole, per ogni polinomio f € S, potremo scrivere f = fy + f1 + - - - + f4 per opportuni polinomi
omogenei fo, f1,..., fadigrado 0,1, ..., drispettivamente. Osserviamo anche che, per ogni scelta di interi
d,e > 0, vale l'inclusione S3S. C Sgt.. Sidice allora che S é un anello graduato.

4Tale coefficiente binomiale rappresenta il numero di maniere possibili per inserire d palline indistinguibili in n + 1 buche
distinte. Infatti, & del tutto equivalente considerare n + d palline e sceglierne n da identificare come separatori tra le buche.
51 coefficienti binomiali sono sempre numeri interi. Per la dimostrazione, si veda la nota 5 nelle dispense del corso TN410.
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Spazio proiettivo n-dimensionale su un campo k: Pit. Topologia di Zariski diP}. Chiusi proiettivi, il cono
affine su un chiuso proiettivo.

4 Spazi proiettivi

Diversamente dal corso GE210, in cui ci siamo soffermati sulla loro struttura lineare, qui tratteremo gli spazi
proiettivi da un punto di vista algebrico, geometrico e topologico. Nel seguito, per ognin € N, indicheremo
con 0 il vettore nullo di k™. Per semplicita di notazione, poniamo anche k* := k\ {0}.

Definizione 4.1. Sia k un campo e sian € N. Sia ~ la relazione di equivalenza su k" 1\ {0} tale che, per
ogni (ag, ai, - .., an), (bo,b1,...,b,) € k" 1\ {0}, siabbia (ag, a1, ...,a,) ~ (b, b1,...,b,) seesiste A € k*

tale che a; = Ab; peri = 0,1,...,n. Sidice allora n-spazio proiettivo a coefficienti in k 'insieme quoziente:
Py == (K"*1\{0})/~

Gli elementi di P} sono detti punti. La classe di equivalenza del punto di coordinate affini (ag, a1, ..., a,) in

P} verra indicata con la notazione (ag : a1 : ... : ay). Per ogni punto p € P}, gli elementi ag, a1, ...,a, € k

tali che p = (ag : a1 : ... : ay,) sidicono coordinate omogenee di p.

Una prima conseguenza immediata di questa definizione é che le coordinate omogenee di un punto sono
determinate a meno di una costante moltiplicativa A € k*.

Osservazione 4.2. Sia F' € S un polinomio omogeneo di gradod > Oesiap € PP, p=(ap:as:...: a,)un
punto. In generale, la valutazione del polinomio F' nel punto p non é ben definita perché, dato un qualunque
A€ k*, sihap=(Aag: Aay : ...: \a,) mentre:

F(Xag, \ay, ..., \a,) = X F(ag, ay,...,an)

Quindi la valutazione di F' in p puo dipendere dalla scelta di A € k*. Tuttavia, la proprieta di essere o meno
una radice del polinomio non dipende da A. Infatti, per I'identita precedente si ha F'(Aag, Aa1, ..., Aa,) =0
se e solo se F'(ag,ai,-..,a,) = 0. Ha dunque senso chiedersi se F(p) = 0.

L’osservazione precedente permette di definire, come nel caso affine, i sottoinsiemi di P} su cui si annulla
una data collezione di polinomi omogenei.

Definizione 4.3. SiaT C S un sottoinsieme costituito da soli polinomi omogenei (ma non necessariamente
dello stesso grado). Definiamo:

V(T):={peP}: F(p) =0perogni F € T}

Osservazione 4.4. Si dimostra, esattamente come fatto nel caso affine, che i sottoinsiemi V(T') di P}} sono i
chiusi di una topologia, detta topologia di Zariski di P}}. Tali chiusisi diranno, in analogia con il caso affine,
chiust protettivi di P}, mentre gli aperti corrispondenti verranno chiamati apert: proiettivi di Py
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A questo punto é piuttosto naturale domandarsi che relazione ci sia trala
topologia di Zariski affine e quella proiettiva. Consideriamo allora la mappa
quoziente rispetto alla relazione di equivalenza ~, vale a dire ’applicazione:

o: AZJFI\{O} — P?

ﬂ (ag,a1,...,an) —> (ag:ay:...:ap)

Geometricamente, I'immagine inversa tramite o di un chiuso di P} ¢ un cono
in A7\ {0} perché la fibra di un punto in P} & una retta di A} ' che passa
per l'origine, escludendo tuttavia ’origine stessa. Si ha il seguente risultato.

Osservazione 4.5. SiaT' C Sun sottoinsieme di polinomi omogeneitaleche T N k* = &, cioé non contenente
polinomi costanti non nulli. Allora Z(T) = o~ }(V(T)) U {0}.

Dimostrazione. Osserviamo, innanzitutto, che 0 € Z(T'). Infatti, per ogni F' € T, abbiamo due possibilita:
e Se I ¢il polinomio nullo, allora F'(0) = 0 banalmente.

e Seinvece F'éun polinomio non nullo, allora F' & non costante per ipotesi e di conseguenza deg F' > 1.
Dall’ipotesi che F sia un polinomio omogeneo segue quindi che F(0) = 0.

Siaoragq € AZ“ un punto fissato e assumiamo che valga g # 0. Siosservi che, in vista dell’osservazione 4.2,
per ogni polinomio F' € T si ha F'(¢) = 0 se e solo se F'(c(g)) = 0. Abbiamo allora le seguenti equivalenze:

<~ o(q) € V(T)

<= F(o(q)) =0perogniF €T

<= F(q) =0perogniF €T

— qe Z(T) O

Definizione 4.6. SiaT C S un sottoinsieme di polinomi omogenei tale che T'N k* = @. Diremo che Z(T)
¢ il cono affine suV(T).
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