Master Bioinformatique - Algorithmique avancée

examen du 8 janvier 2014, 8h30 - 11h30

aucun document, ni ordinateur, ni téléphone

Tous les graphes considérés sont non orientés, de sommets V et d’arétes E, avec n = |V| et m = |E|.

Exercice 1 : Algorithme de Dijkstra (question de cours)
On considére I'algorithme de Dijktra, avec son implémentation usuelle en O(mlogn) grace a un tas.

Question 1 Donner le code de ’algorithme. Vous pouvez supposer que vous disposez d’une fonction lgr(z,y)
donnant la longueur d’une aréte xy, qui renvoie +oo si xy ¢ E. Les tas sont aussi implémentés (vous n’avez
qu’a nommer les méthodes appliquées au tas avec un nom explicite tel que insérer). L’algorithme doit renvoyer
uniquement un tableau des distances au sommet de départ (on ne s’intéresse pas aux chemins).

Question 2 Donner I'éxécution de I’algorithme pour le graphe suivant, en partant du sommet a. A chacune des
7 étapes il faut donner :
— Le sommet choisi
— Les arétes utilisées
— Les distances de chaque sommet & a (champ d[ ]). On peut omettre ceux dont la distance ne change pas)
— Le tas (son contenu entier dessiné sous la forme habituelle)

Exercice 2 : Graphes bipartis

Un graphe G est dit biparti si chacun de ses sommets peut recevoir une couleur, soit noir soit blanc, de sorte
que chaque aréte soit bicolore (toute aréte relie un sommet blanc & un sommet noir). Le but de cet exercice de
fournir un algorithme qui colorie un graphe en noir et blanc en respectant cette condition (si c’est possible), et
en bonus de démontrer le théoréme suivant :

’ Un graphe G est biparti si, et seulement si, il ne contient aucun cycle ayant un nombre impair de sommets‘

Question 1 Montrer que si G contient un cycle ayant un nombre impair de sommets (donc d’arétes) alors G ne
peut pas étre biparti.

Question 2 On se propose de faire un algorithme de coloration, par parcours. Chaque sommet = posséde un
champ z.couleur qui peut valoir “blanc”, “noir” ou “?” (dans le cas ol le sommet n’a pas encore été colori¢). En
remarquant que si un sommet blanc = posséde des voisins “?” ceux-ci doivent étre coloriés en noir (et inversement
si = est noir ses voisins doivent étre coloriés en blancs), proposer un algorithme qui essaie de colorier un graphe
par parcours, en respectant la régle que chaque aréte doit étre bicolore. Vous remarquerez que le premier sommet
peut toujours étre colorié en noir. L’algorithme doit détecter les arétes monocolores noir—noir ou blanc—blanc
et dans ce cas afficher un message d’erreur et s’arréter.

Question 3 L’algorithme peut s’arréter sans message d’erreur avant d’avoir colorié tous les sommets. Dans quels
cas cela arrive-t-il 7 Comment remédier au probléme ?

Question 4 Quelle est la complexité de votre algorithme ?

Question bonus Montrer que si l'algorithme a créé une aréte monocolore alors le graphe contient un cycle ayant
un nombre impair de sommets (cela, joint & la question 1, constitue la démontration du théoréme encadré).



Exercice 3 : Le rendu de monnaie

On considére le probléme suivant. Dans une monnaie donnée, il y a un certain ensemble P de piéces et
billets possibles (leur valeur est un entier positif, on néglige les centimes). Par exemple pour 'Euro P =
{500, 200, 100, 50, 20, 10, 5,2, 1}.

Le but de cet exercice est de parvenir & produire une somme S en utilisant le moins de piéces et billets possible.
Ainsi pour S = 60 Euros on préferera 50 + 10 a 20 + 20 + 20 : la solution est donc 2 piéces ou billets (on ne
s’intéresse qu’au nombre de piéces et billets a rendre). Dans toute la suite on supposera que le tableau P est trié
en ordre décroissant, c’est-a-dire que P[0] est le plus gros billet, et que le probléme & une solution, c’est-a-dire
que S est entier positif et que P[P.length — 1] = 1.

L’algorithme glouton, qui donne une solution optimale pour les Euros (et certains autres choix de P),
consiste simplement & choisir le plus grand billet ou piéce ou disponible dont la valeur est inférieure a S. Puis on
recommence jusqu’a S = 0. Voici une implémentation possible :

int rendreMonnaie( int[] P, int S) {
if (S==0) returmn 0;
int i=0;
while(P[i]>S)
it++;
// P[i] est maintenant la plus grande piece <= S
return 1 + rendreMonnaie ( P, S - P[i] );

}

On admettra sans preuve que cet algorithme rend bien le plus petit nombre de piéces et billets pour une
somme en Euros.

Question 1 Analyser la complexité de I’algorithme en fonction de S, de P.length et de la valeur de retour.
Question 2 Proposer une implémentation plus rapide de cet algorithme (et donner son temps d’execution)

Question 3 Imaginer une monnaie bizarre ot l’algorithme glouton ne marche pas (il faut produire un P et un
S ot il trouve un nombre de piéces ou billets plus grand que la solution optimale).

Question 4 Proposer une version de rendreMonnaie( ) qui résout le probléme méme pour les monnaies bizarres.
La fonction sera multiplement récursive. Donner une borne supérieure de sa compexité.

Question 5 En remarquant qu’un grand nombre d’appels récursifs est fait pour les méme valeurs de S et de
P, réduire la complexité de l’algorithme précédent a ’aide de la programmation dynamique. Analyser la nouvelle
compexité.

Exercice 4 : Stable de taille maximum

Un stable est un sous-ensemble S C V de sommets d'un graphe G sans aréte entre eux, c’est-a-dire que
si x et y sont deux sommets appartenant a S alors il n’y a pas d’aréte zy.

Le but de cet exercice est d’écrire un algorithme qui trouve le plus grand stable d’un graphe (ou 'un des
plus grands, si plusieurs ont le nombre maximal de sommets possible).

Question 1 Un algorithme naif consiste & construire tous les sous-ensembles de sommets puis a tester si chaque
ensemble est un stable ou non. Ecrire un tel algorithme, sous forme d’une fonction qui retourne le stable max
sous forme d'un vecteur de présence : S[i]=true ssi le sommet 7 appartient & S. Vous pouver supposer que le
graphe est donné soit sous forme d’une matrice d’adjacence, soit de listes d’adjacences. Donner la complexité de
cet algorithme naif.

Question 2 Améliorer cet algorithme grace au principe de branch and bound.

Question 3 Dans le cas ou G est un graphe biparti (voir définition exercice 2) on peut faire un algorithme plus
efficace. Supposons que G est biparti et que chaque sommet x posséde un champ x.couleur valant blanc ou noir.
(il n’y a donc pas lieu de réécrire algorithme de l'exercice 2!) Proposer un algorithme qui résout le probléme
efficacement si G est biparti. Donner sa complexité (sans compter le temps mis a calculer les z.couleur).

Question 4 On se replace dans le cas oit G est un graphe quelconque. On se pose la question : “G contient-il un
stable de 42 sommets, ou pas?” Proposer un algorithme qui répond & cette question plus efficacement que celui
de la question 2. Donner le temps d’execution.



