
M1 Bio-Informatique Année 2016

Algorithmique avancée
Examen final du 4 janvier 2016

Aucun document autorisé. Durée 3h. Le sujet est recto/verso. Les algorithmes demandés
peuvent être écrits en pseudo-code, en pseudo-C (syntaxe relâchée) ou en pseudo-Java.

b c d

a

e f g

8

4

1

24 7

9

14

2

2

2

le graphe G

Exercice 1 : Dijkstra

1. Rappeler la complexité de l’algorithme de Dijkstra et justifier (qu’est-ce qui prend le plus de temps ?)
2. L’appliquer pour trouver tous les plus courts chemins partant de a sur le graphe G ci-dessus.

Exercice 2 : connexité
On rappelle qu’un graphe non-orienté est connexe s’il y a toujours un chemin reliant deux sommets
quelconques.
1. Écrire un algorithme, tournant en temps linéaire, qui, étant donné un graphe non-orienté G, soit

répond «le graphe est connexe», soit donne deux sommets du graphe qui ne sont reliés par aucun
chemin.

2. Prouver que cet algorithme tourne bien en temps linéaire en le nombre de sommets et d’arêtes, donc
en O(n+m).

Exercice 3 : largeur de chemin
On considère un graphe non-orienté où chaque arête xy a une largeur lg(x, y) (réel positif). La largeur
d’un chemin (aussi appelée sa bande passante) est celle de son arête de plus petite largeur. Par exemple
si les arêtes d’un chemin ont largeur 5, 3, 12.5 et 8 alors la largeur du chemin est 3.
1. Donner un algorithme calculant en temps linéaire qui, étant donnés un graphe G, deux sommets

x et y de G, et un nombre `, dit s’il existe un chemin de largeur plus grande ou égale à ` entre x et y.
2. Donner un algorithme qui, étant donnés un graphe G et deux sommets x et y de G, donne un chemin

de plus grande largeur possible entre x et y. Donner la complexité.
NB : on ne connaît pas d’algorithme en temps linéaire pour résoudre ce problème-là.

Exercice 4 : Floyd-Warshall

1. Donner le code de l’algorithme de Floyd-Warshall de calcul des distances et d’un plus court chemin
entre toute paire de sommets d’un graphe, et sa complexité.

2. Dire comment on peut l’utiliser pour détecter un circuit de poids négatif dans un graphe orienté.

Exercice 5 : arbre couvrant de poids minimum

1. Appliquer l’algorithme de Prim, étape par étape, sur le graphe G en haut de page.
2. Appliquer l’algorithme de Kruskal, étape par étape, sur le graphe G en haut de page, en trouvant si

possible un arbre différent de celui calculé par Prim.
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Exercice 6 : backtracking
Écrire un algorithme qui, étant donné n, affiche toutes les permutations de [1, ..., n] dans l’ordre lexico-
graphique inverse. Par exemple pour n = 3 votre algorithme doit afficher

3 2 1
3 1 2
2 3 1
2 1 3
1 3 2
1 2 3

Donner sa complexité (sans justifier)

Exercice 7 : programmation dynamique
On considère la fonction suivante :

int fibo3(int n) {
if (n<1) return 0;
else if (n==1) return 1;
else return fibo3(n-1)+fibo3(n-2)+fibo3(n-3);

}

1. Dessiner l’arbre des appels récursifs de fibo3(5) avec les valeurs retournées
2. Donner une borne inférieure exponentielle au nombre d’appels récursifs faits pour calculer fibo3(n)
3. En utilisant la programmation dynamique avec mémorisation, écrire une version récursive en temps

polynomial de fibo3() (en vrai C ou en pseudo-code) et donner sa complexité temporelle
4. Donner une version itérative (avec des boucles et non des appels récursifs) de fibo3() et donner sa

complexité temporelle

Exercice 8 : master theorem
On rappelle le master theorem : si un algorithme récursif

– a des données de taille n
– la fonction récursive s’appelle au plus a fois
– la taille des données est divisée par au moins b lors d’un appel récursif
– et, hors appels récursifs, le temps pris par un seul appel est O(nd)

c’est-à-dire que, en notant T (n) le temps de calcul total, on a donc T (n) = aT (n/b) +O(nd) ; alors :
– si d > logb(a) le temps total est T (n) = O(nd) (cas «racine»)
– si d = logb(a) le temps total est T (n) = O(nd log n) (cas «mixte»)
– si d < logb(a) le temps total est T (n) = O(nlogb(a)) (cas «feuilles»)

1. Nommer un algorithme vu en cours (cette année ou avant) tombant dans le cas «mixte», avec les
valeurs de a, b, d et le T (n) donné par le théorème.

2. Appliquer le master theorem dans les cas suivants :
– T (n) = 4T (n/2) +O(n2)
– T (n) = 10T (n/3) +O(n3)
– T (n) = 20T (n/2) +O(n4)
– T (n) = T (

√
n) +O(1)

3. Donner le temps (c’est-à-dire le nombre d’opérations chiffre-à-chiffre) de l’algorithme de Karatsuba
pour multiplier deux nombres à n chiffres, sous forme d’une équation T (n) = aT (n/b) +O(nd) et de
sa solution donnée par le master theorem. Il faut justifier (une ligne suffit) les valeurs numériques de
a, b et d mais il est inutile de donner le code de l’algorithme.
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