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Abstract

Subject: A quantum lambda calculus with measurement: confluence and normalization.

The aim of this project is to develop a quantum lambda calculus whose operational
behavior is liberal enough to allow for parallel evaluation (in the spirit of [2]) while
retaining good operational properties of lambda calculus such as confluence.

The language we have in mind follows the quantum data and classical control paradigm
[1]; in order to model quantum computation, a quantum language needs to be equipped
with constructs which allow to allocate gbits, to apply unitary gates and to perform mea-
suring. In presence of measurements, the evolution of quantum computation becomes
probabilistic; for this reason, it is natural to use probabilitic tools in its analysis. Our
working hypothesis is to build a quantum calculus on top of the linear *probabilistic*
calculus which is proposed in [3], and then investigate the features of the language and
the behavior of the computation. In particular, a properties which we want to achieve is
confluence. Confluence is an important property which one may expect in quantum com-
putation; indeed, about ten years ago, two different quantum calculi with measurement
and confluent have already been proposed ([4],[5]). It seems a good time to revisit the
question, taking advantage of the progresses which have been done in the understanding
of probabilistic computation and probabilistic rewriting.
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Chapter 0O

Introduction

Le calcul quantique Le calcul quantique utilise les propriétés quantiques de la matiere
telle que la superposition et l'intrication. Un bit quantique s’appelle un gbit.

Un gbit peut superposer deux valeurs a la fois : 0 ou 1. Tant qu’on ne 'a pas
mesuré, celui-ci peut valoir 0 ou 1. Pour opérer sur les bits, on utilise des portes logiques.
Pour opérer sur des gbits, on utilisera des portes quantiques, qui correspondent a des
opérateurs unitaires. Celles-ci opere sur toutes les valeurs possibles du gbit ou des gbits
concernés. Ainsi, une porte quantique traite, en une étape de calcul, la multitude des
valeurs possibles d’'une mémoire de plusieurs gbits.

Le modele standard 1l y a plusieurs modele de calcul quantique. Un modele standard
est celui basé sur de la mémoire quantique et un controle classique (modele QRAM).
L’intuition est la suivante : le langage devrait pouvoir exprimer n’importe quel calcul
classique booléen; il devrait contenir la construction des paires, il devrait contenir des
termes constructeurs pour exprimer la création d’un bit quantique (gbit), les unitaires et
la mesure. En plus, il faut des contraintes pour interdire la duplication quand la mémoire
n’est pas duplicable.

Dans le modele standard, au dela des constructions usuelles, le programmeur a acces
a plusieurs opération sur la mémoire quantique : initialisation de gbits, applications de
portes unitaires, et possiblement de la mesure. La deux premieres opérations sont pure-
ment quantique, la derniere, quant a elle, amene un comportement probabiliste. Discutons
un peu plus de la mémoire quantique.

Une mémoire quantique possede une superposition de plusieurs états. Par exemple, si
I’on prend une mémoire composé de 3 gbit, alors cette mémoire peut superposer I’ensemble
des |xyz), tel que x, y , z représente la valeur d’un gbit.

L’information quantique ne peut pas étre clonée (du aux propriétés de la physique),
ainsi les données utilisées sont linéaires.

La mesure d’un gbit permet de retirer la superposition d’état d'un gbit. On a la
valeur mesurée de celui-ci : 0 ou 1. Seulement, il n’est pas possible de ”prédire” la valeur
avant la mesure. Ainsi I'opération de la mesure d’un gbit introduit un comportement
probabiliste. Un tel gbit peut étre représenté comme une combinaison linéaire de deux
vecteurs unitaires : |0) et |1), & coefficient complexe.



Le lambda-calcul quantique Le lambda calcul est un modele universel pour le calcul
classique. Le lambda calcul quantique est un modele universel le calcul quantique.

Nous suivons ici Quantum Data et Classical Control paradigm, proposé par Peter
Selinger et Benoit Valiron [2].

Les controles classiques sont assurés les constructeurs standard du lambda calcul, tan-
dis que pour gérer la mémoire, on utilise constructeurs qui correspondent aux opérations
quantiques :

- un terme qui sert a initialiser un gbit dans la mémoire

- un terme pour chaque porte unitaire (qui décrivent les opérations unitaires faites
sur les gbits)

A cela on peut rajouter la mesure d’un gbit, qui va amener aux probabilités : soit le
gbit est mesuré a 0 soit il est mesuré a 1. Ce qui amene ainsi a une réduction probabiliste.

Les gbits sont représentés dans le termes par des registres. Ceci amene a séparer la
notion de gbit (dans la mémoire) de son registre. On ne peut pas cloner les données d’'un
registre, ainsi un calcul linéaire est adapté a une telle construction.

Nos questions

Le but de ce projet est de développer un lambda calcul quantique, tel que son comporte-
ment opérationnel soit assez libre pour qu’il autorise une évaluation paralléle (dans I'esprit
de [2]), tout en gardant de bonnes propriétés opérationnel du lambda calcul, comme la
confluence.

Le langage, dont nous parlions suit le "quantum data and classical control paradigm”
[1]; en premier pour modéliser le calcul quantique, un langage quantique doit étre équipé
avec des constructeurs, qui alloue des gbits, pour appliquer des portes unitaires et réaliser
la mesure. En présence de la mesure, ’évolution d’un calcul quantique devient proba-
biliste; pour cette raison, il est naturel d’utiliser des outils probabiliste dans son analyse.

Notre hypothese de travail est de construire un lambda calcul sur le calcul probabiliste
et linéaire, qui est proposé en [3], et ensuite de rechercher les caractéristiques du langage,
ainsi que le comportement du calcul. En particulier, une propriété qui nous conduira a
la confluence.

La confluence est une importante propriété que l'on espere en calcul quantique; en
effet, il y a 10 ans, 2 calculs quantiques (avec mesure) différents et confluents ont déja
été proposé ([4],[5]). Cela semble un bon moment pour revisiter la question, en prenant
avantage du progres qui a été fait sur la compréhension du calcul probabiliste et la
réécriture probabiliste.

Contenu et Contributions

Dans ce stage, on a développé 3 calculs quantiques qui nous détaillerons ici.

Dans le chapitre 1, nous énoncerons les connaissances nécessaires a la bonne compréhension
de ce document : systeme de réécriture, calcul de Simpson, probabilité, distribution, pro-
duit tensoriel et calcul quantique.



Dans le chapitre 2, nous introduisons un lambda calcul quantique pur linéaire, appelé
@, basé sur le calcul de Simpson [8]. Le lambda calcul est linéaire et les opérations quan-
tiques sont purs (c’est a dire, initialisation de gbit et application de porte quantique).
Nous définissons les notions de mémoires, de termes et d’états. La notion de réduction
est décomposé en réduction quantique et réduction beta-linéaire. Les réductions quan-
tiques exprime l'action d’une porte quantique a une ou deux entrées et l'initialisation
d'un gbit avec son registre. Pour finir, nous prouverons que le le systeme de réécriture
Q = (&, —¢) est confluent.

Dans le chapitre 3, nous définissons le calcul Q™**, en enrichissant le calcul ) avec
la mesure d'un gbit. Donc nous ajouterons un nouveau constructeur (meas) a notre
précédent lambda calcul. L’ajout d’'un nouveau constructeur de mesure nous donnera
une nouvelle réduction, une réduction probabiliste. De méme que pour le chapitre 2, le
systeme de réécriture QM := (M DST (&™) , Zgmeas ) est confluent, pour une notion
opportune de confluence. On ne considere pas les états, mais plutot les distributions
d’états (plus précisément, des multidistributions, comme on va le voir).

Dans le chapitre 4, finalement, nous définissons le calcul ' en rajoutant la récursion
et donc la possibilité de dupliquer les termes. Cette extension est délicate, du fait que
I’on ne peut pas dupliquer les gbits; donc un registre ne pourra pas étre dupliqué. Encore
une fois, le calcul est basé sur le calcul de Simpson [8]. Un autre aspect important est
que la récursion va permettre de créer un comportement infinitaire et ainsi de diverger.
Cela nous amene a étudier la terminaison probabiliste.

Dans le chapitre 5, nous étudierons le passage a la limite de ce calcul, et la terminaison
probabiliste, en suivant [6]. Nous rappelons qu'un programme est ” Almost Sure Termi-
nating” (Termine presque surement) si la probabilité d’atteindre une forme normale est
1. Ce degré de certitude peut ne pas étre atteint avec aucun nombre fini d’étape, comme
dans 'exemple que 'on construit dans la Section 4.4.1..

Pour conclure, le chapitre 6 résume I’ensemble des trois calculs que nous avons développé
!
dans ce stage : Q, Q. ().



Chapter 1

Background

1.1 Probabilité et multidistribution

1.1.1 Bases sur les probabilités discretes

Un espace de probabilité est donné par la paire (€2, 1), ou € est un ensemble dénombrable,
et u est une distribution de probilité discrete sur €2, i.e. est une fonction de €2 dans
[0,1] C R tel que [l :== 32 p(w) = 1.

weN

Dans ce cas, une mesure de probabilité est assignée a n’importe quel sous-ensemble .7 C (2
comme ceci pu(2/) = Y. p(w). Dans ce langage de théorie des probabilités, un sous-
wed

ensemble de € est appelé évenement.

Soit (2, ) comme au dessus. N'importe quel fonction F' : Q@ — A, o A est un autre
ensemble dénombrable, induit une distribution de probabilité ;" sur A par composition
cpf(d e A) == p(F1(d)) ie. p{w € Q| F(w) = d}. Dans ce langage de théorie de
probabilité, F est appelé un variable aléatoire discrete sur (€2, u).

Exemple. 1) Considérons une lancer de dés équilibré. L’espace des sorties possibles est

I'ensemble Q = {1,2,3,4,5,6}.

La mesure de probalité u de chaque sortie est %. L’évenement ”Le résultat est impair”
1

est le sous-ensemble & = {1, 3,5}, sa mesure de probabilité est p () = 3.

2) Soit A un ensemble & deux éléments { Pair, Impair}, et F la fonction basique de

vers A. F induit une distribution sur A, avec u' (Pair) = 1 et p* (Impair) = 1.

1.1.2 Sous-distribution et DST(12)

Etant donné un ensemble dénombrable Q, une fonction x : Q — [0,1] est une sous-
distribution de probabilité si [|u|| < 1. On écrit DST (§2) pour I'ensemble des sous-
distributions sur §2. Avec un petit abus de langage, nous utiliserons le terme distribution
aussi pour les sous-distribution.

Ordre : DST (Q2) est équipée avec la relation d’ordre standard des fonctions : u < p
si u(w) < p(w) pour tout w € Q.



Support : Le support de p est Supp(p) = {w € Q | u(w) > 0}

Représentation : Nous représentons une distribution en indiquant explicitement le
support, et la probabilité assigné a chaque élément par p. On écrit u = {af’, al’, ..., al»
si p(ao) = po, ..., p(an) = py et p(a;) = 0 sinon.

1.1.3 Multidistributions

Pour syntaxiquement, représenté I'évolution globale d’un systeme probabiliste, nous comp-

tons sur la notion de multidistributions.

Un multiensemble est une liste (finie) d’éléments, modulo réarrangement, i.e. [a,b,a] =

la, a,b]=|a, b]. Le multiensemble [a,a,b] a 3 éléments. Soit 2" un ensemble dénombrable,

et m un multiensemble de paires de la forme pM, avec p €]0,1] et M € 2.

Nous appelons m = [p;M; | i € I] (ensemble(-index) I numérote les éléments de m) une

multidistribution sur 2" si Y p; < 1, on note M DST(Z") 'ensemble des multidistribu-
il

tions sur 2. )

On note la multidistribution [1M] simplement [M]. La somme de multidistribution est

exprimé par +, c’est I'équivalent de concaténation de liste. Le produit ¢.M entre un

scalaire ¢ et une multidistribution est défini point par point : ¢q.[p1 My, ...,p.M,| =

[(gp1) M, ..., (qpn)M,).  Intuitivement, une multidistribution m € MDST(Z") est la

représentation syntaxique d’un espace de probabilité discrete ou a chaque élément de

I’espace est associé une probabilité et un terme de 2. A la multidistribution m =

[piM; | i € I], on associe une distribution de probabilité € DST(Z") comme suivant :

psip=> tel que M; =M
w(M) = i€l
0 sinon

et on appelle p la distribution de probabilité associée a m.

Exemple. (Distribution vs Multidistribution) Sim = [1a, $a], alors = {a'}. observons
la différence entre distribution et multidistribution : si m’ = [la], alors m # m/, mais

p=p

1.2 Systeme de réécriture

Un systeéme de réécriture est une paire C' = (C, —) formé d’un ensemble C et d’une rela-
tion binaire — sur C (appelé réduction), ses paires sont écrites t — s (£, 5) € C? et sont
appelés étapes; —* (respectivement —_) désigne la cloture transitive (respectivement
réflexive) de —.

On écrit ¢ si il n’existe pas de u tel que ¢ — u; dans ce cas-la, ¢ est en forme normale.

Définition 1.2.1 (Confluence). V(s,r) € C? avec s * < m —* r, il existe ¢, tel que
5 —* tg, T —* 1.



Définition 1.2.2 (Propriété du diamant). V(s,r) € C? avec s <~ m — r, il existe ¢, tel
que s =% tg, r =" 1g.

Est bien connu :
Proposition 1.2.3. La propriété du diamant implique la confluence.

Définition 1.2.4 (faiblement/fortement normalisant). Un terme est fortement normal-
isant s’il ne possede pas de séquence de réécriture infinie.
Un temer est faiblement normalisant s’il possede une forme normale.

Une propriété plus fine de confluence a été observé par Newman, celle de la Descente
Randomisée :

Définition 1.2.5 (Descente Randomisée). Une réduction a la propriété de la Descente
Randomisée si pour n’importe quel terme ¢ qui a une forme normale, alors chaque séquence
de réécriture a partir de t mene a cette forme normale, de plus, toutes ces séquences ont
la méme longueurs.

La propriété mieux connue qui implique la RD, observé par Newman, est la suivante

Définition 1.2.6 (quasi-diamant). si s; < t — sq alors :
® S0it 51 = S9
e soit s; — u et sy — u pour un certain u
En conséquence
Proposition 1.2.7. La propriété du quasi-diamant implique:
e [a confluence;

e si un terme est faiblement normalisant alors il est fortement normalisant.

1.3 Calcul de Simpson

Dans cette section, on introduit un lambda-calcul sans typage. Ses ingrédients principales
sont : I'application MN, I’abstraction linéaire Az.M, I'abstraction non-linéaire X'z. M, qui
requiere que son argument soit suspendu par un bang, et les bangs eux-méme M.

Formellement, les termes bruts M,N,... sont formés de variables x,y,... selon la grammaire

suivante :
M,N =2 | MN | \Xe.M | N'o.M |\M

La variable x est lié dans les deux termes Az.M et N'z.M. On écrit = pour 'égalité
syntaxique de terme modulo a-équivalence.
On dit que x est linéaire dans M si x apparait libre exactement une fois dans M, et, de
plus, cette occurrence libre de x n’est pas a l'intérieur d’'un bang. Un terme M est dit
linéaire si, dans chaque sous-terme de M de forme A\z.Mj, x est linéaire dans Mj.



1.4 Introduction au calcul quantique

Soit H un espace de Hilbert de dimension 2 : on choisit une base orthonormée : |0) et

1).
Donc en particulier, || |z) || = 1 et (|0) | |[1)) = 0.
Un gbit est un vecteur de norme 1 dans notre espace de Hilbert H :

al0) + B[1)
Comme il est de norme 1, on a donc |a|*+|8]* = 1, c’est & dire qu’on peut regarder a et
£ comme des probabilités.

Un gbit est localisé dans l’espace: c’est I'état d’'un photon, ou d’un spin, ou de
n’'importe quelle propriété quantique d’une particule localisée quelque part (en A par
exemple).

Si je prends une deuxieme particule en B: elle aussi a un état dans H.

Si je prends le systeme composé de A et B, ce systéeme a un état non pas dans le produit
cartésien, mais le produit tensoriel H ® H. On peut le définir comme 'espace engendré
par |z) ® |y) avec |z) une base de A et |y) une base de B.

On note |0) ® |1) = |01).

Cette construction est générique: si E a pour base {e;},—1._, et F a pour base {f;},;=1 &,
alors E® F' a pour dimension k x n et on peut représenter sa base avec {€; ® f; }iz1.n,j=1.k-
Si j’ai un opérateur A : E — FE, je peux fabriquer un opérateur AQ [ : FEQF — ERQ F.
Son action :

(A®] ez®f] Zazkek®f]

quand Ae; = > a; e et I l'identité sur F.
k

On a envie d’écrire : ) a;pex @ f; = (Z ai,kek) ® f; = (Ae;) @ f;.
k k

Il suffit de regarder ® comme une opération ® : £ x F' — FE ® F bilinéaire.
Donc du coup,

(vl+v2)®(w1+w2):v1®w1+vl®w2+v2®w1+v2®w2

et
(av) @ (Bw) = (aB) (v ® w)

Ce qui permet de définir littéralement (A® I) (v @ w) = (Av) ® w.
Donc reprenons nos gbits.
Sion en a n, l'espace d’état du systeme est H @ H® ... @ H = H®",
Un vecteur la-dedans a la forme :

Q= 2 alb)

b=b1...bn

On peut le décomposer pour mettre en relief le gbit numéro i si on veut :

Q= > gty |b) @ |z) @ [V)

b=by...bj_1,b/'=b;41...bp,z=00ul

10



Du coup, si j'applique B = I""' ® A® I"* sur Q (A est un opérateur sur 1 seul gbit) :

BQ = > ey B (|b) ® |z) @ [V))
b=b1...b;—1,b/=b;41...bp,x=00ul
= Z ply (Ii_l RA® ]n_i) (1b) @ |z) @ [v))

b:bl...bi,1,blei+1...bn,QE=00’u1

= > ey (I [)) ® (Alz)) @ (17" |V))

b=b1...b;—1,b/=b;41...bp,x=00ul

= > py [0) @ (Alz)) @ |b)

b=b1...b;—1,b/=b;41...bp,x=00ul
Dans la théorie équationnelle, on a:
(01+U2)®(w1+w2) =0 QW1 + V] ®wWy + V2 ® Wy + V3 K Wo

(av) @ (Bw) = (af) (v © w)
(A® B) (v®@w) = (Av) ® (Bw)

Derniére chose: l'ordre des vecteurs de base. Comme on travaille avec des listes de
booléens, les vecteurs sont "rangés” dans ’ordre lexicographique. Donc quand on écrit :
)

(¢ o

'ordre des éléments de la base sont |0) puis |1), premiere colonne = |0) par exemple

a b c d
e f g h
M= i 7 ko1
m n o p
00) 101 [ 1107 [ 110 |
|00) | a b c d
01) | e f g h
oy i j k1
|11) |m n o p

L’action de M su |00) rend le vecteur colonne correspondant, donc :

@)00) + ¢ [01) +4]10) + m [11)

La matrice correspondant & I ® A (ou I et A sont sur 1 gbit), la matrice est : (181 2)

en représentation par bloc.

a b
Et A® I (quand A = (c d))

11



(AI1)]|01) = (A® 1) (]0)® 1)) = (A]0) ) =(al0) +c|1)) ®|1) =al0l) + c|11)
00) | Jo1) [ [10) | [11) |
100) | a 0 b 0
01) | 0 a 0 b
10) | c 0 d 0
[11) | 0 c 0 d

Un exemple d’opérateur sur deux gbits qui n’est pas un tenseur de bidules :

Control-Not (CNOT) : {’05@ — [0x)

|1z) — |17Z)
00) [ ]01) [ [10) | [11) ]
00) | 1 0 0 0
01) | 0 1 0 0
110) | 0 0 0 1
111) | 0 0 1 0

par bloc :
1 0
0 bitflip

Nota : un vecteur de H ® H n’est pas nécessairement sous la forme v ® w !
Exemple : [00) + |11).

Une porte quantique est une opération sur un ou plusierus gbits. Elle est réversible
et préserve la mesure. Dans ce document, nous ne verrons que des portes quantiques
opérant sur 1 ou 2 gbits.

Ainsi elle peut étre représentée par une matrice unitaire (A4 x A® = I) & coefficients
complexes.

Exemple. Porte d’Hadamard

Porte Control-Not

1000
1 o100
CNOT_EOOOl
0010



Chapter 2

Calcul quantique pur linéaire

Nous définissons ici un langage quantique pur linéaire que 'on dénote (). Nous allons
donc reprendre

2.1 Langage

Un programme quantique est donné par une paire de terme et mémoire quantique, nous
appellerons une telle paire, un état. La relation de réduction réécrira donc un état en un
état.

Nous définissons les termes de notre langage :

Définition 2.1.1 (termes 7).
M,N = | o.M ’ MN ’ UA | T ’ Qinit

On note .7, '’ensemble des termes.

Les termes x , Axz.M et MN ont 'intérét usuel du lambda calcul (les variables,
'abstraction linéaire ici).
r; désigne le registre 1ié & un gbit (i € N), c’est le registre i.
Qinit NOUS sert a rajouter de la mémoire quantique, et Uy a opérer sur la mémoire quantique
en fonction de A.

Pour définir la mémoire quantique, nous avons besoin de la notion de registre.

Définition 2.1.2 (Registre d'un terme). Les registres d'un terme est I’ensemble de ses
numéros de registres.

Exemple. (1) si My =1y y ry alors RE (M) = {1;4}.
(2) si My = Az.r3z alors RE (Ms) = {3}.

Nous pouvons donc maintenant définir la mémoire quantique.
Définition 2.1.3 (mémoire). Soit n € N*, une mémoire ),, de taille n est défini par :

be{0,1}"
Q, = Z ay |b) avec{z|ab|2:1
b

b:(b07~-~abn—l)

On note 2, 'ensemble des mémoires.
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Exemple. (1) Si Q) = \/LE 10) + \/Li 11).
(2) si @2 = 1100) + 1i|01) — L [10) + L4 |11).

(3) si Q3 = 0,8]101) +0,6]001).

2.1.1 Bonne formation de termes

Nos termes actuels ne sont pas linéaire, de plus, un méme registre peut apparaitre
plusieurs fois dans un méme terme. Il nous faut donc introduire des regles pour que
nos termes soit correctes par rapport a nos attentes.

Définition 2.1.4 (Bonne formation des termes de .77). Soit M € .7, on définit - M (M
est un terme bien formé / un terme valide) si :

e tout sous-terme de M de la forme Ax.Mj, on a x qui est linéaire dans M
e pour chaque registre i de M, le registre i n’apparait qu'une seule fois

Exemple. (1)F rorigini
(2) VTQT'O
3 xxy

(3)

(4) Fhx.xzy

(5)F (Unra)
2.1.2 Paires

Dans notre langage, nous avons besoin des paires, pour par exemple, utiliser les portes
agissant sur plusieurs gbits. Au lieu d’ajouter un nouveau constructeur, formulons une
synthaxe ”paire” avec nos termes existants.

Définition 2.1.5 (constructeur de paire). On définit (-,-) comme étant :
(a,b) == \f.fab

avec la condition que f n’apparaisse pas libre dans a ni dans b.

Exemple. (1) (ro,r1) = Af.f ror

De méme que le constructeur, formulons un destructeur de paire avec nos termes. On
éfinit le terme suivant, qui permet de récupérer les coordonnées x e une paire
définit le t t, t d 1 d ty d’ M,
puis de créer un nouveau terme N avec ces coordonnées, on écrit :

Définition 2.1.6 (destructeur de paire).
let(r,y) = M in N
comme sucre syntaxique pour :

M(Az\y.N)
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2.2 Sémantique opérationnelle

Dans cette section, nous allons définir le systeme de rééeriture ) = (&, —¢), composé de
I’ensemble des états et d'une réduction —,.

2.2.1 Etat

Maintenant, nous avons la notion de terme et de mémoire, définissons les états. Pour
cela, on a besoin d’avoir :

e certaine propriété sur nos termes (linéarité du A, pas de duplication de registre), ce
qui est assuré par une bonne formation du terme

e une correspondance entre mémoire et terme

Définition 2.2.1 (état). Un état est un couple [@Q,, M] avec @, € 2 (de taille n € N)
et M € 7, tel que :

e M, c’est a dire que M est bien formé, comme défini en (2.1.6).
e REM)={keN|0<k<n—-1}

Exemple. (1) [0,5]00) 4+ 0,5]01) +0,4]10) + 0,6 |11} ,ry (Us 1]
(2) [|00) , Ax.mq 2 770
(3) [07 8 |OO> + 07 6 ’10> s Qinit T0 7“1]

Comme pour les termes qui sont a-équivalents, on a besoin de définir une équivalence
pour les états.
En effet, prenons 'état [, (H @init, Ginit)] (H étant la porte d’Hadamard), on peut alors
initialiser de deux facon différentes en réduisant le terme de la leére coordonnée de la
paire puis celui de la deuxieme ou inversement.
Ce qui nous donnera deux états possibles :

e soit [|0) ® [0), (H r9,71)]
e soit [|0) ® [0), (H 71, 70)]

Les termes de chaque état sont les mémes, a permutation des registres pres.

Cependant, si 'on permute les registres, il ne faut pas oublier de permuter aussi la
mémoire (les gbit correspondants).

En effet, si 'on applique la porte quantique dans ces deux états cela nous donne :

. 0
e soit [' {}}m ®10), (7’0,7"1>}

o soit [|0) @ 2 (), )|
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Faire une équivalence de terme (pour les numéros de registres) ne suffit pas, il nous faut
faire de méme pour la mémoire. Nous allons donc définir la permutation de registres :

e dans un terme
e dans une mémoire

Définition 2.2.2 (substitution de registre dans un terme). Soit o € S,,, soit M € .7, on
définie M7, par :

= si M =1, M =14

= si M =z ou @y oulU, M7 =M

= si M = Az.My, M7 = \g. My

— si M = OP, M? = O°P°

Exemple. (1) Soit 0 = (01) et M = (H r9,7r1), on a M = (H r1,70)

Définition 2.2.3 (substitution de gbit dans une mémoire). Soit o € S, soit @, (=
> aylb) avec b € {0,1}") une mémoire, on définie @, par :

b=(bo,....bn—1)
Qna = Z p |b/>

b/:(bo'(())a"'vbo'(nfl))

Exemple. (1) Soit 0 = (01) et Q = |00 + |\1}2>, ona Q= ‘?ﬁ + |01>

Maintenant que I'on a défini ces deux notions, on peut alors définir notre équivalence
d’état.
Cette équivalence lie des états qui auraient un méme terme et mémoire en permutant les
registres.

Définition 2.2.4 (o-équivalence pour état). Soit e = [Q, M] et ey = [Q’, M'], on appelle
o-équivalence la relation binaire définie par e =, eq ssi il existe une permutation o, tel
Q% =Q et M = M.

Exemple. [2|01) + & [10) 7o r1] et [Z]01) + 2 [10) 7 o] sont équivalents.

Proposition 2.2.5. L'o-équivalence est une relation d’équivalence.

Proof. (1) Soit e = [Qn, M].

Soit id, I'identité sur S,,, on a :

Qnid _ Z a |b/>

b'=(b;q(0ys+bid(n—1))

= Z ap |b/>

b'=(bo,...bn—1)

= > alb)

b=(bo,-...bn—1)

= Qn
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De plus, par induction, M = M.
On a donc e =, e.

(2) Soit e et € tel que (e,€') € & et que e =, €. Posons e = [@Q,, M] et ¢ = [Q/,, M'].
On a e =, ¢’ donc il existe ¢ tel que :

- Qnao = Ql

_ MO’() — M’rll

Par ces deux inégalités et induction sur les termes et les mémoires, on obtient que
¢/ =, e par la permutation o, 1 en appliquant oy ! de part et d’autre de chacune des

égalités.

(3) Soit (eq,e1,e2) € &, tel que ey =, €1 et que e; =, €.

On a donc :

- ey =, €1 pour une certaine o

- €1 =, €9 pour une certaine o

La bonne permutation est pour que eg =, €5 est g1 0 gy. L]

Ceci est une notation pour alléger I’écriture des réductions.
Notation. Soit n € N*, on définit o, ; € S,, comme étant la permutation définie par :
01
1—7
1—0
jr—1
k —— k sinon

2.2.2 Réduction

La relation —¢ est composé de plusieurs réductions. Nous avons d'une part la beta-
réduction linéaire, qui substitue une variable linéaire par un terme, et d’autre part les
réductions quantiques.

Les réductions quantiques sont composés de :

e —,, permettant d’introduire un nouveau registre

o — traduisant I'effet de d’une porte quantique a 1 entrée sur la mémoire

U{<41) Y

* —,0), traduisant I'effet de d’une porte quantique a 2 entrée sur la mémoire
A

2.2.3 Relation —

Pour définir, la beta-réduction, donnons d’abord la définition d’une substitution de vari-
able par un terme.

Définition 2.2.6 (substitution de variable par un terme). Pour toute variable x et tous
(M,N) € % la substitution simple M[x := N| de N a4 x dans M se laisse définir par
induction structurelle sur M a 'aide des clauses suivantes :
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=Si M =z, alors M [z := N|] = N.

=51 M est une variable # x, alors M [z := N| = M.

=Si M = \x.M, alors M[x =N|]=M.

=51 M = \y.M, avec y # x, alors M[ = N] = \y.M, [z := NJ.
=Si M = M;M,, alors M [x := N| = M [x:= N| M, [z := NJ.

Le contexte de surface nous permets d’écrire les réductions avec la cloture contextuelle.
On l'appelle contexte de surface et non contexte car plus tard, on s’interdira de réduire
nos termes lorsqu’ils sont formés d’une certaine facon.

Définition 2.2.7 (Contexte de Surface). On définit le contexte de surface par induction

S:=0|Xe.S|SN|MS

Soit M un terme, et un contexte de Surface S (contenant uniquement un seul 0), on
note S (M) le terme S [0 := M].

Définition 2.2.8 (réduction —). On note — la plus petite relation binaire sur ’ensemble
des classes d’o-équivalence des états, (c’est-a-dire I'intersection des relations binaires sur
'ensemble des classes d’o-équivalence des états), telle que pour toute variable x et tous
M, N termes :

- [@n, S (M. M) N)| =5 [Qn,S (M [z := N])] (réduction B)

- [@Qns S (Ginit)] =4 [Qn ® 10) ,S ()] (réduction de ginit)

- [Qn, S (Ua )] =0 (¥ @ AR I®"'Q,, S (ry)] (véduction de U : gbit — gbit)

- [@n, S (Ua (14,75) @ [(A®@ I®"72Q,79)7 S ((rs,r;))] (réduction de U : gbit x
gbit — qbit x gbit)

On a donc —g=—3 U —, U —y U —ye-

._.:BA

Notation. On notera par la suite —¢ avec — pour plus de lisibilité.
Définition 2.2.9. On note —, la cloture réflexive, transitive de la relation —.
Le théoreme suivant nous permet de dire que — C & x &.

Proposition 2.2.10 (Soundness). Soite € &, Q € 2, M € T tel que e — [Q, M| alors
Q.M eé.

2.3 Propriétés de la réduction

Dans cette section, on va prouver que la réduction — est confluente en prouvant une
propriété plus forte, le quasi-diamand (voir Def. 1.2.6 et Prop. 1.2.7) que l'on utilisera
au chapitre 5.

Proposition 2.3.1 (Propriété du quasi-diamant). Soit (e, eg,e1) € &2, tels que e — e
et e — ey, alors :

= s0it eg = €3

= soit il exviste ¢’ € & tel que eg — €’ et e — €.
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Démonstration. Faisons une induction sur les termes :

(1) si e = [Q, Ginit), alors il y a une seule réduction possible : —,.
Et donc [@', N'| = [Q", N"].

(2) si e = [Q,x] alors il n’y a pas de réduction possible, ’hypothese ne tient pas.
(3) si e = [Q,r;] alors il n’y a pas de réduction possible, ’hypothese ne tient pas.

(4) si e = [Q, A\x.T], la réduction se fait a l'intérieur de T, donc par hypothese de
récurrence, on conclut.

(5) si M = OP alors par hypothese on a :

(*) (@, 0P] =, [Q', N']
(**) 1@, OF] =, [@", N"]

Décomposons en 3 sous-cas :
(1’) Seul le terme O (ou P) est impliqué dans les 2 réductions des hypotheses.
(27) Le terme O est impliqué par une réduction et le terme P par I'autre.
(3’) Le terme OP est directement impliqué dans 'une des réduction.

(1) si les réductions se font a I'intérieur de O uniquement ou a U'intérieur de P unique-
ment, alors par hypothese de récurrence et cloture de surface, on conclut.

(27) si la réduction ¢; se fait dans O et ¢y dans P :
= Si ¢ et ¢y sont des réductions agissant sur la mémoire.

— si ¢; = q et co = q, alors les hypotheses de récurrences deviennent :
(*) [@n, S1 (ginit) P] =4 [Qn ®10),S;1 (1) P] (on a juste remplacé le g;n;x par r, dans le
terme O)
(**) [Qns O S2 (¢init)] —¢ [@n @10),0 Sy (r,,)](on a juste remplacé le g par r, dans le
terme P)

On a O = S1 (Ginit) et P = Sz (Ginit)-

Si on re-applique —,, a chacun des états obtenus, on obtient :
(0) [@n®10),S1(rn) S2 (Ginit)] —4 [(@n®10)) ®10),81 (1) Sa (rus1)] (on a remplacé
Jinit dans le terme P par 7, 1)
(00) [@n ®10) ,S1 (Ginit) Sz (rn)] —¢ [(Qn ®10)) ®10),S1 (rn41) Sz (rn)] (on a remplacé
Qinit dans le terme O par 7,.1)

On a donc trouvé deux termes : Sq(r,41) So(rn) et Sy (1) Sa(rpy1). Ces deux
termes different au numéro de registre pres.
Ce sont donc les mémes, car on raisonne sur les classes de o-équivalence.
De plus, les mémoires sont les mémes.
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On a donc retrouvé le méme état.

—sicp=qetc= Uf), alors les hypotheses de récurrences deviennent :

(*) [QnsS1 (Ginit) P] =4 [Qn ®10),S; () P] (on remplace ¢ par r, dans O)
(**) [Qn, O So (U 1;)] — o 171 @ A® I°"7'Q,, 0 Sy (1;)] (on remplace UU,4 r; par

r; dans P)
OnaO = Sl (q,mt) et P= 82 (UA TZ‘).

Si 'on applique chacune des réductions a 1’état obtenu par I'autre, on obtient :
0) [Qn@10),S1 (ra) Sz (Ua i)l =0 '@ AR I (Qn ©10)),S (1) Sa(73)]
on remplace Uy r; par r; dans P si c’est le registre i qui est impliqué dans cette réduction)
00) [ @ A® I®"'Qu, S1 (ginit) Sz (ri)] =4 [(IPH @ AR I®"Qr) ®10), Sy (rn) Sz (ri)]
on remplace ¢p;; par r, dans O)

o~ o~~~

On a retrouvé le méme terme, il reste donc a vérifier si les mémoires sont correctes.
Par le lemme adéquate, on a donc retrouvé aussi la méme mémoire, donc on a retrouvé
le méme état.

—sicp=qetc= Uf), alors les hypotheses de récurrences deviennent :

(*) [Qns S1 (Ginit) P] =4 [Qn ®0),S1 (1) P]
(on remplace ¢ par r, dans O)
(*
(

) [Qna (O (UA <TZ>TJ>)] Uf) [(A ® 1% 2Q U”)GU 0S, (<Ti7 Tj>)]
on remplace Uy (r;,7;) par (r;,r;) dans P)

Ici, les deux gbit influencés par I'action de Uy doivent étre des gbit présent dans la
mémoire (),,, car on peut réduire avec —>U(2> avant —.
Si 'on applique chacune des reductlons a I’état obtenu par l'autre, on obtient :

(0) [@n ®10), 81 (rn) Sz (Ua (rimi))] =y [(A@ T 2(Qn @ 0))74)7 S, () S5 ((ras7))]
(on remplace Uy (15, 7;) par (r;,r;) dans P si ce sont les registres i et j qui sont impliqués
dans cette réduction)

(00) [(A® I#"72Qu7)™ 81 (init) Sz ((ri, )] =4 [((A® I#772Q, 7)) ® |0), 81 (rn) Sa ((rs; 7).

(on remplace gn;; par r, dans O)
On a retrouvé le méme terme, il reste donc a retrouvé la méme mémoire.

Par le lemme adéquate, on a donc retrouvé aussi la méme mémoire, donc on a le
méme état.

— sic = Uﬁff et co = U W , alors les hypotheses de récurrences deviennent :
*) [an Sl (UAl Til) P] U<1) [[(an ! ® Al ® %= an Sl (7”21) P]
on remplace Uy, 1, par r;, dans O)
) [Qn’ O Sy (UA2 le)] _>U(1) [I®22 ! ® A2 ® I®nii2Qn7 O Sy (ri2)]
on remplace Uy, 1;, par ry, dans P)

(
(0
(*
(
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On a que 7; # iy, car on ne peut pas avoir un meéme registre dans un méme terme
(par validité des termes).
Sans perte de généralité, admettons que i; < is.

Si 'on applique chacune des réductions a 1’état obtenu par I'autre, on obtient :
(0) "' ® Ay @ I® Q81 (ri,) Sz (Ua, 1i,)]
Sy (171 © Ay @ I" (190 @ A 9 T970Q), 81 () Sa (1)
(on remplace Ua, 7i, par r;, dans P)
(00) [I%271 @ Ay @ I9""2Qy, S1 (Un, 13,) S2 (14,)]
U(1) [I®Zl 1 & Al X ]®n 21([®12 1 X A2 X I®n zan) 81 (7’“) SQ (7”22)]

(on remplace Ua, 73, par r;; dans O)

On a donc le méme terme, il reste a vérifier la mémoire.
Par le lemme adéquate, on a donc retrouvé aussi la méme mémoire, et donc le méme
état.

—slc = Uﬁlll) et co = U ) , alors les hypotheses de récurrences deviennent :
) [Qny S1(Ua, 14y) P] — ) [I®“ '® Ay @ 19"1Q,,, S (r;,) P]
n remplace Uy, 14, par r;, dans O)

(
( g
() [@n, O Sz (U, (riyri))] =y [(A2 ® I15772Qn 7)™, 0 8 ((ri,75))]
(on remplace Uy, (r;,7;) par <7”Z, r;) dans P)
On ai # iy et j # iy (par validité des termes).
Si 'on applique chacune des réductions a 1’état obtenu par I'autre, on obtient :
@)I# ™ @ Ay @ I Q. 81 (13,) S (U, (14, Tg>)]
—)U1<42) [(AQ & I®n72(1®”71 ® Al ® I®n7“Qn)Uw) " 7Sl (rh) 82 ((riv Tj))]
(on remplace Uy, (r;,7;) par (r;,r;) dans P)

(0l 172Q,) 81 Uy, 1) Sa (1)
o (15071 @ Ay @ 1970 (A, © 1972Q,70)79) 8, (1) S (s )]

(on remplace Ua, 7i, par r;; dans O)
On a retrouvé le méme terme O’P’, il reste a vérifier les 2 mémoires.

Par le lemme adéquate, on a donc retrouvé la méme mémoire et donc le méme terme.

—sic = Ufl) et cog = Uﬁ), alors les hypotheses de récurrences deviennent :

<*) [QHJSI (UAI <Ti17rj1>) P] U(2) [(Al ® 1% 2Q 7 31)011 o Sl (<7“i1,7”j1>) P]
(**) [Qna O 82 (UA2 <Ti27 T’j2>)] U(z) [(AQ (029 I®n QQ Tig, J2>Uz2 2J2 O S2 (<Ti27 Tj2>)}

Si 'on applique chacune des réductions a 1’état obtenu par I'autre, on obtient :
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(O) [(Al ® I®n72Qngil’j1 )Jil'jl ) Sl (<Ti1’ rj1>) ’SQ (UVAQV <Ti27 sz))}
_>U§\2) [(A2 ® ]®n72((A1 ® ]®n—2Qnail,]’1)Un,h)‘”2&2)‘712»12 .S, (<7ﬂi1’ le>> S, (<7’z’2, 7"j2>)}

(00) [(Az @ I772Q,7292)72%2 8y (U, (riy,75)) S ({7, 750))]
_>ng) [(A1 ® I®n—2((A2 ® I®n—2Qn0'i2,j2)Ui2’j2)011131)011711 .S, ((7’1‘1, le>) S, (<7,i27 Tj2>)}

Vu que les registres ne peuvent pas étre présent plus d'une fois dans chaque terme,
on a donc que i1, J1, 12, Jo sont deux a deux distincts.

Par le lemme adéquate, on a donc retrouvé la méme mémoire en plus des mémes
termes.
On a bien retrouvé le méme état.

= Si ¢ et ¢y sont deux [-réduction, alors elle commutent, car chaque registre et
variable n’apparaissent qu’une seule fois dans chaque terme.

= Si ¢; et ¢y sont une réduction sur la mémoire et une S-réduction, alors elles commu-
tent, car chaque registre et variable n’apparaissent qu’une seule fois dans chaque terme.

(3’) Traitons maintenant le cas ou le terme OP est directement impliqué dans la
réduction :

= si e = [Q, Uy 1], alors une seule réduction possible : -
Et donc ey = ey.

= sie=[Q,Ua (ri,7;)], alors une seule réduction possible : — ().
A

Et donc eg = e5.

= sie=[Q,(A\z.T)P] et que ¢; = p.
Alors les hypotheses deviennent :
(*) [@, Az.T)P] =4 [Q, T [x := P]]
(%) [Q, \e.T)P] -, [Q", N"]
—¢, peut se faire :
- soit dans P
- soit dans T

- si =, se fait dans P, on a donc :
() [Q, (e T)P) =5 [Q. T [a == P)]
() (@, (. T)P] e, [Q, (Ar.T)P"]
On a que :
(1) [Q", Az.T)P"] =4 [Q", T [z := P"]]
De plus, notons que P est toujours présent dans T' [z := P] et en un seul exemplaire car
nos termes sont linéaires (x apparait exactement une fois dans un terme avec abstraction
de la variable x).
Donc la réduction —., peut toujours se faire.

On a donc :
(2) [Q,T [z := P]| =, [Q",T [z := P"]]
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On a donc retrouvé le méme état.

- si =, se fait dans T, on a donc :
() [Q. (Ae.T)P) =5 [Q, T [« := P]
() Q. (A1) P] =, [Q", (A2 T") P
On a que :
(1) [Q7, (Az.T")P] =4 [Q",T" [x := P]]
- si co= ¢, alors cela ne pose pas de probleme et les deux réductions commutent car le
”x” n’est pas impacté par cette réduction.
-8lcp = US), alors cela ne pose pas de probleme et les deux réductions commutent car
le ”x” n’est pas impacté par cette réduction.
- si ¢g = B, vu que le x n’apparait qu'une seule fois, qu'un seul ”changement” a chaque
fois. Donc les deux réductions commutent.
-8l cp = Uf), alors cela ne pose pas de probleme et les deux réductions commutent car

le ”x” n’est pas impacté par cette réduction.

m
Corollaire 2.3.2. Soit (e,eg,e1) € & tel que, e — eg, € — €.
Alors :
= so0it ey et e; n'est pas en forme normale
= s0it ey = €1
Démonstration. Soit (e, eq,e1) € & tel que e — eg, € — €.
D’apres la propriété précédente, on a soit :
= soit 7 (eg) = 7 (e1)
= soit il existe e’ tel que eg — ¢’ et e; — €.
Donc cela veut dire que e’ n’est pas en forme normale. O

2.3.1 Confluence

De la propriété 2.3.1, découle la propriété de confluence de notre systeme de réécriture.

Théoréeme 2.3.3 (Confluence). Le systéme (&, —) est confluent.

2.4 Expressivité du langage
Reprenons maintenant nos paires.

On a:

let{q1, q2) = CNOTinits H Ginit) in (U a1, @2) = (CNOT(Ginits H Ginit) ) (A1 Ag2.(U 1, ¢2))

23



De plus, soit Q € .#, on a :

[Q7 (CNOT<Qinit7 HQim't>)()‘QI'/\QQ-<U q1, QQ>)]

) (CNOT<rn7 H Ginit) ) (Aq1-Aq2.(U q1, q2))]
2D (CNOT (rm, H 1)) A1 A2 (U g1, q2))]
(CNOT<7°n7Tn+1>)()\611-)\Q2-<U 01, G2))]
@, (1)) Aq1-A@2-(U g1, ¢2))]

7(>\f f 7 1) (A Ag2 (U g1, 42))]

W (Aq1- A (U q1, 2)) 70 Tt

v()‘ <U7’qu>) Tn-&-l]
R

) Urn» rn+1>]

Y

Ce destructeur est plus général que les destructeurs usuels fst et snd (il permet de les
former) (si 'on avait des abstractions affine et non linéaire).
De plus, il ne duplique pas le fait d’utiliser la paire M plusieurs fois, contrairement

aux 2 destructeurs usuels (fst et snd).

En effet, les 2 destructeurs usuels (fst et snd) ne conviennent pas pour reconstruire

une paire.

Par exemple, si je voudrais faire une nouvelle paire p’ identique a une paire p, alors

le seul moyen de la construire serait :

= (fst p,snd p)

Ce qui a dupliqué p et ainsi créer un terme qui n’est pas valide.
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Chapter 3

Calcul quantique linéaire avec
mesure

Nous définissons ici un langage quantique (linéaire) que 'on dénote Q"°**, ou on ajoute
au langage () une opération de mesure.

3.1 Langage

Nous rajoutons aux langage de termes un nouveau constructeur qui va correspondre a la
mesure d’'un gbit : meas(R, M, N).
Intuitivement, nos termes R, M et N vont correspondre a :

e pour R, notre registre a mesurer
e pour M, le terme a choisir si notre gbit mesuré est 0
e pour N, le terme a choisir si notre qbit mesuré est 1
M et N correspondent a deux branches de possibilités.
Définition 3.1.1 (Termes 7™¢*). Le langage est définie par la grammaire :
M,N,R:=x | Ae.M | MN | (Ua)aeMatrice | Ti | Ginit | meas(R, M, N)

On note 7™ ’ensemble de nos termes.

3.1.1 Bonne formation des termes

Maintenant que nous avons ajouté un nouveau constructeur, il nous faut définir sa bonne
formation avant de pouvoir 1'utiliser pour former nos états.

Avant cela, I'idée derriere un registre mesuré, est de ne plus le retrouver ensuite.

Ainsi un registre mesuré ne doit plus apparaitre. L’ensemble des registres de meas(R, M, N)
est alors défini comme suivant :

Définition 3.1.2. On définit RE (meas(R, M, N)) par :
RE (meas(R, M,N)):= RE(R)URE (M)URE (N)
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Si 'on veut abstraire une variable avec ’abstraction linéaire A, il faut qu’elle soit :
e uniquement linéaire dans la condition R OU
e uniquement linéaire dans les 2 branches M et N

En effet, car un terme comme Ax.meas(ro, x,y), donnerai des complications. Apres mesure
du registre 0, on pourrait avoir un terme comme Azx.y, si le gbit est mesuré a 1, ce qui
créerait des termes non valide apres mesure.

On a donc :

Définition 3.1.3 (Bonne formation de A 2.0). On a - Az.M si = M. De plus, on doit
respecter une des deux conditions suivantes :

e x est linéaire dans M (si M ne possede aucun sous terme de la forme meas(R, M, N))
e il existe un unique sous terme de la forme meas(R, M, N), tel que :

— x est linéaire dans R mais n’est libre ni dans M ni dans N

— x est linéaire dans M et dans N mais n’est pas libre dans R

11 faut maintenant créer une régle de bonne formation pour meas(R, M, N). Déja, les
termes R, M et N devrait étre bien formé. De plus, un registre présent dans la condition
R ne peut plus étre présent dans les 2 branches M et N, car celui est mesuré dans la
condition.

Si I'on mesurait tous les gbit d’une machine, on aimerait avoir une mémoire fixe. Pour
cela il faut que chaque registre présent dans la branche M soit aussi présent dans la
branche N.

En effet, on a besoin que RE (M) = RE (N), car sinon un état comme celui-ci serait

autorisé :

B (]000) 4 ]001)) + % (|100) + |101)) , meas(meas(rg,r1, r2), T, y)]

Et si I'on réduit cet état, on aurait :

{% [% (1000) + 001)) ,meas(rl,x,y)} 5 [% (1100) + 101)) ,meas(m,x,y)] }

Et ainsi :

{% {% (/000) + [001)) x] ,i[\100> ,x},iHlOl) 79}}

Ici le premier élément de cette multidistribution possede une mémoire quantique super-
posée : \/Lﬁ (|000) + [001)), ce que I'on ne veut pas dans notre calcul.

On ajoute ainsi une regle de bonne formation de meas(-, -, -).

Définition 3.1.4. Soit (R, M, N) € ™ meas(R, M, N) est bien formé si on a toutes
les conditions suivantes :

e R, M, N est bien formé
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e pas de registre en commun entre R et M (ou N)
e méme registre entre M et N

Remarque. On pourrait donc croire qu’avec cette regle de formation de meas(.,.,.) on ne
peut pas faire de choix sur un registre (par exemple faire meas(rg,r1,72), et ainsi choisir
r1 ou ry en fonction de la mesure de ).

Cependant pour simuler un tel choix il nous suffit de créer un terme comme celui-ci :

meas(rg, meas(ry, 7o, 7o), meas(rq, 1, 11))

3.2 Sémantique opérationnelle

3.2.1 Etat

Définissons les états avec des termes possédant de la mesure.

Définition 3.2.1 (état). Un état est un couple [Q,, M| avec @, € £ (de taille n € N)
et M € T™ tel que :

o - M, c’est a dire que M est bien formé, comme défini en (2.1.6) et (3.1.4).
o RE(M)={keN|0<k<n—1}

Exemple. (1) [0,5]00) +0,5]01) +0,4{10) 4+ 0,6 |11) ,meas(Uy 71,70, 70)]
(2) [\% |000) + % |100) , Uymeas(rg, meas(ry, 2, 7o), meas(rq, ry, 7“1))}
(3) [|1O> ameaS(Qz‘mt, z, y)]

3.2.2 Réduction
Nous allons définir deux relations de réduction:
e une relation —gmeas C &meas s« MDST (é(’meas).

e une relation Zgmeas C M DST (%) x MDST (&™)

3.2.3 Relation —gmeas.

Avant d’introduire la relation —gmeas, nous devons revoir la définition de contexte de
surface .

C’est ici que le contexte de surface se distingue du contexte, on va s’interdire de réduire
nos termes lorsqu’ils sont dans les branches.

C’est a dire que 'on va geler nos branches pour éviter de créer des termes non bien formé.
Si 'on se 'autorisait, on pourrait avoir un terme comme celui-ci :

meas (T07 init, Q'mzt)

27



Qui au bout de deux réductions viendrait contredire que ce terme est bien formé :
meas(rg, r1,72)
On a donc :

Définition 3.2.2 (Contexte de Surface 2.0). On définit le contexte de surface par induc-
tion :

S:=0|Xx.S|SN | MS | meas(S, M, N)

Le but de la relation —,,..s est d’exprimer un terme en choisissant avec une certaine
probabilité I'un de ses sous-termes. C’est a dire qu’en fonction de la valeur du gbit mesuré
(0 ou 1), on choisit un sous-terme plutot qu'un autre.

Bien stir, apres mesure, il faut que la mémoire de I’état corresponde au terme, tout en
restant un état bien défini.
Ainsi pour que —,,cqs SOit bien défini, il nous faut énoncer cette propriété de séparation :

Proposition 3.2.3. Soit n # 0, pour tout Q,, € A , pour tout i < n on peut décomposer
@, de la facon suivante :

Qn = E 0% |b0...bi,1 0 bi+1...bn,1> —Fﬂ E Yo' |b0...bi,1 1 bi+1~-~bnfl>
b'=(bg...bi—1 0 bjy1...bpn—1) b"'=(bg...b;—1 1 bit1..bp—1)
Ly, R,
avec .
2
@ = E ‘abo.‘.bi,l ObiH...bn_l’
b0, 305150541500 ,0n—1
2
B = E }abo...bi_l 1 bi+1...bn,1}
b0y 01,0541, 0,001
2 2 __
o + 181" =1
(Ln, R,) € 2

Maintenant que 'on sait que 'on peut "séparer” n’importe quel mémoire comme il
faut, on définit la relation —,,cqs-
Elle va réécrire un état en une multidistribution d’état. Chaque élément de cette multi-
distribution exprimera le choix du sous-terme.
Pour bien définir cette relation, il nous faut introduire, le garbage collector. La réduction
meas supprime un registre du terme. Donc apres réduction, un gbit de la mémoire n’aura
plus son registre dans le terme. Il faut alors bien redéfinir ce qu’est un état.
On aimerait bien pouvoir calculer avec une mémoire plus grande que nécessaire.
Cependant, gardons a l’esprit que plus tard, on ne voudrait pas avoir des états ayant un
terme sans registre et une mémoire superposée.
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Garbage Collector Soit (e, ¢) € (£™¢*)?, définissons la relation ¢. On a ¥ (e, ¢') si
et seulement si :
(1) 7 (e) = 7 (e)
(2) si 2 (e) = > ay |b) alors 2 (¢/) = Yo ap|bi)
b=(b0,sbn—1) b=(b0---sbn—1)
avec 1 € {0,1}

Remarque. Notons maintenant ¢* la cloture réflexive,symétrique et transitive de la rela-
tion ¥.

Exemple. Regardons un peu ce que veut dire un peu notre relation ¢*, sur quoi nous
travaillons.

(1) Soit e = [% (10) + [1)) ,ro}.

Nous avons maintenant par exemple e; = [\/Lﬁ (|01) + |11)) ,ro] qui est en relation avec
e.
Cependant ey = [\% (|01) + 100)) ,ro} n’est pas en relation avec e.

Cette relation rajoute des registres dans la mémoire qui sont inutilisés dans le terme, sans
que cela ne contredise le fait que si 'on "regarde” dans la mémoire I’ensemble des gbits
alors celle-ci est fixé.

Etat modulo Nous travaillerons a partir de maintenant avec les classes d’équivalence
de cette relation.
Nous utiliserons le mot ”état” pour désigner un représentant d’une classe.

Représentant canonique Nous pouvons toujours travailler sur une mémoire qui cor-
respond au terme strictement. Si un registre est présent dans le terme alors le gbit associé
est représenté dans la mémoire et vice-versa.

La relation —,,cqs défini comme suit :

Définition 3.2.4 (Réduction de meas(.,.,.)). On définit la réduction —,ees (C & X
MDST(&)) par :

[Qn, S (meas(ri, M, N))| —meas { || [Ln, S (M)], |8 [R.,S (N)]} ot (i,n) € N?
(pour @, étant comme dans la Proposition 5.6)

—meas €St un sous ensemble de & x M DST(&) alors que —¢ est un sous ensemble
de & x &.
On peut voir —¢ comme des réductions probabiliste avec probabilité 1.
Ainsi on redéfinit la relation —¢ comme suivant :

Définition 3.2.5. e [Q,,S((Az.M) N)] =5 {[Qn,S (M [z := N])]} (réduction )

o [Qn,S (qinit)] =4 {[@n ®0),S (r,)]} (réduction de ginit)
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o [Qn,S(Uam)] =0 {I¥ '@ AR TI®"'Qy, S ()]} (réduction de U : gbit — qbit)
A

o [Qn,S(Uga (ri,75))] @ {[(A ® I1972Q,%4)7 | S ((Tz.,rj))]} (réduction de U :
gbit x gbit — gbit x qbit)

Ainsi on peut faire 'union de —,eqs €6 —¢.

Définition 3.2.6. On définit la relation —gmeas comme étant :

—>Qmeas::%Q U —>meas

Notation. Par simplification de notation, on utilisera — pour utiliser la réduction —gmeas.

3.2.4 Relation ijeas.

La réduction —gmeas est un sous-ensemble de & x M DST(E™*). On va lifter cette
relation de la fagon la plus naturelle possible sur M DST (&™) x M DST(&™*).
Cette réduction va pouvoir nous permettre de réduire chaque élément de la multidis-
tribution en une seule étape de réécriture, de plus celle-ci va nous servir a exprimer
correctement la propriété de confluence sur les multidistribution d’état.

Par abus de notation, dans la suite du chapitre, on notera — la fleche —gmeas et =
la fleche = gmeas.

Définition 3.2.7 (Liftage de =2). On définit la relation = (C M DST(&) x MDST(&))
a partir de la réduction — (C & x MDST(&)) par :

(1) si e =¥ alors {e} = {e}

(2) si e = m alors {e} = m

(3) si ({e;} = my)ier alors {pieili € I} = > pimy;

il

3.3 Propriété de la réduction

Dans cette section, on va prouver que la réduction = gmeas est confluente en prouvant une
propriété plus forte, le quasi-diamand (voir Def. 1.2.6 et Prop. 1.2.7), que l'on utilisera
au chapitre 5.

Proposition 3.3.1 (Propriété du quasi-diamant 2). Soiente € & et (mg,my) € MDST(&)?,
tels que e —gmeas Mg et € —>gmeas My, alors il existe m' € MDST(&) tel que mg = m/
et my = m’.

Démonstration. Par la propriété du quasi-diamant 1 (Proposition 4.2), on en déduit que
les réductions tel que la S-réduction, réduction g;,;; ou bien la réduction U, ”commutent”
entre elles.
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Il reste donc a voir si celles-ci ”commutent” avec la réduction —,,..s, €t si elle com-
mute avec elle-méme. On a donc ces 5 cas a traiter :

Posons e = [Q, M].

Traitons le cas (17).
Au niveau des mémoires, il n’y a pas de probléme : il n’y a que meas qui opere dessus.
Soit i le registre impliqué dans la réduction meas. Le fait de faire la réduction meas peut
dupliquer le fait de faire une S-réduction(si 'on veut retrouver le méme terme.
Mais cela n’est pas grave car on peut compléter le schéma avec plusieurs S-réduction en
seul étape grace a troisieme regle de formation de =.

Traitons le cas (2).
Alors on a :

(1) [an Cg(%’m’ta meas(?“i, Ma N))]  Ginit {[Qn2® |0> 7%(76717 meas(”? 5\4, N))]}
(2) [Qm Cg(qmita meas(n, M’ N))] —7meas {‘al [Lm %(C]mit? M)] ) ’B’ [Rm %(Qim‘ta N)]}

La réduction de ¢;,;; crée a chaque fois un nouveau gbit, on a donc i # n.
Donc le gbit mesuré a 0 ou 1 (séparant ainsi la mémoire e) ne peut étre le n-ieme bit.

Tout se passe bien grace au lemme adéquate.
Pour la multidistribution {]a|2 (L, € (Ginit, M)], |8 [Ron, € (Gimie N)]}, on a pour le
premier élément :

{[Ln; € (Ginir, M)]} = {[Ln ® [0) , € (rn, M)]}

De méme pour le second élément :

{[Bns € (qinie, N)]} = {[Rn ®0), 6 (rn, N)]}

On a (par la troisieme regle de formation de =) :

{1 (L, G (qinit, M)] BT [Rs C (qinir N1} = {[af* [Ln @ [0), € (r, M)], | 8] [R  ]0)

Traitons le cas (37).
On ne peut pas avoir ¢ = j sinon le terme ne serait pas bien formé (multiplication des
registres). Donc i # j.
Alors on a :
(1) [Qn, € (U} rj,meas(r;, M, N))] 0 {[I¥ @ A® I*"1Q,, € (r;,meas(r;, M, N))|}
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(2) [Qn, € (U} 15, meas(ri, M, N))] = meas {10’ (Lo, €U 15, M), |B]* [Ra, € (U 75, N)T}

Sur la multidistribution {|oz|2 (L, € (U 75, M)], |87 [Rn, € (U} 75, N)]}, on peut réduire
chaque état de celle-ci avec une réduction Uf(ll).
En effet, on a premierement :

{[Ln, €Uy r;,M)]} 2 {[I¥ '@ AR I®"L,, € (r;, M)}
et deuxiemement :
{[Rn. €U, r;, N)]} = {[I¥ '@ A® I*"R,, € (r;,N)| }

On a donc :

{1l [Ln, €(Uh 75, M), 1817 [Ruy € U 73, N)] } = {Jaf? (19971 @ A@ 19779 L, € (rj, M)] 1812 [1997 @ A® 12779 R, % (rj, N }

Maintenant, si 'on réduit le meas de {[I%*~! @ A ® I*"7Q,,, € (r;,meas(r;, M, N))]},
on obtient :
(191 @ A @ 199G, € 1y, mes(rs, M, N))]} = {lo'/ (L %0y, M) |8 (R %, N)

I1 faut donc vérifier que les probabilités o/ et 8’ issus de cette réduction sont les mémes
que dans la multidistribution {|a|” [I%' ® A® [®"I L, € (r;, M)],|B]> [[¥ ' ® A® [®" IR, € (rj, ]
c’est a dire que a = o’ et que 8 = .

Ensuite, il nous suffira de voir que :
L, =191 A® I*" L,
et
R;z — [®J—1 ®A®I®n—]Rn
Deux cas possible, 1 < 7 ou j < 1.
Sans perte de généralité, admettons que ¢ < j.

Tout se passe bien grace au lemme adéquate.

Traitons le cas (47).
Alors on a :
(1) [Qn, %(Ui (rjl,rj2>,meas(ri, M, N))] —>U,(42) { |:(A & I®n_2QZ]1J2)0’j1J2 , %(<rj17rj2>7meas(rz~7 M, N)):| }

(2) [Qm%(fo (rj1,rj2>7meas(ri7Mv N))] —meas {|0‘|2 [Lm‘g(fo <7“j17rj2>7M)} a’/B‘Q [Rm(g(Uzl <Tj17rj2>7N>]]

Tout se passe bien grace au lemme adéquate.
Traitons le cas (5).
Sans perte de généralité, supposons que ¢ < j. Alors on a :
(1) [Qn, € (meas(r;, M, N),meas(r;, M', N"))]
— meas {\042 [L,, € (M, (meas(rj, M', N'))], \5|2 [R,,, € (N,meas(r;, M’, N’))}}
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(2) [Qn, € (meas(r;, M, N),meas(r;, M', N'))]
meas {0 [L},, € (meas(r;, M, N), M")] |3 [R,, € (meas(r;, M, N), N')|}

Posons @, = > ay ).
b=(b0,-,br—1)
D’apres la propriété 5.6, on a :

2
@ = E ‘abo...bi_l 0 bit1...bn—1
b0, sbi—1,0i41,--,bn—1
Qlpg...b; 1 0 bjyq..bn
Ln == E ol A |b0...bi_1 0 bi+1...bn_1>
(0]
b0,-+sbi—1,bi4 15000 —1
. Z 2
5 - }abo...bi,1 1 bi+1...bn_1}
boseesbi—1,0i41500 0,001
Z Qlpg...b;_1 1 bsyq.bn
Rn — O] ARSI |b0...bi_1 1 bi+1---bn—1>

B

Appliquons une nouvelle fois une réduction meas sur la multidistribution

b0,-+sbi—1,bi4 150,001

{\a\2 L, € (M, (meas(r;, M', N"))], \5\2 [R,, € (N,meas(r;, M, N’))]}
On a donc :
{10 [Ln, € (M, (neas(rs, M', N'))], |8 [Ro, (N, meas(rj, M', N'))] }
= {Ial 1 [LLn, G (M, M) |0 |¢ [LRay € (M, N')] 18] 1| [RLn, € (N, M")], |8 €' [RRn, € (N, N)] }
Tout se passe bien grace au lemme adéquate.

On peut appliquer le méme calcul a l'autre multidistributions. Et on retrouve ainsi
les mémes mémoires et les mémes probabilités. O

Lemme 3.3.2. Soit e € & et (mg,my) € MDST(&)? tel que e — mq et e — my.

Alors :

= soit : my =My

= soit : pour tout € € my, et tout " € my, il existe (m',m") € MDST(&) tel que
e —m ete —m"’

Démonstration. Soit e € & et (mg,my) € MDST(&)?* tel que e — myg et e — my.
Si les réductions — se font sur le méme REDEX, alors clairement mg = m;.

Sil’on parle de deux REDEX différents, si les deux réductions — sont des S-réduction,
Ginit, Ua alors par le Corollaire 1.4.3, on conclut.

Passons donc pour les réductions avec mesure avec une réduction non-mesure.
Faisons une induction sur .7 (e).
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(1) Terme simple -;, ok

(2) si 7 (e) = M N (*) Si les deux réductions se font toutes les deux dans M ou dans
N alors pas de probleme.

(**) Si 'une se fait dans M l'autre dans N, alors les deux multidistribution qui en
résulte n’ont pas leur état sous forme normale de —.

(***) Si M N est directement impliqué dans la réduction, c’est a dire que la deuxiéme

réduction est une [-réduction.
Donc que M N = (Ax.My)N.

= si la réduction meas se fait dans N
La réduction linéaire ne peut pas supprimer le terme N.
Il apparait forcément une fois dans M,. Donc apres [-réduction on pourra faire la
réduction meas. C’est ok pour I'inverse. Donc on conclut.

= si la réduction meas se fait dans M
Une variable abstrait par A-abstraction linéaire apparait forcément une fois dans les
"branches” du meas. Donc apres réduction meas on pourra faire la S-réduction, dans les
deux états. C’est ok pour I'inverse. Donc on conclut. O

3.3.1 Confluence
Théoréme 3.3.3 (Confluence 2.0). La relation (M DST (%), =) est confluente.
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Chapter 4

Calcul quantique avec récursion

’ . o . . ’ | . .
Nous définissons ici un langage quantique que ’on dénote ()°. Nous enrichissons le calcul
précédent avec un nouveau constructeur qui permet la récursion.

4.1 Langage

En suivant le calcul de Simpson [8], on va rajouter un constructeur ”!” qui intuitivement
va enfermer nos termes dans des boites. Cela va correspondre au bang de la logique
linéaire. Le bang freeze les termes qui donc ne peuvent pas étre réduit. Par contre les
termes sous un bang peuvent étre copier ou effacer. Dualement, nous rajoutons une
lambda-abstraction et une beta-réduction non linéaire.

Définition 4.1.1 (Définition de termes 7).
M,N =z |IM | \x.M | Na. M | MN | (Ua) aematrice | Ti | Ginit | meas(R, M, N)
On note 7' I’ensemble des termes.

Nous remarquons que mesure et récursion sont tous les deux présents.

4.1.1 Bonne formation de termes

Il faut ensuite rajouter une regle de bonne construction des termes avec bang, ainsi que
de I'abstraction. Il est important de ne pas pouvoir dupliquer les registres, on se restreint
donc de mettre des registres a l'intérieur d’un bang.

Définition 4.1.2 (bonne formation de !). On a M, si - M et que RE(M) = 0.
Définition 4.1.3 (bonne formation de \'). On a - Nz.M, si - M.

Puisque le langage est plus riche, il faut réviser la regle de bonne formation pour
I’abstraction linéaire .

Définition 4.1.4 (Bonne formation de A 3.0). On a - Az.M si = M et pour tout sous-
terme de M de la forme !Mj, alors x n’est pas libre dans M,. De plus, on doit respecter
une des deux conditions suivantes :

e x est linéaire dans M (si M ne possede aucun sous terme de la forme meas(R, M, N))

35



e il existe un unique sous terme de la forme meas(R, M, N), tel que :

— x est linéaire dans R mais n’est libre ni dans M ni dans N

— x est linéaire dans M et dans N mais n’est pas libre dans R

4.2 Sémantique opérationnelle

4.2.1 Etat &'

, . ’ |
Définissons les états avec les termes 7.

Définition 4.2.1 (état &'). Un état est un couple [Q,, M] avec Q,, € 2 memoire (de
taille n € N) et M € .F" terme, tel que :

o - M
e RE(M)={keN|0<k<n—1}

Exemple' (1) H10> ) !meas(%mt, xz, y)] (2) [‘10> ) ()‘!'Z"!meas(qmita T, y)] )'szt

4.2.2 Réduction
Nous allons définir deux relations de reduction :
e une relation — g C &' x MDST (é"')
e une relation =g C MDST (5') x MDST (éa!), qui lift —¢ comme en Définition
3.2.7.

4.2.3 Relation —q!

Avant d’introduire la relation — ¢, nous devons revoir la définition de contexte de surface.
On s’interdit de réduire a l'intérieur d'un terme bangué en ne rajoutant pas de terme
bangué dans le contexte de surface.

Définition 4.2.2 (Contexte de Surface 3.0). On définit le contexte de surface par la
grammaire :

S:=0| .S | Nz.S| SN | MS | meas(S, M, N)

La relation —gii=—rgmeas U — est 'union de —>gmess, qui est défini comme au
Chapitre 2 (en tenant compte de la définition des termes .7"') et —, qui est défini comme
suit :

Définition 4.2.3 (Réduction — ). On définit une beta-réduction non linéaire :
[Qn, S (N2 M)IN)] =1 {[@Qn, S (M[z := N))]}

Elle n’autorise que les termes bangués a étre possiblement dupliquer.
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4.2.4 Relation =0

La réduction —¢ est un sous-ensemble de &' x MDST(&"). On va lifter cette relation
de la facon la plus naturelle possible sur M DST(&") x MDST(&").
Cette réduction va pouvoir nous permettre de réduire chaque élément de la multidis-
tribution en une seule étape de réécriture, de plus celle-ci va nous servir a exprimer
correctement la propriété de confluence sur les multidistribution d’état.

Par abus de notation, dans la suite du chapitre, on notera — la fleche — g et = la
ﬂéche 3@!.

Définition 4.2.4 (Liftage de =). On définit la relation = (C M DST(&) x MDST(&))
a partir de la réduction — (C & x M DST(&)) par :

(1) si e =r alors {e} = {e}

(2) si e — m alors {e} = m

(3) si ({e;} = my)ier alors {pie;li € I} = > pim;

el

Définition 4.2.5. Le calcul Q' est le systeme de réécriture (&, o).

4.3 Propriété de la réduction

Dans cette section, on va prouver que la réduction = est confluente en prouvant une
propriété plus forte, le quasi-diamand (voir Def. 1.2.6 et Prop. 1.2.7), que l'on utilisera
au chapitre 5.

Proposition 4.3.1 (Propriété du quasi-diamant 3). Soiente € & et (mg,my) € MDST(&)?,
tels que e =g mg et e =g my, alors il existe m' € MDST(&) tel que mg = m’ et
m; = m’.

Démonstration. Soient e € & et (mg, my) € MDST(&)?, tels que e —g mg et e —gr my.
Silon a e —gmeas My €t € —+gmeas My, on conclut en utilisant la propriété du quasi-
diamant 2.
On peut donc supposer qu’au moins I'une des deux réductions est une réduction —,
supposons que :
- € — My

Faisons une induction sur e.

Si 7 (e) = x, il n’y a pas de réduction possible, donc les hypotheéses ne tiennent pas.
Si 7 (e) = Uy, il n’y a pas de réduction possible, donc les hypotheses ne tiennent pas.
Si 7 (e) =, il n'y a pas de réduction possible, donc les hypothéses ne tiennent pas.

Si 7 (e) =IM, il n’y a pas de réduction possible (on ne peut pas réduire a I'intérieur d’un
717, donc les hypotheses ne tiennent pas.

Si .7 (e) = N'z.M, alors par hypotheése d’induction, on conclut.

Si 7 (e) = Ax.M, alors par hypothese d’induction, on conclut.

Si 7 () = Qinit, il n’y a pas de réduction —, possible, cela contredit I'hypothese. Si
T (e) = meas(R, M, N), alors :

- soit les deux réductions se font dans R (impossible dans M ou N) alors par hypothese
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d’induction on conclut.

- soit il n’y a qu’une seul réduction possible —,,.q.s €t cela contredit I’hypothese.

Si 7 (e) = M N alors plusieurs possibilités :

- soit les deux réductions ont lieu dans M ou N et on conclut par hypothese d’induction.
- soit une réduction a lieu dans M et I'autre dans N. Alors on conclut par cloture de
chaque relation.

Il reste le cas de la S-reduction, transformant ainsi le terme M N.
- soit 7 (e) = (Nz.M')!(N").
La réduction — n’a pas lieu dans un
Alors forcément, la réduction — a lieu dans le terme M’.
On ne duplique pas ainsi la réduction correspondante : - si la réduction est une beta-
reduction linéaire, pas de probleme.
- si la réduction est un g¢;,;, alors pas de probleme.
- si la réduction est un Uy alors pas de probleme
- si la réduction est un meas, alors la condition R du meas(R, O, P) est indépendante de
la réduction !, en effet, sinon, on ne pourrait pas faire de réduction meas en premier (de
plus, pour rappel un bang! ne peut pas contenir de registre). Donc pas de probleme ici.
- si la réduction est un bang, alors la preuve se termine en utilisant la proposition 3.2 de
I’article ”Reduction in a linear lambda-calculus with applications to operational seman-
tics”, de I’'Université d’Edinburgh.

- soit 7 (e) = (Ax.M")N".
Alors la preuve se termine en utilisant la proposition 3.2 de I'article ” Reduction in a linear
lambda-calculus with applications to operational semantics”, de I’Université d’Edinburgh.

m

2 '77

Lemme 4.3.2. Soit e € & et (mg,m1) € MDST(&)? tel que e — myg et e — my.

Alors :

= soit : Mo ="M

= soit : pour tout € € my, et tout €' € my, il existe (m',m") € MDST(&) tel que
e —mete —m"

Démonstration. Soit e € & et (mg,my) € MDST(&)? tel que e — mq et e — my.

Si les réductions — se font sur le méme REDEX, alors clairement mg = m;.

Si l’on parle de deux REDEX différents, si les deux réductions — sont des S-réduction,
Ginit, Ua, meas alors par le Corollaire 2.4.2, on conclut.

Traitons donc le cas d’'une réduction — avec une réduction —gmeas.
Faisons une induction sur 7 (e).

(1) Terme simple :

Si 7 (e) = x, pas de réduction possible, donc les hypothéses ne tiennent pas.
Si 7 (e) =1y, pas de réduction possible, donc les hypotheses ne tiennent pas.
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Si 7 (e) = Uy, pas de réduction possible, donc les hypotheses ne tiennent pas.

Si 7 (e) =!M, pas de réduction possible (pas de réduction autorisée a l'intérieur d’un
bang), donc les hypotheses ne tiennent pas.

Si 7 (e) = Axz.M, alors on conclut par hypothese d’induction.

Si .7 (e) = N'z.M, alors on conclut par hypothese d’induction.

(2)si T (e) =MN
(*) Si les deux réductions se font toutes les deux dans M ou dans N alors on conclut par
hypothese de récurrence.

(**) Si I'une se fait dans M l'autre dans N, alors les deux multidistribution qui en
résulte n’ont pas leur état sous forme normale de —, en effet on peut encore faire une
réduction dans N ou dans M.

(***%) Si M N est directement impliqué dans la réduction, alors :
- soit MN = (Az.M')N

- soit MN = (M. M")IN’

Si MN = (Az.M')N, alors la réduction — peut se faire soit dans M soit dans N.
Les variables abstraites par le A et le \' ne sont pas les mémes. De plus, ceci est une
abstraction linéaire, donc on ne peut pas faire ”disparaitre” de réduction.

Donc apres la f-réduction, on a donc un seul état dans la multidistribution, et le terme
de celui-ci n’est pas en forme normale (on peut faire un bang-réduction).

De méme, que la réduction non linéaire ne pourra pas faire disparaitre la variable x (elle
n’est pas dans le bang).

On pourra donc faire encore une réduction apres celle non linéaire.

Si MN = (N'z.M')!N’

, alors la réduction —gmeas se fait dans le terme M’ (pas de réduction autorisée dans un
terme bangué).

Donc elle ne disparaitra pas.

Et donc chaque état ne sera pas en forme normale pour —. O

4.3.1 Confluence
Théoréme 4.3.3 (Confluence 3.0). Le systéme (MDST (éa') ,:}) est confluent.

4.3.2 Invariante de la réduction

On observe que le beta-reduction (linéaire ou non) ne change jamais les registres.

Proposition 4.3.4. Soit (eg,e;) € &2.
Sieg =1 €1 ou eg =g ey alors RE (T (ey)) = RE (T (e1)).
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Proof. Posons ey = [Qn, M] et ey = [Q),, M']. Commengons une induction sur les termes.
Si M = z, alors I’hypothese ne tient pas.

Si M = Uy, alors 'hypothese ne tient pas.

Si M = @init, alors hypothese ne tient pas.

Si M = r;, alors I’hypothese ne tient pas.

Si M =!T, alors I'hypothese ne tient pas.

Si M = A\x.T, alors la réduction se fait a l'intérieur de T.

Par hypothese d’induction et définition de RE, on conclut.

Si M = Mz.T, alors la réduction se fait & I'intérieur de T.

Par hypothese d’induction et définition de RE, on conclut.

Si M = meas(R, M, N), alors la réduction se fait a l'intérieur de R. Par hypothese
d’induction et définition de RE, on conclut.

Si M = Ty17, plusieurs cas peuvent se présenter.

(1) si la réduction se fait a l'intérieur de Ty, alors on conclut par hypotheése d’induction
et définition de RE, on conclut.

(2) si la réduction se fait a l'intérieur de T3, alors on conclut par hypotheése d’induction
et définition de RE, on conclut.

(3) si la réduction se fait avec Ty le RE- et T3 le -DEX.

Deux cas sont possibles :

- soit on a !-réduction

- soit on a [-réduction

Si c’est une [-réduction alors pas de probleme car ’abstraction est linéaire, donc si r;
apparait dans T alors il apparaitra dans le contractum. O

4.4 Expressivité du langage

4.4.1 Un terme qui termine presque-siirement

Voyons si nous pouvons construire un terme qui termine presque-siirement.

Pour cela nous avons besoin de créer de multiples Q-bit (gbit), pour pouvoir ensuite
les mesurer et en faire des éléments de notre multidistribution.

Qinit S€Tt & créer des Q-bit initialiser a 0, des |0).

Seulement, en ’état, ce Q-bit ne sert pas a grand-chose. Il faudrait lui superposer un
état |1) pour pouvoir créer de multiples éléments.

On va pour cela utiliser la porte quantique d’Hadamard :

m= 7 2)

Elle transforme un Q-bit d’état |0) en %.
Prenons donc maintenant le terme A (= Mz.2!x).

Regardons comment se comporte A!A.
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AIA = (Nz.zlz) Ne.olx
— (Na.zlz)Ne.olz(= AlA)

Transformons un peu ce terme pour pouvoir faire apparaitre la mesure :

A = Nzmeas(Uy Ginig, Nz, N 2)(zlx)

[, A"IA] = [, (Nz.meas(Uys Ginit, A!x.x,A!x.z)!(az!x))!A’}
— {[,meas(Ua Ginit, Nz, N'w.2) | (AIA")] }

= {[|0) ,meas(Ua ro, Nz, N'z.2) (A'A)] }

- { !ﬁ 0) + £ 1), meas(ro, Nz, N 2)! (A1) }

= {5 100, Weaanan). g ). (e}

= {% 10}, A1A1, 2 1) ,z]} (: {% 10}, (N-r-meas (U goniey N2, N2 (1)) 1A
= {% 10)  meas(Un gone, Nz, A ) (AMAY] £ (1) ,z]}

- {% 100)  meas(Ua 4, M.z, N2 (AAY], 2 [1) ]}

- {% [? 100) + \/75 01) , meas(r1, Nz, M. 2) | (ATIA) ,%Hl),z]}

= {1 100) (Vo (@180] 1 lon) (Vo) (A1) 5 1) 41}

= {3000y ), 1 o1} 2] 5 () a1

Essayons maintenant avec ce terme :

A = )\!x.meas(UA Qinit, 'z, T)
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On a donc :
[, A"IA] = [, (Nz.meas(Uy qmit,x!a:,f))!A’]
— {[,meas(Ua init, A"VA', I)]}
= {[|0) ,meas(Ua 1o, A"IA', I)]}

- { {% 0) + % 1), meas(ro, A'IA/, 1)] }
1

]

2

i

U
—— — = = A=

1
10) meas(0 i 31,1 5 (111}

.1}

|01) ,meas(ry, A"A, ])} : % [|1) ,I]}

N~ N~ N

[00) ,meas(Uy r1, A"NA T)],

N —

R
2 1v2 V2
1 o 1

1100 187, S jon), 11, 5 1) 11}

u

) +

—

On retrouve a chaque fois le méme terme I au lieu de la variable z.

4.4.2 Paires usuelles

Dans le lambda calcul, on peut définir les paires, comme ceci :

(a,b) = \f.fab

On a aussi la projection de la ler et 2ieme coordonnée :
fst:=dx\y.x
snd := A\x.\y.y

On aimerait bien redéfinir ces termes avec notre calcul en utilisant le bang ("!").

Il faut déja modifier fst et snd pour que ce soit des termes correctes. En effet, dans
fst, le y n’est pas linéaire, de méme que le x dans le snd.

fst =z \Ny.x
snd := Nz \y.y
Mais alors il faut modifier le constructeur de paire :
(a,b) = \f.flalb
Et ainsi les deux destructeurs :
st = NeNy.x
f y

snd = Nz Ny.y
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Chapter 5

Terminaison probabiliste

5.1 Terminaison et Probabilité

Donnée une multidistribution m, qui représente un systeme quantique, on définit sa
probabilité d’étre en forme normale (PP) comme :

Définition 5.1.1 (probabilité d’étre en forme normale P). On définit
P: MDST(&) — [0,1] comme :

P (m) = Z De

Pe€ €M
7 (e) normal

Exemple. 1) m; = {3[|010),ro], 1 [|1), AIA]}
On a P(m) =3

4

2) my = {1 [j00), AMAY, Lj01), 17, L (1), 17}
Ona]P)(m):i_i_%:%

Remarque. L'intervalle [0, 1] C R est fermé donc pour toute suite croissantes (z,)nen(0 <
Ty < 1) suppeny ©, € [0,1]. [0,1] avec 'ordre usuel est un w-cpo.

Lemme 5.1.2 (Croissance de P). Soit (m,m') € MDST(&)?,

sim = m’ alors P(m) < P(m/)

Corollaire 5.1.3 (Existence du Sup). Soit une réduction de séquence (my)nen, alors la
séquence (P(my,))nen est monotone et croissante.
De plus, le supnen(P(my,)) existe.

Ce corollaire nous permet de bien définir la terminologie suivante :

Définition 5.1.4 (Probabilité de terminaison). Soit (m,,),en une séquence de réduction.
On définit :

(M) 4 p si suppen(P(my)) = p
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Dans la prochaine section, nous allons prouver le Théoreme 5.3.5 qui nous dit qu’étant
donné deux séquences de réduction (m,) et (r,) & particr du méme état e € &', la
séquence (P(m,,)) est égale a la séquence (P((r,)). En conséquence, toutes les séquences
de réduction & partir d’'un méme état (e € &') ont la méme limite (le méme sup).

Ceci nous permet la définition suivante.

Définition 5.1.5. Soit e € &', on définit e |} p comme étant 'unique sup d’une séquence
de réduction a partir de {e}.

Dans la prochaine section, on va prouver cette propriété.

5.2 Observations

On va prouver une propriété plus forte que la propriété voulue. On définit la restriction
aux formes normales de la multidistribution m :

Définition 5.2.1 (obs). On définit obs : MDST(&") — M DST(&") comme :
obs(m) ={p.e|e€met T (e) normal}

La fonction obs est croissante (avec le respect de l'inclusion des multidistributions) :

Proposition 5.2.2 (Croissance de obs). Soit e € &' et m € MDST(&"),

si {e} = m alors obs({e}) C obs(m)
Démonstration. Si .7 (e) est en forme normale alors {e} = m et donc obs({e}) = obs(m).

Si 7 (e) n’est pas en forme normale alors obs({e}) = 0.
Et donc obs({e}) C obs(m). O

Lemme 5.2.3. Les propriétés sur obs implique les propriétés sur P.

5.3 Deéterminisme essentiel et limite unique

Définition 5.3.1 (Diamant pointé). Soit e € &, on dit que e a la propriété du diamant
pointé si :

t 4 e — s = obs(t) = obs(s) , et il existe r € MDST (&) tel que t = r & s = 1.

Ce qui suit généralise la définition de Random Descent que nous avions donné au
Chapitre 1.

Définition 5.3.2 (Random Descent). Soit e € &', soit deux séquences de réductions
(My)nen €t (rn)nen & partir de e alors la séquence (0bs(my,))nen est égale a la séquence

(0bs(7n) )nen-

Proposition 5.3.3. La propriété de Diamant pointé implique la propriété de la Random
Descent.
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Démonstration. La preuve est donnée dans l'article ”Probabilistic Rewriting: on Nor-
malization, Termination, and Unique Normal Forms” de Claudia Faggian. O

Proposition 5.3.4. Le calcul Q' satisfait la propriété du diamant pointé.

Remarque. Donc Q' a la prop de la random descent.
Donc le sup est unique.

Théoréme 5.3.5. Etant donné un élat e € &', toute séquence de réduction a partir de e
a la méme limite. C’est a dire : si (my,), (rn) sont deuz séquences de réductions a partir
de {e} = mqg =rq alors : (m,) |} p si et seulement si (r,,) I p.
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Chapter 6

Résumé

6.1 Le calcul Q = (&, —¢)

Beta-réduction linéaire

[@n, S (Az. M) N)] =5 [Qn, S (M [z := NJ])]

remplacement de variable

Réduction quantique

[Qn, S (ginit)] =4 [Qn ®10),S (r5)]

création d'un Q-Bit

[QTN S (UATZ)] _>U(1) |:-[®i_1 ® A ® I®n_iQn’ S (Tz)j|
application de Uy : gbit — A

gbit

[@n, S (Ualriyrj)] =y [(A® I 2Qn)7 S ((ri,15))]
application de Uy : gbit x A

gbit — gbit x gbit

Table 6.1: Réduction —¢ = —gU —=,U —yw U —y@

6.2 Lifting d’une relation — C & x MDST (&)

Pour toute relation — C & x M DST (&), réduisant un état a une multidistribution
d’état, on peut définir son lifting dans une relation = C M DST (&) x MDST (&) :
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Lifting de —
(d

{et = {e}
Forme
normale

e—m
Régle de {6} j m
mise en
forme
({ei} = ma)ier
{pieili € I} =5 pim;

Regle de la iel
somme

Table 6.2: Réduction =

Dans les deux prochaines sections, on va instancier la fleche — par —gmeas et —qr.

6.3 Le calcul Q" = (MDST (&™), Zgmeas)

&M est 'ensemble des états, comme défini en 3.2.1.

La relation =2gmeas C MDST (™) x MDST (&™) est le lifting (comme défini
en 3.2.7) de la relation —gmeas C &M% x M DST (&™) comme défini ci-dessous.
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Beta-réduction linéaire

[@n, S (Az.M) N)] =4 {[@n, S (M [z := N])J}

remplacement de variable

Réduction quantique

[Qn; S (ginit)] =4 {[@n @10),S (r2)]}

création d'un Q-Bit

[Qn, S (Uary)] = 0 {[I '@ AQI®"'Qn, S (ry)] }
application de Uy, : gbit — A

gbit

(@ns S (Ualri,ri))] =y {[(A@ I#"2Q7)7, S ({ri,15)] §
application de Uy : gbit x A

gbit — gbit x gbit

Table 6.3: —¢ C & x MDST (&)

Mesure de Q-Bit

[an S (meas(ria M, N))] —meas {’O‘F [Lm S (M)] ) ‘5‘2 [an S (N)]}

Mesure d’un Q-Bit

Table 6.4: Réduction — 005

On définit :

_>Q7neas = _>ﬁ U %q U _>U1(41) U —>U1(42) U _>meas

6.4 Le calcul Q' = (&', =)

&' est 'ensemble des états, comme défini en 4.2.1.

La relation =g € MDST (&') x MDST (&") est le lifting (comme défini en 4.2.4)
de la relation —¢g C & x MDST ((5"') comme défini ci-dessous.
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Beta réduction non-linéaire

(@1, S (N2 M)IN)] =1 {[Qn, S (M[z := N))]}

remplacement de
variable bang

Table 6.5: Réduction —

On définit :
—>Q! = —>Qmeas U —
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Appendix A

Produit tensoriel

A.1 Commutativité de la mémoire

(Géométrie of parrallelism , screenshot sur la mémoire commutative) On démontre ici
que toutes les opérations sur la mémoires sont commutatives. =; Prendre le diagramme
de Benoit.

Lemme A.1.1 (Ginit €t Ginit). Les modifications sur la mémoire di & Giniy €t Ginie (avec
des registres différents) ne dépendent pas de l'ordre des réductions.

Démonstration. On a |0) ®|0) = Et a permutation des registres pres, on a le méme terme
(o-équivalence). O

Lemme A.1.2 (g, et US)). Les modifications sur la mémoire dii @ Qi €t US) (avec
des registres différents) ne dépendent pas de l'ordre des réductions.

Démonstration. On a que :

(1%L @ A 5"+ (Q, @ [0)) = (19! ® A @ [2"H+1)( Z ap |b) | ®10))
b=(bo;-.-,bn—1)

— (I®z‘—1 R AR I®n—i+1) Z b (|b> ® |0>>
b=(bo,....bn—1)

= (I®"1 @ A &t > aylbo..bui0)
b=(b0,-...bn_1)

= Z Oéb(|b0...bi_1> & A |bz> (%9 |bi+1-~-bn—10>)
b=(bo,....bn—1)

et que :
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(I @ A0 I*"Q,) ®0) =

Lemme A.1.3 (g et Uﬁf)). Les modifications sur la mémoire di d iy et Uf)

(I®z‘—1 ® A ® I®n—i

2.

b=(bo,...,bn—1)

p |b0
Qayp |bO bz

Qap |b0 bz

Z ap |by...bp—1) | ) @ 0)
b=(b0,---sbn—1)
bic1) @ Alby) @ |biyr..bno1) | ®0)
1) @ Alb) & |bigy...bp—1) ®0)
1) @ Alb;) @ |big1...bp—10)
[
(avec

des registres différents) ne dépendent pas de l'ordre des réductions.

Démonstration. On a :

((A X JOn+1)— (Qn ® |0>>U”)o” _ ((A ® [®(n+1)72(
— (A ® JO0+1)-2
= (A 180
b'=(bi,
V= (bbb, (2)wbo,
De plus :

(A I#"2Q)7) ®10) =

(car j <meti<n)

2.

0 [b0)) )7

b=(b0,....bn—1)

bl:(bfri,j(()):-nv

V=(bs, ;(0):-

2.

B=(bibjbo, (25

2

L3 (2)

((

(

=(bi;bj b, wboy j(n-1))
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2.

7bai7j (n—1) )

o, [1/0)) 753

2.

bo'i,j (n—l))

2

(2
A [b; bj) @ [bg, ;2

ap |bz bj> ® |bai7j(2)...bgi1j(n_1) O>)‘

ijb azj(n 1))

). "bo'i,j (n—l) O) )Ui’j
R (n— 1))

a, b)) @ 10)

apA [b; bj) @ |bs, ;2)---bo; ;(n-1)))) @ |0)

o'lj(n 1))

A |bi bj) @ |bs, ,2)--bo, ;(n—1) 0))7



Lemme A.1.4 (g, et meas(:,-,-)). Les modifications sur la mémoire di & Qi et
meas(-,-,-) (avec des registres différents) ne dépendent pas de l'ordre des réductions.

Démonstration. La réduction de ¢;,;; crée a chaque fois un nouveau gbit, on a donc i # n.
Donc le gbit mesuré a 0 ou 1 (séparant ainsi la mémoire e) ne peut étre le n-ieme qgbit.

Posons :
Qn - Z Qp |b>

b=(b0,---,bn—1)

Alors, pour la réduction (2), on a :

Ly = > =1y

b'=(b0,--,0i—1,0,bi 41, ,bn—1)

R, = 3 % V)

b"=(bg,....bi—1,1,bi11,.sbn—1)

et que :

On a donc que :

La®0) = > =) | @0)
«

b'=(bo,...,bi—1,0,bi41,...,bn—1)

= > ~ 1) @ [0)

b'=(bo,.-.,0i—1,0,651150-,6n—1)

(674
= > — b 0)

b'=(bo,-0i—1,0,6i415:-,0n—1)

et que :

R, ® |0) = > %b b") | @10)

b"=(bg,....bi—1,1,bi41,-sbn—1)

- > 5 @10)

b =(b0,-,bi—1,1,bi41,+,bn—1) p

— % /!
= > 5 1b0)

b"'=(bg,...,bi—1,1,bi11,...,bn—1)

En ce qui concerne la réduction (1), on a :

Qn ® |0) = > ) | ®l0)
b=(bo,....bn_1)
b=(b0,...,bn_1)
= > o)
b=(bo,...,bn—1)
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L’espace de probabilité qui en résulte est le méme que pour @, (les coefficients a; sont
les mémes). En appliquant a cette mémoire la réduction meas pour le gbit i, on obtient

d’une part :
> ay [V 0)

b'=(bo,-»bi—1,0,bi 41,0060 —1)

Et 'on retrouve L,, ® |0). Et de l'autre part :

> g |b" 0)

b""=(bo,...,bi—1,1,bi41,....bn—1)

Et l'on retrouve R, ® |0).
On a donc :

{[Qu ©10), % (rn, meas(ry, M, N))[} = {[af* [Lo @ [0), € (ra, M)], |8 [Ro @ [0) , € (1, N)]}

]

Lemme A.1.5 (Uill) et UX}). Les modifications sur la mémoire di a U/(fl) et USQ) (avec
des registres différents) ne dépendent pas de l'ordre des réductions.

Démonstration. On a que :

]®i2—1 ® A2 ® ]®n—i2 ([®i1—1 ® Al ® I®n—i1Qn

= ]®i2_1 X AQ X I®n_i2 Z ap ‘bO---bi1—1> X Al |b,1> & |bi1+1, ceey bn—1>
b=(bo,....,bn—1)

= Z ap |bo...biy—1) @ Ay [biy) @ |biy1, oy big—1) @ Ag [biy) @ [biys1, -y buo1)

[®i1—1 ® Al ® [®n—i1 ([@iz—l ® A2 ® [®n—i2 Qn

= ]®i1_1 X Al (%9 [®n—i1 Z (073 |b0...bi2_1> (%9 A2 |b22> X |bi2+17 ceny bn—l)
b=(bo,...,.bn—1)

= Z ap ‘bO---bi1—1> (29 Al ‘bll> (29 |bi1+17 ey bi2_1> X A2 |b7,2> X |bi2+1, ceey bn—1>

b=(b0,....bn—1)
O

Lemme A.1.6 (Ujgll) et Ug)). Les modifications sur la mémoire di a Uﬁfl) et Uf(é) (avec
des registres différents) ne dépendent pas de l'ordre des réductions.
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Démonstration. On a :
(AQ ® [®7‘L—2([®i1—1 ® Al ® J®n—i1 Qn)gi,]’)ai,f

= (AQ ® I®n_2( Z (8% |b0~-bi1—1> ® A1 |b21> ® |bi1+1'”bn_1>)0i,j)0i,j

b=(b0,.,bn_1)
= (A2®[®n72 Z Qb |bz7 bja bU'iJ(Z)? ~-~bai,]‘(i171)>®A1 |bi1>®|b0i’j(7;1+1)"'bo'i’j(nfl)>)ai’j
bl:(bivbj»bo'i’j(2)"'7bo',£7j(nfl))
= ( Z abA? |blv bj>®|b0'i,j(2)7 "'bﬂi,j(i1*1)>®A1 |bi1>®|bai,j(i1+1)"'bai,j(nfl)»%’j

b'=(bisbj bo; ;(2)-b; ;(n—1))

D’autre part :

[®’i1—1 ® Al ® [®7’l—i1 (A2 ® I®n—2QZi7j>0i7j

= [®u-l ® A ® Jen—u (AQ & Jen—2 Z Qy |bz bj bgi‘j(z)...bai’j (n_1)>)0i,j
b/:(bivbj7baiyj(2)7"'7bai‘j(n71))
= [®u-1 & Al (024 ]®n_i1< Z OébA |bZ bj > X |bai’j(2)...baiyj(n_1)>)gi’j
b/:(bivbj7bai‘j(2)7"'7bdiyj(n71))
= IR A @19 ( )Y Az [bi b )@|ba, ;(2)-+-bor 561-1)) @ bo 61)) @
b/:(bivbj7bdi7j(2)7"'7bai7j(n71))

Oij

|bUi,j(i1+1) "'boi,j(n—l)»

=[%-1@ A ® I®n—il( Z apAs ’bl bj > ® |bgiyj(2)...bgi’j(il_1)> & |b“> &
b,:(bi’bj’bffi,j(2)""’bf"i,j(n_1))
Oi,j

|bffz',j(i1+1) "'bcfi,j(n—l)>)

= ( Z abA? |bl bj >®|b0'i,j(2)"'bo'i,j(il—l)>®A1 |bi1>®|b0i,j(i1+1)"'bdi,j(n—l)»Ui’j
bl:(bivbj7boi’j(2)7"'7boi’j(nfl))

]

Lemme A.1.7 (Ujgl) et meas(-,-,-)). Les modifications sur la mémoire di a US) et
meas(-,-,-) (avec des registres différents) ne dépendent pas de l'ordre des réductions.

Démonstration. 1l faut donc vérifier que les probabilités o et 8’ issus de cette réduction
sont les mémes que dans la multidistribution { |a|? [I®~' @ A ® I®" L, € (r;, M), |B? I '@ A® I
c’est a dire que a = o’ et que 8 = .

Ensuite, il nous suffira de voir que :
L =I1"@ Ax I*" 7L,

et
R;z — J®i-1 ®RA® ]®n—jRn

Deux cas possible, i < j ou j < 1.
Sans perte de généralité, admettons que i < j.
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1o AgIviQ,
=P '@QAQI™T > b
b=(bo,....bn_1)

= Z ap |b0...bj_1> X A |b]> X |bj+1...bn_1>
b=(bo,...;bn—1)

= Z ap ’bg...bi_l bz bi+1...bj_1> X A |b]> X |bj+1...bn_1>

b=(bo,...,bn—1)
= Z (6733 |b0...bi_1 0 bi+1...bj_1> & A |b]> & |bj+1...bn_1>
b=(bo,...;b;—1,0,bi4+1,bn—1)
+ Z Qy |bO---b’i*1 1 bi+1...bj,1> X A |bj> X |bj+1...bn,1>
b=(bo,--sbi—1,1,bi4 1, ;b —1)
= Z ap ’bo...bi,1 0 bi+1...bj,1> X A |O> & |bj+1...bn,1>
b:(bo,...,bi_l,O,bi+1,...,bj_1,0,bj+1,...,bnfl)
-+ Z ayp |b0...bi,1 0 bi+1...bj,1> X A |1> &® |bj+1...bn,1>
b:(bo,...,bi_l,O,bi+1,...,bj_1,1,bj+1,...,bnfl)
+ E ap |b0...bi,1 1 bi+1...bj,1> &® A |O> & |bj+1...bn,1>
b:(bo,“.,bi_l,l,bi_‘_l,...,bj_l,o,b]’_'.l,..A,bnfl)
+ Z p |b0...bi_1 1 bi+1...bj_1> X A |1> &® |bj+1...bn_1>

b=(b0,+-sbi—1,1,03415--,05-1,1,0541,--,bn—1)

Supposons que A = ((11,1 a1,2)

Q21 A22
= Z ap |b0...bi,1 0 bi+1...bj,1>®<(11’1 |O>—i—a2,1 |1>)®‘b]+lbn71>
b:(bo,...,bi_l,O,bi+1,...,bj_1,0,bj+1,...,bnfl)
+ Z Qp |b0...bi,1 0 bi+1...bj,1>®(a1,2 |O>—|—a2,2 |1>)®‘b3+1bn,1>
b:(bo,...,bi_l,0,b¢+1,...,bj_1,1,bj+1,...,bnfl)
+ Z ap |b0...bi_1 1 bi+1...bj_1>®(a1,1 |O>+CL2’1 |1>)®‘b3+1bn_1>
b:(bo,...,bi_l,1,bi+1,...,bj_1,0,b]’+1 ..... bnfl)
+ z p |b0...bi_1 1 bi+1...bj_1>®(a172 |O>+(l2’2 |1>)®|b3+1bn_1>
b=(bo,.--,bi—1,1,bi41,-.,05—1,1,b541,....bn—1)
= Z ap ’bo...bi,1 0 bi+1...b]’,1> X Q1,1 ’O> X ‘bj+1...bn,1>

b=(b0,---,0i—1,0,bi 415,05 -1,0,05 415,60 —1)

-+ ap ’bo...bi,1 0 bi+1...bj,1> X Q21 ’1> X ‘bj+1...bn,1>
b:(bo,...,bi_l,O,bi+1,...,bj_1,0,bj+1,...,bnfl)

-+ ayp |b0...bi,1 0 bi+1...bj,1> X a2 ’0> &® |bj+1...bn,1>
b:(bo,...,bi_l,O,bi+1,...,bj_1,1,bj+1,...,bnfl)

-+ E ap |b0...bi,1 0 bi+1...bj,1> &® a2 ’1> X |bj+1...bn,1>
b:(bo,.“,bi_l,O,bi_‘_l,...,bj_l,l,bj_'.l,..A,bnfl)

+ z ap |b0...bi_1 1 bi+1...bj_1> X 11 |0> (029 |bj+1...bn_1>
b:(bo,“.,bi_1,1,bi+1,...,bj_1,0,bj+1,...,bnfl)

+ Z ap |b0...bi_1 1 bi+1...bj_1> X 21 |1> &® |bj+1...bn_1>
b:(bo,...,bi_1,1,bi+1,...,bj_1,0,bj+1 ..... bnfl)

+ Z ap |b0...bz‘_1 1 bi+1...bj_1> X 1.2 |0> X |bj+1...bn_1>
b=(bo,..-,bi—1,1,bi41,-.,05—1,1,b541,....bn—1)

+ Z p |b0...bi_1 1 bi+1...bj_1> X a2 2 |1> & |bj+1...bn_1>

b=(b0,-++sbi—1,1,bi41,-,05—1,1,0541,-,bn—1)
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2.

Qpaq 1 |bo

1_1 0 bz—|—1 bj—l 0 bj+1...bn_1>

b=(b0,-+-10i—1,0,bi+1,--,05-1,0,b541,.-.,6n—1)
+ Z Qpaa 1 |b0‘..bi_1 0 bi+1...bj_1 1 bj+1...bn_ >
b=(b0;--,0i—1,0,bi4 15,0 -1,0,0 415,60 —1)
+ Z Qpa 2 |b0...b¢_1 0 bi—i—l---bj—l 0 bj+1...bn_ >
b=(b0,-+0i—1,0,bi41,5--,0—1,1,054+1,-.,bn—1)
+ Z apag 2 |b0...bi_1 0 bi—i—l'--bj—l 1 bj+1...bn_ >
b=(bo,.-,bi—1,0,bi41,..,05-1,1,0541,..,bn—1)
+ Z apa ’bD-'-bi—l 1 bi—i—l'-'bj—l 0 bj+1...bn_1>
b=(b0,+-,0i—1,1,0i 415+, -1,0,05 415,60 —1)
+ Z apag ’bD-'-bi—l 1 bi—i—l'-'bj—l 1 bj+1...bn_1>
b=(b0,--,0i—1,1,bi415--,05-1,0,05 415,60 —1)
+ Z apay 2 ’bo...bi,1 1 bi+1...bj,1 0 bj+1...bn,1>
b=(b0,--,0i—1,1,0i4 150,05 —1,1,05 41,060 —1)
+ Z apag 2 ’bg...bi,1 1 bi+1...bj,1 1 ijrl---bnf >
b=(b0,--,0i—1,1,bi 415,05 —1,1,05 41,060 —1)
= Z abo...bi,1 0 bi+1...bj,1 0 bj+1...b al 1 |b0 1—1 0 bZ-‘rl bj—l O bj+1---bn—1>
bO b’L 1:b7,+1» 7b 717b3+17 bnfl
+ > Qbg..bi—1 0 bip1robi—1 0bjg1bn—1 02,1 [00--bim1 0 biy1.bj 1 1 bjy.by 1)
b0, sbi—1,054150-505 1,05 41,--,bn—1
+ Qbg..by—1 0bigy oo bjo1 1bjgrb—1@12 [00--bim1 0 biy1.05 1 0 bjyy..b, 1)
b0, sbi—1,bi4 150,051,541, b1
+ Z Qbg..bi—1 0bigp1.bj1 1bjpq..by_102,2 |b0-~bi—1 0 bi—i—l-ubj—l 1 bj+1---bn—1>
b0, 30i—1:0i+150005 1,054 1, .bn—1
+ > Qbg..by1 1 big b1 0bj1ebn1 011 [D0-Di—1 1 D105 0 bjpq...by 1)
b0y sbi—1,0i 415,05 1,05 41,0-,0n—1
+ > Qbg.by1 1 bisrbjy 0 bjprobn1@2,1 [D0- 031 1 biy1..b5 1 T bjy1..bp 1)
boyeesbi—1,0541,.05-1,0541,...,bn—1
+ > Obg...bj—1 1biqq..bj_1 Lbjp1..bp_131,2 |bo--bi—1 1 bit1...05-1 0 bj+1~-~bn71>
b0o,--sbi—1,054150-,05 1,05 11,-.,bn—1
+ Z Qbg..bi—1 1biq1...bj—1 1 bjqq..bp—102,2 |b0-~bi—1 1 bi+1---bj—1 1 bj+1-~bn—1>
b0, s0i—1,0i+150-05 1,054 1, .bn—1
= > Qlbg.by1 0 bysrbjy 0 bjrobn_1 @11 [D0 031 0 big1...05_1 0 bjp1...bp1)
b0, 30i—1,0i+15005 1,054 1,-.bn—1
+ > Qbg..bim1 0 i1 o bj1 1hjiq.bp_1 31,2 |bo--bi—1 0 biy1...0j—1 0 bjy1...b, 1)
b0y 01,03 415,05 1,05 4150,0n—1
+ abo...bi,1 0 bi+1,...7bj,1 0 bj+1...b a’2 1 |b0 l—l O bl+1 bj—l 1 bj+1---bn—1>
b0, sbi—1,0i4150-505 1,05 41,--,bn—1
+ > Qlbg.by1 0 bisrbjy 1bjprobn102,2 [00..0i—1 0 biy1...b5 1 1 bjy1...bp 1)
boye.sbi—1,0541,-.05 1,05 41,01
+ > Qlbg.bs1 1 bisr b1 0bji1ebn 1011 |D0--Dimy 1 Diq1..05-1 0 bjpy...by_1)
b0, sbi 1,05 4150505 1,05 11,-.,bn—1
+ > Olbg..b; 1 1biyq.bj 1 1bjp1..by 1012 |bo...bi—1 1 biy1...bj_1 0 bjpq...b,_1)
b0,y 30i— 1504150005 —1,054 1, .bn—1
+ Z Qbg..bi—1 1biq1...bj—1 0bjq1..bp—102,1 |bo~~bi—1 1 bi+1-.-bj—1 1 bj+1-~-bn—1>
b0, sbi—1,0i4150-505 1,054 1,--,bn—1
+ > Qbg.by1 1 bisnbjy 1bjprobn1@2,2 [D0-bi—1 1T biy1..b5 1 T bjy1...bp 1)
b0, sbi—1,054150-505 1,05 41,--,bn—1

b0, 05— 1,0i 41,005 1,054 1,001

|b0...bi,1 0 bi+1...bj,1 0 ijrl'-'bnfl)
+ 2

b0y s0i—1,0i+15005 1,054 1, .bn—1

(Qubg...bs_y 0 big1obj 1 0bjy1.bp 1 O1 1T by by 0biyy ... b1 1 bj+1...bn_1a1,2)

(Oébo...bi_l 0bi41,e,05-1 0bj41...bp—1 21+tQpy..b;_1 0 bit1...bj—1 1bjqr1...bp_1 a2,2)
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|b0...bi_1 0 bi+1---bj—1 1 bj+1...bn_1>

+ Z (O‘bo---bifl 1big1,0-505-10 bj+1---bn—1al,l_l’abo---bz‘q 1bi41...b5-1 1 bj+1---bn—1a1,2)
b0, sbi—1,bit 150505 -1,05 4150001

’bo...bi,1 1 bi+1...bj,1 0 bj+1...bn,1>

+ > (Qbgobi 1 1bip1eebj 0bjbn1 @21y by y 1 biprobj—1 1 bjs.bn102,2)
b0, sbi—1,bi4 150,05 -1,05 4150001

|b0...bi_1 1 bi+1---bj—1 1 bj+1...bn_1>

Prouvons maintenant que o = «’'.
On pose b = bo...bi,1 0 bi+1, ey bj,1 0 bj+1...bn,1 Et b’ = bg...bz;l 0 bi+1...bj,1 1 bj+1---bn71

o \/ Z lograr 1 + ayrar2)® + Z lopraz 1 + ayraz 2|

bosesbi—15bi 4150005 —1,05 41,500,021 0050303 — 15044150505 — 1,05 4150500 -1

2 2
E |ab/a1,1 + ab//a172| =+ |ab/a2,1 + ab//a272|
bos-sbi—15biq 1,051,041, 21

2 2 - [ 2 2 P -
\/ E |ab/a1,1\ =+ ‘abua1,2| + apray1ayrar e + apariopral2 + |ab/a2,1| =+ |abua2,2\ + apraz 1qyraz 2 + apraz 10 a2
b/yb//

Z |ab/|2 |a1,1|2 + ‘C%b//|2 |a172\2 + aprar1aprral e + aprar iapral2 + ‘O‘b’|2 |a2,1\2 —+ \ab//|2 |a2’2|2 + apraz1ayrag 2 + Qpraz 10y a2
b/’b//

1? (Ja1,11* + laz,1 %) + o | (Ja1,21? + |az,2|?) + ap @7 (a1,181,2 + a2,1a2,2) + Grog (@1,101,2 + G2,102,2)

Il
X

On sait que A est une porte quantique, c’est a dire que A est une matrice unitaire.
Autrement dit, que A*A = I,. Ce qui veut dire que :

A*A — aii 21 % ap1 Qar2

a2 A22 Q21 022

|a1a]? + |az | malg + @ag,z
Q12011 + G32021  |aig|” + |azs]

(1 0
- \0 1
On a donc :
of = Z \Oéb'\Q (|(11,1|2 + |fl2,1|2) + |Oéb”|2 (|€11,2\2 + \112,2|2) + ay @y (a1,1G12 + a2,1G2,2) + Qo (G1,101,2 + G2,102,2)
b/’b//
= > lay |2 X 1+ o |? X 1+ ayagr x 0+ arags X 0

boy-bi—1,bit 1,0 5b5 1,541, b1

> o [* + o |

cesbi1,big1,e b 1,001,001

2
E |04b0...b1-,1 0 big1rbj1 bj bj1.bn_1
boyeesbim1,0i4150505-1,b5,05 41, ,bn—1

Il
Q g@«&

(d’apres la propriété 5.6)

Prouvons maintenant que 8 = '
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On pose b/ = bO---bi—l 1 bi+1> ceny bj—l 0 bj+1...bn_1 Et b” = b[)...bi_l 1 bl‘+1...bj_1 1 bj+1...bn_1

B = \/ Z loaprar,n + ch//a1,2|2 + Z lapraz1 + ch//a212|2

b0, b 1,054 150505 1,05 415,001 b0, ybi— 1,054 150505 1,05 415,00 —1

2 2
E lograr, 1 + aprrar2|” + |apraz,1 + apraz 2|
b0, b — 1,054 150505 1,05 415,00 —1

2 2 _— 2 2 _—
= D layaii|® + loyrar |’ + oyar 1@prars + ayanioprare + layaz|® + layrazo|® + oy az 1Gp7as,3 + Gy @z, 100 62,2
b/,b//

> ey P latal® + ey [ la12l® + ayaria@praz + ayarioyrale + lay [ laza|* + lag|* az 2
bl,b,,

2 + Qpra2,10p702,2 + Opr Q2,100 G2

> ey (Jaral® + laza|?) + | * (Ja1,2]? + |ag,2|?) + ay@gr(a1,181,3 + a2,183,32) + Gy oy (@T,101,2 + @2,102,2)
b’ b’

Rappel : On sait que A est une porte quantique.
On a donc :

B = 3 Jay (laval® + laza[*) + laws [ (lass
b/7b//

>+ lage|?) + apapr(ay @12 + a21822) + Qowr (@r1a1.2 + G2102.2)

Z |ab/|2 x 1+ |ab//|2 x 1 + aprapr X 0+047b/04b// x 0

bo,.-bi—1,biq 1,005 1,05 41,0001

> ol + o

b0y bi—15bi4 150505 1,05 41, b1

2
\/ § ’ab(%ubifl 0bit1,..505-1b5 bjp1...bpn—1

boseesbi—1,bip1505b5—1,05,b541,..,bn—1

(d’apres la propriété 5.6)

On a donc les mémes probabilités, il reste a vérifier que :
L;L — [®i-1 ®A®I®n7j[/n
et
R; — J®i-1 RAR® ](Xm—JRn
D’apres les calculs précédents, on a :
L =

Z Qbg..bj_q 0bjyq.bj_1 0bigq.by 11,1 ¥g. b 0bjq o bj_q 1D 4. by_101,2
[e%

b0, sbi—1,bi4 150505 1,05 41,00 0n—1
|b0...bi_1 0 bi+1...bj_1 0 bj+1...bn_1>
n Qbg..b; 1 0byyq,bj 1 0bjyq.by 102,10 by 1 0b g by 1 1bjyq.by_192,2
(0%

b05+--bi 1,01t 15D 1,05 1150 D1

|b0...bi,1 0 bi+1...bj,1 1 ijrl'--bnfl)
Etona:

'@ A®I" L,

— 19 Ax "I > 2%0::::0i=1 0 b1 -bn=1 1bg...bi—1 0 biy...b,_1)

o
b0y 01,0541, 0,001
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Z abO"“bifl Obi+1...bn71
(0%

|b0...bi_1 0 bi+1...bj_1> X A |bj> X |bj+1...bn_1>

-bn—1>

b0y sbi—1,0541,0 0,001
Qbgy,..b;_1 0 b 1064 1
_ SLLREE = b by O bigrnby YR A|0)®
b0, s0i—1,0i415 05— 1,05 415000 —1
|bj+1...bn_1>
Qbgy,...b;_1 0 biyy. 1105 1
+ > L 2L g bim1 0 bigr.-bj—1) RA 1) @b
b0, s0i—1,054150,05 1,05 41,000,001
_ Z Qbg,..by 1 0biyq.by 1 0y g byt
(0%
by sbi—1,0i4 150505 — 1,05 415000 —1
|bg...bi—1 0 biy1...0_1) ® (a11|0) + azq1 (1)) ® 1bj1...bn—1)
abO’ b1 0b1+1 j—1 1b; j+1 b1
+ ) -
b0, sbi—1,bi4 150,051,541, bn—1
|b0...bi_1 0 bi+1...bj_1> X (CLLQ |0> + a2 9 |]_>) X |bj+1...bn_1>
_ Qbg,...by 1 0biyq.b; 1 0biy by 1 @11
(e}
b0, sbi—1,054150,05 1,05 41,0000 —1
|b0 171 0 b1+1 bj,1 0 bj+1...bn,1>
Xbg,...b; 1 0bjq...bj_1 0bjyq...bp_192,1
+ > L
b0, sbi—1,bi4 150505 1,05 41,000n—1
|b0...bi_1 0 bi+1...bj_1 1 bj+1...bn_1>
Qbg,..oby 1 0biyq.bj 1 1bjy.by_ 1 @12
+ o
b0, 05— 1,041,505 —1,05 41,0601
|b0...bi_1 0 bi+1...bj_1 0 bj+1...bn_1>
Qbg,..by 1 0biyq.by 1 1y .by_1 02,2
+ > L
boseesbi—1,0541,-05 1,05 41,0001
|b0 171 0 bz+1 bj,1 1 bj+1...bn,1>
_ Z Qbgy,..by 1 0bjyq.bj_1 0bjyq.by 11,1
(e}
b0, 50i—1,0i415,05 - 1,05 415000 —1
|b0...bi_1 0 bi+1...bj_1 0 bj_|_1...l;n_1> .
bg.-.by 1 by q..bj 1 0bs q...by_102,
+ > L
b0, sbi—1,054150-505 1,05 41,--,bn—1
|b0...bi,1 0 bi+1...bj,1 1 bj+1...bn,1>
Xbg,...b; 1 0bjq...bj 1 1bjyq...bp_191,2
+ > L
b0, sbi—1,0i4 1500505 —1,0541,000n—1
|bo...bi—1 0 biy1...bj—1 0 bjsq... Zn 1> s
bg.--bj_1 0bjq.bj g 1bjyq...by_192,
+ ) L
b0, 503 —1,0i415,05—1,054+1,50.,bn—1
|b0...bi_1 0 bi+1...bj_1 1 bj_|_1...bn_1>
_ Z Qby,..bj_1 0 b q-wbj_1 0bjq.by_ 181,10, b1 0b; 1 q..bj_1 1bjq1...by_101,2
(07
00,30~ 1,054 150,051,541, ,0n—1
|b0...bi_1 0 bi+1..‘bj_1 0 bj+1...bn_1>
n Qbg,..by 1 0biyq.by 1 0y by 02,1 Qg by 0by g by g 1bjyq..by_102,2
[0
boseesbi— 150541505 -1,0541,..,bn—1
’bo Z,1 0 bz+1 bj,1 1 bj+1--'bnfl>
T/
= Ln

De méme, pour les coefficients de R/,.
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Lemme A.1.8 (Uﬁi) et U(Q)) Les modifications sur la mémoire di a Uf) et Uf) (avec
des registres différents) ne dépendent pas de l'ordre des réductions.

Démonstration. Vu que les registres ne peuvent pas étre présent plus d’une fois dans
chaque terme, on a donc que iy, J1, 72, jo sont deux a deux distincts.
On a donc d’une part :

(Ay ® IP"72((Ay @ TEm72QR" 71 )7 ) Tiz a2 ) iz da

= (A3 ® I®"2((4; ® IO"2 bz |3y iy by, s 20Dy (ne))) 7191 )Ti202 )iz
= (A2 @ I (2 an A b b ) © 1D 5,20 gy ()77 )7022) 022
= (48152 w8 100)+85” 1) +57 [10) 61" [11))Blboy, 1, Doy, 5, (r-)) 0125202
= (A ® 1®H((; (B 10005, . @)-bor 5 ne1)) + B (0105, ()b, (1)
+ 85 11085, 5, 2)-+-bory , 0-1) F B2 1110, 2)--:bor (1)) 01 ) ia2 )2
= (4 ® 1®n*2((%; B3 1000, (@)-bos, 5, 1)) + By 010y, )b (o))
+ B (1005, (2o, 5, (1)) + B (1105, (2w, 5 (o)) 71001 )i2id2 )iz

= (A1~ 2(2 a8 [bo...biy—1 0 by 1.bj—1 0 b1 b1 )+ B |Bo.. by, —1 0 by 41.-bji—1 1 by 1.
B bo.. by 1 1 i1 by 1 0 bjy e b B [Bo-bi, 1 1 bs, 1. b1 1By 1. b)) %22 )iz
= (@I Y0 1By 10 )y 5, (1-1) 0 o 5 (i11) Do o (Gi—1) O Dirg, 1 () --Dor o (1)

(b)
+ abﬁ? ‘baizm(o b"lz jo (11—1) 0 b"lz jo (11+1) - bUlzyjz(jlfl) 1 bUinz(J'lJrl) Tig, JQ(”’l)>
Tig.io (n71)>

Yoy, o (n—=1) > )Uiz 72

(b)
+ O[b/B?) |b0'i2,j2(0 bO'Z2 J2(7,1 1) ]- bO'»L2 ]2 7,1+1 bO'ZQ,jQ(]jfl) 0 b0i21j2(j1+1)

> > o

(b)
+ Oéb64 |b‘7i2,j2(0 bgzz gp(1=1) 1 bUlz g2 (1 +1) b"lzyjz(jl_l) 1 b"l’QJ‘z (J1+1)-

n— b
= (A2®[® 2 Zab § ) ’bu b]'2"‘b0'i2,j2(i1*1) O bUiQ,jQ(i1+1)"'b0i2,j2(j1*1) 0 bO’iQ,jQ(j1+1)"‘b0'i2,j2(n*1)>

b

+ abﬁé ) |b12 b]2 bOlQ 32(7'1 1) 0 bo'zg 32(11"’1 bo'zg,jg (j1—1) 1 bo'zg jo (J1+1)- bgzg,jg(”_1)>
b

+ Oéb/Bé ) ‘bm bj2"'b0'i2,j2(11_1) 1 balg ]2(7*1+1 bo—lg,jg (jl_l) O bazg ]2(]1+1 bazg,jg(n_1)>

b _
+ Oébﬂi ) ‘bzz bj2"'bcri2,j2(1'1—1) 1 baZQ g (1141) -+ b012,j2(j1—1) 1 boi2 o (J1+1) b0'12,]-2(n—1)>) 2272

(Z abﬁl A2 |b22 b32>®|b012 ja ( baiQ,jQ(il_l) 0 bU’i2,j2(i1+1)"‘bUiQ,j2 (51—1) 0 bUig,jg (j1+1)"'b0'i2,j2(n_1)>

+Oébﬂ2 Ag |bi2 bj2>®’b0i2,j2(2)"'b0'7;2,j2 (i1—1) 0 bgiwé(¢1+1)...b0i2’j2(j1,1) 1 b0¢2,j2(j1+1)'“b0¢2,j2 (n,1)>

b
—I—vaﬁ?() )A2 |bl2 bj2>®|bai2,j2(2)"'baiz,jg (i1—1) 1 b0i27j2(7:1+1)“‘b0'7;2’j2(j171) 0 b0¢2,j2(j1+1)"'b0¢2,j2 (n,1)>

b o
—i—abﬁi )AQ |bl2 bj2>®|b0i2,j2(2)"'bUiQ,jz (i1—1) 1 bo'ig,jz(i1+1)'"bUiQ,jQ(jl_l) 1 bUiQ,jg(j1+1)"‘bUi2,j2 (n_1)>) 2,42

_ (b) . (b) (b) (b) (b)
*(%:Oéb61 (117 100) 473 7 [01) 437 [10) 475" [11) @b, o (2)-+-bos, 5, (11-1) O Yoy 5, (114+1)+Poiy 5y (51-1) O oy, o (r+1) b0y 5y (n—1))

b b
+0¢bﬁé )(')é ) ‘00>+'YQ |01>+'Y3 |10)+'74 |11))®|ba i9,d2 (2)---bai2,j2 (i1—1) 0 bai27j2 (i1+1)"'b0i2,j2 (j171) UiQ,jQ (j1+1)"'bai2’j2(n71)>
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b b (b (b (b

a8 (1 100)+45” 1014457 [10)495” [11)@1bir,, 1 20y 1o (-1 1
3 b (b (b (b

+apBy” (31" 100) 475" [01)4+8" 10)++5" 11)@1bs,, . (2)+bos, 61— 1)

(Z abﬁl ’Yl !00 bosy 52 ++bosy s (i1-1) O Doy i1 11) by 1o (1—1) O by o (1+1) by o (1))

+a 51’” 101 by, (21
+ 8774 o 110 by, . (@)
+ a8 o 11 by, (29
+ a8 o 100 b, 5, (2)--
+ By o 101 by, (2)-
+ B o 110 by, . (2)--
+ ap BV o JER-
+ a8 o 100 by, (2)--
+ 3574 o 01 by, (2)--
+ B o 110 b, 5, (2)-
+ a8 o JER

+ a8 W 00 b

D’autre part, on a :

Tig,jn(2)
+« 5417) (b |01 bUiQ,jQ(Q)"'
+ o 541)) (b |1O bgi%]é(g)...
+o 54b) (b ’11 bgi2’j2(2)...602.20.2(“,1) 1b

Tig,jq (11—1) 0

Tig,jo (11— 1)

b
b
b
b
b
b
.bglz jp(i1—1) 1 bgl2 jp (141) -
bo,
bo,
bo,
bo,
bo,
bo,

iy, jo (11—1) 0 baig,jg(i1+1)"'
bo'iz,jz(il"!‘l)"‘
0 bo—ig j2(i1+1)...
Cig, ]2(11 1 0 6022 32(21+1)"'
Cigy, 32(11 1 0 ngQ J2(21+1)...
iy, jn (i1—1) 0 bazg INGESIES

Tig,jo (11—1) 0 bO'ZQ o (11 1)

1 by, (1)
1 by, (1)
by, (ir41)--
1 by, (i1 1)
1 bgi27j2(il+1)..
1 by, (1)
b

Tig,jp (i1+1)

0'72 Jo (i14+1)-+

bo'wz Jo (i1+1)-+

Tig.j0 (J1—1) 0

Tig.j0 (J1—1)

Tig,ig (F1—1) 1

Oig, 5o (J1—1) 1

1b

Tig.jp (J1—1)

(A]_ ® I®TL—2((A2 ® I@n—QQZiQJQ)O’iz,]é)o'il’jl )0'1'17]'1

= (Al ® I®n_2((A2 ® I®n_2 Z Qp |b12 b]z b

= (A ® I®" 2((2 ay Az [biy bjy) @ [bs,, 4, (2)-

= (A1®[®n_2<<%; Oéb<

= (@I 2((3 (7

1100) 475" [01) 471"

Tig,j9 (2)---

[10) 451" [11)@lbs, ,, 2

(b)
| OObUi2 Ja(2) bai2 Jy(n—1) > + 75

inZ go(n—1)

Gi i NG i \Ti s
bo’zé,ﬁ(”*l))) 1202) Hdl) 21:J1

012 jo (J1—1)

Tioy, o (71—1) 0 bgig,jg (j1+1)---
baiz,jg (j1+1)...
Tig,io (J1—1) 0 bfng,jg (J1+1)--
0inia (1=1) 1 Doy 4o (r+1) -
igsgn G1=1) 1 Doy o (a41) -+
Tig.j0 (J1—1) 1 bt’ig,jg (G1+1)---
i 1=1) L Doy 1o (r+1) -
Tig,i (J1—1) 0 bUig,jg (J1+1)--
0inia (1=1) 0 Doy 4o (r+1) -
0igis (1—1) 0 Doy iy (r+1) -
Tig.40 (J1—1) 0 bﬂig,jg (G1+1)---
]_ bUiz,jQ (]1+1)
bUiQ,jQ (j1+1)...
boi2,12 (j1+1)---

Ti s
Tig,ja (j1+1) . 'bUiQ,jQ (n71)>) 12,72

012 32G1=1) Oboy, 5 (Gr1) -

bo-l2 Jo (F1+1)--

Tig,jy(n—1)

Tig,jy(n—1)

Tig,jy(n—1)

>)Ui2’jz )Uibh )in'l

brrg o)) )

0105, . 2)-+-bo, ;, (n-1))

b b Tigia \Ti1.31 )it
)lebgiQ,h(g)...bgi27j2(n_1)>_|_%(1)‘11601,273.2(2)...b0i27j2(n_1)>)) 2,32) 1,J1) 191

. b
= (Al ® I® 2((; O‘be ) |00bgi2ﬁj2(2)...bgi2 ].2(”_1)) + Oéb’y |01b012 in(2) 'inZ’jQ(”_1)>

b i NG NG
+ O‘b")/:g ) |1Oboi2’j2(2)...bgi2,j2( )> + ab"y ’11b012,j2 (2)"'b0i27j2(n*1)>) 12«12) 11711) i1,41

= (A1®I®n_2<z Oéb’}/ib) |b0...b,’2_1 0 b7;2+1...bj2_1 0 bj2+1...bn_1>+Oéb’Y§b) |b0...bi2_1 0 b2‘2+1...bj2_1 1 bj2+1...bn_
b

07 B0-biy—1 1 bigsrbjyo1 0 bjyreebr)F s [boeedig—1 1 biya.ebjy—1 1 bjypr.cdyy))7inn )7ins

(b
(A1®[®n 2 Z €790 2 |b011 a1 ( bUil,jl(iQ—l) 0 ba'il,jl(i2+1)"'b0'il,j1 (J2—1) 0 bcn'l,jl (j2+1)“'b¢7i1,j1 (n—1)>
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+ O41{7/2 |b 1 bﬂil,jl(j2+1)“'b0i1,j1 (n—1)>

boil,jl (ia—1) 0 boll gy (i2+1)- bail,jl(jz—n
71,51 (0) b

+ CYb’Y4 |bgi1’jl(0)...b

Tiy 31(
+ O‘b73 ‘b bdzl,jl(h*l) 0 bUil,jl(szrl)"'bUil,jl(”*1)>

boi, 5, (n—1))) 7111

Oi1,d1 (izfl) 1 ba'l1 i1 ZQ+1

oiy.yiz=1) L Doy 1 (1) 0oy 5y Ga=1) 1 Doy, (Gt -

— n— (0)
= (A1®[® 2 %:ab’yl |b’Ll bjl"'bffil,jl (2'2_1) 0 bgil,jl(iQ—"_l)“.boil,jl (j2—1) O boil,jl(j2+1)"'b0'i1,j1 (n—1)>

b

—+ O[b’}é ) |bZl bjl"'bo'z‘l,jl (i2—1) 0 bo'il’jl (n71)>
b

+ Oéb%g. ) |b11 bjl"'ba'il,jl (ig—l) ]. bo’ll Jl 124,-1

b
+ ab%& ) |b11 bjl"'bffz'l,jl(iz—l) 1 bUzl 1 (f2+1)

bUn g (i2+1)- bUzl,jl(Jé*l) 1 bail,jl (jo+1)--+
bo-llle (-72_1) 0 bail,jl (j2+1)”'b0'i1,j1 (n_1)>

bazl,]‘l (j2—1) 1 bo'il,jl (j2+1) "'bail,jl (n—1)>)ai1’j1

= (Z ab’ﬁb)Al |bZ1 bj1>®|b0i1 j1(2)"'b

+Oéb72 ) Ay |by, bj1)®\bo,, 5 (2)-bos, i (ia—1) 0 Doy s (i1) Yoy . (5o—1)
+Oéb73 ) Ay |by, bj1)®\bo,, 5 2)+-bos, ;, (ia-1) 1
+ow s As [biy 0,)®|bs, . (2)--

iy, (i2—1) 0 bUil,jl (i2+1)"'b0i1,j1(j2*1) 0 bail,jl(j2+1)"'b0'z‘1,j1 ("*1)>

Lbo, ;. (at1)---0 azl gy (n=1)

)
azl i (n=1))
)

0_21 Jl(n 1) ) 21,71

ba'il,jl (i24+1)-- 'ba'il,jl (j2—1) 0 bUil,jl (j2+1)--

boy s Ga=1) Loy (ot1)--boy, 5, Ga—1) 1 oy, (Gat1) -
0155 110)+6 1)) 0lb,,.

_ (6) ( 5(b) (b)
= (Z apyy (B |00)+55 1@ +boiy j (2-1) O bail,jl(inrl)"'bGz‘l i1 G2—1) 0boy j1<j2+1)"'b0'i1,j1("*1>>

b b b b b

+aw§ (B 100)+85” 101)+8 110)+85 1) ®1bg, . (2)-bos, 5, (2—1) O oy, s, (ia41) Do, s, Ga=1) 1By, 51 a1y b, (n1))
b b b b (b

+aw§>(ﬂ§)\00>+ﬁ§)|01>+5§)I10>+ﬂ4)\11>)®|ba,1,,1<2> bo, gy (i2—1) 1 071 iy G2t Yoy 5 (G2=1) 00oy 1 (G2+1) - a” j1 (n=1))

b b b b b
+aprs” (8 100)+ 6 [01)+85” [10)+85” N11)@Ibs,, | (2)boy, , (12—1) 1

=2 ozwib)ﬁ( ’

b
’00 bgiLh (2)...bgil’j1 (7;2_1) O boil«jl (i2+1)"'b0i1,j1 (j2—1) 0 bgilvjl (j2+1)"'b0i1,j1 (n—1)>

bo, iy Giat) Yoy, 5 Ga—1) 10ay 5 (Gat1)boy, 5 (n—1))) 7171

+ ozwl |01 bos, 52 (2)-+-Dor 5 (a-1) 0 b, 1 (ia1) b s (o) 0 B s a1y --bors s (1))
+ ozwl |10 bos, 52 (2D, 5 (ia—1) 0 b, 1 (ia1) by (o) 0 B s a1y b s (1))
-+ Oéb’)/l |11 b”n,h (2)...1)01.1,].1(1'2_1) 0 bo'il,jl(i2+1)"‘b0'i1,j1 (ja—1) 0 bgil’jl (j2+1)"'b0'i1,j1(n_1)>
+ ab% |00 Do, 51 (2)-+-Dor, 5 (ia—1) O b, 1 (ia1) Do,y a1y L B (ot 1) B (1))
+ ab% 101 b,y s, @) Doy ia-1) O boy i1y sy o) 1 By Gt t) Doy (1)
T am |10 bos, 5. (2)-+-Dor 5 (a-1) 0 by, 1 (1) by a1y L B s a1y b s (1))
+ osz |11 bos, 52 (2D, 5 (ia—1) O b, 1 (ia1) by a1y L B a1y --bors s (1))
-+ Oéb’)/g |00 b”n,h (2)...1)01.1,].1(1'2_1) 1 bo'il,jl(i2+1)"‘b0'i1,j1 (joa—1) 0 bgil’jl (j2+1)”'b<711,j1(n—1)>
+ awg |01 Do, 51 (2)-+-Dor, 5 (ia—1) L b, s (ia1) B,y (Ga1) O Do s (o) By (1))
+ Oéwg 110 bo,, 1 @)Dy 1) 1 by i1y 5y o) O By (ot t) Doy (1)
+ ab'y3 |11 b, 52 2)-+-Dor 5 -1 L b, (ia1) b s (o) 0 B s a1y b s (1))
+ ozb74 |00 bos, 52 (2)-+Dor 5 a=1) L b, 1 (ia1) by a1y L B (ot 1) By (1))
-+ ozb74 2 |01 b"mh (2)...1)01.1,].1(1'2_1) 1 bUil,jl(i2+1)"‘b0i1,j1 (j2—1) 1 baiph (j2+1)...b011 i (n 1)>
+ am 110 b, 2)---bov, o (ia—1) 1 Doy gy (iae1) By s, (Ga1) 1 Do (o) B, (1))
s B 111 b @0-+-bou, sy 5-1) by, a41) Doy s Ga-1) 1 by (o) +-bory y (n))) 00

(Z abﬁl '71 |00 bUzl g1(2)-+ bUil,jl (i2—1) 0 bUil,jl (i2+1)"'bUz’1,j1(j2—1) 0 bo'il,jl(j2+1)"'bai1,j1 (n—1)>

(b) (b
+« 51 |01 bgilﬁjl (2)"'b0i1,j1(i2*1) 0 bgilyjl(i2+1)...bgilﬁj1 (j2—1) 0 bgiw.l (j2+1)...bgi17jl (n,1)>
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+ a9 10 by, (29
+ B o 11 by, (29
+ B o 100 by, (2)--
+ ap AL o 101 by, . (2)--
+ B o 110 bo, (29
+ B o 11 by, (29
+ a8, o 100 s, . (2)--
+ a5 o 101 by, (2)-
+ a8V o 110 by, . (2)--
+ ozbﬁ3b) (b 111 by, ;. (2)---
+ B0 o 100 b, (29
+ a8 o 01 b, (2)--
+ By o 110 b, (29

b
b
b
b
b
b
'bﬂil,jl(irl) 1
b
b
b
b
b
b

Tiy g (i2_1) 0 bgihjl (i2+1)~--
Tiy,41 (i2—1) 0 bgi17j1(i2+1)"‘
Tiq 01 (7:2*1) 0 bO’il,jl (i2+1)-'-
oiy gy (i2-1) 0 bdil,jl(i2+1)"'

iy ,41 (12—1) 0 bffil,jl(iﬁl)‘”

iy ,41 (i2—1) 0

Tiq,41 (7:271) 1 bail:jl (i2+1)

iy, (ia—1) 1

iy ,41 (i2—1)

iy, (P2—1) 1 bffil,jl(iﬁl)“'
71,1 (P2—1) 1 bﬂil,jl(iﬁl)“'

Tiq,41 (7:271) 1 bO'ile (i2+1)

bailvjl (i2+1) ees

b%,jl (i2+1)-

bgil’jl (i2+1) e

b
b
b
b
b
b
boy 5y 2= 0
b
b
1 b, (121D
b
b
b

o1y G2=1) 0 Doy 5 (Gat1)--

7iy,51 (G2—1) 0 bUil,jl (J2+1)---

iy 51 (J2—1)
Tiy,j1 (72—1) 1
oi,51 (J2—1) 1

0iy,51 (G2—1) 1

71,51 (J2—1) 0 bgil,jl (J2+1)--
0iq,51 (J2—1) 0 bo'il,jl (j2+1)---
iy ,51 (G2—1) 0 bUil,jl (J2+1)--
oiy.y Ga=1) L Doy 5y (a4 1)
oir, 51 G2=1) 1 Do)y Got1)-o-

iy, Go—1) L Vo, 5 (at1) -

1 bgiw.l (jo+1)-+
b%,jl (Jo+1)---
D)y (o)
Dy jy (ot

bgil’jl (j2+1) ves

Tiy,41 (n—1)

T 9 9 q
< o o S
—_ = [ [
&, <, &, &,
= = iy =
e e
3 § 3 3
>—t ,_. ._. H

Tiy g (n—1)

0‘@‘0“0“0‘0‘?‘0“0“0‘0‘@‘@‘
&,
for
—~
3
C‘/
T T T T T T T T T o

71,5, (n—1)

(b) (b Oin
+o 54 |11 b"hvh (2)“'b0i1,j1(i2—1) 1 bgibjl(wﬁ_l)...bgil’jl (ja—1) 1 bUil,jl(jz-i-l)"'bdil,jl(n—1)>) 171

On a que i1,71,i2 et Jo sont deux a deux distincts, donc les bit de chaque gbit sont mis
au bon endroit pour chaque permutation restante dans les calculs précédents.
De plus, les By et v, sont commutatifs (V(k,1) € {1,2,3,4}).

Lemme A.1.9 (Uf) et meas(-,-,-)). Les modifications sur la mémoire di a Uﬁf)
meas(-,-,-) (avec des registres différents) ne dépendent pas de l'ordre des réductions.

Démonstration. Comme dans le cas de US), on utilise le fait que A soit une matrice
unitaire.

1,1 Q12 A13 Ai4
. . Q21 Ag22 A23 (24
Autrement dit, si A = ’ ' ’ ’
Q21 Q22 A33 A34
Q21 Q22 A43 A44
On ait A* x A= 1,.
Pour voir que les probabilités et les mémoires sont égales. O

Lemme A.1.10 (meas(-,-,) et meas(:,-,-)). Les modifications sur la mémoire di a
meas(-,-,-) et meas(-,-, ) (avec des registres différents) ne dépendent pas de l'ordre des
réductions.

Démonstration. Toujours d’apres 5.6, on a :

>

00,503~ 1,04 150,05~ 1,054 150,001

‘ Qg...bi—1 0biq1...bj—1 0bjg1...bp—1 2
(8%

’Y:

63



Qpy...bi—1 0biq1...bj—1 0bipq..bp_
LL, = > e chj L0220 o by O by bjy 0 biay..by_y)

b0, 3bi—1,0i4 150505 1,05 415,001

é_ . Z ‘ Oéb()..‘bz‘_l 0 bi+1...bj_1 1 bj_‘_l..‘bnfl

(6%
b0seesbi— 1,05 415,05 1,05 41,50-,0n—1

Qpg...bi—1 0biq1...bj—1 1biyq.. by
LR, = > 02 Haf] 2 bgenbio1 0 bigrebjon 1 bjebn1)

b0,se-30i— 1505415005 —1,054150-,0n—1

2
r abo...bi_l 1 bi+1...bj_1 0 bj+1...bn71
o E
b0, 0= 1,041,305 1,054 1,5 ,bn—1
Z Obg...bj—1 1biq1..bj—1 0bjp1..bp1
RLn == 5’)/ |b0...bi,1 1 bi+1...bj,1 O bj+1...bn,1>
b0y bi— 1,05 415,05 1,05 41,50-,0n—1
2
5, _ Z O51)()...1)1',1 1 bi+1...bj,1 1 bj+1---bn—1
b0y 30i—1,bi4 150505 - 1,05 415,001 B
Apy..bi—1 1bjp1.bj1 1bjp1.br_1
RRn = E 55’ |b0...bi,1 1 bi+1...bj,1 1 bj+1'-‘bn71>
b0y 3bi—1,0i4 15005 —1,0541,,bn—1
Simplifions un peu tout cela :
Obg...bj—1 0bsq1...bj—1 0bjp1...bp—1
ay =« E
[0
\ b0y sbi—1,0i4150 505~ 1,054 15000 —1
2
o |Oéb0...bi_1 0bit1--bj—1 0bjp1...bp—1 |
|l
b0y 3bi—1,0i4 15005 —1,0541,,bn—1
— 1 § 2
=« @ }abo...bi_l 0 bi+1...bj_1 0 bj+1...bn71 }
b0,-+sbi—1,bi4 150505 1,0541,.bn—1
- 2
- E |ab0---bi71 0biy1.-b5—10bj41...bn—1 |

b0y sbi—1,0i4150,05 1,05 41,5000 -1
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By

Z ‘ Oébo...bi,1 0 b¢+1...bj,1 1 b]‘+1...bn_1
«

b0, sbi— 1,05 415,05 1,05 41500001

2
Z |ab04..bi_1 0 bi+1...bj_1 1 bj+1...bn71 |
|af”
b0y 3bi—1,bi4 1500305 —1,0541,,n—1
1 2
? E ‘abo...bi_1 0big1...bj—1 1bjr1..bn 1 ‘
b0,-+-sbi—1,bi4 150505 —-1,0541,0.bn—1
2
E : |ab0---bi71 0biy1.-bj—1 1bjp1...bn—1 |
b0, 3bi—1,0i4 150505~ 1,05 415,0n—1
2
Z O‘bo...bi,1 1 bi+1...bj,1 0 bj+1...bn,1
\ b0, 305 15054150505 - 1,05 41,5000 —1 5
2
Z ‘abo...bi_l 1 bi+1...bj_1 0 bj+1...bn71 ‘
1BI°
b0, sbi—1,bi4 150,051,041, 001
1 2
@ E |ab0---bi—1 1bi41..-bj—1 0bj41...bp—1 |
b0, 3bi—1,0i4 150505 —1,0541,,0n—1
2
E ’abo...bi,1 1 bi+1...bj,1 0 bj+1...bn_1 ’
b0, sbi— 15054150505 1,05 41,--,bn—1
2
Z abo...bi_l 1 bi+1~~bj—1 1 bj+1...bn71
b0, 03— 1,0i415,05—1,0541,0.,bn—1 6
2
Z ‘abo...bi,1 1 bi+1...bj,1 1 bj+1...bn_1 ‘
16]°
b0, sbi— 15054150505 1,05 41,--,bn—1
1 2
E E |ab0...bi,1 1 bi+1...bj,1 1 bj+1...bn_1 |
b0,-+3bi—1,0i4 150505~ 1,05 415,0n—1

2
E ‘Oébo...bi,l 1bi41.bj—1 1bjg1.bp_1 ‘
b0y 01,05 415,051,054 15,0 —1
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Proposition A.1.11. Soitn # 0, pour tout Q,, € A , pour tout i < n on peut décomposer
Q. de la facon suivante :

Qn =« Z o |b0...b7;_1 0 bi+1---bn—1> —Fﬁ Z Yo |b0...bi_1 1 bi+1-~-bn—1>
b’:(bo...bi,1 0 bi+1...bn_1) bNZ(bo...bi,l 1 bi+1...bn_1)
Ly R,
avec :
2
= Z ‘abo---bi—l 0 bi+1---bn71‘
b0,--30i—1,0i 415,00 —1
2
p= Z }Oébo...bi,l 1 bm...bn,l‘
b0, s0i—1,0i41, ;601
lal* +6* =1
(Ln, R,) € 2
Démonstration. Soit Q,, € .# , on pose @, = > ay ).
b:(bOVH,bnfl)
On a:
Qn = Z Qbg...bi 1 by bigr.bny |00---Diz1 by big1...b 1)

b0, s0i—1,05,0i 41,0+ ,bn—1

= Z Ay |b/> + Z Qi |b”>

b0o,e-3bi—1,0i 41,500,001 b0, 3bi—1,0i4150-,0n—1

(b, = bO---bi—l 0 bi+1---bn—1 et b” = b()...bi_l 1 bi—i—l---bn—l)
(07N Qprr oy
)DL DRSS DR & 8

b0,-+sbi—1,bi4 15000 —1 b0,-+sbi—1,bi4 15000 —1
(6% (6%
—a > == |y + 8 > — [b")
a p
b0, sbi—1,bi4 1,0 ,bn—1 b0,-+sbi—1,bi4 15000 —1

Il suffit maintenant de vérifier que :

2 2
- ( Z ’Q{b//|2> —|— < Z |(]{b//|2> e 1
b bl

-L,,€2-R, 1€ 2

2

2
S} ([T = el + Slat
bl b// bl b//
2
SN
b

= 1(car @, € 2)
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De plus,

Donc L, € 2.

Donc R, € 2.

Q{b//
Rl = 30| =2
7 |5 low]

b//

|Q{b//

b”
Z |Oéb//
M b

|O{b//

o > |’

b//

> faw |

bll

- Jaw]?

b//
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Appendix B

Définition formelle

Définition B.0.1 (Registre d'un terme). L’ensemble RE (M) des registres d’'un terme
M € 7 se laissent définir par induction structurelle sur M a 'aide des clauses suivantes :

e Si M est une variable x, alors RE (M) = ().

)

o Si M = \x.My, alors RE (M) = RE (

M Mo).
e Si M = M; M, alors RE (M

e Si M = Uy ou g, alors RE (M) = ).

e Si M =r;, alors RE (M) = {i}.

Définition B.0.2 (variable libre et liée). L’ensemble F'V (M) des variables libres de
M € 7 et l'ensemble BV (M) de ses variables liées se laissent définir par induction
structurelle sur M a ’aide des clauses suivantes :
=Si M est une variable x, alors F'V (M) = {z}.

=Si M = \x.My, alors FV (M) = FV (M) \ {z}.

=51 M = M, M, alors F'V (M) = FV (M) U FV (Ms).

=Si M = Uy ou r; ou @i, alors FV (M) = {).

=Si M est une variable, alors BV (M) = () .
=51 M = \x.My, alors BV (M) = BV (M,) U {z}.
—Si M = M, My, alors BV (M) = BV (M,) U BV (Ms).
=Si M = Uy ou r; ou @y, alors BV (M) = {).

Exemple. (1) Si M; = Az \y.zyzz alors FV (M) = {z}.
(2) si My = Az.rix alors BV (My) = {z}.

Définition B.0.3 (Indicateur de variable linéaire). Soit x une variable libre, on définit
I'indicateur de variable linéaire (si la variable apparait une fois (1) ou autre (0)) sur les
termes par induction :

-Ind, (z) =1

-Ind, (y)=0

- Ind, (Az.M) =0

- Ind, (A\y.M) = Ind, (M)
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0si Ind, (M) = Ind, (N)
1 sinon

Définition B.0.4. Soit M € .7, on définit F M (M est un terme valide) par :
Regle de U (VA € Matrice unitaire a coefficients dans C):

U

FUj

Regle de gt -

it
F Ginit

Variable libre : i )
x variable libre

Fax

axr

Registre (Vi € N):

Application :
FM N RE(M)NRE(N)=10
FMN

Abstration :
M Ind,(M)=1

F e M

Définition B.0.5. On ajoute ainsi une regle de bonne formation de meas(-,-,-) :

FR M N RE(M)NRE(R)=0 RE(M)=RE(N)
F meas(R, M, N)

Définition B.0.6 (bonne formation de ! et de A'). Voici nos deux regle, celle de M :

M RE(M) =0
I

et celle de \' :
M

F M\ M
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