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Notations

A Automate de Mealy, c’est-a-dire un quadruplet (@, %, 0, p).

@ Ensemble (fini) des états d’un automate de Mealy.

Y. Alphabet (fini) d’'un automate de Mealy.

0 Ensemble des fonctions de transition §, : Q — @, x € ¥ d’un automate de Mealy.

p Ensemble des fonctions de production p, : ¥ — ¥, ¢ € Q d’'un automate de Mealy.

= Equivalence de Nerode.

~ Equivalence sur les tiges.

A Equivalence de voisinage sur les tiges.

|A| Cardinal de ’ensemble A.

A* Ensemble des mots finis sur ’ensemble A.
A¥ Ensemble des mots infinis sur ’ensemble A.

A Ensemble involutif de A e, ALUATL

mA Minimisé d’un automate de Mealy A.

t(A) Arbre lexicographique de Schreier d’'un automate de Mealy \A.
0A Dual d’un automate de Mealy A.

¢4 Expansé d’un automate de Mealy A.

e Etat-puits d’un automate A.

(S)+ Semi-groupe engendré par S.

(S) Groupe engendré par S.

St (&) Stabilisateur d’'un mot & dans le groupe G.
N Nombres naturels, i.e. entiers positifs ou nuls.

Si Groupe symétrique sur k éléments.



Ay Groupe alterné sur k éléments, permutations de S de signature 1.
1 Elément neutre du groupe.

lg| Ordre de I’élément g.

&[i : j] Facteur du mot & compris entre les positions i (incluse) et j (exclue).
&[: j] Préfixe du mot € jusqu’a la position j (exclue).
&[i :] Suffixe du mot £ a partir de la position i (incluse).

|u| Longueur du mot u.



Chapitre 1

Automates de Mealy et théorie des
groupes

Quelques définitions et exemples

Cette theése est a 'intersection des mathématiques et de 'informatique. La partie mathé-
matique provient de la théorie des (semi-)groupes, une théorie qui s’est initialement développée
a la fin du XVIII® siécle avec Lagrange, mais surtout au siécle suivant avec Galois et Cauchy.
Congue & lorigine pour étudier les racines de polynomes, cette notion de groupe s’est rapide-
ment révélée utile car elle généralise de facon abstraite 'idée de symétrie. De fait, le théoréme de
Frucht [36] dit, en substance, que tout groupe fini peut étre vu comme ’ensemble des symétries
d’un graphe. Au cours du XX¢ siécle, cette notion de (semi-)groupe est devenue plus abstraite
tout en incorporant des éléments de divers horizons des mathématiques (topologie, analyse,

algébre multi-linéaire), pour devenir une branche majeure des mathématiques contemporaines.

La partie informatique de cette thése, la théorie des automates, a été formalisée plus tardi-
vement, dans les années 1950 [4], mais est une des briques de base de I'informatique théorique,
et se retrouve trés tot dans la notion de calcul. En effet, on peut voir les automates comme une
abstraction simple d’un modéle de calcul, moins puissante que les fameuses machines de Turing,
mais tout de méme capable de modéliser de nombreux phénoménes. La théorie des automates

est naturellement en lien avec la logique [4] et la théorie des langages (formels ou naturels).

Ces deux théories, des (semi-)groupes et des automates ont trés tot été reliées, notamment
par Schiitzenberger qui introduit dés les balbutiements de la théorie des automates, en 1956 [85],
la notion de monoide syntarique qui permet de caractériser dans des termes d’algébre les langages

reconnus par un automate. Par exemple, dans [84], Schiitzenberger montre que les automates
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reconnaissant les langages sans étoile sont exactement ceux dont le monoide syntaxique est
apériodique. Dés lors, une branche importante de ’étude des langages formels et de la théorie

des automates a utilisé les semi-groupes comme un outil, voir par exemple [83, 80].

A P’inverse, dés les années 60, Gluskov [40] propose d’utiliser les automates, et plus exacte-
ment les automates de Mealy, pour engendrer des (semi-)groupes. C’est cette construction qui
nous intéresse plus particuliérement dans cette thése. En effet, cette idée s’avére extrémement
fructueuse en théorie des (semi-)groupes, puisque nombre de conjectures et de problémes ouverts
ont été résolus en utilisant ces (semi-)groupes engendrés par des automates de Mealy. On
peut résumer grossiérement et subjectivement la chronologie des groupes de Mealy en quelques
dates : en 1972, Alesin donne un exemple d’un groupe de Burnside infini comme sous-groupe
d’un groupe d’automate [2]. Puis, en 1980 Grigorchuk ameéliore le résultat d’Alesin en exhibant
un exemple de 2-groupe infini engendré par un automate de Mealy [47]. Grigorchuk montre en
1984 que le groupe d’Alesin-Grigorchuk est a croissance intermédiaire, répondant ainsi a une
question de Milnor [46]. Gupta et Fabrykowski donnent en 1985 un nouvel exemple de groupe
d’automate ayant une croissance intermeédiaire [33], et Gupta et Sidki donnent, dans [54], en
utilisant les automates de Mealy, en 1989 des exemples de p-groupes infinis pour tout nombre
premier p.

En 2000, Grigorchuk et Zuk effectuent des calculs sur le spectre et la mesure spectrale de 'opé-
rateur de Markov de la marche aléatoire simple sur le groupe de l'allumeur de réverbéres [52].
Ces calculs les conduiront & réfuter une conjecture d’Atiyah peu aprés, tandis qu’en 2004, Wil-
son montre, en présentant I’exemple d’un groupe d’automate, qu'un groupe peut avoir une suite
de systémes de générateurs telle que le taux de croissance de ce groupe soit aussi proche de 1
que désiré, répondant ainsi & une question de Gromov. En 2005, Glasner et Mozes montrent
que le groupe libre de rang 2 peut étre engendré par un automate (biréversible) de Mealy [39].
Dans la foulée, Steinberg, M. Vorobets et Y. Vorobets démontrent que tous les groupes libres de
rangs finis pouvaient étre engendrés par des automates de Mealy [92].

En 2010, I. Bondarenko, V. Bondarenko, Sidki et Zapata utilisent la structure de 'automate
pour montrer que les problémes de ’ordre et de la conjugaison sont décidables pour une certaine
classe de groupes d’automate [18]. Et en 2014, Gillibert montre que le probléme de 'ordre et de
la finitude sont indécidables pour les semi-groupes d’automate [38|, tandis que Klimann démontre

que le probléme de finitude est décidable pour une classe trés structurée d’automates [60].

On voit qu’ici la situation est renversée par rapport au paragraphe précédent : la théorie des
(semi-)groupes se sert des automates de Mealy comme d’un outil. En fait, dans un certain nombre
de cas, les automates sont méme utilisés comme une boite noire, qui fournit un (semi-)groupe et
que ’on peut oublier aprés coup. Dans cette thése nous allons au contraire nous concentrer sur

cet automate et ses propriétés, en vue de fournir des informations sur le (semi-)groupe engendré.



Organisation de la thése

Cette thése est organisée en quatre grands chapitres :

Tout d’abord, un chapitre I, Automates de Mealy et théorie des groupes, lui méme
divisé en une premiére partie informelle (section 1) qui donne les motivations qui ont conduit
a la thése, puis une introduction plus technique (section 2), qui définit formellement les objets
utilisés. Cette deuxiéme partie contient néanmoins quelques exemples afin d’en faciliter la lecture

et la compréhension.

Dans le chapitre II, Automates de Mealy et probléme de Burnside, on s’attaque au

probléme de décision "le groupe engendré par l’automate est-il un groupe de Burnside infini ¢"
dans le cas de la sous-classe importante formée des automates de Mealy réversibles. Aprés avoir
mis en place un outil adapté a I’étude des problémes d’ordre dans cette classe, on montre que
les propriétés structurelles de 'automate influent fortement sur le groupe engendré, et cela en
deux temps.
Tout d’abord on se place dans le cadre des automates inversibles et réversibles mais non-
biréversibles, et on montre qu’alors la réponse est toujours négative. Puis on étudie la classe
des automates biréversibles. Dans cette classe nous n’avons pas réussi & conclure dans tous
les cas, mais on aboutit a un critére qui donne une réponse négative pour tous les automates
connexes ayant un nombre premier d’états, ainsi que dans quelques autres cas moins bien cernés.
Ce chapitre est basé sur deux articles publiés pendant la thése, le premier avec Ines Klimann et
Matthieu Picantin [43], le second avec Ines [42].

Le chapitre III, Dynamique de I’action du groupe d’automate sur ’arbre enraciné
infini, traite du groupe engendré par ’automate via son action sur les mots infinis. On s’intéresse
en particulier a des mots qui sont stabilisés mais dont le voisinage ne l'est pas, et on explique
comment des outils classiques de théorie des automates et des langages permettent d’exprimer,
sous certaines conditions de structure de 'automate, ’ensemble de ces points comme un lan-
gage reconnu par un automate sur les mots infinis. Enfin on met en lien cette action avec un
probléme de pavage par des tuiles de Wang, et ’on se sert de cet objet pour prouver un résultat
d’indécidabilité. Ce chapitre correspond & un travail soumis, écrit avec Daniele D’Angeli, Ines,

Matthieu et Emanuele Rodaro.

Enfin, le dernier chapitre, intitulé Génération aléatoire de groupes, est consacré a un pro-
bléme de génération aléatoire de groupes finis. Le but est d’obtenir une distribution homogeéne,
ou tout au moins controélée sur les groupes finis, ce qu’on ne sait pas faire présentement. On part
alors d’une idée assez simple : pour engendrer aléatoirement un groupe, une méthode possible
est de générer aléatoirement un automate de Mealy, puis d’engendrer un groupe avec celui-ci.

On obtient ainsi une méthode originale, qu’on essaye d’appliquer & la génération de groupes
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finis (car en pratique, on considére souvent les groupes finis et les groupes infinis séparément).
Cette méthode, initiée avec Cyril Nicaud et Sven de Felice, méne a I’étude spécifique de certains
automates et aboutit a un résultat analogue & un théoréme important en théorie des groupes
finis, le théoréme de Dixon. Ce chapitre correspond a l'article [41], et contient des réflexions sur

d’autres méthodes pour la génération de groupes finis avec des automates de Mealy.



Section 1 A la chasse aux papillons

1 A la chasse aux papillons

Ou, j’espére, un exemple intéressant d’automate.

Dans cette section, on procéde a I’étude détaillée d’'un automate de Mealy, dont on montre
entre autres qu’il engendre un groupe de Burnside infini. Elle nécessite d’avoir déja rencontré, au
moins de loin, les automates de Mealy ou tout au moins les transducteurs. Dans le cas contraire,

la section 2 présente une introduction compléte et détaillée des notions utilisées ici.

L’automate Bread-and-Butterfly est 'automate de Mealy BBF, a 7 états et 4 lettres, dessiné
figure 1.1. Sur cette figure on a représenté en bleu I'automate de Grigorchuk G qui est a la base

de la construction du Bread-and-Butterfly.

,—LPourquoi le Bread-and-Butterfly ?} \

Dans le cadre de larticle [28], nous cherchions des automates ayant une quantité indé-
nombrable de points singuliers (voir le chapitre III pour plus de détails). On a réussi en
modifiant 'automate de Grigorchuk. Prenons deux copies de cet automate, inversons
les lettres sur I'une des copies puis identifions certains états : on obtient ’automate re-
présenté figure II1.4. On s’est alors intéressé a cet exemple, et on s’est demandé quelles
propriétés de 'automate de Grigorchuk étaient conservées. Au final, I'automate ne
nous a pas semblé avoir de propriétés réellement remarquables, en dehors de celle que
I’on recherchait initialement.

Cependant, on a continué de regarder ce type de constructions, en se concentrant sur
la propriété de Burnside.

On a de nouveau modifié 'automate G de Grigorchuk pour obtenir 'automate BBF.
On a choisi de dédoubler I'alphabet entre lettres négatives sur une copie de 'automate
et positives sur 'autre (d’ou le choix surprenant de £0). On a alors identifié¢ les états a,
b et e des deux automates. Restait & définir les actions sur ’alphabet de signe opposé.
On a choisi de calquer I'idée du produit direct (voir plus loin, dans lintroduction
technique, section 2), et on a défini 'action comme étant triviale sur 'alphabet de
signe opposé et envoyant certains états sur 'identité et d’autres sur a (sans que cette
décision semble changer profondément le groupe engendré). Comme on le voit, ces
choix sont assez arbitraires (trois "on a choisi" dans le paragraphe) et suivent, pour
I'instant, une démarche de type "essai-échec" plus qu’une théorie construite. On espére

bien entendu pouvoir obtenir une formalisation dans un second temps.

Commengons par un peu de vocabulaire : 'ensemble @ = {a, b, tc, d, e} est appelé I’ensemble
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des états de BBF. L’ensemble ¥ = {:0,£1} est quant a lui appelé son alphabet.

Le Bread-and-Butterfly, et de maniére plus générale les automates de Mealy, sont des trans-
ducteurs. L’intérét de ces objets est de pouvoir lire des mots sur ’alphabet depuis un état, tout
en écrivant un mot en retour, tout cela en suivant les transitions (fleches) étiquetées par les
lettres du mot. Par exemple, depuis I’état b, si on lit le mot +0+1-0+0, on commence par suivre
la fleche b :Et(l) a, on a donc produit la lettre +0, et on arrive dans I’état a. Il nous reste la fin
du mot a lire, ce que 'on va faire depuis I’état a ot 'on vient d’arriver. On suit maintenant la
fleche a ;1@% e, et ainsi on a produit la lettre +0, et on se retrouve dans ’état e alors qu’il nous
reste a lire -0+0. On réitére le processus jusqu’a épuisement des lettres en entrée. Au final, on
aura produit la suite de lettres +0+0-0+0, en étant passé par b (état de départ), a, e, e et e (état

d’arrivée). Graphiquement on a

0[+0 +1]+0 -0|-0 «0[+0
b a e > e e
ou encore
0 1 -0 0
b «i—» a «i—» e «i—» e % (&
+0 +0 -0 +0

On va maintenant voir ce que ’on peut dire plus spécifiquement sur les automates de Mealy
et le Bread-and-Butterfly.

1.1 Semi-groupe et groupe d’automate

Dans 'automate BBF, on remarque que chaque état induit une fonction de I'alphabet vers
lui-méme. Par exemple, I'état a transpose -0 et -1 d’une part, et +0 et +1 d’autre part. Cette
fonction peut aussi étre étendue aux mots sur 'alphabet : on a vu que b transforme +0+1-0+0

en +0+0-0+0, et on peut raisonner de méme pour obtenir une fonction de production py : X* — ¥*.

Ainsi on obtient un ensemble de fonctions induites par les états de BBF allant de * vers
lui-méme, conservant la longueur des mots.
Comme ces fonctions ont le méme ensemble de départ et d’arrivée, on peut les composer entre

elles sans restriction. On obtient alors le semi-groupe :

<pa7 Pbs P-cy P+cy P-ds P+d>s p€>+ .

C’est ce semi-groupe, que l'on appelle semi-groupe engendré par BBF et note (BBF),, et qui

fait I'objet de notre attention dans cette thése.

6
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-0]-0
+0]+0
11

-0]-0
00
)1

F1GURE I.1 — Ceci est un automate de Mealy.
On l'appelle 'automate Bread-and-Butterfly et on le note BBF. Il est construit a partir de

lautomate G de Grigorchuk, que l'on retrouve, dessiné en bleu, comme un sous-automate du

Bread-and-Butterfly.
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Si 'on pose pap = pp © pg ON remarque que

R RN
e

et donc que la composition de fonctions correspond au produit d’automates.

Dans le Bread-and-Butterfly, on voit facilement que p. = 1x«, 'identité sur les mots, ce qui

implique que (BBF); est en fait un monoide.

Il est & noter que toutes les transformations induites par les états de 'automate BBJF sont des
permutations de 3 : a induit la permutation (-0,-1)(+0, +1), tandis que les autres états induisent
I'identité. Dans ce cas, les fonctions de production sont bijectives (on qualifie alors 'automate
d’inversible), et 'on peut définir, pour chaque état ¢, la fonction inverse pq_l. On peut alors
considérer une structure algébrique plus riche, le groupe engendré par 'automate BBF, donné

par

<BB]:> = <paapbap—cap‘c7p—dap+d7p8> = <pq7pq_17 qec Q*>+

Cette condition d’inversibilité n’est pas toujours vérifiée (et donc on ne peut pas toujours
définir le groupe engendré par l'automate). La figure 1.2 montre comment on peut déterminer

graphiquement si un automate est inversible.

FIGURE 1.2 — Configuration interdite pour les automates inversibles.

Ces groupes d’automate ont été étudiés a partir des années 60, suite a une suggestion de
Gluskov [40]. En général, il est difficile d’en comprendre entiérement la structure car elle peut
rapidement s’avérer complexe, surprenante ou inhabituelle, mais donc intéressante. En revanche,
on peut déduire de nombreuses informations de 'action du groupe sur ¥* (c’est-a-dire des

transformations que l'automate induit sur X*) et de la structure d’automate.

Une des propriétés majeures de ces groupes d’automate est que, si I’on se donne deux mots

d’états, on peut déterminer s’ils représentent le méme élément dans le (semi-)groupe engendré

8
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par 'automate. On dit que le probléme du mot est décidable. On peut par exemple utiliser des
techniques de minimisation sur ’automate. Ainsi, on peut toujours comparer des éléments en se
basant sur leur représentation en terme de mots d’états, ce qui n’est pas toujours le cas pour un

groupe, méme finiment engendré.

On cherche a décrire quelques propriétés de notre groupe (BBF). Par exemple, on peut voir
que tous les états induisent une transformation non triviale dont le carré est I'identité (excepté
pour e qui induit I'identité). On parle d’éléments d’ordre 2 ou encore d’involutions. Pour a, c’est

assez facile :

1 s -0 s

a «i—» e «i—» e a «i—» e % e
-0 s -1 s

a «i—» e «i—» e a «&—» e «&—» e
-1 s -0 s
+1 s +0 s

a «i—» e «i—» e a «i—» e % e
-0 s +1 s

a «i—» e «i—» e a «&—» e «&—» e
i1 s 0 s

Ces relations étant valides pour tout mot s € ¥*, on a bien p,2 = p2 = 1. Pour b, c’est un

peu plus fastidieux :

+0 1
b ﬂ—» a b «i—» e
+0 +1
b + a b + +C
+0 +1
Puisque a? représente 'identité, b? induit I'identité sur les mots commencant par un 0. En

revanche, si b? est sans effet sur le premier +1 d’un mot, il reste & analyser 'action de +¢? sur le

reste du mot :
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0 -1

+c ﬂ—» a +C «&—» +d
0 1

+ «i—» a +c «i—» +d
+0 +1

0 1
d Jr e +d Jr b
0 +1
d J? e -d J? b

On revient donc & b?. Ainsi, toutes les situations soit ménent & I’identité (car on peut faire
la méme analyse pour les lettres/états négatifs), soit reviennent & b2, donc on n’utilise jamais

une transformation non triviale sur les lettres, et on conclut pye = prie)2 = ptg)2 = paz = 1.

On voit cependant qu’en dépit de leur simplicité les calculs peuvent vite devenir d’une lon-
gueur rédhibitoire. Il s’agit du type d’opérations qui sont bien mieux gérées par une machine
que par un humain, et on utilise donc la puissance de calcul de 'ordinateur, via, par exemple,
le systéme de calcul GAP (Groups, Algorithms and Programming [37]). Il existe dans ce sys-
téme de nombreux outils adaptés a ’étude des groupes en général et des groupes d’automate en
particulier, et on peut également assez facilement programmer ses propres outils. A Iaide des
paquets FR de Bartholdi [6] et AutomGrp de Muntyan et Savchuk [73], ainsi que de nom-
breuses petites fonctions programmées au long de la thése, on simplifie les passages purement

calculatoires.

Définissons notre automate BBF dans GAP (en utilisant la syntaxe AutomGrp ! [73], ot
la premiére partie du vecteur code les transitions et la seconde donne la transformation induite

par I’état sur la premiére lettre) :

1. On aurait pu utiliser FR [6], avec gap> BBF_FR:=MealyMachine([[7,7,7,7],[1,1,3,5],[1,1,4,7],
[v,7,2,71,[7,1,7,61,[7,7,7,2],[7,7,7,711,0(1,3)(2,4,0,0,0,0,0,07,true); ou la premiére ma-

trice code les transitions et la seconde les productions.
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()

— &2aP ; \

~

gap> BBF:=MealyAutomaton([[7,7,7,7,(1,3)(2,4)1,[1,1,3,5,01,[1,1,4,7,01,
[7’7’2’7’()]’[7,1,7,6,()]’ [7’7’7’2)()])[7,7,7,7,()]]);
-<automaton>

On peut alors considérer dans ce systéme le groupe engendré par BBF, via

gap> GBBF:=AutomatonGroup (BBF) ;

-< al, a2, a3, a4, a5, a6 >

On peut méme "demander &8 GAP" si le groupe engendré est fini ou infini, mais (malheureu-
sement) on ne connait pas d’algorithme permettant de résoudre systématiquement ce probléme
et en 'occurrence le programme ne fournit pas de réponse dans le cas de (BBF), il faut donc le
résoudre & la main.

Dans ce cas précis, on peut montrer assez aisément que le groupe est en fait infini, en s’ins-
pirant d’une preuve de [55] pour démontrer U'infinitude du groupe engendré par I'automate de

Grigorchuk :

Soit 1 définie par

n:(Q\{e})" — @
a — aba
br— -d
-c—b
-d+— -c

+e,td — €

On montre que les éléments n’(a) agissent tous difféeremment sur le mot -1%, ce qui témoigne
que le groupe (BBF) est infini.

Remarquons que pour v, les transitions suivant -1 correspondent presque a 'inverse de la fonc-

11
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tion. En effet on a les diagrammes en croix :

-1
a ‘i—> &

-0 -1 -1 -1
bira, bJr-c, -ch-d, -dirb.
-0 -1 -1 -1

a % e
-1
On a donc
-1 -1 -1
n'a) —- n"la) - nla)=aba -~ °(a)=a - e
-1 -1 -0

et on voit que les actions différent deux & deux : pour chaque ¢ > 0, I'élément 7(a) transforme

le mot -1% en le mot -1¢-0¥. Et ainsi on a :

Le groupe (BBF) engendré par ’automate Bread-and-Butterfly est infini.

1.2 Groupe de Burnside

Un groupe de Burnside est un groupe ayant un nombre fini de générateurs, et ol tous les
éléments ont une puissance non nulle qui vaut I'identité. En 1902, Burnside demande dans [23]
s'il existe un groupe infini satisfaisant ces conditions. On voit que tous les groupes finis sont
des groupes de Burnside, tandis que Z et Ky Z/2Z sont infinis mais ne sont pas des groupes de
Burnside, respectivement car Z posséde des éléments d’ordre infini (tous les éléments différents
de 0 en fait), et Qn Z/27Z ne peut étre engendré par un nombre fini d’éléments. La réponse a la
question de Burnside, qui ne fut donnée que 62 ans plus tard, est positive. Cependant ces premiers
exemples ne sont pas vraiment manipulables. Alesin en 1972 [2], puis Grigorchuk en 1980 [47],
proposent des exemples de groupes de Burnside infinis sous la forme, chronologiquement, d’un
sous-groupe puis d'un groupe d’automate. Ces exemples ont certainement constitué un tournant

dans I’étude des groupes d’automate, et continuent d’étre décortiqués, analysés et généralisés.

Aprés expérimentations en GAP, il nous a semblé que le groupe (BBF) était peut-étre un
groupe de Burnside infini. Nous montrons que c’est bien le cas en adaptant une démonstration
présente dans [55].

Une des propriétés cruciales du groupe de Grigorchuk qui permet aisément de montrer que tous

12
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ses éléments sont d’ordre fini est que (b, ¢,d) = Z/27 x 7Z/27. On a I'analogue pour le groupe

engendré par les états différents de a dans le Bread-and-Butterfly :

‘gap |
gap> StructureDescription(Group(a2,a3,a4,ab,a6));
-"C2 x C2 x C2 x C2 x C2"

Cependant, le point réellement important ici est que, pour le groupe de Grigorchuk, on a
(b,e,dy = {1,b,c,d}. On n’a pas cette propriété dans (BBF) avec S = {b, tc,+d}, mais on peut
tout de méme arriver a ce résultat en posant pour la suite S = (b, z¢c, zd) \ {1}. Posons également

Sa = S U{a}, de sorte que S, forme un systéme de 32 générateurs pour (BBF).

Le code suivant montre que tout élément de S représente un élément d’ordre 2 dans (BBF)
et que tout mot de longueur inférieure a 2 sur S, représente un élément d’ordre au plus 128 dans
(BBF).

-

gap 1 A

\

gap> S1:=Group(a2,a3,a4,ab,ab);

-<a2, a3, a4, ab, a6>

gap> S:=Elements(S1)[2..32];;

gap> List(S, x->0rder(x));
-[2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2, 2,
2,2,2,2,2,2,2, 2]

gap> List (S, x->Order(al*x));

-4, 4, 8, 8, 16, 4, 64, 32, 32, 8, 32, 16, 8, 16, 4, 64, 32, 32, 8, 16,
4, 32, 8, 4, 128, 32, 8, 4, 32, 128, 32 ]

On montre maintenant que tout élément de (BBF) est d’ordre une puissance de 2. On

commence par :

Tout mot sur {a,b} représente un élément dont I’ordre divise 16 dans (BBF).

2 = ¢, car la premiére et la derniére

En effet, si la longueur de w € {a,b}* est impaire, alors w
lettre de w sont égales et d’ordre 2. Sinon, w = v*/%, avec k/2 € N et v € {ab,ba}. Alors

w'6 = (VF/2)16 = (v16)k/2 = ¢, car |ab| = |ba| = 16.

13
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On utilise la fonction Decompose de GAP, qui, & un élément associe ses successeurs dans

I'automate.

-

&) ~

gap>decomp:=List(S,x->[x,Decompose(x) ,Decompose (al*x*al)]);
-[ [a6, (1, 1, 1, a2), (1, a2, 1, 1) 1,

[ a5, (1, a1, 1, a6), (1, a6, 1, al) 1],

[ a3, (al, al, a4, 1), (a4, 1, al, al) 1],

[ a2, (al, al, a3, a5), (a3, ab, al, al) 1,

[ a6*xad, (1, 1, a2, a2), (a2, a2, 1, 1) 1,

[ a6*xab5, (1, al, 1, a2*a6), (1, a2*a6, 1, al) ],

[ a6*a3, (al, al, a4, a2), (a4, a2, al, al) 1],

[ a6*xa2, (al, al, a3, a2*ab), (a3, a2*ab, al, al) ],

[ ad4*xab, (1, al, a2, a6), (a2, a6, 1, al) 1,

[ a4*a3, (al, al, a2*a4, 1), (a2*a4, 1, al, al) ],

[ a4*a2, (al, al, a2*a3, ab), (a2*a3, a5, al, al) ],

[ ab*a3, (al, al~2, a4, a6), (a4, a6, al, al~2) ],

[ ab*a2, (al, al~2, a3, a6*ab), (a3, a6*ab, al, al~2) 1],
[ a3*xa2, (a1~2, al~2, a4*a3, a5), (ad4*a3, a5, al~2, al~2) ],
[ a6*ad*ab, (1, al, a2, a2*a6), (a2, a2*a6, 1, al) 1],

[ a6*ad4*a3, (al, al, a2*ad4, a2), (a2*ad4, a2, al, al) ],
[ a6*ad*a2, (al, al, a2*a3, a2*ab), (a2*a3, a2*ab5, al, al) 1],

[ a6*xa5*a3, (al, al~2, a4, a2*a6), (a4, a2*a6, al, al~2) 1],

[ a6xab*a2, (al, al~2, a3, a2*a6*a5), (a3, a2*a6*ab, al, al~2) ],

[ a6*a3*a2, (al1~2, al~2, a4*a3, a2*ab), (ad*a3, a2*ab, al~2, al~2) ],

[ a4*xab*a3, (al, al~2, a2*ad, a6), (a2*ad, a6, al, al~2) ],

[ a4*ab*a2, (al, al~2, a2*a3, a6*ab), (a2*a3, a6*ab, al, al~2) ],

[ a4*a3*a2, (al"2, al~2, a2*ad4*a3, ab), (a2*ad4*a3, ab, al~2, al~2) 1],

[ ab*a3*a2, (al1~2, al~3, a4*a3, a6*ab), (ad4*a3, a6*ab, al~2, al~3) ],

[ a6*ad*ab*a3, (al, al~2, a2*ad, a2+*a6), (a2*ad, a2*a6, al, al~2) ],

[ a6*ad*ab*a2, (al, al~2, a2*a3, a2*a6*ab), (a2*a3, a2*a6*ab5, al, a1~2)],

[ a6*ad*a3*a2, (al~2, al~2, a2*ad*a3, a2*ab), (a2*ad*a3, a2*ab, al~2, al~2) ],
[ a6*ab*a3*a2, (al~2, al~3, ad4*al3, a2*a6*ab), (ad4*a3, a2*ab6*a5, al~2, al~3) 1],
[ ad4*xab*a3*a2, (al~2, al~3, a2*ad4*a3, a6*xab), (a2*ad*a3, a6*ab, al~2, al~3) 1],
[ a6xad*ab*a3*a2, (1, al, a2*ad*a3, a2*a6*ab), (a2*ad*al3, a2*a6*ab, 1, al) ] ]

Ainsi, tout conjugué d’un élément de S par un élément de S, se décompose dans le groupe (BBF)
comme un état ayant tous ses successeurs dans S, (et ou la permutation est triviale sur la pre-
miére lettre). En d’autres termes, si on lit n’importe quel mot en partant d’un conjugué de S

par un élément de S, alors on agit trivialement sur la premiére lettre puis on se comporte sur
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le reste du mot comme un élément de Sj,.

Rappelons que si un élément est d’ordre fini, alors il en va de méme pour tous ses conjugués.
Notons aussi que, si un état ¢ induit I'identité sur la premiere lettre, alors I’ordre de p, est égal
au plus petit commun multiple des ordres de ses successeurs dans I’automate selon chaque lettre
de l'alphabet.

On a maintenant les outils pour montrer :

Proposition 1.1}

Le groupe (BBF) est un 2-groupe, c’est-a-dire que tout élément de (BBF) est d’ordre

une puissance de 2.

Démonstration. Soit g € (BBF). Considérons un de ses plus courts représentants w sur S, et
raisonnons par récurrence sur la longueur ¢ de w. Par construction de S, on peut supposer que
w s’écrit comme une alternance de a et d’une lettre de S. On a montré pour l'initialisation que
tous les conjugués de S, par un élément de S, sont d’ordres une puissance de 2, et donc, pour
{ < 3, g est d’ordre une puissance de 2.

12@),

Supposons que £ soit impaire. Si w commence par un a, alors on a w = aua = u® (car a~
7

avec u un mot sur S, de longueur ¢ — 2. Donc par hypothése de récurrence, et comme la conju-

gaison préserve l'ordre, g est d’ordre une puissance de 2.

Si w commence par un p € S, alors on a w = puq avec ¢ € S. On peut, sans changer 'ordre,

o gp_1 = p~'pugp. Cet élément est représenté ainsi par un mot ur de longueur

conjuguer par p—
¢—1 (car gp=r € 9), et donc g est d’ordre une puissance de 2 par hypothése de récurrence.
Supposons maintenant ¢ paire. Par conjugaison, on peut supposer sans perte de généralité que
w commence par un a.

On va distinguer plusieurs sous-cas, selon la longueur de w.

Si £ est divisible par 4, alors w = awjauiawsa - - - awg/4auy/y et on peut grouper les lettres de
w en blocs de la forme aw;a et u;, avec les w; et les u; des lettres de .S. Comme w a un nombre
pair de a agit comme l'identité sur la premiére lettre des mots. Par décomposition, on obtient
w = (w_g,wyo,w_1,wy1)(), ol les mots w, sont les successeurs de w selon a € {0,£1} et
sont de longueur au plus ¢/2, car les blocs de la forme aw;a se décomposent dans S. Ainsi, 'ordre
de g est le ppcm des ordres des w,,, qui sont des puissances de 2 par hypothése de récurrence.

Si maintenant ¢ = 4j—2 est divisible par 2 mais pas par 4, on va considérer g2, représenté par ww.
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1. Siw contient une lettre x parmi un sous-ensemble de S de cardinal 7 alors, z = (e, e, y, 2)()

et aza = (y',2',e,e)(), on a f(wy) < 4j — 3 et on peut conclure (7 des 31 éléments de S).

2. Sinon, si w contient une lettre parmi un nouveau sous-ensemble de S privé des lettres
considérées précédemment alors les mots w, soit sont de taille inférieure a 45 — 2, soit
contiennent une des lettres de I'étape précédente. On peut alors conclure en utilisant la

preuve précédente sur w, (7 des 31 — 7 = 24 éléments restants de 5).

3. Ainsi, en appliquant cette procédure & des sous-ensembles de tailles successives 4, 8, 3 et 2,
on parvient a couvrir les 31 lettres de S, en se ramenant a chaque fois a des mots contenant

des lettres ou 'on sait conclure.

O

Comme on a montré que le groupe (BBF) est infini, on a donc bien le théoréme :

Théoréme 1 .2)

L’automate de Mealy BBF engendre un groupe de Burnside infini.

1.3 Structure des fonctions de transitions, automate dual

Quand on dessine une transition de I’automate sous la forme d’une croix, on remarque une

symétrie entre lettres et états :

+0

o I .

+1

Cela conduit a définir la notion de dual d'un automate de Mealy, ot 'on échange les roles
des états et des lettres. Le dual du Bread-and-Butterfly 0BBF est dessiné figure 1.3.

On a vu que, pour que 'automate soit & méme d’engendrer un groupe, il est nécessaire qu’il
soit inversible, c’est-a-dire que les fonctions de productions p, soient toutes des permutations
de l'alphabet. On peut aussi se demander ce qui se passe quand les fonctions de transitions de
I'automate sont des permutations de ’ensemble des états, i.e. quand son dual est inversible. On
dit alors que 'automate est réversible. Le Bread-and-Butterfly n’est pas réversible : par exemple

la lettre +0 n’induit pas une permutation de @ : on a a — e et e — €.

En considérant les automates de Mealy connus pour engendrer des groupes de Burnside in-

finis, on peut s’apercevoir qu’aucun de ces exemples n’est réversible. C’est d’ailleurs aussi le cas
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bla b|-c
-cla ale -c|-d
~dle C./\ dlb
+C|€ \_/(Dj +C‘6
“dle ale ~dle
ele ele
bla bl+c
*C‘*d CL’G +C|+d
dle dlb
-cla \/@3 -cle
-d|e ale -d|e
ele ele

F1GURE 1.3 — Le dual de 'automate Bread-and-Butterfly.

pour notre Bread-and-Butterfly.

Question

Un automate de Mealy réversible peut-il engendrer un groupe de Burnside infini ?

Klimann, Picantin et Savchuk ont apporté des réponses négatives a ce probléme dans le cas
d’automates ayant un petit nombre d’états dans [60] et [64]. Dans le chapitre II, on présentera

des travaux effectués avec eux sur cette question, et qui y répondent négativement pour un grand
nombre de situations.

Malgré leur structure plus rigide, les automates inversibles et réversibles forment une classe
intéressante et étonnement difficile a étudier. De fait, la plupart des résultats algorithmiques

connus nécessitent que I’automate ne soit pas réversible.

De maniére plus globale, il est intéressant de se demander :

Dans quelle mesure la structure de Yautomate de Mealy influe sur les propriétés

du (semi-)groupe qu’il engendre ?

Cette question a été considérée, entre autres, par I. Bondarenko, V. Bondarenko, Sidki et Za-

pata dans [18]; ainsi que par Antonenko et Russiev dans deux papiers indépendants mais thé-
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matiquement proches [3, 81| qui ont été complétés par Klimann et Picantin dans [63]. Tous ces
travaux définissent des classes d’automates de Mealy, puis étudient les (semi-)groupes engendrés
et leurs propriétés. Cette approche est riche et il reste de nombreuses classes intéressantes et

peu explorées a étudier, telle que la classe des automates biréversibles.

1.4 Action sur les mots et points singuliers

Une donnée fondamentale d’un groupe d’automate est son action sur les mots de ¥*. De
fait, cette action définit le groupe, mais on peut aussi I’étudier comme objet propre. Pour cela,
la vision de X* comme un arbre est particuliérement appropriée : X* est identifiable & un arbre
d’arité |X|, enraciné en le mot vide et dont les fils de chaque sommet sont étiquetés par 3.
Dans le cas du Bread-and-Butterfly, 'action est sur I'arbre quaternaire, et on la définit de la
méme maniére que sur les mots. On donne figure [.4 un exemple d’action sur I’arbre binaire pour

lautomate de Grigorchuk.

FI1GURE 1.4 — Action de I’état a de 'automate de Grigorchuk sur ’arbre binaire.

Un des avantages de cette vision de I’ensemble des mots comme un arbre est que 'on peut
naturellement définir une topologie (deux mots sont proches s’ils ont un grand préfixe commun
dans 'arbre) et une mesure (par exemple la mesure de Bernoulli, ou chaque sous-arbre maximal

ayant un préfixe de longueur £ est de mesure (1/|3[)%).

Quand on regarde 'action du groupe sur cet arbre, on peut par exemple se demander si
I'action du groupe est transitive par niveau, a savoir si chaque élément d’'un niveau de l'arbre
peut étre envoyé sur n’importe quel autre élément du méme niveau de I’arbre. C’est le cas par
exemple pour le groupe de Grigorchuk, et 'on remarque que ¢a ne peut pas étre le cas pour un
groupe fini. Pour le Bread-and-Butterfly, ’action ne peut pas étre transitive par niveau, car une
lettre n’est jamais envoyée sur une lettre d’'un signe contraire. Ce probléme a été étudié d’un

point de vue algorithmique par Steinberg [91].
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A T'opposé, des branches £ € X* (on se place sur la frontiére ¥* de I’arbre pour des raisons
topologiques) peuvent avoir un comportement spécial vis-a-vis de certains éléments du groupe
car elles sont laissées invariantes par ces éléments. On notera St pgr)(§) = {g € (BBF),g.§ = £}
ce sous-groupe des stabilisateurs de &. Par exemple, pour 'automate star de cette section, le
mot -1¢ est stabilisé par I’élément du groupe (BBF) induit par b. Plus intéressant encore, pour
tout voisinage de -1%, il existe un mot dans ce voisinage (aussi proche que 'on veut donc), qui
n’est pas stabilisé par 'action induite par b : on dit que -1 est singulier, car c¢’est un point de
discontinuité de la fonction qui, & un mot infini, associe son stabilisateur dans (BBF). Cette

notion de point singulier sera étudiée dans le chapitre III.

1.5 Croissance du groupe

Quand on a fait la démonstration que le groupe du Bread-and-Butterfly est de Burnside
infini, on a beaucoup utilisé la longueur de la représentation, dans ’automate, d’un élément du
groupe. La question "combien d’éléments peut-on représenter avec des mots de longueur au plus
02" vient alors a l'esprit [69]. Si l'on se pose cette question pour le groupe des entiers, avec
comme générateurs 1 et —1, alors on crée & chaque pas deux nouveaux éléments, la croissance
est donc linéaire. Dans le cas du plan discret cette croissance est quadratique, et si ’on regarde
le groupe libre, alors cette croissance est exponentielle. L’une des grandes réussites des groupes
d’automate a été, en 1984 avec l'article de Grigorchuk [46], de montrer qu'il existait des groupes
qui croissent plus vite que tout polynéme mais moins vite que toute exponentielle. On parle
alors de croissance intermédiaire, et Grigorchuk a ainsi résolu un probléme ouvert vingt ans plus
tot par Milnor [72].

Dans le groupe Bread-and-Butterfly, on retrouve par construction le groupe de Grigorchuk
comme quotient. On en déduit un résultat sur la croissance de (BBF), puisqu’il contient un

quotient & croissance super polynomiale :

Corollaire 1 .3]

Le groupe (BBJF) est a croissance super-polynomiale.

On a vu que la croissance du groupe était au moins aussi rapide que celle du groupe de
Grigorchuk. On peut donc se demander si ce groupe est & croissance intermédiaire ou bien
exponentielle. Le second cas répondrait & une question de D’Angeli, Grigorchuk et Rodaro en
donnant le premier exemple d’un groupe d’automate a la fois de Burnside infini et & croissance

exponentielle. Les premiéres valeurs de la fonction de croissance tendent & suggérer une croissance
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exponentielle, mais il convient de rester prudent et de tester les approches utilisées pour montrer

que le groupe de Grigorchuk est & croissance sous-exponentielle.

— 83P ; N

~

gap> WordGrowth (GBBF,15) ;
- [1, 6, 20, 60, 179, 496, 1317, 3474, 9049, 23152, 58157, 143669,
351066, 851482, 2050315, 4899173 ]

Croissance du Bread-and-Butterfly

5006 -

4.5¢06

4e06 o

3.5¢06

3606

2.5¢06

Elements

2006

1.5e06 |

1606

5e05

1Tttt t——t——t+——+—
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

F1GURE 1.5 — Croissance y(¢) du groupe engendré par le Bread-and-Butterfly (a gauche), et
fonction £ — {/~v(¢) (a droite)

Dans l'avenir, on va essayer d’appliquer ce type de constructions (qui restent a définir plus
formellement) & d’autres groupes de Burnside (comme les groupes de Gupta-Sidki [54]) ou a
des groupes a croissance intermédiaire (par exemple les groupes de Fabrykowski-Gupta [33]), et
essayer de comprendre quels traits d'un automate sont conservés par quelles caractéristiques de

la construction.

1.6 Génération aléatoire

L’automate BBF a été construit en effectuant diverses opérations et essais. De nombreux
"petits" automates engendrent des (semi-)groupes intéressants (par exemple, 'automate de Gri-
gorchuk est formé de seulement 5 états et 2 lettres). On peut donc essayer de décrire, dans
un premier temps, tous les groupes engendrés par des automates de Mealy de petite taille. Ce
travail a été effectué pour les automates a 3 états et 2 lettres dans [21] et, partiellement, pour

les automates a 4 états et 2 lettres dans [26].
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On peut aussi penser & utiliser la diversité de ces groupes engendrés par des automates de
Mealy pour générer des groupes de maniére aléatoire. En effet on peut, par cette approche, espé-
rer découvrir des groupes ayant des propriétés intéressantes. De plus, si I’on se restreint a l’étude
des groupes finis, il n’existe pas réellement de méthode efficace pour générer aléatoirement des
groupes finis variés. Dans le chapitre IV, on s’attaque a cette question, mais de maniére générale
on peut se demander quels groupes sont engendrés par un automate de Mealy tiré aléatoirement.
Cette question en souléve une autre : comment générer aléatoirement uniformément des auto-
mates de Mealy ? Pour certaines classes (inversible, réversible, inversible-réversible, quelconque),
la réponse est directe, mais elle peut s’avérer technique dans d’autres. Par exemple, de Felice et
Nicaud ont montré [29] comment générer uniformément des automates dans la classe étudiée par
Antonenko et Russiev, mais I'on ne sait pas actuellement générer efficacement des automates

biréversibles.

2 Théorie des groupes et automates de Mealy

Définissons maintenant plus formellement ce que l'on a vu dans la section précédente.
On commence par décrire les objets principaux de cette thése, les automates de Mealy et les

(semi-)groupes qu’ils engendrent.

2.1 Automates de Mealy, groupes d’automate

En informatique théorique, un automate (fini) est un triplet (Q, 3, \), ou

— (@ est un ensemble fini, I’ensemble des états,

— X est un ensemble fini, I’alphabet (ensemble des lettres),

— X est un sous-ensemble de @) x X x @, I’ensemble des transitions.

On peut voir un automate comme ’abstraction d’une procédure, d’un algorithme : une ma-
chine posséde un ensemble de configurations possibles (représentées par les états de 'automate)
et les actions (les lettres) induisent un changement d’état. On définit généralement en plus un

ou plusieurs états initiaux et des états finaux, en vue d’accepter ou de refuser des mots.

On peut restreindre les transitions de I'automate, de maniére a ce qu’il y ait au plus une
transition pour un couple état-lettre donné ((p,x,q), (p,z,¢') € A = ¢ = ¢’). On dit alors que
I'automate est déterministe.

On peut aussi imposer que les transitions soient définies pour chaque couple état-lettre (Vp €
Q,Vx € ¥,3q € Q, (p,z,q) € A). On dit que 'automate est complet. Si 'automate est déter-
ministe et complet, alors on peut redéfinir les transitions comme un ensemble de |X| fonctions

de Q dans (), une fonction étant associée a une lettre de I’automate.
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En paralléle, on peut généraliser le modéle des automates finis en ajoutant une sortie aux
transitions, c’est-a-dire en définissant maintenant A comme un sous-ensemble de () x ¥ X @) x 3,
avec l'idée que, si (p, x,q,y) € A, alors en lisant (p,x) € Q x X, on va dans ’état ¢ et on produit
la lettre y (de maniére encore plus générale on aurait pu prendre un autre alphabet pour la
sortie, mais on n’utilisera pas ce modéle dans cette thése). On obtient alors un transducteur

(lettre-a-lettre, car on a choisi de prendre les sorties dans ¥ et non dans X*).

En combinant ces deux approches on obtient un transducteur lettre-a-lettre complet et dé-
terministe. Cette classe a été étudiée par Mealy dans |71] pour synthétiser des circuits combi-
natoires, et on parle donc d’automates de Mealy. Dans ce cas-la, si on fixe un état p, A(p,-) =
dp : ¥ — X est une fonction, de méme que A(-,z) = p, : Q@ = @ si on fixe une lettre z, et ces
deux fonctions suffisent & définir ’ensemble des transitions. On va donc définir formellement les

automates de Mealy comme un quadruplet (Q, 3, d, p).

~ Définition 2.1} .

Un automate de Mealy est un quadruplet (Q, X, d, p) avec :
— () un ensemble fini, I’ensemble des états,
— X un ensemble fini, 'alphabet (ensemble des lettres),
— 0 = {0, }2ex un ensemble de fonctions de @ dans @, les fonctions de transition,

— p = {pq}qeq un ensemble de fonctions de ¥ dans ¥, les fonctions de production.

Des exemples d’automates de Mealy sont dessinés figures 1.6 et 1.7.

11 10
91 O O

11

FIGURE .6 = Un automate de Mealy in- gy e 17— La machine a additionner,

versible mais pas réversible, engendrant
Ky = Z)2Z x 7/ 27.

engendrant le groupe Z.

Si les fonctions pg, ¢ € @ sont définies sur 'alphabet 3, on peut étendre I'action de 'automate

aux mots par la définition récursive :

Vie T, Vs €XT,  py(is) = py(i)pae)(s) - (L1)

De méme, p s’étend aux mots d’états u € Q* par composition des fonctions associées aux lettres
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de u :

Vg € Q, Yu € QF, Pqu = Pu © Pq - (I.2)

On obtient alors naturellement une structure de semi-groupe pour ’ensemble des fonctions
Py 2 — X avec u € Q.

,—{Déﬁnition 2.2 (Semi-groupe d’automate)}

Soit A = (@, X, 9, p) un automate de Mealy. On appelle semi-groupe engendré par A

et 'on note (A)4 le semi-groupe

(Pg;q € Q)+ = ({pu: X" = E5u € Q7},0)

De plus, si pour chaque ¢ € @ la fonction p, : ¥ — ¥ est une permutation de X alors les
fonctions p,, @ X — X*, u € QF, sont bijectives. On peut alors définir les fonctions associées

a Q7! I'ensemble des inverses formels des fonctions pq et donc le groupe engendré par l’automate.

On définit les fonctions p,—1 : ¥ — X* par pg 0 pg-1 = pg-10pg = 1, pour tout ¢ € Q.

,—[Définition 2.3 (Groupe d’automate)} \

Soit A = (Q, X, 4, p) un automate de Mealy dont toutes les fonctions de production
pq : X — X sont des permutations de I’alphabet. On appelle groupe engendré par A et
'on note (A) le groupe

(pgrq €QUQ™ 4 = <{Pu X Yhue (QU Q’l)*},O) = (pg,q € Q)

Exemple 2.4

Le groupe engendré par 'automate dessiné figure 1.6 est le Klein Vierergruppe Zo X Zo.

Le groupe engendré par la machine a additionner dessinée figure 1.7 est Z.

I1 faut bien noter la différence entre ces (semi-)groupes d’automate (ou automate est en fait

une abréviation d’automate de Mealy), constitués de fonctions sur les mots de I’alphabet ; les
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monoides syntariques d’automates (au sens classique du terme automate) ; et les (semi-)groupes
automatiques, ot I’on peut décider si deux mots représentent le méme élément modulo la mul-
tiplication par un générateur a ’aide d’un automate.

Il existe cependant des liens entre ces notions, notamment entre semi-groupes d’automate et
groupes automatiques, qui sont décrits dans le papier de Picantin [79]. Le monoide syntaxique

peut quant & lui étre vu comme un quotient du groupe engendré par I’automate dual.

Descriptions équivalentes

Il est souvent agréable d’avoir une description plus graphique de I’action de I'automate. A
ce titre, les diagrammes en croiz ont été introduits dans [1]. On les trouve aussi, mais dans un

contexte différent, dans le travail de Glasner et Mozes [39].

Pour chaque transition de 'automate q M 0:(q), on associe la transition en croix

comme suit :

q Jp 62(q) -
Pq(T)

Clairement, ces transitions décrivent complétement I’automate, on peut en voir un exemple

figure 1.8.

L’intérét de ces transitions en croix est que, en les "collant" cote & codte, on décrit 'action
de automate :

Pq(®122 - - Tn) = pg(@1) ps,, () (@2~ Tn)

peut aussi étre décrit par le diagramme en croix

¢ b G B
Pq(1) P, (q) (T2~ Tn)

Dans un esprit semblable, dans [1] a été introduit la notion de graphe en hélice d’'un automate.
Le graphe en hélice d’ordre (n, k) d'un automate de Mealy A = (Q, X, 9, p) est le graphe H,, 1.(.A)

dirigé dont les sommets sont les éléments de Q™ x ¥ et les arétes sont données par
(u,8) — (0s(w), pu(s))

pour tous les (u, s) € Q" x X* (voir 'exemple figure L.8).

La aussi, le graphe en hélice d’ordre (1,1) décrit entiérement I’automate.
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0 1
o H Ci—G
oc@ Wo1) 0 1
olo Vo v
0 1

‘” @) o

F1GURE [.8 — L’automate de Mealy £ engendrant le groupe de l'allumeur de réverbéres, son

ensemble de transitions en croix, et son graphe en hélice Hy 1(L).

Notons également que nos (semi-)groupes agissent naturellement sur les mots de ¥*, c’est-
a~dire que chaque élément du (semi-)groupe induit une transformation de I’ensemble des mots
dans lui méme. Quand on parle d’un groupe abstrait G agissant sur un ensemble X, ce qu'on

note G ~ X, on a

greX

la transformation de z € X induite par g € G.

On peut décrire les (semi-)groupes d’automate de maniére plus abstraite, par les récursions
en couronne (en anglais wreath recursion). Le produit en couronne G ! H d’un groupe G par un
groupe de permutations fini H < Sy, est défini par (g1,...,gx)h € G* x H avec comme loi de
multiplication (g1,...,gx)h o (g,...,9;,)h = (glg;rl(l), e ,gkgg,l(k))hh’. On dit que Paction

d’un groupe G agissant sur un ensemble X est auto-similaire si

Vg€ G,Vu € X* Ve e X,3h € G,y € X, g.xu = yh.u

On peut dans ce cadre décrire chaque élément par une relation de récurrence (en posant
X = {xl,xg,...,xk}) :
g = (g\xlv o 79\3%) 7-[(9)

On appelle g, la section de l’automorphisme g en 1 et mt(g) la permutation associée a g.
Comme pour 'action d’un automate, on peut étendre la section aux mots : YVux € X+,g|ux =
Il
Si tout élément g du groupe G est tel que I'ensemble {g,,,u € X*} est fini, on dit que I'action
auto-similaire est a états finis. On montre qu'un groupe finiment engendré admet une action
auto-similaire & état fini si et seulement s’il est engendré par un automate. On a en effet la

traduction :

x|y
g—p €A <= qp=retn(q)(z)=y.
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Exemple 2.5

Le groupe Z engendré par la machine & additionner dessinée figure 1.7 est décrit par

les récursions :

a = (6,&)(0, 1) ;€= (67 6)() :

D’autre part, si on a un automate A = (Q, 3,0, p) définissant un groupe (A), alors 'action
de (A) sur ¥* peut aussi étre vue comme une action sur un arbre régulier enraciné T' d’arité |X|.
En fait, ¥* est isomorphe a T', 'arbre k-aire enraciné en le mot vide € et dont le i-éme enfant
de chaque sommet est la i-éme lettre de 3. L’action de (A) peut donc s’exprimer comme une
action sur 7. En particulier, I'action d’un élément de (A) est entiérement déterminée par la
permutation induite par cet élément sur chaque sommet de 7', c’est la notion de portrait d’un

élément [74], utilisée notamment pour étudier le probléme de finitude par Klimann dans [60].

Ces différents points de vue dans I’étude des groupes d’automate permettent une vision riche
de ces objets, en plus de suggérer qu’ils sont assez naturels. En effet, on peut utiliser simultané-
ment plusieurs théories mathématiques et informatiques. Un bon exemple de cela est ’étude des
points singuliers de 'action (chapitre III) ou 'on étudiera un probléme plutét issu de la vision
"action sur un arbre" mais ou l'utilisation des automates et de leurs propriétés permet d’obtenir
des résultats intéressants.

De maniére générale, on adoptera dans cette thése la vision "automate", ce qui ne nous empé-
chera pas de parfois passer a un autre point de vue, ou d’utiliser des résultats que 'on traduira

en terme d’automates.

2.2 Propriétés structurelles des automates de Mealy et des (semi-)groupes

d’automate

Dans un automate de Mealy, lettres et états jouent des roles symétriques, comme on 'a
remarqué dans la section précédente. On peut donc assez naturellement définir I'automate ou

I'on inverse ces roles :
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,—{Déﬁnition 2.6 (Dual d’'un automate)} |

Soit A = (Q,%,d,p) un automate de Mealy. Le dual de A est lautomate

0A = (X,Q,p,0), c’est-a-dire 'automate dont les transitions sont données par :

a:%y coAdA < pﬁ)q cA.

Le dual d’un automate de Mealy est toujours un automate de Mealy.

01 10 x|y
1\0(:(@3(@:)1\1 01 0‘@ 11 y[xy]y
00 00 x|z
L L1 oL

FIGURE 1.9 - L’automate £ de Pallumeur de réverbéres, son inverse £7!, et son dual d.L.

Si les (semi-)groupes engendrés par un automate et son dual ne sont pas directement liés, on

a toutefois 'importante contrainte :

Théoréme 2.7 (|74, 1])}

Un automate de Mealy engendre un groupe fini si et seulement si son dual engendre

un groupe fini.

On donnera une démonstration élémentaire de ce théoréme dans la sous-section 2.3.

Les deux (semi-)groupes peuvent tout de méme étre relativement indépendants. De fait, on
peut méme prouver qu’on peut avoir n’importe quelle paire de (semi-)groupes finis engendrée

par un automate et son dual.

Proposition 2.8 ([1])}

Soient GG et H deux semi-groupes finis. Il existe un automate de Mealy A qui engendre G

et dont le dual engendre H.

La aussi, les outils mis en place dans la sous-section 2.3 nous permettrons de donner une dé-

monstration simple de ce résultat.
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Dans la partie précédente, on a vu que 'on peut définir un groupe a partir d’'un automate
dés lors que chaque état induit une permutation sur les lettres car, en particulier, on peut définir

I'inverse de chaque état de I'automate. On peut alors définir I'inverse de I’automate.

,—{Déﬁnition 2.9 (Inverse d’un automate)} \

Soit A = (Q, %, 6, p) un automate de Mealy, tel que toutes les fonctions p, : ¥ — X,
q € Q sont des permutations. L’inverse de A est ’automate A~! = (Qfl, 3,8, p’), ou

les transitions sont données par :

p_ly—la:—)q_leA_l — px—|y—>q cA.

On a alors pg o p;,l =1.

On remarque que, par définition du groupe engendré par un automate, on a (A) = (A7) =
(AU A1) dés lors que A™! est bien défini.

Cette propriété structurelle qui permet de définir I'inverse est facile a vérifier sur 'automate.
De méme, on peut demander aux fonctions de transition d’étre des permutations de 1’ensemble

des états, voire que les sorties induisent des permutations des états.

,—[Déﬁnition 2.10 (Automate inversible, réversible, biréversible)} \

Un automate A = (Q, X, d, p) est dit :

— nversible si py est une permutation de ¥, pour tout ¢ € Q,
— réversible si §, est une permutation de (), pour tout z € X,

— coréversible si la fonction associée §, & la lettre de sortie z est une permutation

de Q, pour tout z € X,

— biréversible s’il est simultanément : inversible, réversible et coréversible.

Toutes ces propriétés peuvent aisément étre lues, par configurations interdites, sur la repré-

sentation graphique de 'automate, comme illustré en figure I.10.
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F1GURE 1.10 — La configuration (A) est proscrite pour les automates réversibles, la configura-

tion (B) I'est pour les inversibles, et la configuration (C) pour les coréversibles.

Par définition A est inversible si et seulement si 9.4 est réversible. De méme A est inversible

et coréversible si et seulement si A~ est inversible et réversible.

Un des intéréts des automates biréversibles vient de la possibilité d’effectuer toute combinai-

son de dualisations et d’inversions possibles :

Lemme 2.11

Soit A un automate de Mealy. On a

A est biréversible <= les éléments de
(A, A A4 047, AT T 0 (0A4) 1

sont tous des automates de Mealy.

Il existe des automates inversibles et réversibles mais qui ne sont pas biréversibles (par

exemple I'automate dessiné figure 1.11). Cependant, on peut alléger un peu les hypothéses :

Lemme 2.12

Un automate de Mealy réversible et coréversible est biréversible.

Démonstration. Soit A = (Q, 2,9, p) un automate réversible et coréversible. Montrons que A
est également inversible. Soit p € @ un état de .4, montrons que p, est une permutation de X.
Supposons par 'absurde que pp(z) = pp(y) = z avec x # y. Comme 'automate est coréversible
on a 6,(p) = 6y(p) = q (car 8. est une permutation). Mais alors, comme il y a deux z arrivant
sur ¢ par deux lettres différentes, il est nécessaire qu’au moins |¥| — 1 arétes (comptées avec
multiplicité) ménent & g pour assurer la complétude de I'automate en sortie. Donc au moins
deux lettres en entrée meénent & ¢, ce qui contredit I’hypothése de réversibilité, donc A doit étre

inversible. O
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1/3

2[2

FIGURE I.11 — Un automate & 3 lettres 6 états inversible réversible non-biréversible.

Une autre donnée structurelle que 'on peut étudier est la structure en cycle de ’automate.
Comme l'automate est complet, il est certain qu’il contient des cycles. On peut contraindre leur

structure.

Antonenko 3] et Russyev [81] ont indépendamment étudié les automates de Mealy avec
cycles sans échappatoire, ¢’est-a-dire les automates tels que, si w = ug - - - up—; € Q¢ est un cycle
dans lautomate (vu comme un multi-graphe), et que u;u’ est une aréte de 'automate, alors

/
U = Uj4+1mode-

D’autre part, Sidki [88], puis Bondarenko, Bondarenko, Sidki et Zapata [18] ont étudié les
groupes d’automate a activité polynomiale. L’ activité d'un automorphisme g agissant sur les

mots de ¥* est la suite
{ve ¥t glv agit de maniére non triviale sur ¥} | .

Un automate est a activité polynomiale (resp. exponentielle) si 'activité de tout élément du
groupe engendré est bornée par un méme polyndéme (resp. fonction exponentielle).

On note Pol(n) l'ensemble des automates dont l’activité de tout élément est bornée par un
polynéme de degré n et on dit que le groupe est borné si n = 0, donc s’il existe une constante
K telle que : A =(Q,%,9,p) ou

Vg e (A |{vext, g|v agit de maniére non triviale sur ¥}| < K.

Il est remarquable que ces propriétés de I'action du groupe se traduisent en propriétés structu-
relles des automates qui les engendrent. Soit A un automate (minimisé) et soit n, le nombre
de cycles (avec A vu comme un multi-graphe) non-triviaux (qui ne sont pas sur 1’état représen-
tant Iidentité dans (A)) accessibles depuis un état ¢ de A. Pour n = maxgeq(ng) < oo, (A)
appartient a Pol (n)
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2/1

13 %

32 1)2
2/1
33
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23 (7)
31
0 313
11
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313

FIGURE 1.12 — Un automate a cycles sans échappatoire & 10 états et 3 lettres.

On voit que la notion d’activité d’'un automorphisme est une propriété liée a l'action du
groupe. Les notions suivantes sont également des propriétés classiques de l'action d’un groupe

d’automate :
Un automate de Mealy A = (Q, X, J, p) est dit contractant s'il existe un automate de Mealy
N =(Q,%,¥,p) appelé noyau de A, tel que
Vq € Q*vvé €X¥, 3, 5{[171]((1 eN.

En d’autre termes, a partir de n’importe quel élément du groupe, et en agissant sur n’importe quel
mot, ’action aprés avoir agit sur un certain préfixe revient a ’action d’un élément appartenant

& un ensemble fini et fixe du groupe.
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1(q) O¢f:n) (@)

q Og[1) : s

eN

F1GURE 1.13 — Principe d’un automate contractant : aprés avoir lu un préfixe suffisamment long,

on se retrouve invariablement dans un automate fini.

D’autre part, Pautomate de Mealy A est dit fractal si on peut agir sur un mot en choisissant

a partir de quel moment et sans changer le préfixe, c’est-a-dire si

Vg € (A),Yv e ¥*,3h € (A),h, =get hv=wv.

Cela se traduit en terme de diagramme en croix (étendu aux éléments du groupe A) par :

v

Ih J? g € (A)

v

De nombreux automates de Mealy connus pour engendrer des groupes intéressants sont
dans une de ces classes. En particulier 'automate de Grigorchuk est a la fois contractant et
fractal, tout comme 'automate de la Basilique (figure 1.14), tandis que le Bread-and-Butterfly

est contractant mais pas fractal. On verra comment ces propriétés du groupe peuvent étre

Ogn
01

11 @
K

utilisées dans le chapitre III.

1/1,0/0

FIGURE 1.14 — [automate engendrant le groupe de la Basilique.

2.3 Outils pour les automates de Mealy

Mettons maintenant en place quelques outils de théorie des automates et relions-les aux

groupes engendrés par des automates de Mealy.
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Le premier de ces outils est le produit d’automates, aussi appelé composition d’automates car il

correspond a une composition des fonctions de production.

,—[Déﬁnition 2.13 (Produit d’automates)} \

Soient A = (Q,%,6,p) et B = (Q,%,d,p) deux automates de Mealy sur le méme
alphabet. Le produit de A par B est Pautomate A x B = (Q x Q',X,~, ) dont les
transitions

| pg (pg ()

peuvent étre vues comme le diagramme en croix :

q ——— 5:0 (q)

ongeQ,deQ etxreX.

Ce produit n’est pas commutatif.

On voit que ce produit était déja sous-entendu dans la notation pgop, = ppg. On remarque aussi
que l'action de ’automate correspond a la composition horizontale de transitions en croix et que
le produit (la composition de fonctions) correspond a la composition verticale de transitions en
croix. Cette remarque sera utile dans le chapitre III.

Par ailleurs, ce produit d’automates conserve les propriétés structurelles : si A et B sont deux
automates inversibles (resp. réversibles, coréversibles, biréversibles), alors leur produit AB 'est

aussl.

On remarque donc que, comme un élement g de (A); peut toujours s’écrire comme p,, avec
u € QF, cet élément correspond a laction d’un état dans automate puissance A¢, et de méme
pour les éléments du groupe si on considére A LI A~!. De 1a on déduit qu'un groupe engendré

par un automate est fini si et seulement si le groupe engendré par son dual l'est :

Démonstration du théoréme 2.7. Soit A = (Q, %, 4, p), tel que (d.A), soit d’ordre fini. Alors les

tailles les composantes connexes de A’ (qui sont elles-mémes des automates de Mealy) sont de
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(a)
1 (1)}(1) 0[0
0]0 01 ©o X 11 10 =
0|1
1/0
110

b a b a

RS I
e e € €

FIGURE I.15 — Produit de 'automate de la Basilique avec la machine a additionner.

tailles bornées par |(9.A) 4 |. En effet le semi-groupe engendré par 'automate dual agit sur Q¢ et
les tailles des orbites des mots sur ) sont bornées par l'ordre (0.4);. Ainsi, comme il n’existe
qu’un nombre fini d’automates de taille bornée par une constante, on obtient qu’il n’existe qu’un
nombre fini de py, u € Q*, et donc que le semi-groupe (A) est fini. La réciproque s’obtient par

symétrie.

En théorie des (semi-)groupes, il existe aussi une notion de produit, appelé produit direct
de (semi-)groupes et noté x. Ces deux notions de produits sont indépendantes, et on n’a pas en
général égalité entre (AB); et (A), x (B);. On a cependant (A?); < (A); (avec égalité dés
que A posséde un état qui induit lidentité dans le groupe), et (9(3.A4)%),; = (A),, pour tout
k > 1. Pour cette derniére égalité, notons que O(DA)’“ correspond a ’automate ot 'on lit les
lettres par tranches de longueur k.

Il est cependant possible d’exprimer en termes de produit d’automates le produit direct de
(semi-)groupes. Cela a d’abord été fait par Cain |25]. Lors d’un séjour & Graz pour travailler avec
Daniele D’Angeli, on a pu constater avec I'aide d’Emanuele Rodaro et d’Amnon Rosenmann qu’il
était possible d’obtenir des produits directs par d’autres constructions dont deux sont présentées
maintenant. Elles sont intéressantes car on voit comment ’action peut étre "tordue" sans pour

autant changer le (semi-)groupe engendré.
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~ Définition 2.14 .

Soient A; = (Q1,%1,d1,p1) et Ay = (Q2, X2, 02, p2) deux automates de Mealy. Le
produit direct bouclé de Ay et Ay est 'automate A; Xy Ag = (Q1 U Q2,31 U 9,6, p),

avec

— gy (q1) = 014, (q1), — pg (z1) = prg, (1),
— Oay(q1) = a1, — pgi (x2) = 12,
— 00, (q2) = 024, (q2), — Pgo(T2) = p2g,(22),
— 02y (2) = g2, — pg(r1) = 21

pour x1 € X1, T2 € X2, 1 € Q1, ¢2 € Q2.

o 010
1[0’ v VI
0|1
/ /
0l0 00 iy o'l0
11 1y U

F1GURE 1.16 — Produit direct bouclé de la machine & additionner et de I’automate de la Basilique.

Les nouvelles transitions sont en gras.

Proposition 2.15]

Soient A; et Ay deux automates de Mealy. On a (A; xp A2)y+ = (A1) x (A2)+

Démonstration. Posons A1 = (Q1,%1,01,p1), A2 = (Q2,32,02,p2) et donc A; x; Ay = A =
(Ql |—|Q27 X |—|22757 P) On montre qQue Puy Puy = PuzPuss \V/Ul € QT:UQ € Q; Soit s1 € Z>,{752 €

¥35. On a les transitions en croix :

S1 S2
u - bs, (ur) = b1, (w1) - 16, (1)
Py (1) = 1o, (81) 82
U2 {_, U2 ‘i" sy (U2) = 024, (u2)
Plu, (81) Py (82) = P24, (82)

35



CHAPITRE I. AUTOMATES DE MEALY ET THEORIE DES GROUPES

Et inversement :

S1 S2
U {* U ‘i* gy (u2) = 024, (u2)
51 Puy(82) = P2, (52)
w e bs, (ur) = b1, (w1) - b1, (1)
Py (81) = piy, (s1) P2u, (82)

Donc, par récurrence, les éléments représenté par des mots sur ()1 commutent avec les
éléments représentés par des mots sur Q. Ainsi, tout élément représenté par un mot dans
(Q1 U Q2)* est équivalent & un autre représenté par un mot dans (@1 x @2)*. On obtient que

(A1 xg A2) 4 < (A1)+ x (A2)+.

D’autre part tout élément (a1, as) de (A;)4+ X (Az)y est représenté par un mot dans (A; Xy
A2)4 : par hypothése a; = p1,,, et az = pa,,, donc (a1,a2) = (P14, P2uy) = Puyu,- ON DPeut
conclure que (A; xp A2)4+ = (A1)4 x (A2) 4. O

On remarque également que 0(A xy B) = 0.A x; 0B. Cela nous donne :

Démonstration de la proposition 2.8. Soient G et H deux semi-groupes finis. Par le théoréme de
Cayley pour les semi-groupes, on peut exprimer G (resp. H) comme le semi-groupe engendré par
les transformations g1,...,¢g; (resp. hi,...,h;) d'un ensemble & kg (resp. kp) éléments. Alors
lautomate A (resp. B), représenté figure 1.17, ayant i (resp. j) états, kg (resp. k) lettres, dont
les fonctions de transition sont la fonction identité et les fonctions de production sont les g,
(resp. les hy) satisfait (A); = G et dA)+ = {1} (resp. (B); = H et (0B)4 = {1}). D’apres la

proposition 2.15, on a donc

(AxpoB); =G et (AAxp0B))r =0P@Ax¢B)y =H.

O
g1 Gi
FIGURE 1.17 — Un automate de Mealy engendrant le semi-groupe fini (g1,...,g;)+ et dont le

dual engendre le groupe trivial.
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~ Définition 2.16 | .

Soient Ay = (Q1 U {e1},X1,01,p01) et Az = (Q2 U {ea}, Lo, 02, p2) deux automates de
Mealy, ol e; et ey sont respectivement les (éventuels, que 1'on peut supposer uniques)
états-puits des automates. Le produit direct puisé de Ay et Ay est 'automate A; xg
Ay = (Q1 U Q2 U{e}, X1 UX9,6,p), avec

— 0 (q1) = 614y (@), — pg (1) = p1g (1),

— Oy (q1) = ¢, — pqi (22) = T2,

— 0a5(q2) = 024,(q2), — pgs(T2) = p2g,(22),
(42) (1) =2

pour x1 € X1, T3 € Yo, q1 € @1, g2 € Q2, et avec e un état-puits auquel sont identifiés

les éventuels états-puits des automates A; et As.

oo Y

1/‘0/ 0/’1/ 1/|1/

0[0 0]0

F1GURE 1.18 — Produit direct puisé de la machine & additionner et de ’automate de la Basilique.

Les nouvelles transitions sont en gras.

Proposition 2.17]

Soient A; et Ay deux automates de Mealy. On a (A; xs A2)+ = (A1)+ x (A2)

Démonstration. Posons Ay = (Q1, 1,01, p1), A2 = (Q2, X2, 2, p2). On montre tout d’abord que
les éléments représentés par des mots sur ()1 commutent avec les éléments représentés par des

mots sur ()2 : solent u; € Q],uz € Q3, s1 € Ef et sg € 2;
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S1 52

ul B os(ur) = 81, (ur) | el
Puy (81) = P1o, (51) 82

Ug «i—» e «i—» eluzl
Pru, (51) 82

Réciproquement :

S1 82

U2 {—» e {—» e|”2|
S1 52

u B or(ur) = 81, (ur) | el
Puy (81) = Plu, (31) S2

Aprés la deuxiéme alternation des alphabets, on se retrouve dans Détat el“tltu2l qui agit
comme 'identité sur le reste du mot. On obtient ainsi la commutativité des mots sur les alphabets

différents.

De plus, si 7 € Q1 L Q2 est une relation dans (A; xs As2)4, alors c’est un mélange (au sens
produit de mélange, ou shuffle, noté L) de relations dans (A;) 4 et (Az)y. C’est alors une relation
dans (A1) X (Ag)+ : par commutativité, on peut exprimer pp = pripy = Pror,, 1 € @QF, 72 € Q5.
Alors, pour v1 € X1 pr(v1) = prry(v1) = p1,., (V1) = v1, donc 71 est une relation dans (Ayp) .
D’autre part, si (71, 72) est une relation dans (A;)4 x (Ag)4, alors un mélange r € r1 LU 7o est

une relation dans (A; xs Asg)+, et on peut donc conclure. O

On pourrait aussi se demander ce qui se passe si les états envoyés dans I'état identité par

une lettre de 'autre alphabet ne porte pas I'identité. Cette construction préserve la finitude.

Une autre construction trés importante est la minimisation de 'automate : 'idée globale
est de grouper les états qui représentent le méme élément dans le (semi-)groupe. Cela peut étre

effectué algorithmiquement sur 'automate, via la notion de classe de Nerode.
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,—{Déﬁnition 2.18 (Classe de Nerode)} \

L’ équivalence de Nerode = est la limite de la suite =, de relations de plus en plus finies

sur les états de de 'automate, définie par

Vp,q € Q, p=0q <= VrecX:pyx)=pyx),
VEZ0p=ki1q9 <= p=rq N YreX:i(p) =kd:(q)-.

A T’aide de cette relation, on peut simplifier 'automate en identifiant les états d’une méme

classe :

,—{Déﬁnition 2.19 (Minimisé d’un automate)} \

Soit A = (Q,%,d,p) un automate de Mealy. Son minimisé est 'automate mA =
(Q / =,3,6, ﬁ), dont les transitions sont données par :

zly zly

plz — [¢lz emA << p—qgcA,

ou [p]= désigne la classe d’équivalence de p pour le relation de Nerode.

On obtient :

Lemme 2.20

Un automate de Mealy et son minimisé engendrent le méme semi-groupe (resp. groupe

le cas échéant).

Ainsi, Akhavi, Klimann, Lombardy, Mairesse et Picantin ont eu l'idée d’alterner minimisa-
tions et dualisations (voir la figure 1.19), de maniére & déterminer si le (semi-)groupe engendré
par un automate donné est fini. En effet, si la suite (mdmd)* A (dite suite des md réductions)
converge vers un automate engendrant un (semi-)groupe fini, alors le (semi-)groupe engendré
par A est lui-méme fini. On a de plus que la limite de cette suite est la méme que celle de
(omdm)*A (|1, Proposition 3.5]). On dit que automate A est md-réduit quand dmdmA = A et
qu’il est md-trivial si la suite des md réductions converge vers 'automate trivial (un état et une
lettre).
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A oA
|z, yly
| ol1, 23 ‘ - O (D
! x x
yp SO o 1 vle | Gl ol
0[3, 2[1 |
| m
| x|z, yly
0213 ! x|z, yly
1B2e@_ e 1302 |
0213 | zly, ylz
m l
13(02 3 i
02[13 Y
! zy|ry m
zylzy
v

FIGURE 1.19 — Une suite de md-réductions conduisant & un automate trivial.

On a mis en place quelques moyens pour étudier les groupes engendrés par les automates de

Mealy. On va maintenant voir quelles sont les questions qui se posent & leur sujet.

3 Quelques problématiques sur les (semi-)groupes d’automate

Dans les années 60, Gluskov [40] suggere de considérer les automates de Mealy pour attaquer
des problémes de théorie des groupes. Cette idée s’avére fructueuse et permet de nombreuses
avancées en théorie des groupes, mais lance aussi I’étude des automates de Mealy comme objet

propre ou pour la classe des groupes qu’ils engendrent.

On va commencer par décrire les propriétés communes a tous les groupes d’automate.

3.1 Propriétés des (semi-)groupes d’automate

On a vu dans les premiers exemples représentés figures 1.6 et 1.7 que les (semi-)groupes en-

gendrés par les automates de Mealy peuvent étre finis comme infinis, et dans la proposition 2.8
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que n’importe quel (semi-)groupe fini peut étre engendré par un automate.
Il est clair qu’un (semi-)groupe engendré par un automate est finiment engendré, puisque en-
semble (fini) des fonctions associées aux états de I'automate forme un systéme de générateurs.

On peut aussi montrer que les (semi-)groupes d’automates sont résiduellement finis :

,—[Déﬁnition 3.1 ((semi-)groupe résiduellement ﬁni)} \

On dit qu'un (semi-)groupe G est résiduellement fini si, pour toute paire d’éléments

différents g, h € G, il existe un (semi-)groupe fini F' et un morphisme de (semi-)groupes

v : G — F tels que ¢(g) # p(h).

On peut dire que les (semi-)groupes résiduellement finis s’approximent par une suite de

(semi-)groupes quotients finis.

Proposition 3.2]

Tout (semi-)groupe d’automate est résiduellement fini.

Démonstration. Solent un automate de Mealy A = (Q,%,d,p) et g,h € (A); avec g # h.
Comme ¢ est différent de h, il existe un entier ¢ et un mot v € X¢ tels que g.v # h.v. Posons
alors F' = Ty, le semi-groupe des transformations de ¢, et prenons ¢ : (A)+ — F la projection

naturelle. Alors ¢(g) # ¢(h), on a donc le résultat annoncé. O

Cette propriété constitue, avec 'existence d’un ensemble fini de générateurs, une obstruction
forte pour certains (semi-)groupes pour étre des groupes d’automate. Citons par exemple les
groupes de Baumslag-Solitar BS(n, m) (exceptés les cas ot m = n ou bien si I'un des paramétres
vaut 1), le monoide bicyclique (ab = 1); (pourtant automatique) ou encore les groupes de
Thompson F et T.

De plus, cette propriété nous permet d’utiliser un théoréme de Zelmanov [101, 100] pour obtenir
un lien entre I'ordre des éléments d’un groupe d’automate et la finitude de celui-ci.

On rappelle :
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,—{Déﬁnition 3.3 (Ordre d’un élément, torsion)} \

Soit G un groupe et g € G. L’ordre de g est

lgl = g)| = {g’, i€N}|.

Si lordre est fini, alors c’est le plus petit entier strictement positif tel que :

g|9| =1¢g .

La torsion de G est 'ensemble de ses éléments d’ordre fini. Le groupe est dit sans
torsion si sa torsion se réduit a 1’élément neutre. Le groupe est dit de torsion si tous

ses éléments sont d’ordre fini.

Un théoréeme de Zelmanov [101, 100] affirme qu’un groupe résiduellement fini dont les ordres
des éléments sont bornés par une constante est fini.

On a donc ’équivalence :

,—[Proposition 3.4} \

Soit A un automate de Mealy inversible :

dg e (A), =
()] = 00 e § IS ol =c0
3(g9:)i € (A),  lim|g| = oc0.

Cette propriété nous sera notamment utile dans la section 3.

La structure d’automate permet aussi de montrer que le probléme du mot est toujours déci-

dable pour les (semi-)groupes d’automate :

— Probléme 3.5 (Probléme du mot) \

Soient G un (semi-)groupe et S un ensemble générateur de G. Le probleme du mot
pour GG consiste en la procédure de décision :
— entrée : deux mots u,v € S*;

— sortie : oui si et seulement si u représente le méme élément que v dans G.
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Proposition 3.6}

Le probléme du mot est décidable dans un (semi-)groupe d’automate.

Démonstration. Soient A = (Q,X%,0,p) et u,v € Q*. On remarque qu’ajouter un état isolé e
induisant une transformation triviale & un automate ne change pas le (semi-)groupe engendré,
on suppose donc que les deux mots sont de méme longueur ¢. On peut alors calculer les classes

de Nerode de 'automate A%, et on a p, = py <= [u]=[v]=. O

Ainsi, un (semi-)groupe d’automate

— est finiment engendré,

— est résiduellement fini,

— a un probléme du mot décidable.

Il est naturel de se demander si tous les groupes satisfaisant de telles propriétés sont des
groupes d’automate. La question est posée pour les groupes de tresses par Sushchanskiii |70,

Problem 16.84] et plus généralement :

Question 3.7 (|24])

Existe-il des groupes finiment engendrés, résiduellement finis et avec un probléme du

mot décidable mais qui ne sont pas des groupes d’automate ?

Dans le cadre des semi-groupes, Brough et Cain ont montré qu’aucun sous-semi-groupe de
(N*, +) n’était engendré par un automate [22|. Cependant on n’aboutit pas a une caractérisation,

ni méme & un contre-exemple pour les monoides, et cette question reste largement ouverte.

3.2 Problémes impliquant les groupes d’automate

La premiére grande question et réussite ou les groupes engendrés par un automate de Mealy

ont joué un réle est le probléme de Burnside :

Probléme de Burnside et problémes de décision

Question 3.8 (Burnside, 1902 [23])

Un groupe de torsion finiment engendré peut-il étre infini ?
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De maniére évidente, tous les éléments d’un groupe fini sont d’ordre fini, et par contraposée, si
un groupe posséde un élément d’ordre infini, alors il est infini.

Notons que 'on demande bien que tous les éléments soient d’ordre fini et pas seulement les
générateurs (sans quoi le produit libre Z /27 x 7 /27 serait un exemple facile) et que le groupe ait
un nombre fini de générateurs (autrement on trouve des exemples simples comme Py Z/27Z).
Ce probléme est rapidement devenu proéminent en théorie des groupes dans la premiére moitié

du XXe siécle, mais n’a pas été résolu avant 1964 :

Théoréme 3.9 (Golod-Shafarevich 1964 [44, 45]) :

Il existe des groupes finiment engendrés, infinis et de torsion.

On appellera désormais groupe de Burnside un groupe finiment engendré et de torsion.

Peu aprés, des groupes de Burnside infinis encore plus contraints ont été découverts :

Théoréme 3.10 (Adian-Novikov 1968 [76])

Il existe des groupes finiment engendrés, infinis et dont tous les éléments sont d’ordre

fini inférieur & une constante N.

L’étude de ce probléme a continué de susciter de nombreux travaux importants. En particulier
Zelmanov a regu en 1994 une médaille Fields pour ses travaux sur les groupes ayant tous leurs

éléments d’ordres bornés.

Les théorémes précédents font néanmoins appel & des notions complexes de théorie des
groupes, et leurs démonstrations n’offrent pas vraiment d’exemples manipulables. En revanche,
en 1972, dans un article de cingq pages 2], Alesin a donné un exemple d’un groupe de Burnside

infini sous la forme d’un sous-groupe engendré par un automate de Mealy (voir la figure 1.20)

Peu aprés, en 1980, Grigorchuk améliore la compréhension de ce résultat en montrant que
I’on peut obtenir ce résultat directement avec un groupe d’automate. Ce groupe, appelé ci-apreés
groupe de Grigorchuk, ou bien groupe de Grigorchuk-Alesin est engendré par 'automate décrit

figure 1.21, et on a :

Théoréme 3.11 (Grigorchuk 1980 [47]) !

Le groupe de Grigorchuk, engendré par I'automate G figure 1.21, est un groupe de

Burnside infini.
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o

\/

0[0

\SJ\

F1GURE 1.20 — L’automate d’Alesin. Le groupe (u,v) est un groupe infini de Burnside.

0[0

Cet exemple a été déterminant dans le développement de la théorie des groupes d’automate.
Il existe des preuves admirablement élémentaires de ce théoréme, et on en a adapté une dans la
section 1 pour montrer que 'automate Bread-and-Butterfly engendre lui aussi un groupe infini

de Burnside.

La preuve de ce théoréme passe par la réponse & deux questions : "le groupe engendré est-il
infini 7" et "tous les éléments sont-ils d’ordre fini ?". On peut poser ces questions pour n’importe

quel (semi-)groupe d’automate :

— Probléme 3.12 (Probléme de la finitude) \

Soit A un automate. Le semi-groupe (A)4 est-il fini?

— Probléme 3.13 (Problémes de 1'ordre) \

Soient A un automate inversible et g € (A) : g est-il d’ordre fini ? Le groupe (A) est-il
de Burnside ?

Pour le groupe de Grigorchuk, le probléme de la finitude est réglé de maniére explicite.
Cependant on aimerait savoir si la réponse peut nous étre fournie par un algorithme, en d’autres
termes si ce probléme est décidable pour un automate inversible A donné. Ce probléme est

difficile, et en effet, dans le cadre des semi-groupes d’automate, on a:
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11
@ | @
1
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0l0 0l0
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110

FIGURE 1.21 — L’automate de Grigorchuk G .

Théoréme 3.14 (Gillibert 2014 [38])

Le probléme de finitude pour la classe des semi-groupes d’automate est indécidable.

Néanmoins la démonstration ne couvre pas le cas des groupes d’automate, pour lesquels le
probléme reste pour 'instant ouvert.

La situation est néanmoins différente pour certaines sous-classes d’automates. Parmi elles citons

'Théoréme 3.15 (Antonenko 2008 [3], Russyev 2010 [81])\}

Le (semi-)groupe engendré par automate de Mealy appartenant a la classe des auto-

mates avec cycles sans échappatoire est fini.

Cette classe est intéressante car elle est en quelque sorte maximale. On a en effet :

~ Théoréme 3.16 ([3, 63]) .

Soit (@, X, d) un automate qui n’est pas a cycles sans échappatoire. Alors il existe un
choix de fonctions de production p tel que A = (Q, X, 4, p) engendre un (semi-)groupe

infini.
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Le comportement inverse est aussi possible :

'Théoréme 3.17 ([1]) |

Tout groupe engendré par un automate inversible, réversible mais non biréversible est

infini.

Malgré leur structure trés rigide, les automates biréversibles engendrent une grande variété de
groupes : tous les groupes finis, mais aussi les groupes libres [39, 94, 95], des produits libres [74]
ou encore des groupes de type allumeur de réverbéres [20].

Le probléme de la finitude reste ouvert si ’on se restreint & cet classe d’automate.

Probléme 3.18

Peut-on décider si le groupe engendré par un automate de Mealy 7 Et si ’automate est

biréversible 7

1l existe tout de méme un sous-cas ot ’on sait répondre :

'Théoréme 3.19 (Klimann 2013 [60]) |

Le probléme de finitude est décidable pour les automates biréversibles a deux lettres

(ou deux états).

La démonstration de ce résultat est basée sur la mo-réduction. Plus précisément, Klimann montre
que, dans le cas des automates & deux états (le cas deux lettres s’y réduit par dualisation) un
groupe est fini si et seulement si le minimisé du dual du minimisé de son dual est trivial (i.e.

[{A)] < co <= dmdmA est trivial).

Pour le probléme de 'ordre, une classe se distingue, celle des automates a activité bornée.

Bondarenko, Bondarenko, Sidki et Zapata ont montré :

Théoréme 3.20 ([18])

Le probléme de l'ordre est décidable pour les groupes d’automate a activité bornée.
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Ils prouvent également que le probléme de conjugaison (étant donnés deux éléments g, h € (A),
existe-il ¢ € (A), satisfaisant cgc™ = h) est décidable pour la classe des automates & activité

bornée (et cela méme en imposant que ¢ soit & activité bornée).

En dehors de cette classe en revanche, on a :

Théoréme 3.21 ([93])

Il existe des groupes d’automate pour lesquels le probléme de conjugaison est indéci-
dable.

Ce comportement ot un probléme est indécidable pour ’ensemble des (semi-)groupes d’au-
tomate mais décidable dans une sous-classe semble assez répandu et est certainement pertinent

deés lors que la sous-classe contient des exemples de (semi-)groupes intéressants.

On peut citer le probléme d’Engel : notons [g,h] = g~ 'h~lgh le commutateur de deux

éléments g et h.

— Probléme 3.22 (Probléme d’Engel) \

Soient .4 un automate inversible et g, h € (A). Est-ce qu’il existe £ € N* tel que

... [lg.A]R]... Bl =17
l

Bartholdi montre dans [5] que ce probléme est résoluble algorithmiquement sous certaines
conditions, et que le méme algorithme fonctionne pour des exemples classiques comme le groupe
de Grigorchuk ou bien le groupe de Gupta-Sidki. Il serait intéressant de connaitre la (une) famille

pour laquelle ce probléme est décidable.

Un autre probléme de décision pouvant étre étudié dans le cadre des automates de Mealy

est le probléme du sac & dos :

— Probléme 3.23 (Probléme du sac a dos) \

Soit G un groupe. Le probléme du sac & dos consiste en la procédure de décision :

— entrée : (g1,...9s,9) € G

a1 a2

— sortie : oui si et seulement s'il existe v, ... ap € Z tels que g7 g5 -+ - 9" = g.
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Ce probléme, qui est une généralisation de plusieurs problémes classiques dont le probléme
de 'ordre, se révéle indécidable dans la classe des groupes d’automate. En effet, il a été prouvé
dans [66], et indépendamment dans [35], que le probléme du sac & dos est indécidable pour un

groupe formé de suffisamment de copies du groupe d’Heisenberg défini par :

H3(Z) =

o O =
S = Q

c
b |;abceZ
1

I1 se trouve que Bondarenko et Kravshenko ont prouvé [17]:

Proposition 3.24 (Bondarenko-Kavshenko [17])]

L’automate H de la figure 1.22 satisfait (H) = H3(Z).

11
(ao 24
2/1
e ()
44 | 11
2|2
13 H—ao %
1)1 12 |
2[4 3/1 3/4 4)4
3|3

@0 42

FIGURE 1.22 — L’automate de Mealy H engendrant le groupe d’Heisenberg H3(Z).

Ainsi, comme le produit direct de groupes d’automate est un groupe d’automate, on déduit

Proposition 3.25}

Le probléme du sac & dos est indécidable pour la classe des groupes d’automate.

On peut donc se demander §’il y a une classe d’automates (non triviale) pour laquelle ce

probléme est décidable.
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On peut ainsi spécialiser tout probléme de décision de la théorie des groupes aux groupes

d’automate. On peut aussi se placer dans le cadre des semi-groupes d’automate et poser des

questions analogues.

Croissance des (semi-)groupes

Le deuxiéme probléme pour lequel les automates de Mealy se sont illustrés est le probléme

de la croissance des groupes [69].

,—[Déﬁnition 3.26 (Graphe de Cayley)}

Soient G un groupe finiment engendré et un ensemble générateur S = {s1,..., s}
satisfaisant S = S~!. Le graphe de Cayley de G pour S est le graphe I'g,s ayant

comme sommets les éléments de G et comme arétes :

g h, avecse Setgs=h.

Par exemple, le graphe de Cayley de Z? associé au systéme générateur {(0,+1), (£1,0)} est

représenté figure 1.23.

On peut compter les éléments qui peuvent étre représentés par un mot sur .S de longueur au

plus £ : il s’agit du nombre d’éléments du graphe de Cayley contenus dans une boule de rayon ¢

centrée en 1’élément neutre du groupe.

,—{Déﬁnition 3.27 (Fonction de croissance)}

Soient G un groupe finiment engendré et S = {s1,...,s;} un ensemble de générateurs
de G, satisfaisant S = S~!. La fonction de croissance de G selon S est la fonction

va,s : N — N définie par :

FYG,S(Z) = |{g € G7 di S 6,331,.. .8 € Svg = 5152 SZ}|

Cette fonction est croissante et dépend de S. En revanche deux fonctions de croissance d’un

méme groupe sont bilipschitz équivalentes. On peut donc étudier la fonction de croissance d’un

groupe pour un ensemble de générateurs et obtenir des conclusions générales. Par exemple on a
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(0,2)
,,’ A \*\\
," a= --"" --"‘~\a/ 7(1) \\\\
J e (_17 1) o (07 1) — e (1’ 1) ............ |
) L L7 \ S \
St b b \
: a! ! a! a \ a i
(=2,0) ~——(=1,0) ~——(0,0) ——— (1,0) ——— (2,0);
N b b1 bl ,
\\ '\\\ ail i . ) /‘ Il/
\\\ ........... (_17_1)\6 (07—1) ﬁ’(jh—l) ............ /I
: 1(2)
\\\\\ b—l //',
\\\\\ i ,’//
(0,-2) .

FIGURE 1.23 — Le graphe de Cayley de Z? et les boules de rayons 1 et 2.

Proposition 3.28 (Folklore)]

Un groupe est fini si et seulement si sa fonction de croissance est ultimement constante

(pour tout ensemble générateur du groupe).

Dans la suite on omettra donc souvent ’ensemble générateur dans nos notations.
On peut aussi étudier des exemples particuliers. On a :

— za est un polynoéme de degré d,
— 7, est une exponentielle de degré d (F; est le groupe libre a d générateurs) 2,

Cette croissance peut donc étre bornée (quand G est fini) ; polynomiale, et ce, par un théo-
réme de Gromov, si et seulement si le groupe est virtuellement nilpotent [53] (en particulier,
si le groupe est abélien (commutatif) alors la croissance est au plus polynomiale) ; ou bien en-

: par le

2. On en déduit que la fonction de croissance n’est pas monotone pour la relation de sous-groupe

théoréme de Nielsen-Schreier, F» contient tous les F;; comme sous-groupes, et en particulier ym > vr,.
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core exponentielle, par exemple dans le cas des groupes libres. En 1968, Milnor demande si
cette classification est compléte, c’est-a-dire s’il existe des groupes ot la fonction de croissance
est supérieure 4 n’importe quel polynéme, mais toutefois sous-exponentielle. On parle alors de

croissance intermédiaire.

En 1984, Grigorchuk montre :

,—(Théoréme 3.29 (Grigorchuk 1984 [46], Bartholdi 1998-2001 [8, 7])} \

Le groupe de Grigorchuk est a croissance intermédiaire :

exp 0.5157¢ 2 gy (£) < exp0.767¢ .

Grigorchuk obtient ainsi le premier exemple de groupe a croissance intermédiaire, qui reste
le modéle de base pour ’étude de ces groupes, y compris pour la création de nouveaux types de
croissance [59]. D’autre groupes d’automate & croissance intermédiaire ont été construits [33], il

semble cependant difficile de donner une estimation exacte de la croissance.

Cette notion de croissance intermédiaire peut aussi s’étendre aux semi-groupes, ou des
exemples de semi-groupes a croissance intermédiaire ont été trouvés deés 1977 [15]. La aussi

les automates de Mealy fournissent d’intéressants exemples [9].

Les groupes d’automate servent également & contredire une autre conjecture sur la croissance
de groupes. Gromov a demandé en 1981 si un groupe & croissance exponentielle a toujours un

taux de croissance uniforme, i.e. si infg limy {/vg s(¢) > 1. Or on a :

~ Théoréme 3.30 (Wilson 2004 [99] ) .
Il existe un groupe (d’automate) G et une suite (Sp)a d’ensembles de générateurs de
G tels que :

inf lim { /)=1
inflim 4/9a,55 (£)

La aussi, I’étude de sous-classes spécifiques permet d’obtenir des caractérisations de la crois-

sance :
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Théoréme 3.31 (Klimann 2016 [61]) :

3

Un automate inversible, réversible et dont toutes le puissances sont connexes °croit de

maniére exponentielle.

3.3 Dynamique de ’action

D’autres problémes concernant les groupes d’automate proviennent de ’étude de 'action du
groupe sur I'arbre enraciné |X|-aire. Il est possible d’identifier I'ensemble ©¢ des mots de longueur
¢ avec un arbre |X| régulier enraciné en le mot vide : chaque sommet au niveau i est étiqueté
par un mot de longueur ¢ et pour I’étiquette chacun de ses enfants on ajoute une lettre de ¥ a
I’étiquette de ce nceud (de maniére a ce que tous ces enfants aient une étiquette différente).
On peut facilement munir cet arbre, ainsi que sa frontiére (isomorphe a 3¢), d’une topologie et

d’une mesure.

On dit que 'automate inversible A = (Q, %, 6, p) agit transitivement par niveau si 1'action

de (A) est transitive pour chaque niveau £ :

V>0, Yu,v' exf3ge(A),gv=1".
Grigorchuk, Nekrashevich et Sushchanskii ont demandé dans [49] :

Question 3.32

Existe-t-il un algorithme qui, étant donné un automate de Mealy inversible, détermine

si 'action est transitive par niveau ?

Steinberg [91] pointe que la réponse est positive dans le cas d’'un automate a deux lettres mais

laisse ouverte la question générale.

On peut remarquer que, si A agit transitivement par niveau, alors les automates (D.A)g sont
tous connexes (au sens de la théorie des graphes). On utilisera plus en détail cette remarque

dans la section 1.

L’action de 'automate est aussi liée a la notion de graphe de Schreier.

3. dans la section suivante on verra que ’on peut alors dire que le dual agit transitivement par niveau.

53



CHAPITRE I. AUTOMATES DE MEALY ET THEORIE DES GROUPES

,—{Déﬁnition 3.33 (Graphe de Schreier)} \

Soient G un groupe, S un ensemble générateur symétrique fini de G et X un ensemble
sur lequel G agit (on note g - x l'action de g € G sur = € X). Le graphe de Schreier
associé & G, S et X est le graphe Schg g(X) dont les sommets sont les éléments de X

et les arétes sont données par :

Clairement, le graphe de Cayley d’un groupe est le graphe de Schreier pour 'action (& droite)
du groupe sur lui-méme.
On peut étudier les graphes de Schreier Sch, A>,Q(Ze), mais aussi Sch 4y o(X*). On obtient alors
une quantité indénombrable de graphes, et on peut s’intéresser a leurs propriétés.

En particulier, Vorobets [96] s’est intéressé a la fonction
F:¥* - SCh(g%Q(Zw)

pour le groupe (G) de Grigorchuk et a montré (entre autres) que cette fonction F' est continue
en dehors d'une quantité dénombrable de points, et que les graphes de Schreier de ces points
étaient isolés. On généralise cette approche et ces résultats dans le chapitre III, via la notion
de stabilisateurs : soit un mot infini & € X¥, le stabilisateur de & dans (A) est le sous-groupe
St4) (&) = {g € (A), 9.6 = £}. On peut alors, via une topologie sur I'ensemble des sous-groupes
de (A) et une autre sur ¢, définir la continuité de cette fonction F' et se pencher sur ses points
de discontinuité. Plus précisément, pour un sous-ensemble fini E C (A), le E-voisinage d’un
sous-groupe H < (A) est I'ensemble des sous-groupes K < (A) tels que HNE = KN E (cela
correspond & la topologie produit standard sur (A)). Du coté de X¢, on dira que deux mots sont

proches g’ils partagent un long préfixe.

3.4 Transfert des propriétés structurelles de automate au groupe

On a vu dans ce qui précéde que se placer dans une sous-classe spécifique permet souvent
de résoudre des problémes dont le cas général nous est inaccessible mais peut aussi mener a des
comportements propres a cette classe (par exemple ne donner que des groupes (in)finis ou ayant
un probléme de conjugaison décidable). Il est en fait naturel de se demander dans quelle mesure
se limiter & une sous-classe d’automates restreint 1’ensemble des groupes que l'on engendre.
On a vu que certaines propriétés structurelles entrainent des restrictions fortes, par exemple
les automates avec cycles sans échappatoires n’engendrent que des groupes finis, tandis que les
automates inversibles, réversibles mais non biréversibles ne produisent que des groupes infinis
(théorémes 3.15 et 3.17).
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Parmi les observations liées & la structure, il est frappant de noter qu’aucun des automates
(forcément inversibles) engendrant un groupe de Burnside infini n’est réversible. Cela a été re-
marqué par Klimann, Picantin et Savchuk qui ont successivement prouvé les blocages structurels

suivants :

— Théoréme 3.34 (Klimann 2013 [60]) : \

Un automate inversible et réversible & deux états ne peut pas engendrer un groupe de

Burnside infini.

\. J

,—{/Théoréme 3.35 (Klimann, Picantin, Savchuk 2016 [64])\} \

Un automate inversible, réversible et connexe & trois états ne peut pas engendrer un

groupe de Burnside infini.

Dans cette thése, on étend ces résultats, comme présenté dans le chapitre II.

Dans un travail avec Klimann et Picantin, on a montré :

Théoréme 3.36 ([43])

Un automate inversible, réversible et non biréversible ne peut pas engendrer un groupe

de Burnside infini.

puis, en collaboration avec Klimann, on a prouvé :

Théoréme 3.37 ([42])

Un automate inversible, réversible et connexe ayant un nombre premier d’états ne peut

pas engendrer un groupe de Burnside infini.

Nous conjecturons que :

Conjecture 3.38

Un automate de Mealy (inversible et) réversible ne peut pas engendrer un groupe de

Burnside infini.
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Chapitre 11

Automates de Mealy et le probléme de

Burnside

Les automates de Mealy ont été utilisés depuis 1972 et I'exemple d’Alesin 2] pour fournir
des exemples élégants de groupes de Burnside infinis. Aprés Alesin, de nombreux auteurs ont
proposé des exemples de (sous-)groupes d’automate de Burnside infinis, le plus célébre étant le
groupe de Grigorchuk [47], mais on peut aussi citer les groupes de Gupta-Sidki [54], les groupes
spinaux de Bartholdi et Sunic [10] ou bien le groupe décrit dans I'introduction, section 1.

Tous les automates engendrant ces groupes se trouvent étre non-réversibles, c’est-a-dire que les
fonctions de transition de I’automate ne sont pas toutes des permutations des états. Dans cette
partie on cherche donc & savoir si un automate inversible et réversible peut engendrer un groupe
de Burnside infini.

Dans un premier temps, dans la section 1, on décrit I’arbre lexicographique de Schreier, un outil
introduit par Klimann, Picantin et Savchuk dans [64] pour montrer qu'un automate de Mealy
réversible connexe & trois états n’engendre jamais un groupe infini de Burnside, et qui généralise
des idées introduites par Klimann dans [60], pour montrer ce méme résultat pour les automates
de Mealy réversibles & deux états. On étudie cette construction et on prouve quelques propriétés
utiles pour le probléme de Burnside et le probléme de finitude.

Grace a cet objet, on montre ensuite que si 'automate est inversible, réversible, mais pas coré-
versible, alors il engendre un semi-groupe sans torsion, et donc en particulier il n’engendre pas
un groupe de Burnside. Ce travail, réalisé avec Ines Klimann et Matthieu Picantin, a fait 'objet
d’une publication dans LATA 2015 [43].

On considére ensuite le cas, généralisant 'article [64], ou 'automate est réversible, connexe, et



Chapitre II Automates de Mealy et le probléme de Burnside

a un nombre premier d’états. On arrive alors a4 la méme conclusion en montrant que ’automate
n’engendre pas un groupe de Burnside infini. Cette étude a abouti & une publication avec Ines
Klimann dans la conférence MFCS 2016 [42].

Dans tout ce chapitre on considére des automates de Mealy réversibles.

1 L’arbre lexicographique de Schreier

Dans l'introduction, on a décrit le produit d’automate. Une suite naturelle que 'on peut

associer & un automate est alors la suite (.AZ) des puissances de cet automate. Il est possible

>0
qu’au cours de cette procédure, 'automate se scinde en plusieurs composantes connexes (voir
figure I1.1). On remarque alors que la prochaine puissance revient a considérer chaque compo-
sante connexe séparément. On obtient alors non plus simplement une suite linéaire de puissances
mais un arbre de composantes connexes (chaque composante étant elleeméme un automate de

Mealy).

Une premiére propriété des composantes connexes d’un automate réversible est que ces com-

posantes sont fortement connexes. Une deuxiéme est :

,—[Proposition 1.1 ([64] [27])] \

Si un mot d’état d’une composante connexe d’une puissance d’un automate de Mealy
réversible induit 'identité, alors il en va de méme pour tous les mots de cette compo-

sante (fortement) connexe.

Démonstration. Soient A = (Q, X, d, p) un automate de Mealy réversible et u € Q* avec p,, = 1,
et soit v dans la composante connexe de u. Par forte connexité, il existe s € 3* tel que d5(u) = v.

On a alors, pour tout mot t € ¥* :

s t
u «i—» v «i—»
s t

car pq(st) = st, et donc p,(t) = t. Comme la propriété vaut pour tout ¢, on obtient le résultat.
O
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0[1,1/0

0[0, 1/1

110

FIGURE II.1 — Le carré de 'automate Bellaterra .

Quand l'automate est réversible, un phénomeéne combinatoire apparait entre les tailles des
composantes connexes.

(Lemme 1.2 ([64])]

Soient A un automate de Mealy réversible et £ > 0 un entier. Si C est une composante
connexe de A¢ et D une composante connexe de A1 contenant 1'état ug, avec u € C
et ¢ € Q. Alors le ratio des tailles |D| /|C| est un entier.

Démonstration. Soit u € Q° un mot dans C et soit Q,, C @Q I’ensemble des états tels que ug € D.
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On montre que |Qy| pour v € C est plus grand que |Qy|. On a pour g € Qy:

S

U%'D
t ;
quq’

car, comme u et v sont dans la méme composante connexe, il existe un mot s sur X* avec
ds(u) = v, et comme l'automate est complet et déterministe, t = p,,(s) est défini de maniére
unique. Comme 'automate est réversible, ¢ induit une permutation de @, donc chaque ¢’ = d¢(q)
est différent et vérifie vg’ € D. Par symétrie, on obtient que |Qu| = |Qy| et on en déduit le
résultat. O

On remarque que la composante connexe de u dans A’ correspond a l'orbite de u sous 1’ac-
tion de (dA)1 : on a une aréte u € Qf et v € QF si le mot w est transformé en v par Paction
d’un élément du systéme générateur . C’est exactement la définition du graphe orbital pour
les semi-groupes, et (dans le cas d’'un automate inversible et réversible) du graphe du Schreier
de u selon (0.A) et X.

On définit alors 1'arbre lezicographique de Schreier! d'un automate :

,—{Déﬁnition 1.3 (arbre lexicographique de Schreier, [64])} w

Soit A un automate de Mealy. L’arbre lexicographique de Schreier t(.A) est larbre
enraciné en 'automate trivial sur 'alphabet de A, noté A°, dont les sommets sont les

composantes connexes des A%, £ € N, et les arétes sont données par

D
CL>D, s’il existe un mot u € C, et un état ¢ € @Q, tels que ug € D, et r = ’]C]’

1. Dans les articles [64, 65, 43] et [42] on parle d’arbre des orbites (orbit tree).
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3

0[1,1[0 @ )
1)1 1 N

0[0 0[0

11 <

1

o
1 \2 1 \ 2
S
. 9@5/\

FIGURE II.2 — L’automate B de Bellaterra et les 4 premiers niveaux de ’arbre lexicographique
de Schreier ¢(B).

Dans la suite de la thése, dans un souci de légéreté et en ’absence d’ambiguité, on omettra
le mot "lexicographique" et on parlera de ’arbre de Schreier d’un automate. Fixons un peu de
vocabulaire sur les arbres. Nos arbres sont enracinés, c’est-a-dire qu'’ils possédent un sommet
particulier appelé la racine. On visualise nos arbres de la maniére classique en informatique,
i.e. grandissant vers le bas depuis la racine. Un chemin est une suite (éventuellement infinie)
d’arétes adjacentes dans laquelle on ne revient pas en arriére. On dit qu'un chemin est initial
s’il débute en la racine de 'arbre. Une branche est un chemin initial infini. Le premier sommet
d’un chemin e est noté T (e), et, sous réserve que le chemin soit fini, son dernier est noté L(e).
Le niveau d’un sommet est sa distance a la racine et le niveau d’'un chemin est celui de son
sommet initial.

Si les arétes d'un arbre sont étiquetées, alors 1’étiquette d’un chemin est la suite ordonnée des
étiquettes de ses arétes. On étend aussi la notion de parent et enfant aux chemins.

Enfin, dans le cadre des arbres de Schreier, on dit que le chemin du mot u € Q* est le chemin
e (initial) passant par les composantes connexes des préfixes de u (on dira aussi que e est

représenté par u ou que u est un représentant du chemin e).
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Cet arbre de Schreier est particuliérement adapté a I’étude du probléme de Burnside pour

les automates réversibles. En effet, on a les liens suivants entre ordre et arbre de Schreier :

,—[Proposition 1.4 (]64, 27])} \

Un automate de Mealy (inversible et) réversible engendre un (semi-)groupe infini si et
seulement si les tailles des composantes connexes de ses puissances sont uniformément

bornées.

Démonstration. On prouve le résultat pour les groupes, la démonstration pour les semi-groupes
est semblable. Supposons que les tailles des composantes connexes des puissances d’un automate
inversible et réversible 4 = (Q, X, J, p) soient bornées. Alors, comme il n’existe qu'un nombre
fini d’automates ayant une taille et un alphabet fixés, il n’existe qu’un nombre fini de fonctions
de production {p,, v € @*}. Donc par définition du groupe, (A) est fini.

Si maintenant (A) est fini, alors (0.4) est lui aussi fini (voir |74, 1] ou le théoréme 2.7). Mais
alors les orbites selon (0.4) sont finies de tailles bornées par [(0.4)|. Comme les composantes
connexes de A’ sont des orbites selon (0.4), on a que les composantes connexes sont uniformément

bornées. ]

Ainsi on peut savoir, en regardant les étiquettes de 'arbre de Schreier, si le groupe engendré
par 'automate est fini : le groupe engendré par un automate est fini si et seulement si, pour tout
chemin de son arbre de Schreier, la suite des étiquettes sur le chemin est ultimement stationnaire
al.

Si le groupe dual (0.A) est transitif par niveau (et donc que toutes les puissances de A sont

connexes), on obtient le corollaire sur les semi-groupes.

Corollaire 1 .5]

Si le dual un automate de Mealy réversible agit transitivement par niveau, lors le

groupe engendré par I'automate est sans torsion.

Démonstration. Posons A = (Q, %, 9, p). Par la proposition 1.4, A engendre un semi-groupe
infini. Supposons par l'absurde que w € Q7 induit une action d’ordre fini, disons p,i = pyi
avec i < j. Par réversibilité de A, tout état de A7 est équivalent & un état de A’; en effet,

comme pour la proposition 1.1 on a :
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S t

oo b

/

S t ,
ul? w «i—»
s’ t

et vw agit comme v. Ainsi A engendre un semi-groupe fini, contradiction. O

Ce corollaire s’applique, entre autres, au semi-groupe engendré par 'automate £ de 'allumeur

de réverbéres dessiné figure 11.3.

On retrouve ce lien pour 'ordre des éléments.

,—[Proposition 1.6 ([64] [27])] \

Soit A = (Q, X, 9, p) un automate de Mealy inversible et réversible, et soit u € Q*. Les

propositions suivantes sont équivalentes :
(i) I'élément p,, € (A) est d’ordre fini;
(ii) la suite indicée par £ des tailles des composantes connexes contenant u’ est bor-
née;
(iii) il existe un mot v € Q* tel que la suite indicée par ¢ des tailles des composantes
connexes contenant vu! est bornée ;

(iv) pour tout mot v € Q*, la suite indicée par ¢ des tailles des composantes connexes

contenant vu’ est bornée.

Démonstration. Les implications (ii) = (iii), (iv) = (ii) et (iv) = (iii) sont immédiates.
Montrons (i) = (ii) : il existe ¢ > 1 tel que pye = 1. Alors tous les mots de la composante connexe
de ¢ induisent l'identité. Donc 'automate C(u®) (la composante connexe de u®) engendre un
groupe fini (trivial), donc d’aprés la proposition 1.4, les tailles des composantes connexes des u®
sont uniformément bornées. Comme le ratio entre une composante connexe et son parent dans
l’arbre est un entier supérieur ou égal a 1, la suite des tailles des composantes connexes des u®
est croissante (au sens large). On en déduit le résultat.

Montrons (iii) = (i) : comme la suite est bornée, il existe une taille de composante connexe qui
apparait infiniment souvent. Comme il n’y a qu'un nombre fini d’automates de taille fixée, il
existe ¢ < j tels que Py = Pyusi- Bt donc p,, est d’ordre fini.

Montrons finalement (i) = (iv) : la taille d’une composante connexe contenant vu’ ne peut pas

étre supérieure a X |C(u®)|. O
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Cette proposition se comprend dans 'arbre de Schreier comme [’ordre d’un élément p,, est fini
st et seulement si la suite des étiquettes sur le chemin des composantes connexes de l’automate

contenant les puissances de q est ultimement stationnaire a 1.

On voit que, si on connaissait parfaitement les étiquettes de I’arbre de Schreier d’'un automate,
alors on saurait dire si le groupe que 'automate engendre est fini et quels sont les éléments d’ordre
infini, et donc si le groupe est un groupe infini de Burnside. Néanmoins le comportement de ces
étiquettes est complexe, et, par exemple, il apparait difficile de savoir si la suite des étiquettes
d’un chemin est décroissante ou méme ultimement constante égale a 1.

Pour surmonter cette difficulté, Klimann, Picantin et Savchuk se sont intéressés & des chemins

particuliers de I'arbre de Schreier.

Définition 1.7 (aréte superposable)}

Soient e et f deux arétes dans 'arbre de Schreier d’'un automate de Mealy. On dit que

f est superposable sur e si tout mot de L(f) admet un mot de L(e) comme suffixe.

Clairement, si f est superposable sur e, alors e est plus proche de la racine que f dans I'arbre de
Schreier. La condition de superposition est en fait, pour les automates réversibles, équivalente a

une condition plus faible:

Soient A un automate de Mealy réversible, et e et f deux arétes dans larbre de
Schreier t(A). S’il existe un mot dans 1 (f) qui admet un mot dans 1 (e) comme

suffixe, alors f est superposable sur e.

Démonstration. Supposons u = vw € L(f) avec v € L(e). Alors tout mot w’ € L(f) est suffixé
par un mot de 1 (e), car on a u’ = ds(u) = ds(vw) = d5(v)d,, (s)(w) et I, (5)(w) € L(e). O

Un des intéréts des arétes superposables est que si f est superposable sur e, alors comme on
retrouve tous les suffixes de L(f) dans L(e), les maniéres de compléter un mot de T(f) en un
mot de L(f) fonctionnent également depuis T (e). De ce fait on a pour les étiquettes (la preuve

est similaire a celle du lemme 1.8) :
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Soient e et f deux arétes d’un arbre de Schreier. Si f est superposable sur e, alors

I’étiquette de f est plus petite de celle de e.

Cette notion de superposition peut étre étendue aux chemins :

~ Définition 1.10 | .

Soient e = (e;)ier et f = (fi)ier deux chemins de méme longueur (éventuellement
infinie) d’un arbre de Schreier. Le chemin f est superposable sur le chemin e si, pour

tout ¢ € I, l'aréte f; est superposable sur I'aréte e;.

Il est intéressant de relier les notions de superposabilité et de filiation :

Définition 1.11 |

Soient e et f deux arétes d'un arbre de Schreier t(A). On dit que f est un enfant

légitime de e si e est son parent et que f est superposable sur e.

,—{Déﬁnition 1.12 (Chemin auto—repliant)} N

Soient A un automate de Mealy réversible et s un chemin ou sous-arbre (éventuellement
infini) de t(A). Pour £ > 0, on dit que, s est {-auto-repliable si tout chemin de s
commencant au niveau ¢ + £ est repliable sur un chemin de s commencant au niveau 1,
pour tout ¢ > 0. Un chemin ou sous-arbre est auto-repliable s’il est £-auto-repliable

pour un certain £ > 0.

Ces chemins auto-repliants existent bel et bien : pour tout w € Q*, le chemin représenté par
u® est f-auto-repliant. En particulier, pour tout état ¢ € @), la branche représentée par ¢* est

un exemple de branche 1-auto-repliable.

Finalement, on donne un nom aux chemins dont les composantes connexes grossissent sans

cesse.
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Définition 1.13 )

Une branche dont I’étiquette n’est pas suffixée par 1 est dite active.

Le vocabulaire étant introduit, on peut réexprimer en partie la proposition 1.6 :

~ Théoréme 1.14 ([64]) \

Le semi-groupe engendré par un automate inversible et réversible A posséde un élément
d’ordre infini si et seulement si I'arbre de Schreier t(.A) admet une branche auto-

repliante active.

Dans la suite on utilise cet arbre de Schreier pour prouver que certaines classes d’automates
réversibles ne contiennent aucun automate engendrant un groupe de Burnside infini. II est aussi
utilisé dans [65], en addition d’une structure semblable, 'automate des orbites, pour étudier la
torsion d’exemples spécifiques de groupe d’automates qui n’était pas traités dans [26] faute de

moyens techniques.

2 Cas des automates non biréversibles

On se concentre dans cette section sur les automates de Mealy inversibles, réversibles mais
non coréversibles. On sait que ces automates n’engendrent que des groupes infinis [1]. On montre
qu’en plus, ces groupes possédent des éléments d’ordre infini, et que ce ne sont donc pas des
groupes de Burnside. Plus précisément, on prouve que, si 'automate est non-coréversible et
connexe, alors tous les éléments du semi-groupe engendré sont d’ordre infini. Notons que les
automates non-coréversibles constituent, & mesure que la taille de I’alphabet et /ou ’ensemble des
états grandissent, la grande majorité des automates inversibles et réversibles. On obtient comme
corollaire que, génériquement, les automates de Mealy inversibles et réversibles n’engendrent pas

de groupes de Burnside infinis.

On utilise ’arbre de Schreier décrit dans la section précédente. On a besoin pour nos dé-

monstrations des résultats suivants :
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Soient A et B deux automates de Mealy sur le méme alphabet, et tels que A est
connexe et réversible. Alors, pour toute composante connexe C de A x B, tout état

de A apparait comme préfixe d’un élément de C.

Démonstration. Prenons A = (Q, X, 0, p) et C une composante connexe de A x B. Soient pp’ € C
avec p un état de A, p’ un état de B, et ¢ € Q un état de A. Comme A est connexe et réversible,

il existe s € X* tel que ¢ = d5(p), donc ¢ est un préfixe du mot d5(pp’) de C. O

Ainsi la non-coréversibilité est conservée par produit :

,—[Proposition 2.2}

Soient A et B deux automates de Mealy réversibles sur le méme alphabet. Si A est
connexe et non-coréversible alors toutes les composantes connexes de A x B sont ré-

versibles et non-coréversibles.

Démonstration. Soient ) 'ensemble des états de A et C une composante connexe de A x B.
Comme A et B sont réversibles, C 1'est aussi (on compose juste les fonctions de production).
Comme A n’est pas coréversible, il existe dans @) deux états distincts p et ¢ qui ménent au méme

état r € , en produisant la méme lettre y :

Y

c’est-a-dire, P «i—» r et q «i—» T

y y y

\/

Par le lemme 2.1, C contient un mot préfixé par p, disons pp’. Soit
Y
p/ T,/
z

une transition de 'automate B. Alors la configuration suivante apparait dans C:
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s e

Y et Yy c’est-a-dire,
pl ,r/ p/ ,,J
z z
ce qui témoigne de la non-coréversibilité de C. O

Cette proposition est illustrée pour I'allumeur de réverbéres figure I1.3.

Pour I’arbre de Schreier on va utiliser :

f—[Corollaire 2 .3] .

Si un automate est (inversible) réversible et si toutes ses composantes connexes sont
non-coréversibles, alors les composantes connexes de ses puissances sont toutes (inver-

sibles) réversibles et non-coréversibles.

of1

Lo
%
=
8
-~
<
<
- -
<
8
o« -
8

0[0
11
0 1
oo o F
4o o
0 0

<
<

£2

8
8

1/0 11

FiGURE II.3 — Un automate de l'allumeur de réverbéres L inversible, réversible et non-

coréversible et son carré, qui n’est pas non plus coréversible.

On peut maintenant montrer la proposition décisive pour cette section :
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,—[Proposition 2.4] \

Soit A un automate de Mealy connexe, inversible, réversible et non-coréversible. Un
chemin 1-auto-repliant de l’arbre de Schreier t(.A) ne peut pas contenir une aréte

étiquetée par 1.

Démonstration. Posons A = (@, %,0,p), e un chemin l-auto-repliant de t(A) et e une aréte
de e. Soit T (resp. L) 'ensemble des mots de T (e) (resp. de L(e)). Pour tout mot w, L, = {u |

wu € L} est le quotient a gauche de L par w (voir par exemple [82]).

Comme A est connexe et réversible, on peut appliquer le lemme 2.1, et, pour tout p € Q, le
quotient & gauche L, est non-vide. On a donc
L= |_| pL, (union disjointe).
PEQ
Comme e est 1-auto-repliable et A est inversible, on peut écrire
T=J L.
pe@
En effet, pour pu € L avec p € Q (et uw € T par 1l-auto-repliabilité) et v € T'. Par réversibilité,

il existe s € ¥* vérifiant d5(u) = v. Alors, par inversibilité, il existe t € £* avec p,(t) = s :

t
p Jp dt(p) = ¢/
(7 «i—» 0s(u) =v
Pu(s).

Ainsi, v est un suffixe de §¢(pu), donc v € Ly pour p’ = 0¢(z) € Q.

Comme A n’est pas coréversible, il existe ¢,¢',r € Q, q # ¢ et x,y,2z € ¥* qui satisfont

T
q«i—»ret q’«i—»r.
z

z
Donc, dans la composante connexe L(e), on a
6x(qLy) =7L, et 6y(¢'Ly) =rL,.

De par la réversibilité de A, J. est injective et on déduit Ly = Ly. Comme T = quQ Ly n’est
pas une union disjointe |T'| < |L|, ce qui signifie que I'étiquette de I'aréte e, est strictement plus

grande que 1. O
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Comme chaque générateur ¢ € @ définit une branche l-auto-repliante ¢“ en invoquant la

proposition 1.6, on déduit immédiatement :

Proposition 2.5}

Soit A un automate de Mealy connexe, inversible, réversible et non coréversible. Alors

tout état de 'automate A induit une action d’ordre infini.

On peut d’ores et déja montrer qu’on ne peut pas engendrer un groupe de Burnside, puisque

le groupe contient des éléments d’ordre infini.

Théoréme 2.6]

Soit A un automate de Mealy connexe, inversible, réversible et non coréversible. Alors

le groupe (A) engendré par 'automate est infini mais n’est pas un groupe de Burnside.

Démonstration. Comme A n’est pas coréversible, il contient une composante connexe non-
coréversible. On applique la proposition 2.5 & cette composante connexe (qui peut étre vue
comme un automate de Mealy connexe, inversible, réversible et non-coréversible), et on obtient
que les états de cette composante sont d’ordre infini, ce qui implique l'infinitude du groupe et

contredit la définition de groupe de Burnside. O

De plus, dans le semi-groupe, on peut montrer que si aucune composante n’est biréversible,

alors aucun élément du semi-groupe n’est d’ordre fini :

Théoréme 2.7 ;

Soit A un automate de Mealy connexe, inversible, réversible et sans aucune composante

coréversible. Alors le semi-groupe (A); engendré par 'automate est sans torsion.

Démonstration. Soit u un état de A’. On applique la proposition 2.5 & la composante connexe
qui contient cet état et peut étre vue comme un automate de Mealy connexe, inversible, réversible

et non-coréversible de par le corollaire 2.3, et on conclut que p,, est d’ordre infini. O

D’autre part, toujours sur le semi-groupe, la proposition 2.4 permet d’obtenir :
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Corollaire 2 .8]

Soit un automate de Mealy A & 2 ou 3 états, connexe, inversible, réversible et non-

coréversible. Alors le groupe (0.4) agit transitivement par niveau.

Démonstration. Supposons au contraire qu’'une puissance de A soit non connexe, et prenons £ le
plus grand entier tel que A’ soit connexe. Alors une aréte au moins de 'arbre de Schreier t(A)
est étiquetée par 1 entre les niveaux ¢ et £ + 1. Cette aréte se superpose sur la précédente, car
A? est connexe et contient donc tous les mots de taille . On a donc une aréte sur un chemin

l-auto-repliant étiquetée par un 1, ce qui contredit la proposition 2.4. O

On déduit de cela et de [60, Proposition 14] :

Corollaire 2 .9]

Un automate de Mealy & 2 ou 3 états, connexe, inversible, réversible et non-coréversible

engendre un semi-groupe libre.

Par exemple, pour 'automate de Mealy £ de la figure I1.3, engendrant le groupe de ’allumeur

de réverberes, le semi-groupe engendré (L) est le monoide libre de rang 2 (de base {z,y}).

On peut noter que le résultat du théoréme 2.7 ne peut pas donner d’information supplémen-
taire quant & I’absence de torsion dans le groupe. Par exemple, prenons 'automate de Mealy £

de la figure I1.3 : I’action induite par yz~! est d’ordre 2, et donc le groupe posséde de la torsion.

3 Cas des automates biréversibles, connexes et ayant un nombre

premier d’états

On se penche maintenant sur le cas des automates biréversibles. Pour ces automates, Kli-
mann, puis Klimann, Picantin et Savchuk ont montré respectivement que, si 'automate avait
deux états [60] ou avait trois états et était connexe [64], alors le groupe engendré n’était jamais
un groupe de Burnside infini. Dans cette section on généralise ce résultat au cas des automates
connexes ayant un nombre premier d’états. On utilise 14 aussi 'arbre de Schreier, en mettant
en place une mécanique permettant d’exprimer l'action induite par n’importe quel élément du

groupe comme l'action induite par un mot appartenant & un sous-arbre connu. Cette boite &
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outils est assez générale, et ’hypothése de primalité n’intervient qu’au dernier pas de la dé-
monstration, ce qui laisse espérer que les objets développés seront utiles pour montrer le cas

général.

Dans cette section, on suppose que notre automate de Mealy est biréversible, connexe et
n’a pas de branche active dans son arbre de Schreier (sinon on sait par le théoréme 1.14 que le
groupe engendré n’est pas de Burnside). On montre que, si cet automate a un nombre premier

d’états, alors le groupe qu’il engendre est fini est fini.

3.1 Arbres de la jungle, tiges et lianes

Pour arriver a nos fins, on s’intéresse aux chemins auto-repliants de ’arbre de Schreier, mais

aussi de maniére un peu plus générale a des sous-arbres auto-repliants :

~ Définition 3.1 .

Soit e un chemin fini 1-auto-repliant initial de t(A) tel que

— 1(e) a au moins deux enfants légitimes;

— tous les enfants légitimes de 1 (e) ont 1 pour étiquette.
L’arbre de la jungle J(e) de e est le sous-arbre de t(.A) construit comme suit :

— J(e) contient le chemin e — son tronc;

— J(e) contient I'arbre régulier enraciné en 1 (e) formé de toutes les arétes des-

cendantes de L(e) qui sont superposables sur la derniére aréte de e.

L’arité de cet arbre est le nombre d’enfants légitimes de L(e). Comme tous les enfants
légitimes ont pour étiquette 1, cette arité est aussi égale a la derniére étiquette de e.
Les mots de L (e) sont appelés tiges. Ils ont tous la méme longueur, qui est la longueur
du tronc de J(e).
Un arbre est un arbre de la jungle si c’est I'arbre de la jungle d’'un chemin 1-auto-

repliant fini initial.

On remarque que l'existence de tels arbres est assurée par I'existence d’un nombre fini non
nul de chemins initiaux 1-auto-repliants (lemme 4.1) et ’hypothése faite sur I’absence de branche
active. De plus, par le méme lemme 4.1, on obtient qu’il n’existe qu’un nombre fini d’arbre de

la jungle.

Un arbre de la jungle se présente comme un chemin initial qui débouche finalement sur un

arbre régulier dont toutes les étiquettes valent 1. De plus, tout arbre de la jungle est 1-auto-
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repliant, ce qui signifie entre autres que si on "remonte" I'arbre en oubliant la premiére lettre,

on obtient encore un arbre de la jungle.

r—(Déﬁnition 3.2] \

Soient A un automate de Mealy réversible et T un sous-arbre de I'arbre de Schreier
t(A). Un T-mot est un mot dans Q* Ul Q¥ représentant un chemin initial de ¥. Un

T-mot cyclique est un mot dans @Q* dont toutes les puissances sont des T-mots.

On considére maintenant un arbre de la jungle J de A, dont le tronc est de longueur \.
Remarquons que, grace a la propriété d’1-auto-repliabilité de J, tout facteur d’un J-mot est lui-
méme un J-mot. De plus, par construction, toutes les tiges appartiennent a la méme composante

connexe.

Dans cet arbre, les J-mots cycliques induisent des actions d’ordres finis, car ’arbre ne contient
que des 1 & partir d’un certain niveau par la proposition 1.4, mais on peut surtout borner cet

ordre par une constante ne dépendant que de J :

Tout J-mot cyclique induit une action d’ordre fini dans le groupe. De plus, cet ordre

Y >
est inférieur a |Q)| .

Démonstration. Comme J n’a que des étiquettes 1 aprés le niveau A, toutes les composantes
connexes de J en-dessous de ce niveau sont de méme taille. Cette taille est au plus |Q\’\, et on a
|Z]
| automates différents dans J apreés le niveau A. Pour tout J-mot u
Az

b
donc au maximum |Q|)‘|
tel que py, = pye, donc p,, est d’ordre fini, borné

O]

cyclique, il existe un exposant ¢ < |Q|

|Z\|E|
par [QM

L’intérét des J-mots est que 'on peut facilement en comprendre la structure aprés le ni-

veau \ :
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tronc de l'arbre de la jungle

FIGURE 1.4 — Un exemple des premiers niveaux de 'arbre de Schreier (tous les sommets et

arétes) dont on extrait un arbre de la jungle (arétes pleines). Ici A = 4 et Parité vaut 2.

74



Section 3 Cas des automates biréversibles, connexes et ayant un nombre premier d’états

Soit wv un J-mot, avec |v| > A, alors les mots w € Q* tels que wvw est un J-mot ne

dépendent que de v, i.e.

{w | vvw est un J-mot} = {w | vw est un J-mot} .

Remarquons aussi que 'existence de J-mots cyclique est assurée. En effet si 'on prend un
J-mot u de taille A|Q|* + A, c’est-a-dire la concaténation de |Q|* + 1 mots de taille \, alors
on est str qu'un mot v de taille A y est répété. On a u = wyvwvws, et d’aprés le lemme 3.4,

(vw)¥ est un J-mot, et donc vw est un J-mot cyclique.

Attachons-nous maintenant & décrire les mots qu’on peut lire dans 'arbre de la jungle une

fois que l'on a fixé un représentant du tronc.

~ Définition 3.5 | .

Soit J un arbre de la jungle dont le tronc est de taille A. Une liane couvrant J est un
langage de J-mots de la forme wL,,, ott w € Q™ est une tige et Ly, € Q* LU QY est un
langage stable par préfixe qui, vu comme un arbre, a la méme arité que J.

Chaque sommet de J posséde exactement un représentant dans wL,,, et pour chaque

tige w, il y a exactement un langage L., qui satisfait ces propriétés.

Remarque 3.6

Soit w L4, une liane couvrant un arbre de la jungle J et soit wv un J-mot fini, avec
|lv| = A. Si L, est le langage maximal tel que uvL, C wL,, alors vL, est aussi une

liane couvrant J.

Une des propriétés des lianes qui est centrale dans la suite est que, si uv € Q* est un facteur

dans une liane gLg4, alors u se retrouve plus loin dans gLg.

75



Chapitre II Automates de Mealy et le probléme de Burnside

— Théoréme 3.7 ; N

Soient g € Q* un chemin auto-repliant initial et w un facteur dans qLg. Alors u a la

propriété suivante :

Si puv € gLg, alors il existe w € Q" tel que puvwu € gLg . (Ubiquité)

Démonstration. Tout d’abord, rappelons que, si w est une tige (i.e. w est un facteur de gLg de
taille \), ce qui peut suivre u (dans gLq) ne dépend ni de la liane, ni de la localisation de u dans

cette liane. Il est donc suffisant de prouver le théoréme uniquement pour les mots de longueur \.

On commence par montrer qu’il existe une tige wg qui satisfait la propriété (Ubiquité).
Pour cela, on se déplace le long de la liane qL4 comme suit : on part de ug = q

— si uy satisfait la propriété (Ubiquité), on peut s’arréter 14 ;

— sinon, apreés la tige ug, on suit un chemin fini tel que wg n’existe plus jamais aprés ce
chemin ; on remplace alors ug par le mot de taille A suivant dans la liane gLg4, et on itére
le processus.

Comme gL est infinie mais ne contient qu’un nombre fini de facteurs de taille A, I’algorithme

renvoie bien une tige ug qui satisfait la propriété (Ubiquité). De par la remarque 3.6, 'arbre

de la jungle J est couvert par une liane de la forme wgL,, .

Montrons a présent que toutes les tiges satisfont la propriété (Ubiquité).

Soit uwv un facteur dans la liane, avec |u| = X\. Comme w est une tige, ug et u sont dans
la méme composante connexe, et il existe un chemin de ug vers u, par exemple par 'action
induite par s € ¥*. Comme 'automate est réversible, v est I'image d’un certain vg € Q?l par

t = du,(s).

Mais alors, on sait que, dans la partie gauche de la figure I1.5, on peut retrouver ug, aprés
avoir lu un certain mot wq (car wg posséde la propriété (Ubiquité)). Or, par inversibilité de
l'automate, il existe une certaine puissance (ugvowp)® dont I’action stabilise s (voir encore la
figure IL.5).

Ainsi w peut étre TeVU Car Pygyow,)e (8) = 8 et donc ds(ugvowo)®ug) = ds(ug) = u. De
plus, le mot sur la droite de la figure II.5 est bien un J-mot, car il est dans la méme compo-
sante que le J-mot (ugvowy)®, sur la gauche de cette figure. La tige w satisfait donc bien la

propriété (Ubiquité). O
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S
uo % u
t
Vo %» v
wo %»
(wovowo)*~* ‘&ﬂ
S
uo %» u

FIGURE I1.5 — Extension de la propriété (Ubiquité) a n’importe quelle tige.

3.2 Equivalences et combinatoire sur les tiges

On définit maintenant des équivalences sur les tiges, qui permettent de construire, a partir

d’un mot d’états quelconque, un mot de la jungle ayant la méme action sur X*.

~ Définition 3.8 | .

La relation ~ sur ’ensemble des tiges d’un arbre de la jungle J est définie par :
u ~ v 8l existe w € Q tel que vwwv est un J-mot et py, agit comme l'identité

sur X*.

La relation ~ est une relation d’équivalence sur ’ensemble des tiges d’un arbre de la

jungle J.
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s
u Uuo Vo
1 1 1
w 2 qi
s
v Usg Ui
(A) Tiges équivalentes u ~ v. (B) Les classes d’équivalence selon ~ ont la méme

taille.

FI1GURE I1.6 — Equivalence ~ sur ’ensemble des tiges d’un arbre de la jungle.

Démonstration. Soient u et v deux tiges de J.

transitivité Supposons u ~ v et v ~ w. Il existe p,q € Q* tels que upv et vqw sont des
J-mots, et pyup et pyq agissent comme l'identité. Comme v est une tige, on obtient par le

lemme 3.4 que upvqw est un J-mot, et pypvq agit comme 'identité, d’ott uw ~ w.

réflexivité D’aprés le théoréme 3.7, il existe w € @Q* tel que uwu est un J-mot. Comme u
est une tige, uwuw est aussi un J-mot, de méme que toutes les puissances de uw. Or,
de par les hypothéses et le théoréme 1.14, uww induit une action d’ordre fini, disons a:

)afl

u(wu wu est un J-mot et Py (wu)e—tw = Pluw)e agit comme lidentité.

symétrie Supposons que u ~ v: il existe w € Q* tel que wwwv est un J-mot et Pyq agit comme
I'identité. Par la réflexivité de ~, il existe g € Q* tel que uwwvqu est un J-mot et pywvq
agit comme lidentité. Alors pyq = pPye,Puwvq agit comme l'identité et vqu est un J-mot,

ce que achéve la preuve.

O]

Remarquons que, grace a la réflexivité de ~ et le théoréme 3.7, si w et v sont des tiges ~-
équivalentes et ww est un J-mot, pour un certain w € Q*, alors il existe g € Q* tel que uwqv
est un J-mot et pywq agit comme 'identité. Ainsi, non seulement v peut étre atteint depuis u
tout en produisant ’identité dans le groupe, mais méme en descendant dans 'arbre de la jungle

J aprés avoir lu le mot u, on peut encore atteindre le mot v en produisant 'identité.

On étudie les classes d’équivalences selon ~. On cherche & montrer que, pour tout état g € Q
et pour toute classe selon ~; il existe dans la classe une tige préfixée par ¢q. On y parvient dans

le cas ol 'automate a un nombre premier d’états.
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Proposition 3.10}

Toutes les ~-classes de tiges d’un arbre de la jungle J sont de méme taille.

Démonstration. Cette démonstration est illustrée figure I1.6B. Soient ug et vg deux tiges de J: ce
sont des éléments de la méme composante connexe, et il existe donc s € X* tel que d5(up) = vo.
Notons {ug, ..., ux} la ~-classe de uy. Pour 1 < i < k, il existe p; € Q* tel que uop;u; est
un J-mot et pyyp, agit comme l'identité. Soient v; € Qluil et q; € Q'Pil definis de la maniére
suivante : dg(ugp;u;) = voq,;v;. Notons que vogq,v; est également un J-mot car c’est I'image d’un
J-mot. Notons maintenant que py,q, agit comme l'identité, par la réversibilité de A, et donc v;
est ~-équivalente & vg. De plus, comme py,p, agit comme l'identité, on a v; = ds(u;), et comme

ds est une permutation, les v; sont 2 & 2 distincts. ]

Fixons un arbre de la jungle J et supposons que les étiquettes du tronc de J sont ny,no, ..., ny
(numérotées depuis la racine vers le bas). Notons que, si 'automate est connexe, alors ny = |Q),
et que par construction de 'arbre de la jungle, ny > 2. Par exemple, pour I'arbre de la figure 11.4,

onal=4,n; =n9 =3, et ng=mnyg =2.

Dans un premier temps, on peut compter les tiges ayant un préfixe donné, sans plus de

restriction :

Lemme 3.11

Le nombre de tiges ayant un préfixe donné ne dépend que de la taille ¢ de ce préfixe

et des étiquettes n;11,n542,...,n5_1 et n) dans ’arbre de la jungle.

Démonstration. Par définition des étiquettes, n;y1 est le nombre de fagons de compléter un
mot dans une composante connexe. L.'indépendance vis-a-vis du choix de la classe vient de la

réversibilité, comme dans le lemme 1.2. ]

Soit w un J-mot de taille strictement inférieure & A. On peut aussi se poser deux questions
en quelque sorte duales.
Premiérement, si w est vu comme le préfixe de tiges dans une ~-classe, de combien de fagons u
peut-il étre complété en une tige de cette classe d’équivalence (proposition 3.12)?

Deuxiémement, dans combien de ~-classes u est-il le préfixe d’une tige (corollaire 3.18) 7
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,—[Proposition 3.12] \

Soit w un J-mot de taille inférieure & A. Fixons une ~-classe v qui contient une tige
préfixée par u, et un entier i tel que |u| + i < A. Alors le nombre de mots v € Q° tels

que uw soit le préfixe d’une tige de v ne dépend que de |ul et i.

Démonstration. Par les mémes arguments que la proposition 3.10. O

Soit u € Q" le préfixe d’une tige dans une ~-classe v donnée. On note Sjy 11 le cardinal de
Iensemble {q € Q | uq est le préfixe d’une tige dans v} (de par la proposition proposition 3.12,

ceci ne dépend que de |u| et pas de 7).

Pour obtenir une borne sur la taille de ces ~-classes, on introduit une nouvelle relation

d’équivalence sur les tiges, dont on prouvera (lemme 3.14) qu’elle est plus fine que la relation ~.

~ Définition 3.13 .

La relation Ag sur 'ensemble des tiges d'un arbre de la jungle J est définie par :
u /g v s’il existe une tige w telle que wu et wv sont des J-mots.

On définit la relation d’équivalence A comme la cloture transitive de Ag.

Cette relation est illustrée figure I1.7.

Par construction de l’arbre de la jungle, le nombre de tiges en Ap-relation avec une tige u

fixée est nﬁ, ol n) > 2 est arité de 'arbre de la jungle.

Lemme 3.14

La relation A est plus fine que la relation ~ : u Av = u ~ v.

Démonstration. Par transitivité, il nous suffit de montrer que u Ag v = u ~ v. Soient u et
v deux tiges avec u Ag v : il existe une tige w telle que wu and wv sont des J-mots. Par le
théoréeme 3.7, il existe un mot g € Q* tel que uqw est un J-mot. Comme u et w sont des
tiges, et que wu est un J-mot, (uqw)? est aussi un J-mot, par le lemme 3.4, ainsi que toutes
les puissances de uqw. Alors, par le théoréme 1.14, le mot ugqw induit une action d’ordre fini,

disons « : (ugqw)“wv est donc un J-mot et Pluqw)e agit comme lidentité, on a donc u ~wv. [
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F1GURE I1.7 — Tiges satisfaisant la relation u Ag v

Par conséquent :

Lemme 3.15

Pour tout ¢, on a S; > 2.

Démonstration. Pour une tige u, I’ensemble des tiges en Ag-relation avec w, vu comme un arbre,
a la méme arité que I'arbre de la jungle J ; Donc, par le lemme 3.14, pour tout ¢, S; est supérieur
a larité de J. O

Il est possible de se montrer plus précis :

Proposition 3.16}

La suite (S;);

; est décroissante et minorée par ny, I’étiquette de la derniére aréte du

tronc de ’arbre de la jungle.

Démonstration. Montrons que §; > S;11. Considérons pu un mot de la jungle, avec p € @Q et
u € Q1. 1l existe S;41 états q; tels que les pug; soient des mots de la jungle équivalents. Donc
pour chaque j, il existe v; tel que les pug;v; soient des tiges ~-équivalentes. Soit 7, un état tel
que puqevgry soit un J-mot (il en existe au moins un par construction de 'arbre de la jungle). Par
la réflexivité de I’équivalence ~ et le théoréme 3.7, il existe w; , € Q* tel que pug;v;rjw; puqevy
soit un J-mot et Ppug;v;rjw; e = 1. Alors, comme pugev, est une tige, pug;v;r;w; (puqevere est
un J-mot et pug;v,rw; ,p = 1, et donc ugjv;rj ~ ugevere, pour tout j, et le cardinal de 'ensemble
{q € Q | ugq est le préfixe d’'une tige dans la ~classe de uqpuprs} est supérieur a S;41.
Comme S ne dépend pas du choix du préfixe ni de la classe d’équivalence, on conclut §; > S;41.
O
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On considére maintenant la deuxiéme question :

Proposition 3.17]

Soit w un J-mot de longueur inférieure & A. Le nombre des tiges préfixées par u dans

une ~-classe est 0 ou ne dépend que |u.

Démonstration. On utilise les méme arguments que dans la proposition 3.10. O

Des propositions 3.12 et 3.17 on obtient :

Corollaire 3. 18]

Soit w un J-mot de longueur inférieure & A. Le nombre de ~-classes contenant une tige

préfixée par u dépend seulement de |u.

On note Pjy|+1 le nombre de ~-classes contenant une tige préfixée par u (qui ne dépend que

de |u| d’apres le corollaire 3.18).

On peut maintenant démontrer :

~ Théoréme 3.19 | N

Soit A un automate connexe et biréversible ayant un nombre premier d’états et sans
branche auto-repliante active dans son arbre de Schreier t(A). Alors, si on fixe une
~-classe, ’ensemble des états qui apparaissent comme la premiére lettre d’une tige

dans cette classe est égal & I'ensemble des états.

Pour toute tige u, {q € @, Jv une tige préfixée par g et u ~ v} = Q.

Démonstration. Posons A = (Q, 3,0, p) avec |Q] = p premier. Soit J un arbre de la jungle
dans t(A) dont le tronc e est de taille A, et est étiqueté par nq,...,ny (du haut vers le bas).
L’automate étant connexe, on a n; = p.

Soient 7 une ~-classe sur 'ensemble des tiges de J et u € Q' le préfixe d’une tige de v (i < \).
Considérons toutes les tiges de v ayant pour préfixe u. Par le lemme 3.11, leur nombre vaut

exactement n; 11 Xn;yo X+ --xXny. C’est aussi le nombre de tiges préfixées par u dans une ~-classe
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~ multiplié par le nombre de ~-classes de v qui ont u comme préfixe. Ainsi, par double-comptage

et pour tout ¢, on a

Mit1 X Nig2 X -+ X nx = Sip1 X Pig1 X Sipo X Pigya X -+ X S X Py

Il en découle que ny) = Py xSy et que, par induction, Py X Sy = ny pour tout £. En particulier,
pour ¢ = 1, on obtient que &; divise nj. Deny = p et S > 2 (lemme 3.15), on obtient §; = p. O

De la démonstration précédente on tire aussi :

r—[Corollaire 3.20] \

Soit A un automate biréversible connexe. Alors S; divise I’étiquette de I’aréte au niveau
i — 1 de I'arbre de Schreier t(.A).

r—[Corollaire 3.21] \

Soit A = (@, 3,0, p) un automate de Mealy connexe, biréversible, ayant un nombre
premier d’états et pas de branche auto-repliante active dans son arbre de Schreier t(.A).
Soient J un arbre de la jungle de t(A) et w un J-mot. Alors, pour tout état ¢ € @, il

existe w € Q* tel que uwq est un J-mot et p,, agit comme l'identité sur X*.

Démonstration. Soit v une tige telle que uw soit un J-mot. D’aprés le théoréme 3.19, il existe
dans la ~-classe de v un mot q dont la premiére lettre est ¢, i.e. il existe w € Q* tel que vwq

est un J-mot et pye agit comme 'identité sur >*. O

On notera que dans le corollaire précédent, rien n’empéche u d’étre le mot vide.

3.3 Application au probléme de Burnside

On montre maintenant :

Théoréme 3.22}

Un automate de Mealy connexe, inversible et réversible ayant un nombre premier

d’états ne peut pas engendrer un groupe de Burnside infini.
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Démonstration. Soit A = (Q,X%,0,p) un tel automate. Si A n’est pas biréversible, on peut
appliquer le théoréme 2.6 et obtenir que (A) contient un élément d’ordre infini, et donc n’est

pas un groupe de Burnside (voir aussi [1, 43]).

Si A est biréversible et si t(.A) admet une branche 1-auto-repliante active, alors 1a aussi (.A)

admet un élément d’ordre infini par le théoréme 1.14.

On suppose donc que A est biréversible et que t(A) n’a pas de branche l-auto-repliante
active. Montrons que (A) est fini. Soit J un arbre de la jungle de t(A). Comme dans [64], on
prouve que tout mot u € Q* posséde une puissance uniformément bornée qui agit comme un

J-mot cyclique.

Soit u € *. On prouve par induction que tout préfixe de u induit la méme action qu’un J-
mot. C’est vrai de maniére triviale pour le préfixe vide. Fixons maintenant i < |u| et supposons
que le préfixe de longueur ¢ de u, noté v, induit la méme action qu'un J-mot vz. Soit ¢ € Q)
la (i + 1)-éme lettre de w. Par le corollaire 3.21, il existe un J-mot w induisant 'identité, tel
que vywgq soit un J-mot. Mais alors, vq and vzwgq induisent la méme action, et le résultat suit.

Ainsi, on construit un J-mot ©¥) induisant la méme action que w.

Par le méme procédé, on peut construire, pour tout i € N, un J-mot w(? induisant la méme
action que u, et tel que uMu® .. 4w est un J-mot. Comme l'ensemble des tiges est fini, il
existe deux entiers ¢ et j satisfaisant ¢ < jet j —i < ]Q|)‘, et tels que u® et ul) ont le méme
préfixe de longueur \. Prenons alors u, = u®@u(+) 4wl . 4, est un J-mot cyclique et
induit la méme action que u/~¢. Par le lemme 3.3, I'ordre de p,,, est borné par une constante ne
dépendant que de I'arbre de la jungle J, et donc il en va de méme pour p,, (avec une constante
différente, mais qui ne dépend toujours que de J). Ainsi, tous les éléments de (A) sont d’ordre
fini, et cet ordre est uniformément borné par une constante. Comme (A) est résiduellement fini,
on peut appliquer un théoréme de Zelmanov [101, 100]: si un groupe est résiduellement fini et si
les ordres de ses éléments sont bornés par une méme constante, alors le groupe est fini. On peut

donc conclure que (A) est fini. O
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F1GURE II.8 — Un exemple d’automate avec un nombre d’états non-premier, pour lequel un

analogue du théoréme 3.22 peut étre appliqué.

On note que 'hypothése de primalité de ’ensemble des états est faite tardivement, au théo-
réme 3.19, et que les outils restent assez généraux par ailleurs. On peut méme parfois appliquer

des analogues au théoréme 3.22 dans des cas particuliers.

Prenons par exemple 'automate dessiné figure I1.8. Il a 6 états, et on ne peut donc pas
conclure directement. En revanche, il existe un chemin auto-repliant commencant par les éti-
quette 6,5,5,5,5,5 (voir la figure I11.9). En appliquant le méme raisonnement que dans la preuve
du théoréme 3.19, on trouve que, dans un arbre de la jungle débutant par ce chemin, que &1 > 2
et &1 divise n1 = 6 mais aussi que S; > 2 et Sy divise no = 5,t donc So = 5. Mais alors, par
la proposition 3.16, S; > Sy = 5 et S; divise 6 et on peut donc trouver, dans chaque ~-classe,

chaque état comme préfixe d’une tige.

On obtient la dichotomie suivante :

— soit t(.A) admet (au moins) une branche 1-auto-repliante active, et par la proposition 1.4,
(A) posséde un élément d’ordre infini;

— soit t(A) n’admet pas de branche 1-auto-repliante active, et on peut construire un arbre
de la jungle: en appliquant le raisonnement précédent, puis en raisonnant comme dans la
preuve du théoréme 3.22 pour construire des mots équivalents dans cet arbre de la jungle,

on peut conclure que (A) est fini.

85



Chapitre II Automates de Mealy et le probléme de Burnside

F1GURE I1.9 — Les premiers niveaux de I’arbre de Schreier de ’automate figure I1.8. Les chemins
l-auto-repliants sont représentés par des arétes pleines, et le début d’un éventuel arbre de la

jungle est en rouge.

Ainsi on obtient :

Proposition 3.23]

Le groupe engendré par 'automate de la figure I1.8 n’est pas un groupe de Burnside

infini.

On peut de cette maniére conclure dés que 'automate est connexe et que I’arbre de Schreier

admet un chemin l-auto-repliant de taille ¢ satisfaisant, par exemple ny > n;/2 et ny premier.

Ces conditions ne sont pas suffisantes pour obtenir un critére de décision, mais offrent I’avan-
tage de permettre de conclure dans des situations assez variées, et surtout d’étre trés faciles a

implémenter.

En revanche, ce critére ne peut pas étre adapté pour conclure dans tous les cas. Il existe
des exemples d’automates, tel 'automate H étudié dans [26, 65] et représenté figure I1.10, o1,
dans les ~-classes, deux sous-ensembles d’états alternent dans les mots, et ’on ne peut donc pas

appliquer directement notre construction.
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01 1/0

FIGURE I1.10 — Automate H ayant un élément d’ordre infini [26, 65].

4 Remarques et conclusions

4.1 Dénombrement dans les arbres de Schreier

L’étude des chemins auto-repliants étant instructive, il semble intéressant de chercher & mieux

comprendre leur structure. On peut commencer cette étude par quelques résultats de comptage.

La somme des étiquettes des enfants légitimes d’un chemin 1-auto-repliant est égale a

I’étiquette de la derniére aréte de ce chemin.

Démonstration. Considérons l’arbre de Schreier t(.A) d’un automate de Mealy réversible A = (Q, 3, 0, p).
Soient e un chemin l-auto-repliant, e sa derniére aréte, n. 1'étiquette e, u un mot de T(e) et
g un état de @ tel que ug soit un mot de J_(e). Ecrivons u = pw pour p € ). Comme e est
un chemin l-auto-repliant et pwgq est un mot de L(e) = L(e), wq est un mot de T(e). Donc,
par construction de 'arbre de Schreier, il y a exactement n, états, que nous noterons (7;)1<i<n,
tels que les mots (wqr;); soient tous dans L(e). Les composantes contenant les (pvgr;); sont les
enfants légitimes de e, et la somme de leurs étiquettes vaut donc au moins n.. Comme e ne peut

clairement pas avoir d’autre enfant légitime, on obtient 1’égalité. O

Ainsi, le nombre de chemins 1-auto-repliants est une constante, si 'on prend en compte la

multiplicité :

87



Chapitre II Automates de Mealy et le probléme de Burnside

Corollaire 4.2]

Soit A un automate de Mealy réversible & n états. Pour tout £, la somme des étiquettes

des arétes au niveau ¢ des chemins 1-auto-repliants initiaux vaut n.

Le lemme 4.1 s’étend aux chemins f-auto-repliants. Si 'on appelle enfant ¢-légitime d’un
chemin e de longueur ¢ tout chemin f (de taille £) tel que chaque aréte de f est f-superposable
sur I'aréte de e correspondante, alors le lemme 4.1 a un équivalent direct. Il convient seulement
d’étre attentif quant & la multiplicité : une aréte est comptée autant de fois que son étiquette,

et donc un chemin autant que le produit de ses étiquettes.

Soient A un automate de Mealy réversible et e un chemin f-auto-repliant dans t(A).

Alors, si (e(i))i avec e(®) = 61(3_1, ey eg]z sont les enfants ¢-légitimes partant de L (e)
on a
> I ueh= 11 e,
i je{t+1,...,20} je{l, 0}
ou ey, ...,es sont les ¢ derniéres arétes de e, et (e) représente I’étiquette de P'aréte e.

Démonstration. Soient w un mot de T(e;) et ¢ un mot d’états de A = (Q, %, 4, p) tel que uq
soit un mot de L(e) = L(es). Décomposons u en u = pw, p € Q°. Comme e est un chemin
(-auto-repliant et que pwq est un état de L(e) = L(eg), wq est un mot de T(e;). Donc,
par construction de l'arbre de Schreier, il y a exactement n, = Hje{l,‘..,f} l(e;) mots d’états
(7i)1<i<n, tels que (wqr;); soient dans L (e). Donc les composantes contenant les (pvgr;); sont
les enfants ¢-légitimes de e, et la somme de leurs étiquettes vaut donc au moins n.. La encore,

e ne peut clairement pas avoir d’autre enfant ¢-légitime, et on conclut. ]

On peut aussi dénombrer les chemins qui sont strictement f-auto-repliants. C’est-a-dire les
chemins pour lesquels il n’existe pas de ¢/ < £ tel que le chemin soit ¢’-auto-repliant.
On rappelle quun mot est primitif s’il ne peut pas s’écrire comme une puissance d’un mot
strictement plus court (dénombrée par la suite A143324 de l’encyclopédie en ligne des suites
entiéres [OEIS ).

On remarque que tout chemin f-auto-repliant est aussi kf-auto-repliant pour tout k& > 1.
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Soit A un automate de Mealy réversible a n états. Alors, pour tout £, la somme des
étiquettes des arétes au niveau ¢ des chemins strictement f-auto-repliants initiaux est

égale au nombre de mots primitifs de longueur ¢ sur n lettres.

Démonstration. On utilise la formule d’inversion de Mobius : si f et g sont deux fonctions sur

les entiers et u est la fonction de Mobius, alors

g(k) = Y2 f(d) = FB) = Y u($)old)

d|k d|k

Par le corollaire 4.2, ’automate A¢ posséde exactement n! chemins 1-auto-repliants. On peut
donc appliquer la formule d’inversion de Mébius, avec f(¢) la somme des étiquettes a un niveau
donné des chemins strictement f-auto-repliants initiaux et g(¢) = n’ la somme des étiquettes a

un niveau donné des chemins f-auto-repliants initiaux :

70 =3 un

dje
donc
k
n® = Z fd).
dlk
On reconnait alors la formule de dénombrement des mots primitifs, d’ou le résultat. O

L’intérét de ce dénombrement est chercher a trouver des éléments d’ordre infini. Un exemple

peut étre trouvé figure I1.11.

4.2 Conclusion

Dans ce chapitre, on a vu comment des outils de théorie des automates (produit d’automates
de Mealy) et de dénombrement, alliés a des théorémes de théorie des groupes (comme le théoréme
de Zelmanov) peuvent permettre de mieux appréhender les propriétés des groupes d’automate et
le transfert de propriétés structurelles des automates vers des propriétés de groupe. On a ainsi
montré que la réversibilité de 'automate interdit dans de nombreux cas au groupe engendré
d’étre infini de Burnside. La continuité naturelle de ces travaux est d’étendre ce résultat a

I’ensemble des automates de Mealy réversibles, ¢’est-a-dire résoudre :
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13
2|4 3|3 315
3|2 C:@ 4|2 4|2 dix-huit branches strictement 3-autorepliables
415 5|5 5[3 (3,6,18,...) <iox (3,6,24,...)
51

trois branches l-autorepliables
six branches strictement 2-autorepliables

lababa] labaab] labaac] abbab aabaa

(aba)* (abaaca)®

1 1 2 1

[ababab|  [ababac] [abbabb]  [aabaab] [aabaac]  [bbbbch]  [bbbbec]  [bbbebb]  [bbbebe]  [bbabba)

(ab)®  (ababacac)® ) (aab)®  (aabaac)® (bbbbeb)®  (bbbbee)  (bbbebb)®  (bbbcbe)” 4 1 (bab)*  (babcac)”

(bba)“  (bbabbaccacca)”

|
branches de multiplicité 2

[ S —
branches de multiplicité 2

(abb)¥  (abbabbaccacc)®

branches de multiplicité 2

FIGURE II.11 — Dénombrement des chemins strictement auto-repliants d’un automate S.
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Section 4 Remarques et conclusions

Conjecture 4.5

Un automate de Mealy inversible et réversible ne peut pas engendrer un groupe de

Burnside infini.

Dans un esprit comparable, Klimann [61] a montré dans cette classe que, si 'action du
groupe engendré par le dual de 'automate est transitive par niveau (c’est-a-dire que l'arbre
de Schreier de I'automate est formé d’une unique branche), alors le groupe a une croissance
exponentielle. Il semble intéressant de se demander si la réversibilité seule empéche le groupe
d’étre de croissance intermédiaire. En effet, comme pour les groupes de Burnside infinis, tous
les exemples de groupes d’automate ayant une croissance intermédiaire proviennent d’automates
non-réversibles. En fait, on ne connait pas non plus d’automate de Mealy réversible qui engendre
un groupe infini & croissance polynomiale, et on peut chercher a démontrer que, si 'automate

est inversible et réversible, alors le groupe est soit fini, soit & croissance exponentielle.
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Chapitre 111

Dynamique de 'action du groupe

d’automate sur ’arbre enraciné infini

Points singuliers, diagrammes en croix et pavage de Wang

Un groupe d’automate peut naturellement étre vu comme agissant sur un arbre : on a vu
que les éléments du groupe induisent une transformation des mots vers les mots. L’ensemble >*
des mots sur un alphabet X & k lettres peut étre décrit comme un arbre d’arité k, dont la racine
est le mot vide et les fils de chaque sommet sont étiquetés par une lettre différente de I’alphabet.
L’action de 'automate sur cet arbre est décrite récursivement : si g = py, m(u) = 0 € Sy
et §;(u) = wu; alors g permute les sous-arbres du premier niveau selon o, et on applique py,,
au sous-arbre étiqueté par i. On a vu dans le chapitre précédent que cette action nous donne
de nombreuses propriétés sur le groupe engendré par le dual de 'automate, et comment les
composante connexes des puissances d'un automate s’apparentent aux graphes de Schreier de
ce groupe dual. Il est alors naturel de passer & la limite et de considérer cette action non plus
sur les mots finis—i.e. 'arbre régulier fini ¥*— mais sur les mots infinis—i.e. Parbre régulier
infini X*“—. Une premiére remarque est qu’alors le nombre d’orbites n’est plus fini, ni méme
dénombrable.

Cette action et ces composantes présentent de nombreuses propriétés, étudiées entre autres par
[49, 48, 50]. On cherche en général a savoir si telle propriété est toujours/presque-toujours/presque-
jamais/jamais vérifiée, ou bien on essaie de décrire la structure de l'action sur la frontiére
oT = ¥% [19, 50]. Une propriété remarquable de I'action du groupe sur un mot w (fini) peut
étre, par exemple, de laisser le mot invariant, c’est-a-dire g.u = u pour tout élément g de ce
groupe, ou, si l'on se place a la fronticre, le fait que le mot £ (infini) soit stabilisé, c’est-a-dire

g.& = € pour un certain élément non trivial g de ce groupe. On peut aussi chercher a retrouver
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des informations sur 'action du groupe en regardant les graphes de Schreier des points infinis.
En ce sens, Vershik a introduit le concept d’action totalement non-libre : de maniére classique,
on dit que l'action d’un groupe est libre si, pour tout élément g de ce groupe, la mesure de
I'ensemble Sty(X) = {z € X,g.2 = z} est nulle pour g # 1 (en particulier si le groupe agit
sur un ensemble fini, cela signifie qu’aucun élément de cet ensemble n’est stable par I’action de
g). Alors on ne peut pas extraire d’autre information des graphes de Schreier que la liberté de
cette action. Vershik s’intéresse au cas en quelques sorte opposé ou tous les points infinis ont
des stabilisateurs distincts, et alors ’action originelle du groupe peut étre presque entiérement
recouvrée. Bartholdi et Grigorchuk ont montré que, pour les groupes faiblement branchés, 1’ac-

tion du groupe sur X% est totalement non-libre.

Dans ce chapitre, qui se base sur un travail effectué en collaboration avec Daniele D’ Angeli,
Ines Klimann, Matthieu Picantin et Emanuele Rodaro [28], nous étudions les points singuliers
de cette action, c’est-a-dire les points de discontinuité de la fonction qui, & un mot infini dans
I’arbre associe son groupe des stabilisateurs. On adoptera souvent la vision "action sur 'arbre".
Cette vision est décrite plus en détail dans I'introduction, ainsi que les notions topologiques qui
lui sont associées.

Pour commencer, on cherche de nouveau & utiliser des outils de théorie des automates et la
structure des automates sous-jacents pour étudier ces points singuliers. Cette approche se ré-
véle fructueuse car on peut ainsi retrouver par des méthodes élémentaires la caractérisation des
points singuliers de l'action du groupe de Grigorchuk donnée par Vorobets [96] et, en général,
aboutir & une caractérisation exacte des points singuliers de ’action de groupes engendrés par
des automates ayant de bonnes propriétés structurelles. On trouve aussi des propriétés de mesure
de ces points singuliers, ainsi que des liens avec le produit d’automate et les graphes de Schreier.
Dans un deuxiéme temps, on cherche & exhiber des points singuliers spécifiques de I'action. Pour
cela on utilise le graphe en hélice de 'automate, et on met en exergue le lien entre automate
de Mealy et pavage de Wang. En utilisant ce lien, on montre que 1’existence de certains couples

lettre-état, liée a I'existence de points singuliers, est indécidable.

1 Points singuliers

Définissons la fonction St qui, & un mot infini sur ¥, associe ses stabilisateurs :

St: ¥ — Sous-groupes((A))
£ — Sta)(§)-
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Section 1 Points singuliers

De plus on définit le stabilisateur du voisinage St(() A) (&) d’un mot infini & comme ’ensemble
des éléments g € (A) qui stabilisent &, ainsi qu'un voisinage de £ (qui peut dépendre de g). On

peut remarquer que c’est un sous-groupe distingué dans St 4 &).

Le lemme suivant, dii & Vorobets, relie la continuité de St avec le stabilisateur du voisinage :

[Lemme 1.1 (|96, Lemma 5.4])}

La fonction St est continue en £ € X si et seulement si St(4,(£) = St?A> (&).

~ Définition 1.2 .

Soit A = (Q, X, 4, p) un automate de Mealy inversible. Un point & € 3¢ est dit singulier
si la fonction St n’est pas continue en ce point.

On note x I'ensemble des points singuliers.

Le lemme suivant traduit la singularité en terme de dynamique sur ’automate :

Soit A un automate inversible et £ € 3“. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) & n’est pas singulier;
(ii) St est continue en &;

(iii) pour tout g € St(4)(§), il existe £ satisfaisant g.£[: £] = 1.

Démonstration. (i)<=-(ii) et (iii)=-(ii), suivent directement des définitions.

Pour prouver (ii)=(iii), nous raisonnons par contraposée : soit & avec, pour tout g € St 4(&),
pour tout ¢, gje[.q # 1. Alors pour tout £, il existe une lettre zy vérifiant ge(.q.7¢ # . Ainsi,
en considérant les mots &[: £](z¢)*, on construit une suite convergeant vers & dont les éléments
ne sont pas stables par St 4)(§), donc St 4 (&) # St?A> (&), et par le lemme 1.1, la fonction St

n’est pas continue en &. O

On peut s’intéresser a des points particuliers de X% : les mots ultimement périodiques.
Malgré leur forme spécifique, 'existence de points singuliers est équivalente & l’existence de

points singuliers ultimement périodiques :
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Soit A un automate inversible sur 'alphabet .. Alors

A admet des points singuliers si et seulement s’il admet des points périodique

singuliers.

Démonstration. Le sens réciproque est immédiat. On prouve le sens direct par contraposée : soit
€ € X* un point singulier. D’aprés le lemme 1.3, il existe g € St(4)(§) \ {1}, V£ € N, gjef.q = 1.
Comme I'ensemble {ge[.; }: est fini, il existe deux indices i et j qui vérifient gjef.) = gj¢[:;- Mais
alors g; 1= g|¢[.q stabilise le mot ultimement périodique ¢ = (§[i : j]), et pour tout ¢, gij¢.q # 1,

donc ¢ est singulier. O

Dans [96], il est prouvé que 'ensemble x des points singuliers est maigre, ¢’est-a-dire union
dénombrable d’ensembles fermés d’intérieur vide (aussi appelés espaces nulle part denses). De
maniére générale, un tel ensemble n’est pas forcément de mesure nulle pour la mesure de Bernoulli

w sur I'arbre X, c’est cependant le cas ici :

Théoréme 1.5 ;

Soit un automate inversible. L’ensemble x de ses points singuliers est de mesure nulle.

Démonstration. La preuve s’appuie fortement sur des idées provenant de la proposition 4.1 et
du théoréme 4.2 de [57].

Soit un mot d’états u, posons Fix (u) = {€ € £, p,(§) = &} I'ensemble des mots infinis fixés
par u, et Fix (u), 'ensemble des mots de longueur k fixés par u.

Pour u € @* et k > 1, considérons les ensembles suivants :

x(u) ={§ € X¥: § € Fix(u) et d¢5y(u) #1  Vj >0}

et xx(u) = {w € ¥ : w € Fix (u), et Swljj(u) #1  0<j<k}.

L’ensemble des points singuliers s’écrit :
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Section 2 Points singuliers et propriétés structurelles de 'automate

Montrons que u(x(w)) = 0, pour tout u € Q*. Comme une union dénombrable d’ensembles de

mesure nulle est elle-méme de mesure nulle, cela impliquera le théoréme. On a :

x(w) = () Or(w)z?)

k>1

donc :

plx(u)) = Jim (s (w)E) = lim ”‘,’gr;j)' .

Soit H; = {v € @i, v # 1}. Comme 'ensemble H|y est fini, il existe un entier p tel qu’aucun
¢élément de Hj,| n’induise 'identité sur 3. Supposons alors par récurrence que ‘ Xp(k,l)(u)} <
(2P — 1)*~1. Comme dy,(u) € Hp,| pour tout h € x,—1)(u), il existe un mot s € ¥ qui n’est
pas fixé par dp(u). Ainsi

Xpr(@)] < Ixpe—n) (W) [(IZPF = 1) < (1B~ 1)

()] _

I 0, et on peut conclure que pu(x) = 0. O

Et donc limy_, oo

On caractérise maintenant de maniére plus précise ’ensemble des points singuliers. On suit
deux approches diamétralement opposées : dans la section 2 on se restreint & une classe donnée
d’automates et on utilise les propriétés de la-dite classe pour mieux décrire les points singuliers.
On retrouve ainsi avec une preuve plus simple et générale d’un résultat de Vorobets [96]. Ensuite,
dans la section 3, on examine les liens entre les points singuliers et la structure des graphes de
Schreier de 'automate. Dans la section 4 on étudie des points spéciaux de X% et on utilise le
lien entre ’action du groupe et les pavages de Wang pour obtenir des informations sur les points

singuliers.

2 Points singuliers et propriétés structurelles de automate

Dans cette section, on s’intéresse a la description de ’ensemble x des points singuliers dans des
classes spécifiques de groupes d’automate. On se penche d’abord sur les automates contractants,

puis sur les automates (bi)réversibles.

2.1 Automates contractants

Rappelons qu'un automate A = (Q, 3,0, p) est dit contractant s’il existe un autre auto-
mate A (fini) sur le méme alphabet, appelé noyau de A, tel que pour tout n, tout élément q de
Q" et tout mot & sur X, il existe un indice £ tel que, pour tout i > £, d¢[;;(q) induit la méme

action sur ¥* qu’'un élément de N.
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Par cette propriété, on peut décrire partiellement les points singuliers d’un automate contrac-
tant A : si £ est un point singulier, alors il admet un suffixe qui est stabilisé par un élément
appartenant au noyau de A et qui ne devient pas l'identité en lisant les préfixes de €. Comme le

noyau est fini, ces conditions peuvent étre effectivement vérifiées.

Soit A un automate. L’automate stable de A, noté B(.A) est 'automate de Biichi ayant le

méme ensemble d’états que A et dont les transitions sont données par :

¢Sp eBA) — ¢d%p cua,

Ses états acceptants sont les états représentant des éléments non triviaux dans le groupe (A).
Comme tous les états non triviaux de 'automate stable sont acceptants, 'automate stable est
un automate de Biichi faible (weak Biichi [78]). Il en découle que le langage reconnu par B (N)

est fermé et régulier. Il est aussi clos par suffixe (infini).

On a le résultat suivant :

— Théoréme 2.1 N

Soit A un automate contractant et N son noyau. L’ensemble x des points singuliers
de cet automate est inclus dans I’ensemble des mots finissant par un mot du langage

reconnu par ’automate stable de N:
kCYX'L(BWN)) .
Inversement tout mot du langage reconnu par l’automate stable de A est singulier:

LBWN))Cx.

Démonstration. Quitte & minimiser, on peut supposer que le noyau AN ne posséde qu'un seul
état 1 représentant ’élément trivial dans le groupe : cet état est le seul état non acceptant de
B (N). Soit un point singulier & € ¥, D’aprés le lemme 1.3, il existe u € Q™ qui stabilise & et
tel que pour tout 7, e[ (u) # 1. Mais alors par définition du noyau, il existe un indice ¢ tel que
pour tout i, ¢; = O¢[.p4q] (u) € N (on identifie les états équivalents dans Q1 et N). Ces états
vérifient pg, (€[4]) = &[7], et la transition est présente dans B (N'), donc £[¢ :] est un chemin infini
dans B (N) qui évite I'état 1 (par hypothése sur les dgp(u)). Ainsi &[: €] € L (B(N)) et § est

cofinal & un mot du langage reconnu par B (N).

Pour la réciproque partielle, il suffit de remarquer que si £ est un chemin infini accepté par
B (N) depuis 'état g, alors il ne passe jamais par e qui est un puits, d’ou 0&[: i](¢) # 1 et que
pq(€) = &, par définition des transitions de B (AV). On conclut en remarquant que (V) < (A). O
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Section 2 Points singuliers et propriétés structurelles de 'automate

Ce théoréme est particulierement pertinent quand L (B(N)) = 0, car alors k = (). Par

exemple pour le groupe de la Basilique :

Corollaire 2 .2]

Le groupe de la Basilique, engendré par I'automate (contractant) figure 1.15 n’admet

aucun point singulier.

0f1

T
v
ONU} ® L)
0[0

0 01 1’11\0 0 - 0
SxcRa et

F1GURE III.1 — Le noyau (a gauche) et automate stable (& droite), associés a 'automate de la

—_

)

Basilique (figure 1.15, arétes du noyau en gras ).

On remarque que si un point & € X est singulier, alors tout élément de son orbite 'est aussi.
En effet si £ est singulier (9.§ = §, avec g¢;4) # 1 pour tout i) et h.§ est un point dans I'orbite
de &, on a hgh™'.(h.§) = hgh™'h.& = hg.& = h.£, et comme un élément a méme ordre que ses
conjugués, hgh*1|h.£[n-] # 1 pour tout i.

On peut aboutir & une caractérisation exacte dans le cas des automates fractauz. Pour mé-
moire un automate A est dit fractal si, pour tout mot s € ¥£* et tout élément g du groupe (A),

il existe h € St(4)(s) (donc h.s = s) tel que hjy = g. On obtient :

,—[Proposition 2.3} \

Soit A un automate inversible, contractant et fractal et soit A son noyau. Alors 1’en-
semble x des points singuliers est exactement 1’ensemble des points finissant par un

mot du le langage reconnu par Pautomate B (N) :

k=L BW)) .
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Démonstration. La premiére inclusion provient du théoréme 2.1. Pour prouver maintenant que
tout mot s€ finissant par un mot £ reconnu par 'automate B (), on remarque simplement qu’il
existe g € (A) stabilisant & et tel que gj¢[,; # 1 pour tout i (lemme 1.3). Alors comme (A) est
fractal il existe h € (A) tel que :

s £n
o ha=g
s §ln ]
Et on a bien hs¢.;) # 1 pour tout 4, donc par le lemme 1.3, s§ est singulier. O

11

D 0w

N
0[0,1/1, 2|2 C@

2\1T1|2

e

0|0
Ficure II1.2 — L’automate (contractant) engendrant le groupe des tours de Hanoi H @)

Malgré ces hypothéses qui peuvent sembler fortes, la classe des automates fractaux et contrac-
tants est loin d’étre vide ou de ne contenir que des automates engendrant des groupes triviaux :
elle inclut entre autres les automates de Grigorchuk, de la Basilique ou des tours de Hanoi. On
retrouve d’ailleurs (voir la figure II1.3) le résultat de Vorobets sur le groupe de Grigorchuk [96],

ainsi qu’un analogue pour d’autres groupes importants :

Corollaire 2.4 ([96])}

Les points singuliers du groupe de Grigorchuk (G) sont les points finissant par a 1¢.

De maniére équivalentes ce sont les points de 'orbite de 1¢.
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Section 2 Points singuliers et propriétés structurelles de 'automate

Corollaire 2 .5]

Les points singuliers du groupe de Hanoi H?® sont les points cofinaux a z*, z € {0, 1,2}.

De maniére équivalentes ce sont les points de l'orbite de 2%, x € {0, 1, 2}.

FIGURE III.3 — Les automates stables de I’automate des tours de Hanoi B (H (3)) (a gauche) et
de 'automate de Grigorchuk (& droite).

Regardons maintenant la taille de I’ensemble k. On a vu avec le théoréme 1.5 que cet ensemble

est négligeable au sens de la mesure de Bernoulli, puis on a vu des exemples ol cet ensemble est
vide ou dénombrable.
Il existe aussi des automates fractaux et contractants ayant un quantité indénombrable de points
singuliers, comme le montre ’exemple figure I11.4, ou (000+111)% C k. On en a également étudié
un autre exemple avec 'automate Bread-and-Butterfly (Chapitre I), qui vérifie, par construction,
((-1-1-1) 4 (+1+1+1))* C &.

On peut cependant constater que ’ensemble des les points est dénombrable si la structure

en cycle est simple.

Proposition 2.6}

Un automate inversible, contractant et a activité polynomiale a un ensemble de points

singuliers dénombrable (ou fini).

Démonstration. Comme A est a activité polynomiale, N 'est aussi et donc seul un nombre

borné de cycles non triviaux sont accessibles depuis un cycle. Il en va de méme dans I'automate
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@——(——®
\< \@/

0[0

11 0[0

F1GURE III.4 — Une version déformée de 'automate de Grigorchuk ayant un nombre indénom-

brable de points singuliers. Ce groupe est fractal et contactant et vérifie (000 4+ 111)¢

stable, et donc le langage de I’automate stable est de la forme | |, ¥*s%, avec s € ¥* les mots lus
sur les cycles de 'automate stable (car un mot accepté est ultimement reconnu par un cycle de
lautomate stable). Le théoréme 2.1 implique alors x C | | X*v%, qui est une union dénombrable

d’ensembles dénombrables, et donc lui-méme dénombrable. ]

La encore cette classe reste riche et contient des exemples majeurs d’automates de Mealy, parmis
lesquels I'automate de Grigorchuk, la machine & additionner, I’automate de la Basilique ou celui

des tours de Hanofl.

D’autre part, le fait d’avoir accés dans les automates contractants, & la structure de ’auto-
mate reconnaissant les suffixes des points singuliers permet de raffiner le théoréme 1.5, du moins

dans un cadre topologique, via la dimension de Minkowski-Bouligand®.

Soit S un ensemble d'un espace métrique (£, d). Posons Ng(e) le nombre minimal de sphére
de rayon € dont le centre appartient a S nécessaires pour couvrir S. La dimension de Minkowski-

Bouligand (aussi appelée box-counting dimension), est :

. .. log Ng(e)
dimgox(S) = lg% log(1/e) ~

Dans notre cas, une sphére de rayon 1/k? centrée en £ € 3¢ est tout simplement le sous-arbre

k-aire situé sous le préfixe de taille 7 de &.

1. Je suis trés reconnaissant a Ville Salo de m’avoir suggéré, lors de ma visite & Turku, de m’intéresser & cette

dimension pour ce probléme.
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Par exemple, pour 'automate de Grigorchuk, le langage reconnu par 'automate stable est
de dimension de Minkowski-Bouligand nulle, car la sphére centrée en 1% suffit & couvrir tous
les points singuliers. En revanche, s’il existe, comme dans I’exemple de la figure I11.4, un en-
semble indénombrable de mots reconnus par 'automate stable, alors la dimension de Minkowski-
Bouligand est plus grande que 1 (elle vaut 2/8 si le langage est (000+111)“). Le probléme majeur
de cette dimension est qu’elle n’est pas laissée invariante par 'ajout d’une quantité dénombrable
de points, alors que ’on souhaite, pour les points singuliers d’un automate fractal par exemple,
pouvoir ajouter n'importe préfixe. On peut alors se limiter aux points singuliers périodiques. En
pratique, cela permet de se placer directement dans ’automate stable et ne change pas la valeur

de la dimension pour le langage reconnu par 'automate stable.

En fait, on retrouve la notion d’entropie d’un langage?. Staiger [90] définit I'entropie d'un
w-langage L comme :

log |L
H(L) = limsup Ogéd ,

ou Ly est 'ensemble des préfixes de taille £ dans L. On a alors un algorithme pour calculer cette
entropie : il suffit de calculer la matrice d’adjacence de 'automate (vu comme un graphe) dont
on a supprimé les puits, puis d’en extraire la plus grande valeur propre p (cette valeur propre se

trouve étre un nombre réel supérieur & 1, et en fait un nombre de Perron). On obtient :

H(L) =logp.

Exemple 2.7

L’automate de Biichi de la figure II1.5 reconnait le langage L = (1 4+ 00) et a pour

entropie H(L) = log 1*—2‘/5

Ainsi, si A est un automate contractant, ’entropie de I’ensemble des points singuliers périodiques
est égal a l'entropie du langage reconnu par ’automate stable. En particulier on retrouve des

liens avec l'activité : un automate dont le noyau est & activité bornée est d’entropie nulle.

Il semble intéressant de continuer d’explorer ces notions de complexité (mesure, entropie, . . .)
de I’ensemble des points singuliers. Cette étude est facilitée par la structure de 'automate, et
n’est pour 'instant possible que dans la classe des automates contractants. Cette classe est déja

riche et intéressante, comme on le voit dans la sous-section suivante.

2. Je tiens maintenant & remercier Benjamin Hellouin de Menibus pour m’avoir fait remarquer que la box
dimension correspondait a la notion d’entropie d’un langage, ainsi qu’Eugéne Asarin pour les références et ’aide

qu’il m’a apportées sur cette notion.
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0
e
0

1

()
0

0,1

F1GURreE II1.5 — Un automate de Biichi dont le langage a pour entropie le logarithme du nombre

d’or.

2.2 Automates contractants, points singuliers et produit(s).

Dans cette sous-section, on s’intéresse a la notion de produit direct de groupe. Il est bien
connu que la classe des groupes d’automate est close pour 'opération de produit direct d’au-
tomates (voir [25]|, ou lintroduction). En revanche, il n’est pas clair que les propriétés des
automates (réversibilité, activité, contractibilité, ...) soient conservées par l'opération corres-
pondant & ce produit direct, et de fait certaines constructions ne conservent pas ces propriétés.
On considére dans cette sous-section un produit qui conserve les caractéres contractant et fractal

des automates.

La construction de Cain pour le produit direct de (semi-)groupes d’automate est :

,—[Proposition 2.8 ([25])} |

Soient A = (Q1, X1, 01, p1) et B = (Q2, X2, 62, p2) deux automates de Mealy inversibles.
L’automate AxcB = (Q1 X Q2,31 X X9, (01, d2), (p1, p2)) appelé produit direct naturel
des automates engendre le produit direct (A) x (B).

Cette construction (illustrée figure I11.6) fonctionne aussi pour les automates non-inversibles,
sous réserve que le produit des semi-groupes soit finiment engendré (ce qui n’est pas toujours le

cas).

Pour ce produit, on a de bonnes propriétés de conservation :
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L 000 11,02[01, 12
1,02|01, 02 C ar,es )< ai,az ) 11,12]01,09
11,12]01, 12 K

01, 02|11, 02
01,12|11, 15

Y

A

01,02]11, 12| 01,12]|01,02

Y

y

01,02[01, 02
01,02[01, 12
11, 02|11, 02
11,1211, 12

01, 02]01, 12
11702|117 12

@

U

01, 12]01, 02
11,1211, 09

FIGURE IIL.6 — Construction de Cain pour Z2.

Soient A et B deux automates engendrant des groupes contractants. Alors le groupe

(A) x (B) engendré par automate A X B est contractant et son noyau est le produit

direct naturel des noyaux de A et B.

Démonstration. Posons A = (Q1, 21,01, p1) et B = (Q2, 32, 02, p2), et soient (g,h) € (A) x (B)
et (€,¢) € (X1 x Xa)¥. Alors (g, h)\(g,C)[:n] = (9|¢[:n]> Pi¢m)) POUT tout entier n. Maintenant, par
hypothése, A et B sont contractants, et donc pour n assez grand on se retrouve dans le produit

des noyaux de ces automates.

Lemme 2.10

O]

Soient A et B deux automates engendrant des groupes fractaux. Alors Le groupe

(A) x (B) engendré par I'automate A x¢ B est fractal.
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Démonstration. Posons A = (Q1, X1, 91, p1) et B = (Q2, 2, 02, p2), et soient (g, h) € (A) x (B)
et (s,t) € (X1 x X2)*. Alors par hypotheése, il existe g’ € (A) avec g'.s = s et ¢'|; = g (resp.
W € (A) avec .t =t et h'jy = h). On obtient (¢, 1) 54 = (s,t) et (¢, h)|(54) = (9, h), donc
(A x ¢ B) est fractal. O

On peut maintenant utiliser les méthodes développées précédemment pour analyser les points

singuliers de A x¢ B :

,—[Proposition 2.11] \

Soient A et B deux automates engendrant des groupes contractants et fractaux. Alors

on a

r({(A xo B)) = r({A)) x £((B)) -

Ainsi on confirme encore que la classe des automates contractants et fractaux est riche et se
préte bien a I’étude des points singuliers. Dans la prochaine sous-section, on s’intéresse a une

classe, la classe des automates biréversibles.

2.3 Automates biréversibles

On s’intéresse maintenant & une nouvelle classe, les automates biréversibles, c’est-a-dire les
automates ot les fonctions de transition, de production et de co-transition (les fonctions associées
aux lettres en sortie des transitions) sont des permutations. Cette classe est en quelque sorte
l'opposée des automates a activité polynomiale, puisque les cycles sont tous co-accessibles dans

une composante connexe. Pour ces automates, on peut simplifier le lemme 1.3:

Lemme 2.12

Soit A un automate biréversible sur ’alphabet . Tout point £ € X% vérifie :

£ r e Sta(€)#1.

Démonstration. Soit g € St 4 (&) et u € @” un mot représentant g. Soit il existe ¢ tel que
9jel:q = 1, et alors comme A est biréversible, tout élément de la composante (fortement) connexe
d’un élément trivial est trivial, d’ou g = 1. Sinon, pour tout 4, gje[.;) # 1, et par le lemme 1.3, £

est singulier. O
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Cette caractérisation permet de retrouver un résultat de [92]. On dit que l'action de (A) sur

¥¥ est essentiellement libre (essentially free [48]), si

u({z € 2% Sty () # {13}) = 0.

Steinberg, M. Vorobets et Y. Vorobets ont prouvé dans cette classe un résultat qui peut également

étre déduit du lemme 2.12 et du théoréme 1.5 :

Proposition 2.13 ([92],[28])]

L’action d’'un automate biréversible est essentiellement libre.

Dans la proposition suivante, on caractérise en terme d’orbite, dans le cas des automates
biréversibles, les groupes d’automate ayant un ensemble de points singuliers vide. Il est a noter
que cela correspond & avoir tous les stabilisateurs de la frontiére triviaux, et qu’aucun exemple
d’automate biréversible engendrant une telle action n’est connu [51]. On dit que deux mots
sont cofinaur s’il existe un indice a partir duquel leurs suffixes commengant a cet indice sont

identiques.

,—[Proposition 2.14} .

Pour un automate biréversible, I’ensemble s des points singuliers est vide si et seule-
ment si aucun mot infini n’est cofinal avec un autre mot de son orbite selon le groupe

engendré par ’automate.

Démonstration. Tout d’abord, supposons que € soit cofinal avec n = g.€ # £ (en particulier
g # 1). Comme & et m sont cofinaux, il existe ¢ satisfaisant £[¢ :] = n[¢ :]. Comme A est
biréversible, on a g; := ¢.£[: i] # 1. Mais alors on a g¢.&[¢:] = n[l :] = &[¢ :], et donc &[: ],
stabilisé par g, # 1, est singulier.

Réciproquement si (A) admet un point singulier £ alors il existe g # 1 avec g.& = &. Comme A
est biréversible et g est non trivial, il existe v € ¥* et f € (A) vérifiant fv # v et fj, = g. Et

alors v€ et f.w€ sont deux mots cofinaux distincts dans la méme orbite. O

3 Points singuliers et graphes de Schreier

Sil’on s’intéresse aux graphes de Schreier des points a la frontiére de ’arbre ¥*, on trouve des
relations entre les points singuliers d’exemples étudiés dans la section 2 et la topologie des-dits

graphes. On commence par la proposition suivante :
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,—[Proposition 3.1] \

Si un automate inversible de Mealy a une lettre x de son alphabet et un état ¢ tels
que l'aréte partant de g et ayant x en entrée soit une boucle sur g et que ¢ stabilise x

et aucune autre lettre, alors le graphe de Schreier Sch (z%) est isolé dans Sch (£¢).

Démonstration. Soient A = (Q,%,d,p) un automate de Mealy inversible et x € ¥ tels qu’il
existe ¢ € Q avec 0,(q) = q, py(x) = x et py(y) # y,Vy € ¥\ {z}. On cherche a montrer qu’il
existe un rayon tel que les boules centrées en des points de Sch (z%) et Sch (X¢) \ Sch () ne
sont pas isomorphes. Clairement Sch (z*) admet une boucle étiquetée par g sur le sommet z*.
Comme tout mot différent de % contient une lettre différente de x, il n’est pas fixé par ¢q. Donc
Sch (%) est isolé car c’est le seul graphe ayant une boucle étiquetée par g.

Le méme argument fonctionne avec les mots dans 'orbite de %, qui sont les seuls & étre & une

distance finie d’une boucle étiquetée par q. O

Dans le théoréme précédent, on voit que z* est un point singulier de (A). 11 est facile de voir
que le théoréme reste valide en remplagant x € 3 par s € X* ou bien ¢ € @) par u € @*. On

peut appliquer le résultat sur 'exemple du groupe des tours de Hanoi II1.2 et 'on obtient :

Corollaire 3.2]

Soit &€ un point singulier du groupe de Hanoi H?. Alors Sch (£) est isolé dans Sch (2¢).

Ce corollaire s’applique en particuliers pour les points 0¥, 1¥ et 2“. Il est alors naturel de
s’interroger sur le comportement de la suite des graphes de Schreier des mots finis convergeant
vers z¥, = € {0, 1, 2}.

Pour z € {0,1,2}, on considére le grapheY, obtenu & partir de Sch (z*) comme suit :
1. soient deux copies de Sch (z*) avec g, € {a,b, c} I'étiquette de la boucle sur z* ;
2. effacer la boucle de z* dans chaque copie de Sch (z%);

3. relier les deux copies par une aréte étiquetée par g, entre les deux sommets x“ et choisir

I'un des sommets z“ comme sommet marqué.

Cette construction correspond a la dynamique d’évolution des graphes de Schreier des points z*,

comme on peut le voir figure II1.7.
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02F10a 02110
x /
a
a 2k0cy 2k1a a
/ \
127100 128" Mo
02¢
/
O :
\
12

FIGURE IILI.7 — Une partie d'un graphe de Schreier (fini) de 2%0a du groupe des tours de Ha-
noi H®) (en haut) et du graphe de Schreier (infini) de 2 (en bas)

,—[Proposition 3.3} \

Soient z € {0,1,2} et (n)
(Sch (nZ)),, de graphes de Schreier du groupe des tours de Hanoi H(®) converge vers

,, une suite d’éléments convergeant vers z*. Alors la suite

T, quand n — oo.

Démonstration. Soit (z;),cy la suite d’entiers tels que 2, est la position de la premiére lettre
différente de = dans n%. De par la structure des graphes de Schreier (finis) de H®) (voir fi-
gure II1.7), les boules de rayons 2% — 1 dans Y, avec 2 comme centre, et dans Sch (n}) avec n?,

comme centre, sont isomorphes. Comme 2 tend vers 'infini avec n, on a le résultat annoncé. [J
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On peut montrer [19] que les graphes de Schreier infinis du groupe des tours de Hanoi n’ont
qu’un seul bout, c’est-a-dire que, si I’on retire une boule de rayon arbitrairement grand on obtient
a la limite une unique composante connexe. Comme Y, admet deux composantes connexes aprés
que l'on ait supprimé une boule de rayon fini (et a donc deux bouts), ce n’est pas un graphe
(infini) de Schreier pour H®). Plus exactement il n’existe pas de point & € X¢ tel que Sch (&)

soit isomorphe & T,, et ce méme si ’on choisi d’autre étiquettes.

Ce lien entre graphes de Schreier isolés (au sens large) et points singuliers semble étre pro-

metteur et reste encore largement inexploré.

4 Paires commutantes et pavages de Wang

Dans cette section, on cherche & décrire les points singuliers d’un automate en partant d’un
point de vue différent : on part de points spécifiques et "presque singuliers", et on essaie de
raffiner pour extraire des points singuliers. Les points "presque singuliers" que nous considérons

sont les paires commutantes :

Définition 4.1]

Une paire commutante est un couple (u,s) € Q* x ¥* satisfaisant ds(u) = u et

pu(s) = s.

Cette définition a une traduction graphique claire, voir la figure I11.8.

U «i—» ds(u) =u

pu(s) = s

FI1GURE II1.8 — Une paire commutante (u, s).

On peut bien sir étendre la définition & Q* x X* (on rappelle la notation A = A1 A™1).
L’intérét de ces paires provient de leur proximité avec les points singuliers périodiques : s € X
est singulier si et seulement s’il existe u € @* tel que dgup;)(u) # 1 pour tout 4. Comme I'existence
de points singuliers est équivalente a ’existence de points singuliers périodiques (lemme 1.4), on
peut ainsi espérer étudier les paires commutantes d’un automate et obtenir des informations sur

ses points singuliers.
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D’autre part, les paires commutantes sont liées aux graphes en hélice de la maniére suivante :

Soit A un automate inversible et soit
(ug, s0) — (u1,81) = -+ = (Um, Sm) = (uo, So)

un cycle dans son graphe en hélice H,, i (resp. 77;;) Alors (uguy -+ U, S0S1°** Sm)

est une paire commutante dans Q* x ¥* (resp. Q* x f]*)

Puisque les graphes en hélice sont finis et que chaque sommet de ces graphes a exactement

une aréte sortante, on en déduit qu’il existe une multitude de paires commutantes.

Soit H, 1 (resp. @L/k) le graphe en hélice d'un automate A. Ce graphe admet au moins
un cycle

(ug, s0) — (u1,81) = -+ = (Um, Sm) — (uo, So) -

De plus (ugtg - - U, S0S1 - - Sm) est une paire commutante dans Q* x ¥* (resp. Q* x
).

Démonstration. On a (modulo m + 1) le diagramme en croix :

Si

Uj ‘i—* Ui+1

Si+1

ce qui nous permet d’écrire :
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S0 Sm

Uo ‘i" u1 Um ‘i" ug
51 S0

(75} % us UuQ %—» (75}
52 51
Sm Sm—1

Um ‘i" Uug o Um—1 ‘i" Um
S0 Sm

On obtient notre paire commutante en lisant les cotés de ce carré (et on voit aussi que les

permutations circulaires de ces mots sont aussi des paires commutantes). O

A T’aide de ces paires commutantes on recherche des points singuliers. Pour cela on met en
relation 'action de l'automate avec les pavages de Wang. Cette relation (plus exactement la
traduction inverse) a aussi été exploitée indépendamment par Jeandel et Rao pour rechercher
le plus petit ensemble de tuiles de Wang pavant le plan de maniére apériodique [56], et était

implicitement présente dans le travail de Glasner et Mozes [39].

Une tuile de Wang est un carré dont chaque coté (gauche, droite, haut, bas) porte une
couleur. Le probléme du domino, formulé par Wang en 1961 [97], consiste a décider s'il existe un
pavage du plan qui n’utilise que des tuiles provenant d’un ensemble donné. Berger a montré en
1966 que ce probléme est indécidable. Ce probléme est ensuite devenu un classique des problémes
indécidables en informatique théorique, et a été utilisé notamment par Kari pour montrer que
le probléme de la nilpotence pour les automates cellulaires est indécidable [58], ou encore par
Gillibert pour montrer que les problémes de l'ordre et de la finitude sont indécidables pour les

semi-groupes d’automate [38].

F1GURE II1.9 — Une tuile de Wang.
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Formellement, une tuile de Wang est un quadruplet (ty, ts, te, tn) € C* ou C un ensemble fini
de couleurs. Un jeu de tuile 7 est un ensemble fini de tuiles de Wang, et 'on dit que 7 pave le
plan s’il existe une fonction f : Z2 — T vérifiant f(z,y)e = f(xz+1,9)w et f(z,y)n = f(x,y+1)s,

pour tout point (z,y) de Z2. On étend la fonction de pavage aux rectangles de Z2.

On dit qu'un pavage est périodique s’il existe un vecteur v de Z? tel que, pour tout point ¢t €
Z2 ona f(t+v) = f(t).
Comme dans [67], nous dirons qu’un jeu de tuiles 7 est sw-déterministe si la donnée de t,, et
de ts détermine au plus une tuile de 7 ; et de méme pour se, ne ou nw. Si un pavage est tout a
la fois sw-, se-, ne- et nw-, on dit que le jeu est 4-way déterministe.
A un automate de Mealy A, il y a une maniére naturelle d’associer un jeu 7 (A) de tuiles
de Wang : pour chaque transition ¢ x—“’% p on associe la tuile de Wang (g, z,p,y) avec les
couleurs C = @ LI X.

xr
axXp| eT <= q{»peA@ ¢ pea
y

FIGURE II1.10 — Le jeu de tuiles 7 (A) associé a 'automate A.

Le jeu de tuiles associé & un automate de Mealy est nécessairement sw-déterministe.
De plus, pour un automate A, on a :

— T(A) est également se-déterministe si et seulement si A est réversible ;

— T (A) est également nw-déterministe si et seulement si A est inversible ;

— T(A) est 4-way déterministe si et seulement si A est biréversible.

Il y a une forte correspondance entre pavages de Wang (issus d’un jeu de tuiles déterministe)
et action d'un automate, ainsi que l'illustre la figure II1.11. Cette correspondance s’étend aux

mots infinis de maniére directe.

On peut alors remarquer que l'existence d’une paire commutante dans I'automate induit

I'existence d’un pavage périodique construit avec le jeu de tuiles associé :
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Puy-up (81 tee Sz) = t1 . tg

Ogpesy (UL -+ UR) = V1 ... U

Ficure III.11 — Correspondance entre pavages partiels, diagrammes en croix et actions de

l'automate.

Soit (g, ) (resp. (u,s)) une paire commutante de A dans Q x ¥ (resp. Q™ x ¥¥). Alors

la tuile (resp. le rectangle) associée a (g, x) (resp. (u, s)) dans T (A) pave le plan.

Démonstration. C’est une application directe de la correspondance de la figure II1.11. ]

De 1a on obtient, grace au lemme 4.3 'existence d’un pavage périodique pour tout jeu de tuiles

associé & un automate de Mealy :

Corollaire 4.6]

Le jeu de tuiles associé a un automate de Mealy permet de construire un pavage

périodique du plan.
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Malheureusement, rien ne garantit que ces paires commutantes (u, s) aient un réel intérét
dans le groupe engendré par 'automate : il se peut que w représente 1’élément neutre du groupe,
ou bien que l'on ait ©|gw; = 1 & partir d’un certain 7.

Pour éviter cela, on peut commencer par restreindre le jeu de tuiles, et, par exemple, ne pas
considérer les tuiles colorées par e quand e est un état trivial de 'automate. On définit une paire
commutante restreinte & Q" C @ comme un couple (u, s) € Q™ x X*, satisfaisant ds(u) = u et

pu(s) = s. Cela nous conduit a considérer le probléme suivant :

Paires commutantes restreintes :

— entrée : A= (Q,%,4,p) et Q' ¢ Q.

— sortie : oui si et seulement si A admet une paire commutante restreinte a @’

Ce probléme se révéle indécidable, ce qui contraste avec la facilité & trouver une paire com-
mutante non restreinte. Pour le montrer, on utilise la connexion entre les automates de Mealy
et les pavages de Wang, et on se sert des résultats d’indécidabilité provenant de ce domaine. En
particulier, méme si le jeu de tuiles présente des caractéristiques de déterminisme, le probléme
du domino reste indécidable [58, 68, 67].

Pour obtenir ce résultat d’indécidabilité, on réduit le probléme du domino pour les jeux de
tuiles 4-way déterministes & un sous-probléme de Paires commutantes restreintes . On com-

mence par construire un automate de Mealy a partir d’un jeu de tuiles 4-way déterministe.

12

a a 12 2|3
2X1 2X3 213

b b

- @___o =

b b
31 22 2|2

N N 3|1

T A(T) A(T)

F1GURE II1.12 — Construction d’un automate Mealy inversible & partir d’'un jeu de tuiles 4-way

déterministe.

Soit 7 un jeu de tuiles 4-way déterministe. On construit un automate A(7) selon la procédure
décrite figure I11.10. Cet automate n’est pas complet en général. En revanche, comme le jeu
de tuiles est 4-way déterministe, on peut compléter A(7T) en y ajoutant un état-puits e et des
transitions supplémentaires vers cet état-puits, voir la figure I11.12. On obtient alors un automate
de Mealy inversible A(T).
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Par cette construction, on a :

Théoréme 4.7 ;

Le probléme Paires commutantes restreintes est indécidable.

Démonstration. On va montrer qu’une instance particuliére de Paires commutantes restreintes
est indécidable :
Paires commutantes non-élémentaires :

— entrée : A un automate Mealy.

— sortie : oui si et seulement si A admet une paire commutante n’utilisant pas d’état trivial.
D’apreés [67], trouver un pavage périodique étant donné un jeu de tuiles 4-way déterministe est indécidable.
Or, a partir d’un tel jeu de tuiles 7, on construit un automate de Mealy inversible A(7), et, comme
toute paire commutante non élémentaire évite 1’état-puits par définition, trouver une paire commutante

non élémentaire permet de construire un pavage (périodique) du plan par des tuiles de T. O

5 Conclusion

La notion de points singuliers abordée dans ce chapitre nous a mené vers deux réflexions :
une analyse, présentée dans ce chapitre, qui a permis de décrire et mieux comprendre la structure
des points singuliers d’un groupe d’automate a ’aide de 'automate de Mealy sous-jacent ; mais
aussi & retrouver et renforcer le lien entre automates de Mealy et pavages de Wang. Ce lien avait
déja été noté par Gillibert du c6té (semi-)groupes d’automate et par Kari, repris récemment par

Jeandel et Rao du coté pavage, et semble extrémement fertile.

Si on a ici utilisé les pavages comme un outil conduisant a des résultats d’indécidabilité,
il est aussi possible de mener nos recherches dans ’autre sens, et de chercher & exhiber en
utilisant les automates de Mealy et les graphes en hélice des ensembles intéressants de tuiles de
Wang. Nous avons également essayé cette approche dans notre papier avec D’Angeli, Klimann,
Picantin et Rodaro, et avons abouti & des résultats partiels mais qui mettent en lumiére l'intérét
de considérer ces notions ensemble, ainsi que d’autres notions proches, telle la notion d’automate

synchronisant.

Cette étude nous conduit aussi & nous interroger sur les relations que peuvent entretenir
automates de Mealy et automates cellulaires. Les automates cellulaires sont en effet un domaine
de l'informatique théorique proche des pavages de Wang et des sous-shifts qui possédent des
outils et des questions qui paraissent ressembler étrangement a des problématiques que 'on

trouve dans la théorie des automates de Mealy. Bien siir, les automates de Mealy et les automates
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cellulaires peuvent tous les deux étre étudiés dans le cadre de la dynamique symbolique, et 'on
peut introduire dans la théorie des automates cellulaires des notions de groupes et semi-groupes
qui en accroissent la puissance, mais de maniére plus profonde on retrouve des relations dans les
preuves concernant ces objets.

Gillibert [38] a utilisé des résultats venant en fait de ces automates cellulaires pour montrer
I'indécidabilité du probléme de finitude pour les semi-groupes d’automate. Dans un travail récent
et toujours en cours, Delacourt et Ollinger ont étendu le lien trouvé par Gillibert et réussi a
relier la finitude pour les automates de Mealy inversibles & un probléme de périodicité pour
les automates cellulaires unidirectionnels permutifs, ce qui tend & suggérer que le probléme est
indécidable.

Il semble donc trés naturel de continuer dans cette voie et d’essayer de lier d’autres problémes
de décision et notions de dynamique entre ces objets. La encore la notion de transducteur jouera

vraisemblablement un role central.
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Chapitre IV

(Génération aléatoire de groupes

En mathématiques discrétes, si I'on s’intéresse a une famille fixée, il est souvent pertinent
de chercher un moyen de générer des éléments de cette famille de maniére aléatoire, selon une
distribution prédéfinie (ou tout du moins connue). C’est un moyen intéressant pour formuler des
conjectures, tester leur robustesse, ou trouver des comportements inconnus ou contre-intuitifs.
Par exemple, Berlinkov et Nicaud ont prouvé respectivement qu’un automate est génériquement !
synchronisant et que le plus court mot synchronisant est de taille inférieure & n!'*¢ (c’est-a-dire
que la conjecture de Cerny est génériquement vraie). A I'opposé, Erdés a été le premier dans
les années 50 & utiliser la théorie des probabilités pour prouver ’existence d’objets satisfaisant
une propriété donnée, en montrant que la probabilité pour la-dite propriété d’étre satisfaite était

non nulle.

Dans le cas des groupes, deux situations sont & distinguer, selon que 1'on souhaite obtenir
des groupes infinis ou finis.
Dans le cas infini (finiment engendré) plusieurs approches complémentaires sont possibles : on
peut tirer de maniére aléatoire des relations, ou bien des graphes décrivant la structure du
groupe, et on obtient typiquement des résultats de la forme "si le paramétre est plus petit que
« alors le groupe satisfait génériquement la propriété Pj, sinon il satisfait génériquement la
propriété P". L’exemple historique de Gromov prend pour paramétre la densité des relation,
avec a = 1/2, et comme propriétés U'infinitude et I'hyperbolicité contre la trivialité. Pour une
introduction plus compléte a la génération de groupes infinis, on pourra se référer a [77], ou bien
a la série d’articles [13, 14, 12, 11].

1. Dans toute la thése, génériquement signifiera "avec une probabilité qui tend vers 1 & mesure que le paramétre

augmente". Dans notre cas le paramétre sera le nombre de lettres de ’automate.
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Dans le cas des groupes finis, une idée naturelle est de tirer aléatoirement des permutations et

de regarder le groupe qu’elles engendrent. En effet, le théoréme de Cayley affirme :

Théoréme 0.1 (Cayley)}

Soit G un groupe d’ordre k. Alors G est un sous-groupe du groupe symétrique agissant
sur G, 1.e. G < S .

Démonstration. Soit Sg le groupe des bijections de G dans G. Définissons, pour tout g € G
la fonctions 7, : G — G, x +— g.x . Clairement chaque 7, est une bijection et {7, | g € G}
a une structure de sous-groupe dans Sg. De plus ce sous-groupe est isomorphe & G; d’ou le
résultat. O

Cependant cette approche se heurte rapidement & un écueil majeur : les distributions qui
en découlent sont dégénérées. En effet, si 'on choisit de ne tirer qu'une permutation o, alors le
groupe engendré est (o) = {o?|i € N}, c’est-a-dire, comme o est d’ordre fini, un groupe cyclique.
On peut d’ailleurs noter que la taille de ce groupe est relativement bien connue : la distribution

du logarithme de I'ordre d’une permutation aléatoire satisfait un théoréme central limite :

~ Théoréme 0.2 (Exdgs-Turan 1967 [31]) .

Soit ¢ une permutation aléatoire de Sk. On a :

1 —log?k 1 (Y .2
lim p (Bl ZlogTk - [ era.
k—o00 V2T J o

\/glogg’/2 k

Cependant, si I’on décide de tirer plusieurs permutations et de considérer le groupe ainsi obtenu

on tombe sur le théoréme de Dixon (conjecturé par Netto en 1882 [75]).

~ Théoréme 0.3 (Dixon 1969 [30]) .

Soient o et 7 deux éléments de S; choisis aléatoirement. On a

lim P({(o,7) =S or A;) =1.

k—o0

En d’autre termes, 'idée naturelle mais naive de tirer des permutations pour engendrer des

groupes de maniére variée est vouée a I’échec. Le théoréme de Dixon ayant été étendu a tout
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groupe fini simple? (si I'on tire au hasard deux éléments d’un groupe fini simple alors le groupe
engendré est génériquement le groupe entier), il est donc nécessaire de trouver une nouvelle

approche; un nouveau paradigme, pour la génération de groupes finis.

11 est facile de voir que les automates de Mealy permettent d’engendrer tous les groupes finis.
Considérons un groupe fini. D’aprés le théoréme de Cayley, il est engendré par des permutations

01, ...0;. Alors automate présenté figure IV.1 engendre ce groupe. En fait il est méme possible,

01 or}

[

FIGURE IV.1 — Un automate de Mealy engendrant le groupe fini (o1, ...0;).

étant donnés deux groupes, de trouver un automate engendrant ces deux groupes. C’est la
proposition 2.8 : Si G et H deux (semi-)groupes finis, il existe un automate de Mealy A qui

engendre GG et dont le dual engendre H.

Il est donc raisonnable d’essayer d’engendrer des groupes finis aléatoires en tirant non plus de
simples permutations mais des automates de Mealy, avec I’espoir que la structure supplémentaire
créera une plus grande diversité de groupes. Malheureusement, on ne sait pas en général si
un automate donné engendre un groupe fini (c’est méme indécidable pour les semi-groupes
d’automate [38]), et on ne peut donc pas juste tirer aléatoirement n’importe quel automate,
d’autant que les algorithmes de rejet offrent généralement des performances médiocres dans ces
situations.

En revanche, il existe des classes n’engendrant que des groupes finis ou infinis. Par exemple, si
Pautomate est inversible, réversible mais pas biréversible (i.e. si une lettre de sortie ne définit
pas une permutation des états de 'automate), alors le groupe engendré est infini [1].

Du coté des groupes finis, Antonenko et Russeiev ont indépendamment étudié les automates
avec cycles sans échappatoire qui engendrent uniquement des groupes finis (voir |3, 81]). Cette
classe peut étre vue comme un proche parent des automates bornés introduits par Sidki : si A est
un tel automate et qg, q1,...,qr—1 est un cycle dans A, alors il n’existe pas de lettre z telle que
02(qi) # gi+1 (modulo £). Graphiquement, cela signifie que 'automate est un graphe orienté sans
cycle (DAG) (sans boucle sur les sommets) dont les feuilles sont des cycles sans échappatoire,

d’ou le nom. Un exemple d’un tel automate est présenté figure IV.2. Klimann et Picantin ont

2. Un groupe est simple s’il ne posséde pas de sous-groupe normal non trivial. Le théoréme de Jordan-
Holdér affirme que tout groupe fini est construit de maniére unique (a ordre et isomorphisme prés) par une
suite d’extensions par des groupes finis simples. On peut donc voir ces groupes comme les briques élémentaires,

I’équivalent pour les groupes finis des nombres premiers.
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FIGURE IV.2 — Un automate avec cycles sans échappatoire, engendrant un groupe d’ordre 256.

montré dans [63] que cette classe est maximale en cela que, pour tout automate A = (Q, %, 9, p)
n’appartenant pas a cette classe, il existe un ensemble de fonctions de production inversibles p’
tel que A’ = (Q, X, 0, p') engendre un groupe infini, tandis qu’Antonenko a démontré I’équivalent
dans le cadre des semi-groupes [3]. On va essayer d’engendrer des groupes en tirant des automates

dans cette classe.

De fait, on commencer par étudier un cas encore plus simple en considérant des sous-classes
d’automates avec cycles sans échappatoire. Par exemple, les automates de la forme de 'automate
figure IV.1 forment une sous-classe dans laquelle on peut directement appliquer le théoréme de
Dixon. On va s’intéresser & une classe plus intéressante et reliée aux automates étudiés par
Antonenko et Russyev : les automates cycliques, c’est-a-dire les automates, tels ceux dessinés
figures IV.3 et IV .4, ou il existe une numérotation des états telle que ¢ soit la fonction addi-
tionnant 1 (selon un modulo). Cette classe correspond aux feuilles des automates avec cycles
sans échappatoire, ainsi qu’a I'intersection de cette classe avec la classe des automates de Mealy

biréversibles.

Dans ce chapitre, dont le matériel fait 'objet de 'article [41] on démontre un analogue au
théoréme de Dixon pour ces automates. Ce théoréme a deux répercutions principales : la pre-
miére, immeédiate, est que cette classe n’est pas adaptée a la génération aléatoire, la deuxiéme

est que, puisque ces automates cycliques sont les feuilles des automates & cycles sans échappa-
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Section 1 Automates cycliques

toire, c’est en fait toute la classe des automates & cycles sans échappatoire qui n’est pas adaptée
a ce probléme, ce qui suggére, ainsi qu’il est discuté section 4, qu’il est nécessaire d’avoir une

structure plus complexe pour obtenir une distribution pertinente.

(1,3,2,6,5,4)

(1,6,4,3)(2,5) c

oo 0

(2’3)(47576) (1767275a473)

FiGURE IV.3 — Un automate cyclique &  FIGURE IV.4 — Un automate cyclique a 6 lettres et
6 lettres et 2 états, engendrant S3. 3 états, engendrant (Ag x Ag x Ag) x (1,7, 7))ec.

1 Automates cycliques

1.1 Groupe engendré par un automate cyclique

Dans cette section, on s’intéresse aux groupes engendrés par les automates cycliques, ainsi
qu’a leur présentation. Comme il n’y a pas d’ambiguité, on dessine les transitions des automates

. . tfpz (2 « . .
cycliques z 2 §(z) au lieu de z SLZON di(z), toutes les lettres menant vers le méme état (i.e.

d2(q) = 0y(q) pour tous z,y dans 3 et tout état gq).

On va commencer par raffiner le résultat d’Antonenko et Russyev en montrant que le groupe
engendré par un automate cyclique est un sous-groupe d’un groupe dépendant explicitement de

la structure de ’automate :

Proposition 1.1}

Soit A un automate cyclique a n états sur un alphabet a k lettres. Alors (A) < S}.

Démonstration. Posons A = (Q, 3,9, p) avec Q = {0,1,...n—1} et |X| = k. Comme 'automate
est formé d’un unique cycle, on peut sans perte de généralité renommer les états de maniére
a ce que 0;(¢) = ¢+ 1 mod n (avec le changement de notation précédent). Soit un mot s =
i0...1g € X*. On a pg(s) = pqg(i0)pg+1(i1) - - - Pg+£ mod n(ir). L'état ¢ agit sur X* comme un état
isolé portant la permutation (pq, Pg+1,-- -, Pg+n—1 mod n), €t comme il en va de méme pour les
autres états, on obtient bien (A) < S}. O
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Chapitre IV Génération aléatoire de groupes

Remarque 1.2

On remarque que ce résultat peut étre obtenu par des méthodes de théorie des au-
tomates : 9(0.4)" est formé d’une union disjointe d’états portant les permutations
(Pgs Pg+15 - - -+ Pg+n—1 mod n), €t comme prendre les puissances dans le dual ne modifie

pas le groupe engendré par le primal, on retrouve le résultat.

On a démontré que

<A> = <(l)07p17 o 7pn—1)7 (p17p27 o 7pn—17p1)7' ) (Pn—la/)07 cee 7/0n—2)> .

On dit alors que (A) est engendré circulairement par le vecteur (pg, p1,...,pn—1), ce que l'on

note (A) = ((po, p1, - - -+ Pn—1))e-

Remarque 1.3

On peut déja souligner que la distribution obtenue en sélectionnant aléatoirement des
automates cycliques, c’est-a-dire en considérant ((po, p1, ..., Pn—1))c POUr un vecteur
aléatoire de permutations, n’est pas la méme que celle provenant d’un tirage aléatoire
d’éléments de S7. En effet, pour un automate cyclique la probabilité obtenir I’automate
trivial vaut 1/k!", puisqu’il ne faut alors sélectionner que des permutations triviales. Si
'on regarde le groupe engendré par £ éléments de S}, cette probabilité vaut (1/ EIm)e.
Les distribution ne pourraient donc étre identiques que si 'on ne tirait qu'un unique
vecteur de S7', mais dans ce cas le groupe obtenu est un produit direct de groupes

cycliques, ce qui n’est pas le cas en général pour ((po, p1,-- -, Pn—1))ec-

Il est en fait possible d’affiner encore la borne supérieure de la proposition précédente. On
raisonne par analogie avec le théoréme de Dixon : dans celui-ci, on a que, dans & peu prés un quart
des cas, le groupe engendré est le groupe alterné Ay. Cela s’explique simplement, car si les deux
permutations tirées sont de signatures paires, alors tous les éléments du groupe engendré par
ces permutations ont une signature paire, et on ne peut donc pas obtenir le groupe symétrique
en entier.

De méme, si toutes les permutations p; sont de signatures paires, alors le groupe engendré par
I'automate cyclique portant ces permutations sera un sous-groupe de Aj. On généralise cela
en commencant par étendre la notion de signature a S}, composante par composante, et en la

notant toujours sgn () : S — (Z/27Z)". De plus, pour (0y,...,0,—1) € S} et 7 une transposition
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Section 1 Automates cycliques

quelconque de Sj, on pose

1—sgn(oq) 1—sgn(op_1)
sgn; (00y...,0p—1)=(m" 2 ..., 2 ).

On rappelle également la notion de produit semi-direct de groupes : soient H et K tels HNK =
{1} et K agit sur H par conjugaison, alors le produit semi-direct (interne) de H par K, noté
H x K, est G = HK avec comme multiplication entre g1 = (hi,k1) et go = (ha, k2) la formule
gi-go = (hlkl_lhgkl, kike) = (hlhgkl, k1kz2). Réciproquement, G est le produit semi-direct de ses
sous-groupes H et K si H est distingué et tout élément de G s’écrit de maniére unique comme
produit d’un élément de H et d’un élément de K.

Par exemple, Sy, est le produit semi-direct de Ay et ((1,2)) (en fait de tout sous-groupe engendré
par une transposition), soit S = Ay x((1,2)), et de la méme fagon S = A¥ x(((1,2),1,...,1))..
On peut de méme s’intéresser aux produit semi-directs de A} x II, ot II est un sous-groupe

engendré par des vecteurs de transpositions. Cela nous permet d’obtenir :

,—[Proposition 1.4} .

Soit A un automate cyclique & n états sur un alphabet a k lettres et ayant comme
fonctions de production {po,...pp—1}. Alors (A) < A} % (sgn (po,---,Pn—1))c, OU T

est une transposition quelconque de Sj.

Démonstration. On remarque comme pour la proposition 1.1 que chaque état est équivalent a

un élément (p;, . .., Pitn—1 mod n) de S Comme S} est isomorphe & A7 » (((1,2),1,...,1))., on
o« 4 e 5 . — Sgn(pi)71 sgn(pi+n71 mod n)_l
peut aussi écrire I'action p; comme ( (Pg, ..., Pitn—1modn), (T 2  ,..., 7 2 )|,

ou p est la projection canonique de p dans Ay et 7w est une transposition quelconque de Sg. [

Dans ce qui suit on montre un analogue du théoréme de Dixon pour les automates cycliques,
au sens ou ’on montre que le groupe engendré par un automate cyclique aléatoire est généri-

quement le plus grand possible, & savoir la borne supérieure donnée par la proposition 1.4.

Avant cela on va s’intéresser un instant au cas ou lautomate est formé d’une union de

plusieurs automates cycliques.

1.2 Union d’automates cycliques

En dehors de la curiosité naturelle, il est pertinent de regarder 'union d’automates cycliques

car elle apparait quand on considére les "feuilles" des automates avec cycles sans échappatoire.
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Chapitre IV Génération aléatoire de groupes

De plus cette étude a permis de réfuter une conjecture émise par Klimann, Mairesse et Picantin
dans [62].

,—[Proposition 1.5] N

Soit I ={1,...,m} et A=|];c; A; 'automate formé de I'union disjointe d’automates
cycliques A;, chacun ayant n; états et k; lettres, et pour transitions {p; ;};<n,. Alors,

si 'on pose k = max;(k;) et n = ppcm; (n;), on a
(A) < AP E,

ou E < (Z/27)" est d’ordre au plus 2%, avec

w=> (="' " ged(ny,...,n,) . (IV.1)

=1 11 <i2<...<ij

Démonstration. Dans un premier temps on va montrer que (A) < S,Sp emr () . comme pour la
proposition 1.1, on peut montrer que p; ; agit sur dans (A); comme (p; j, Pi j+1, - - - » Pij+ni—1 mod n;) €

Sppem ) P01t la borne supérieure globale

SZ; Clairement, ces permutations se plongent dans
(qui se trouve effectivement étre atteinte).

Pour préciser E et surtout u, on va raisonner par inclusion-exclusion.

Posons E = ({Sg; (05,0, - - - s Pisni—15 Pis0s - - - » Pins—1 Yiel) )e < (Z/2Z)PPem1 (),

Les vecteurs sgn, (0i0,-- -, Pini—1,Pi0- - - > Pin—1) sont périodiques, de période n;, donc les
groupes E; := (sgn, (0i,0,- - -+ Pini—15Pi0 - - - » Pimi—1))c sont des sous-groupes des groupes P; :=
((1,0,0,...,0,1,0,...,0)). (o le vecteur est de taille ppcm; (n;), de période p; et avec un seul
1 par période).

Mais alors |E| < |[[, Ei| < |IL; Pil, et les éléments de [[, P; peuvent se compter ainsi : on
commence par prendre tous les éléments de période p;, il y en a 2™. Parmi eux, certains ont
une période divisant n; et n;, et qui ont donc été comptés deux fois. Il y en a 28cd (ning) - que
I'on retire donc du décompte. De méme les éléments dont la période divise & la fois n;, n; et ng

ont été comptés trois fois puis retirés trois fois, il convient donc de les rajouter. Par ce principe

5. . . . N _ m o 1\j—1 . .
d’inclusion-exclusion, on arrive a w =3 70, (=1)77" 325 cip < <y, 86d(Ray, - - -5 i) O

126



Section 1 Automates cycliques

Exemple 1.6

Si 'on considére 'union de trois automates de taille 2, alors I'équation (IV.1) nous
donne
u= 6— (24+24+2) +2 =2.

~ — =~

taille 1 taille 2 taille 3
Si on prends trois automates ayant pour tailles respectives 2,3 et 5, on obtient pour
leur union

u=10—(14+1+1)+1=8.

On engendrera donc un groupe de taille au plus |A]* x 28 = ];%

Cette construction nous fournis un contre-exemple la conjecture émise dans [62] : "Si A est un
automate bireversible a n états et k lettres qui engendre un groupe fini, alors [(A4)| < k!I"". En ef-
fet considérons ’automate A issu de I'union disjointe des deux automates des figures IV.3 et IV .4.
Cet automate est biréversible a 5 états et 6 lettres. Cependant on a |(A)| = 34828517376000000 =
6!6/4 > 6!, ce qui infirme la conjecture.

On a aussi été en mesure de montrer que cette conjecture reste fausse dans le cas connexe, en
utilisant une construction semblable & celle du Bread-and-Butterfly pour les automates biréver-

sibles.

12
2[3
b 3|1
44
12
21 11
3(3 2|2
4/4 313 4l4
m 11
(@ @o 2P
33

FIGURE IV.5 — Un contre-exemple connexe a la conjecture de [62], construit en prenant deux
automates cycliques sur des alphabets disjoint puis en identifiant certains états. Le groupe
engendré est d’ordre 8503056 = 24312 > 25 x 4!*. On a construit ainsi plusieurs contre-exemples

de tailles variées.
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2 Cas des automates cycliques a deux états

On s’intéresse maintenant au cas des automates cycliques connexes et on prouve un analogue
au théoréme de Dixon dans cette classe. Pour essayer de mieux comprendre les points clefs de
la preuve, on se penche tout d’abord sur le cas des automates cycliques connexes & deux états.
En effet, une grande partie de la difficulté du probléme s’y trouve déja présente, tandis que le
nombre réduit d’états permet de se concentrer dans un premier temps sur certains aspects qui
se généralisent directement dans le cas d’un automate ayant un nombre quelconque d’états et
simplifie considérablement les notations.

Dans cette section A désigne un automate cyclique a 2 états et k lettres, donc les fonctions de
production sont notées o et 7.

Le but de cette section est de montrer :

—~ Théoréme 2.1 .

Soit A un automate cyclique & 2 états et k lettres. On a

limy 00 P ((A) = Sg x Sk) =1/2,
limy o0 P ((A) = (Ag x Ag) x {(m,m)) = 1/4,

avec 7 une transposition quelconque de Sk.

Remarque 2.2

Ce théoréme n’est pas une conséquence directe du théoréme de Dixon appliqué compo-
sante par composante. En effet, si on applique Dixon & la paire de vecteurs (o, 7), (p, 7),
on obtient?® que ((o,7),(p, 7)) est asymptotiquement S7 avec probabilité 3/8, iso-
morphe & Sy X Ay avec probabilité 3/8, (A x Ag) x ((m, 7)) avec probabilité 3/16
ou A% avec probabilité 1/16. En particulier, on voit qu’il est impossible de générer
S X Aj avec une présentation circulaire, puisque que les coordonnées y jouent un role

symétrique.

3. En fait, pour obtenir ce résultat, il est nécessaire d’effectuer un travail similaire & ce qu’on va faire pour les
automates cycliques, en trouvant une maniére de rendre une coordonnée triviale mais pas 'autre. Cela suggére,
ainsi que le notait un rapporteur anonyme de D’article [41], un mécanisme commun et lexistence d’un méta-

théoréme de Dixon, je n’ai malheureusement pas réussi a caractériser ce mécanisme.
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Section 2 Cas des automates cycliques & deux états

Pour arriver a ce théoréme, on cherche tout d’abord & décrire le sous-groupe maximal de

(A) < S x Sk dont la premiére coordonnée est 1.

Le lemme ci-dessous est intéressant, en cela qu’il permet de conclure dans un nombre res-
treint de cas, mais surtout car il donne 'idée naive de la stratégie & appliquer pour obtenir le

théoréme 2.1.

Si pged (o], |7]) = 1, alors (A) = (o, T) x (0, T).

Démonstration. Comme les ordres sont premiers entre eux, on applique le lemme de Bezout : il
existe des entiers u et v satisfaisant u|o| + v |7| = 1.

Mais alors (o, 7)ol = (g¥lol, 7uloly = (1, 717vI71) = (1,7) € (A). On obtient de facon similaire
les éléments (1,0), (0, 1) et (7,1), et on en déduit (o, 7) x (0,7) < (A), et comme il s’agit aussi

d’une borne supérieure, on a le résultat. O

Cependant, il est trés peu probable que des permutations aient des ordres premiers entre eux. Au
contraire, Erdés et Turan ont démontré dans [32] que l'ordre de presque toutes les permutations

de Sy est divisible par toutes les puissances de nombres premiers n’excédant pas

logn logloglogn w(n)
5" (143 _
loglogn loglogn log log n

avec w une fonction tendant arbitrairement lentement vers 'infini.

Il nous faut donc affaiblir les hypothéses requises et utiliser un raisonnement plus fin.

Comme dans 'article de 1969 de Dixon, on utilise un théoréme de Jordan pour montrer

qu’on engendre soit Ay soit Sk.

Théoréme 2.4 (Jordan)

Soit G un sous groupe primitif de Sg. Si G contient un cycle de taille p < k — 3, avec

p premier, alors GG est soit le groupe alterné Ay, soit le groupe symétrique Sj.

On rappelle qu’un sous-groupe G < Sy est primitif si, pour toute partition P = (Py,..., Pp)
de {1,...,k} non triviale (différente des singletons ou de I’ensemble entier), la partition n’est

pas fixée par G (3i Pj, g € G, g.i ¢ P;). En particulier un tel groupe est toujours transitif.
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On montre que, dans le cas présent, trouver un p-cycle en deuxiéme coordonnée, tandis que
la premiére vaut 1, permet de montrer que le groupe est primitif, et donc qu’on peut directement

appliquer le théoréme de Jordan.

On utilise la décomposition en cycles d’'une permutation et les classes de conjugaison de Si
et Ag. Soit o une permutation : il existe une unique (a 'ordre prés) décomposition de o en cycles
disjoints. De plus la classe de conjugaison de o dans S, (i.e. 'ensemble {¢™ = 7~ to7 | 7 € S}.})
correspond exactement & ’ensemble des permutations ayant une décomposition en cycles de
méme structure (i.e. le méme nombre de cycles de mémes tailles). Dans le groupe alterné c’est
aussi vrai, sauf si la décomposition en cycles ne comporte que des tailles impaires toutes diffé-
rentes [86], auquel cas il y a deux classes de conjugaison par profil de la décomposition en cycles

et I'on dit alors que la classe de conjugaison se fend.

Proposition 2.5]

Soit 7 un p-cycle de Sy avec p premier et k > 5, alors les groupes G (Sx) = (7” | p € Sk)
et Gr(Ag) = (7” | p € Ag) sont primitifs.

Démonstration. On démontre que le résultat est vérifié pour G (Ag), ce qui implique le résultat
pour G(Sk).

On commence par montrer que G (Ay) est primitif : soient ¢,5 € {,...,k}. Si la classe de conju-
gaison ne se fend pas alors (¢,j,23,...,2,) = 7” pour un p € Ay convenablement choisi et des
xy arbitraires, et on a 7°(7) = j. Si la classe se fend, prenons p > 5 et (i, j, x3,...,2,) = 7, avec
p € Sk \ Ay dans une classe différente de 7, alors (i, 7,23, ..., 2p, 2p—1) = (wp)(p_lvp) = gP(p=1p)
est dans la classe de conjugaison de 7, car p(p — 1,p) € Ag. Donc G(Ay) est transitif.
Montrons qu’aucune partition non triviale n’est préservée par G (Ag). Soit X1, ..., %, une parti-
tionde {,...,k} avec (quitte a renommer) i, j € ¥ et £ € Xy. Considérons n” = (4, j, x3, ..., Tp—1,L):
comme 7°(i) = j € ¥y et wP(¢) = i € ¥, la partition n’est pas préservée. Si p € Ay, on a le
résultat attendu; sinon p(1,2) € Ag, et (j,4,23,...,2p—1,¢) € Gz(Ai) et on peut conclure de

meéme.

O]

Le lemme suivant est simple mais essentiel dans la suite de notre raisonnement.
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Soit (1,7) € (A). Alors pour tout p € (o, 7), on a (1,7”) € (A).

Démonstration. Comme p € (0,7), on a m = [[, & avec ¢ € {o,7}. Alors (p,p) € (A), avec
p=1l¢ et e =osie =T et vice-et-versa. Ainsion ap~! = p~! et donc (I, PP = (1P, 7P) =
(1, 7P). O

Ainsi, si 'on trouve un p-cycle, avec p premier et de taille inférieure a k — 3, et que (o, 7) =
Aj ou Sk (ce qui est génériquement le cas), alors on pourra appliquer la suite de propositions
et lemmes ci-dessus pour obtenir le groupe {1} x Ag ou {1} x S, et donc le théoréme 2.1. La

prochaine proposition est cruciale, car elle décrit comment obtenir un tel p-cycle.

Proposition 2.7}

Soient o et 7 deux permutations d’ordres différents, et telles que (o, 7) = Ay ou Sk.

Alors il existe un entier premier p et un p-cycle 7 satisfaisant (1,7) € (o, 7).

Démonstration. Soit d le pged de |o| et |7]. Par construction |o¢| et |r¢| sont premiers entre
eux et au moins 1'une des permutations o et 7% est différente de I'identité. Supposons 7% # 1 et

choisissons p un nombre premier qui divise I'ordre de 7¢ (et donc qui ne divise pas l'ordre de .

Posons a le plus grand entier tel que p* | ’Td‘. Ainsi 7% est d’ordre pr avec ppem (p,r) = 1,

a—1 . . N
et 0% est d’ordre premier avec p, puisque que de méme ordre que o?. Posons alors, pour la

e el eqe, . ~ a—1 ~ a—1
lisibilité, 7 = 7%""" et § = @ .
I7]

_lall#] 17l

On a donc (0,7). > (6,7) » = ((5’|&|)%,(7ﬁ%)‘0|) = (1, (77

JEad BN
et que pged(|6],p) =1, 7 = (7 7 )I%1 est elle aussi d’ordre p.

al

). Comme 77 est d’ordre p

Ainsi, 7 est un produit [[, m; de £ p-cycles disjoints. Pour £ > 1, on va construire un p-cycle ©
tel que (1,7) € (0, T)c. On procede par disjonction de cas :
1. Cas p # 2. Posons 7 le conjugué 1 [[;5y 7' de #. Donc (o, 7). 3 (1,7)(1,7) = (1,7?),
et, comme ged(2,p) = 1, 77 est un p-cycle.
2. Casp=2.
(a) Pour 2¢ < k. Alors 7 = [[;5((2i + 1,2i +2) et 7 = (1,k) [[;5((2i + 1,2 + 2) sont
dans la méme classe de conjugaison que 7, donc (o, 7). > (1,7)(1,7) = (1, (1,2,k)),
on obtient donc un 3-cycle.
(b) Sinon 7 = [[;50(2i +1,2i +2) et 7= (1,4)(2,3) [[;59(20 + 1, 2i + 2) satisfont 77 =

(1,3)(2,4), ce qui nous rameéne au cas précédent (deés lors que k > 4).
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O
On peut maintenant démontrer le théoréme :
~ Théoréme 2.8 | N
Soient ¢ and 7 deux permutations de Sg, k > 5, d’ordres différents avec (o,7) =
S ou Ag. Alors
Sk x Sk pour sgn (o) # sgn (1),
o
(@ ® ) =14 (A x Ag) x ((m, 7)) pour sgn () = sgn (1) = —1,
T
Ay X A pour sgn (o) = sgn (1) = 1,
ol 7 est une transposition arbitraire de S.

Démonstration. On applique la proposition 2.7. Si le p-cycle ainsi construit satisfait p < k — 3,
on peut alors appliquer le théoréme 2.4 et conclure.

Sinon, on est dans un des six cas suivants : (|o|?,|7|%) est ((k—2), (k—1)), (k—1), k), ((k—2), k),
(1,(k—=2)), (1,(k—1)), ou (1,k), avec d = pged (|o|,|7|) et k est premier et plus grand que 5.
Dans les trois premiers cas, les ordres sont premiers entre eux et d = 1 au vu de la taille des
cycles, et ’on peut donc conclure avec le lemme 2.3. Dans les trois derniers cas, on aque 0 = 1, et
I’on ne peut avoir (o, 7) = S, ou Ag, ce qui contredit ’hypothése. Pour conclure que les groupes
sont bien ceux attendus, on utilise la proposition 1.4 pour la borne inférieure et (o,7) € (A)

pour prouver la borne supérieure. ]

Démonstration du théoréme 2.1. Pour terminer la preuve, on remarque que, d’apreés le théoréme
de Dixon, la probabilité que (o, T) = Sy ou Ay était égale a 1 — 1/k — O(1/k?) et que, comme le
logarithme de l'ordre d’une permutation converge vers une loi gaussienne (continue), la proba-
bilité que deux permutations aient le méme ordre tend vers 0. Les proportions proviennent de
P(sgn(0) = 1) = P(sgn (o) = —1) = 3. O

2.1 Aparté : sur la probabilité que deux permutations aient le méme ordre

On remarque que dans le théoréme 2.1, contrairement au théoréme de Dixon, on n’a pas
d’estimation de la vitesse de convergence. Cela vient de I'absence d’analyse asymptotique de la

probabilité que deux permutations aient le méme ordre.
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En effet, si 'on peut facilement montrer que @(k) = P(|o| = |7|) est minoré par 1/k?, c’est-a-dire
la probabilité de tirer deux k-cycles (qui sont évidemment de méme ordre), il semble bien plus
difficile de trouver une borne supérieure non triviale, malgré la convergence de la probabilité
vers 0, assurée par le théoréme de Erdds-Turan démontrant la convergence du logarithme de
Pordre vers une loi continue.

Il est possible de trouver une meilleure borne inférieure : si deux permutations sont conju-
guées, alors elles ont le méme ordre. Ce probléme a été étudié par Flajolet et al. en utilisant
des méthodes d’analyse complexe dans [34], puis par Blackburn et al. avec des méthodes plus
élémentaires dans [16]. Ces auteurs obtiennent que la probabilité d’étre conjugué dans Sy vaut

asymptotiquement
W(1)/k?,

avec W(z) = 142 + 255 + 1455 + 14647 + 26025 + - -+, ou les coefficients sont donnés par
la somme des carrés des tailles des classes d’équivalence de Sy (suite A087132 de I’OEIS [89)),
et W(1) =~ 4,26340. Malheureusement, aucune de ces méthodes ne semble s’étendre a l'ordre,
entre autre car le ppcm complique I'expression d’une formule de récurrence.

Les expérimentations numériques menées suggérent que cette probabilité est bien de magnitude

1/k?; ce qui nous améne & formuler la conjecture :

~ Conjecture 2.9 \

Soient o, 7 deux permutations de S. Alors on a

K
lim P(jo| =|7|) = =
k—o0

L2
avec W(1) < K < 12.

Notons aussi qu’un probléme proche, la probabilité que deux permutations aient le méme nombre

de cycles, a été étudié par Wilf [98].

Dans [16], il est également démontré que la probabilité d’étre conjugué dans un groupe est
un invariant pour la classe d’isoclinie d'un groupe. Plus précisément : on dit que deux groupes
G et H sont isoclins 'l existe deux isomorphismes de groupes « : G/Z(G) — H/Z(H) et
B : G'" — H' vérifiant o ([g1, g2]) = [a(g1), a(g2)]y (on Z(G) désigne le centre {g € G|Vg' €
G,99 = g'g € G} de G, [g91,92)c = 9195 '9192 le commutateur de g; et go dans G et G’ =
{191, 92]cs 91, 92 € G). Si deux groupes G et H sont isoclins, et si on définit x(G) la probabilité

que deux éléments de G soient conjugués, alors on
k(G) |G| = k(H) [H]| .
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Cela n’est plus vrai pour la probabilité d’étre de méme ordre : si ’on note w(G) la probabilité
que deux éléments de G soient de méme ordre, on peut calculer w(G) |G| pour des exemples de
petits groupes isoclins. En particulier, le groupe des quaternions (04 a huit éléments, un d’ordre 1,
un d’ordre 2 et six d’ordre 4, donc @w(Q4) |Q4] = (1/64+1/64+ 36/64) x 8 = 38/8; tandis que
le groupe dihédral D4 a lui aussi huit éléments, un d’ordre 1, cinq d’ordre 2 et deux d’ordre 4,
donc w(Dy) |D4| = (1/64 4+ 4/64 + 25/64) x 8 = 30/8. De plus ces groupes sont isoclins. On a
donc

Q4 et Dy sont isoclins et w(Q4) |Q4] # w(Dy) | D4l .

Ce résultat n’est guére surprenant car la démonstration de [16] s’appuie sur la formule des

classes qui n’a pas d’équivalent connu pour les ordres.

3 Cas général

On montre maintenant que tout tirage d’automates cycliques produit une distribution de
type Dixon, avec une concentration de la distribution sur un petit nombre de groupes régie par

les signatures.

Comme pour le cas a deux états, on cherche a exhiber une permutation (1,..., 1, p), avec p
un cycle de longueur un nombre premier. On commence par considérer séparément le cas & trois

états, 1a encore pour simplifier la lecture :

,—[Proposition 3.1} \

Soient 0, o1 et o9 trois permutations de Si, k > 7, n’ayant pas toutes le méme ordre
et telles que (og,01,09) est soit Sy soit Ay. Alors il existe un cycle 7 de longueur

premiére satisfaisant (1,1, 7) € ((00, 01,02))e-

Démonstration. Comme les ordres sont différents, il existe un nombre premier p, un entier ¢ et
un sous-ensemble non trivial de {0;}ief0,1,2) tel que p° (et pas p°t1) divise tous les ordres de
ce sous-ensemble (et pas les ordres des autres permutations). Si ce sous-ensemble est réduit a
une unique permutation, alors on peut appliquer les méthodes de la proposition 2.7 et conclure.
Sinon, par des techniques semblables, on peut prendre la puissance adaptée et obtenir le vec-
teur (1,71,72) (et, par circularité, (71, 72,1) également). Comme dans la proposition 2.7, on
peut créer, par conjugaisons et multiplications, les vecteurs (1, p1, «) (resp. (53, p2, 1)), pour un
certain p-cycles p1 (resp. p2). De plus, on peut exiger || = p® pour un certain entier a (resp.

18] = p? pour un certain entier b), et on a donc, pour tous les p; dans une certaine classe de
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conjugaison sous (oo, 01,02), un vecteur (1, p1, ;) (resp. (1, p2, Bp,)). On peut alors, en choi-
sissant correctement p; et p2, multiplier ces vecteurs et obtenir (8, T, ), ou 7 est un cycle de
taille 3 (ou 5 pour p = 3), et ou les ordres de o, et 3, sont des puissances de p. On obtient
alors By, , aﬂ)“""”@f‘ = (1,7, 1), ou 7 est 3-cycle (resp. 5-cycle), et donc par conjugaison (resp.
multiplication et conjugaison) on peut obtenir tous les 3-cycles. On peut donc engendrer Ay sur

une coordonnée. Le résultat suit. O

On remarque que, comme pour la proposition 2.7, on fait I’hypothése que les ordres ne sont
pas identiques. La généralisation & un plus grand nombre d’états passe par une hypotheése plus
forte en générale : on demande que le vecteur des ordres (vu comme un mot circulaire) soit
primitif, c’est-d-dire qu’il ne peut pas étre exprimé comme la puissance d’un mot autre que

lui-méme, ou bien encore qu’il n’est pas périodique.

,—[Proposition 3.2} N
Soient og,01,- - ,0, des permutations de Sp, kK > 7, telles que le vecteur
(lool,- -, |lon—1|) est primitif et ((o;);) = Sk ou Ag. Alors il existe un cycle = de
longueur premiére satisfaisant (1, 1,...,1,7) € ((0)i)e-

Démonstration. Comme les ordres ne sont pas identiques, il existe un nombre premier p, un
entier ¢ et un sous-ensemble non trivial de {0;},cq0,1,..n—1} tel que p® divise tous les ordres
de ce sous-ensemble (et p°*! non, et pas les ordres des permutations restantes). En prenant la
puissance adaptée, on peut donc obtenir un vecteur de permutations d’ordres p ou 1.

On peut supposer que toutes les permutations non-triviales de ce vecteus sont entourées d’iden-
tités : considérons (ay,...,aq, 1,70, ...,7s, L, Bo, ..., ), ol les m; sont d’ordre p et 7 est un
p-cycle, ainsi que son permuté-conjugué (5, ag, ..., o, 1,7, ..., 75, 1, 5),...,5,_;) ol les 7}
sont d’ordre p et () est un p-cycle tel que 7, est d’ordre r, avec r un nombre premier différent

de p, et avec |a;| = || et |5;] = |5;|. En multipliant ces deux vecteurs, on obtient

A :(QOB{” 051016, ce. 7aaa:1—17 O[Zza 70, 7T17T6, e aﬂ-sﬂé_la 77;7 505 BI/B(I)a .. 7ﬁb—1ﬁlly) .

On remarque que, si la permutation «; est triviale, alors la coordonnée correspondante dans A est
d’ordre p. En prenant la bonne puissance, on obtient (7o, ..., Ya—1, 1, 1, 00, -, ps—1, 1, 1,00, ..., 0p—1),
ol les coordonnées triviales restent triviales et ou les permutations non triviales sont d’ordre r,
donc, par récurrence, on construit un vecteur de permutations d’ordre premier r, ou les per-
mutations non-triviales sont encadrées de permutations triviales. Ce vecteur peut ne pas étre
primitif, mais on peut en construire un pour tout nombre premier plus grand que 2.

Distinguons maintenant deux cas : s'il existe un vecteur II = (o, ...,0,-1)% = (70, ..., Tn_1),

135



Chapitre IV Génération aléatoire de groupes

avec |m;| € {1,p}, p premier tel le vecteur des ordres est primitif (vu circulairement), prenons
alors I' un vecteur non trivial avec les ordres des coordonnées sont soit 1 soit p et tel que les
permutations non triviales soient encadrées par des permutations identités (comme construit
plus haut). Comme II est apériodique, on peut trouver une configuration ot deux permutations
non triviales de I' (sous réserve que I' contienne plus qu'une permutation non triviale) font face
a, respectivement, une permutation triviale et une non triviale. En multipliant IT et I" dans cette
configuration et en prenant la puissance adaptée, on obtient un vecteur I'y qui a les mémes
propriétés que I' mais qui contient strictement moins de permutations non triviales, tout en
conservant une coordonnée non triviale. On itére ce procédé jusqu’a stabilisation a I'ss € (A)
qui contient une seule permutation non triviale, d’ordre p. On peut alors, comme dans la pro-
position 2.7, transformer cette permutation en un p-cycle, et on conclut. S’il n’existe pas un
tel vecteur II, alors il existe deux vecteurs I et IIa, qui ont leurs vecteurs des ordres (valant
respectivement soit 1 et pj, soit 1 et py) ayant des périodes t1, ta, non-multiples, et dont le plus
petit multiple commun ne divise pas n. On peut alors construire I' comme auparavant pour p.
Alors, soit I' est apériodique ou t; ne divise pas sa période, ou bien ¢; divise la période des
ordres de I'. Dans les premiers cas, on peut obtenir un vecteur I'y ayant strictement moins de
permutations non triviales que I', tout en ayant les méme propriétés en multipliant I' et II;
dans la configuration idoine. Dans le dernier cas, t9 ne divise pas la période de I' et on peut
appliquer le méme argument en considérant cette fois Ils au lieu de II;. Par induction, on arrive

au résultat attendu. O

On a maintenant tous les ingrédients nécessaires pour démontrer un théoréme a la Dixon

pour les automates cycliques :

— Théoréme 3.3 )

Soit A un automate cyclique aléatoire & n états et k lettres, dont les fonctions de

sortie sont og,...,0,_1. alors

lim P((Ak> = A} % (sgn, (00, . ,an,1)>c) =1,

k—o0

avec 7 une transposition arbitraire de Sj.

Démonstration. Par le théoréme de Dixon, on a génériquement ((0;);) = Sk ou Ai. D’aprés
la proposition 3.2, si le vecteur des ordres est primitif, on peut trouver un élément de la forme
(1,1,...,1,7) € {((04)i)e. On peut alors appliquer le lemme 2.6, la proposition 2.5 et le théoréme
de Jordan comme dans le théoréme 2.8 et conclure. On montre donc que le vecteur des ordres

est primitif avec probabilité tendant vers 1 avec k. Pour cela, remarquons que la probabilité que
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le vecteur soit primitif est inférieure a la probabilité que |og| = |o;| pour un certain i. Cette
probabilité tend vers 0 quand k tend vers l'infini puisque le logarithme de ’ordre converge vers

un loi continue (théoréme d’Erdgs-Turan) et que n est fixé. O

L& encore on utilise dans le théoréme une condition suffisante sur les ordres des permutations.
Cependant, si’on force les permutations de automate cyclique & avoir le méme ordre (ou méme,
plus restrictif encore, & étre conjuguées), on obtient toujours empiriquement une convergence
vers ces groupes (dans le cas de permutations conjuguées, on a moins de variété car toutes les
permutations ont la méme signature). Il est déja connu qu’on obtient un théoréme homologue a
celui de Dixon pour des permutations aléatoires conjuguées [87|, et il semble naturel d’essayer

dans I'avenir d’étendre nos techniques a ce cas.

4 Remarques et conclusions

Ce travail sur les automates cycliques est important dans 'optique de la génération aléatoire
des groupes finis par des automates de Mealy car, s’il suggére tout d’abord qu’il est nécessaire
d’enrichir la structure de 'automate pour obtenir une certaine diversité pour les groupes engen-
drés, il montre surtout qu’on ne peut méme pas espérer travailler dans la classe des automates
avec cycles sans échappatoire.

En effet, ces automates cycliques apparaissent inévitablement & la fin des automates avec cycles
sans échappatoire, et nos résultats de convergence impliquent donc que le groupe engendré par
un automate avec cycles sans échappatoire aléatoire contiendra un produit direct de groupes

alternés, ce qui nous empéche donc d’obtenir de petits groupes.

De plus il semble que si 'on fixe la structure de 'automate (choisi dans la classe des auto-
mates avec cycles sans échappatoire), et que I'on regarde le groupe engendré par cet automate
ou l'on a tiré les étiquettes aléatoirement, on obtient encore une convergence qui ne dépend que
de cette structure et des signatures des permutations choisies. On n’a pas de résultat complet a

ce propos mais les résultats préliminaires vont dans ce sens :

Dans le cas d’'un automate qui se réduit & un chemin simple terminé par une boucle, on a :
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,—[Proposition 4.1] \

Soit A = (@, %, 0, p) un automate de Mealy inversible a k lettres et n états, et tel que
ds(¢) =min(¢g+ 1,n — 1) pour g € Q et s € X. Alors

lim P((A) = (A} x (po_1)) x P) =1,

k—o00

avec

P = ({(sgnr (pi) - ,s807 (pn-1) , - .., 8807 (pn—1))}i) -

Démonstration. Par définition du groupe d’automate, 1’état ¢ induit la transformation

(Pgs Pg+1s -+ Pr—1,---»Pn—1,...) sur les mots de I’alphabet, d’ou

A~ <(p0’ s 7pn*1)7 (p17 s Pn71,,0n71), ) (pnfla cee 7pn71)> )
On obtient alors le résultat par le théoréme de Dixon et par conjugaison. O
Ainsi le groupe (A) de la proposition 4.1 est d’ordre k!" 1 x|p,,_1 | /2(mini (@H{sgn(pn1-)}i={-11})-1)

Dans le méme esprit, si 'automate est une union disjointe de tels automates-chemins, alors c’est

de maniére générique le produit direct de groupes alternés ou symétriques.

Si maintenant automate est formé d’'un arbre enraciné en une boucle et dont toutes les

arétes vont des feuilles vers la racine, alors on a :

,—[Proposition 4.2} \
Soit A = (Q, X, d, p) un automate de Mealy inversible a k lettres est dont I’ensemble des
états ) est un sous ensemble des mots de {0,...,a— l}d (on appellera a I'arité de 'au-
tomate et d sa profondeur), et tel que ds(zo, ..., T, Tit1) = T, ..., Ti, VT0, ... Tiy1 €

{0,...,a—1}4, s € ¥. Alors on a

lim P((A) = (A" x (pe)) » P) =1

k—o0
avec
P ={{(ser (Pusui_1..) s+ »580 (pc) 5+, 5805 (pe)) }i) -
Démonstration. L’état ug - - - u; induit la transformation (pugu,..u; Puour.asi 15«3 Pes -+ Pes - -)

sur X*. On aboutit donc au résultat en appliquant encore le théoréme de Dixon et par conju-

gaison. [
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D’autre part, les expérimentations effectuées en GAP suggérent qu’on peut aboutir a des
théorémes semblables pour les autres structures rencontrées dans les automates a cycles sans
échappatoire. Il nous faut donc, dans I'optique d’une génération efficace, trouver une autre classe
dans laquelle tirer nos automates.

Klimann a montré dans [60] que les automates biréversibles a deux états avaient un probléme de
finitude décidable. On peut alors essayer de tirer uniformément, par une méthode de rejet, des
automates biréversibles a deux états engendrant des groupes finis. Cette méthode a cependant
Iinconvénient majeur d’étre trés vite inefficace quand la taille de I'alphabet augmente. En fait,
on peut, dans le cas des automates biréversibles a 2 états, identifier la forme des permutations

qui permettent d’engendrer des groupes finis :

Soit A = (Q, X, 9, p) un automate biréversible & deux états (0 et 1) et k lettres. Alors
(A) est fini si et seulement si on peut partitionner 1’alphabet en trois sous ensemble
disjoints ¥ = X, U Xy LI X, tels que

— reX, = VqeQ,0.(q) =q,

— r €Yy = VYq€Q,0:(q) #q,

— 2 €Y. <= (0,(0) =0< 0,(1) =1,0,(0) =1 < ,(1) =0), et po(z) = p1(x).

Démonstration. Supposons que A satisfait les hypothéses énoncées dans le théoréme. Alors dans
0A, 'ensemble X des états est partitionné en trois ensembles de composantes fortement connexes
Y =3Y,UXUX, et les états de X, (resp. Xf) ont tous la méme action, égale a I'identité (resp.
la négation), on peut donc minimiser cet automate et on obtient que ¥, (resp. ¥y) a un seul
état bouclant sur lui-méme. Alors 'automate dmd.A se minimise vers un automate & un unique
état.

Réciproquement, prenons un automate engendrant un groupe fini. D’aprés le résultat de Kli-
mann, cet automate est mo-trivial. Sans perte de généralité, on suppose que A est minimal, et
que la condition de partition n’est pas respectée, et donc qu’il existe z € X telle que 0,(0) =
0 et 0,(1) = 0, ou bien §,(0) = 1,0,(1) = 0, et po(x) = p1(x) (le cas 0;(0) = 0,5,(1) =1 se
traite de la méme fagon). Dans la premiére situation, 'automate n’est pas réversible, et on peut
donc l'exclure. Dans la seconde, on a toujours dans dmd.A que §,(0) = 1,0,(1) =0, et po(z) =
p1(z), et donc 0 et 1 sont dans des classes de Nerode différentes. Ainsi la suite dualisation-

minimalisation ne converge pas vers I'automate trivial, et donc |(A)| = +oo. O

Cependant, méme avec cet outil, il semble que 'on obtient une convergence vers un petit

ensemble qui ne dépend que de la taille des composantes de cette partition de ’alphabet. Des

139



Chapitre IV Génération aléatoire de groupes

investigations sont en cours & ce propos.

Une autre piste possible est de renverser la méthode de la mo-réduction : au lieu de partir
d’un automate et de chercher & le simplifier tout en gardant la finitude, on peut essayer de
partir d’'un automate simple, que I'on sait engendrer un groupe fini, et de le complexifier pour

engendrer un groupe toujours fini mais plus sophistiqué.

,—[Déﬁnition 4.4 (Expansion de l’automate)} \

Soient A = (Q,2,9,p) un automate de Mealy biréversible connexe et {0 }zex des
permutations de Sy avec £ € N. L'expansion de A selon o est 'automate ¢(y,), dont

I'ensemble des état est | |y, , @Qs, 'alphabet X, les fonctions de production pg, = p, et

0z(qi) = 5:C(‘1)az(z‘) .

L’expansion d’un automate non connexe peut également étre définie en se restreignant aux
composantes connexes. Dans la suite, on notera ¢.A pour une expansion arbitraire de A (quand

on voudra parler de propriétés ne dépendant pas du choix des permutations)

On a alors :

Soit A un automate de Mealy. On a meA = mA.

Le groupe engendré par A est isomorphe au groupe engendré par eA.

Comme pour la minimisation, on peut alterner expansion dans le primal et expansion dans

le dual. On parlera de ed-extension. Un exemple de e0-extension est dessiné figure IV.6.

Si 'on part d’'un automate 7 engendrant un groupe fini, on a que la suite d’automates
¢0e- - - 0¢7 n’engendre que des groupes finis. On peut alors, par exemple, construire un automate
aléatoire en effectuant une suite finie de ed-extensions depuis I’automate trivial. Remarquons que
cette approche recouvre celle des automates cycliques (si I'on restreint les permutations utilisées
dans les extensions) ou biréversibles & deux états. De plus, cette méthode laisse beaucoup de

liberté dans le choix des paramétres : lois régissant la longueur de la suite, la taille de ’expansion,
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Section 4 Remarques et conclusions
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FIGURE IV.6 — Un exemple de ed-extension. On commence par l'expansion selon (0,1)(3) puis

dans le dual on effectue I'expansion ¢(g )

le choix des permutations. Tous cela permet d’espérer éviter une convergence vers un nombre

trop réduit de groupes. Il convient maintenant de se demander quels paramétres peuvent étre

adaptés selon la situation, et surtout le montrer formellement.

Cette notion s’inscrit aussi dans I’étude du probléme de finitude d’un groupe d’automate, et

pourrait permettre de mieux appréhender la relation entre la taille d’'un groupe et celle de celui

engendré par son dual. En particulier, la compréhension de la relation entre (A) et (0¢d.4), méme

dans le cas d’une expansion selon des permutations choisies dans un sous-ensemble spécifique,

devrait étre trés instructive.
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, on a mis en lumiére comment la théorie des automates peut servir a
expliquer, approfondir et analyser des problémes issus de la théorie des (semi-)groupes.
En particulier, les chapitres II et 111, mettent en évidence des transferts de propriétés structurelles
de l'automate de Mealy au groupe qu’il engendre, tandis que le chapitres III et IV montrent
comment les automates de Mealy peuvent fournir un nouvel éclairage & un probléme classique

de théorie des automates.

Dans le chapitre II, on a créé et étudié de nouveaux outils pour chercher & savoir si un
automate de Mealy réversible peut engendrer un groupe de Burnside infini. On a apporté une
réponse négative & ce probléme dans de nombreux cas, et un objectif naturel est maintenant
d’adapter nos preuves et méthodes pour montrer le cas général, ou tout du moins le cas d’un
automate connexe. Il est aussi légitime de se demander si nos outils ont un sens dans le cas
d’un automate qui n’est pas inversible, ce qui nous aménerait & nous pencher sur le probléme de
Burnside pour les semi-groupes d’automate.

D’autre part, les arbres de Schreier et les chemins auto-repliants contiennent assez d’informa-
tion pour étre utilisés dans d’autres contextes de la théorie des groupes, notamment dans les
problémes de croissances. Les résultats de Klimann suggérent que la réversibilité induit un type
spécifique de croissance, bornée ou exponentielle. Plus ambitieux, il semble raisonnable de cher-
cher & montrer que le probléme de finitude est décidable pour les groupes engendrés par un
automate de Mealy (bi)réversible, ainsi que I'a fait Klimann pour le cas & deux états.

De fagon plus globale, il nous semble intéressant de déterminer si une propriété structurelle don-
née de 'automate peut étre mise en liens avec une propriété du (semi-)groupe, et dans 'avenir
proche on cherchera a savoir si des problémes comme celui du sac & dos ou bien celui de la tran-
sitivité par niveau sont décidables pour les groupes engendrés par des automates appartenant &
des sous-classes spécifiques. Il parait aussi intéressant de chercher a généraliser a I'univers des
semi-groupes des résultats connus pour les groupes, par exemple en cherchant & savoir s’il existe
une notion d’endomorphisme borné liée a la structure de 'automate de Mealy et déterminer si

les problémes de 'ordre ou de la conjugaison sont décidables pour cette classe.



Chapitre IV Conclusion

Dans le chapitre III, on a vu comment des notions classiques de théorie des automates et
de théorie des langages (entropie, langage accepté par un automate de Biichi), permettaient de
retrouver et généraliser des résultats connus de théorie des groupes, et cela par des méthodes bien
plus élémentaires. Cette approche nous parait donc trés pertinente et on cherchera a I’approfondir
en essayant de redémontrer des résultats classiques, dans l'espoir de les étoffer, ainsi qu’en
essayant dés que possible d’utiliser ces notions dans de nouveaux problémes.

Dans ce chapitre, trés proche de la dynamique symbolique, il a aussi été (re)mis en avant le
lien entre automates de Mealy et pavages de Wang. On a utilisé une approche différente de
celle de Gillibert, mais de fagon générale ce lien semble fort et s’étend vraisemblablement aux
automates cellulaires et aux sous-shifts de type fini, qui généralisent les pavages de Wang. Cette
intuition est appuyée par les récents travaux de Delacourt et Ollinger mettant en correspondance
le probléme de la finitude dans les groupes d’automate avec celui de la périodicité dans les
automates cellulaires unidirectionnels permutifs. Si les deux communautés sont conscientes que
ce lien existe, il est manifestement nécessaire de partager nos points de vue et de déméler les

ressemblances superficielles des similitudes profondes.

Le chapitre IV contient lui aussi de nombreuses directions possibles pour continuer nos
travaux : du c6té des groupes finis, on peut chercher & effectuer la génération aléatoire dans une
classe d’automates de Mealy plus riche. On peut aussi se demander du coté des (semi-)groupes
infinis si les (semi-)groupes d’automate aléatoires possédent génériquement une propriété donnée.
Grace au chapitre II, on sait que le semi-groupe engendré par un automate de Mealy inversible
et réversible est génériquement sans torsion (et donc que le groupe est infini), peut-on obtenir
d’autres résultats, par exemple sur I’hyperbolicité ou la malnormalité ? La encore, ces questions
sont assez étroitement reliées au probléme de finitude ; mais on peut aussi se demander comment
générer aléatoirement des automates de Mealy aux propriétés spécifiques. En effet, il est facile
de tirer uniformément au hasard un automate de Mealy inversible, ou réversible ou méme ayant
simultanément ces deux propriétés, et, avec le travail de De Felice et Nicaud, on sait aussi générer
uniformément des automates & cycles sans échappatoire. Cependant certaines classes semblent
plus difficiles & manier dans ce contexte : par exemple celle des automates biréversibles, pour
laquelle ne sait pas effectuer une génération efficace, et o tout résultat de dénombrement serait

bienvenu.

Il reste également de nombreux problémes liés & ces automates de Mealy qui n’ont pas été
abordés dans cette thése. On peut par exemple essayer de lier graphes de Schreier et graphes
expanseurs, ou encore, ce qui est sans doute une des questions centrales pour ces groupes,
se demander s’il existe des groupes ou monoides résiduellement finis et ayant un probléme
du mot décidable qui ne sont pas des groupes d’automate. On connait de tels exemples pour

les semi-groupes, mais trés peu et on est encore loin d’une caractérisation. Cette question est

144



aussi & mettre en relation avec les traductions possibles entre (semi-)groupes d’automate et
(semi-)groupes automatiques, ainsi qu’avec les (semi-)groupes d’automates cellulaires et de sous-
shifts.
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