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RESUMEN

En esta tesis trabajamos con el calculo-AU, una extensién del calculo-\ que incorpo-
ra las caracteristicas fundamentales de la programacién relacional: alternativa no deter-
ministica, secuenciacién explicita, unificaciéon de primer orden e introduccion de variables
frescas. Proponemos un sistema de tipos y formulamos una semdntica denotacional pa-
ra su fragmento tipado. Por semdntica denotacional entendemos a una funcién [—] que
dado un programa devuelve su significado o denotacidn, es decir, un elemento de algiun
dominio de interpretaciéon apropiado. El objetivo es demostrar que la semantica cumple
con propiedades esperables: por un lado, probar la correctitud de la seméantica operacional
con respecto a la denotacional, que asegura que dos programas equivalentes de acuerdo
con una teoria sintactica de igualdad deben tener la misma denotacién; por otra parte,
la propiedad de completitud de la semantica operacional con respecto a la denotacional,
que asegura que dos programas con la misma denotacién se pueden probar equivalentes
en una teoria sintactica de igualdad. En este trabajo logramos formular una semaéntica
denotacional para la cual la semantica operacional verifica una forma débil de correctitud.
Queda como trabajo futuro proponer una seméantica denotacional para que la operacional
sea correcta y completa.

Palabras claves: Semantica denotacional, calculo-\, unificacién, programacién funcional,
programacién logica, programacion relacional.






ABSTRACT

In this thesis we work with the AU-calculus, an extension of the A-calculus that in-
corporates the fundamental characteristics of relational programming: non-deterministic
alternative, explicit secuenciation, first-order unification and introduction of free variables.
We propose a type system and formulate a denotational semantics for its typed fragment.
By denotational semantics we mean a function [—] which, given a program, returns its
meaning or denotation, that is, an element of some appropiate interpretacion domain. The
goal of this work is to prove that the semantics meets the expected properties: on the one
hand, show the soundness of the operational semantics with respect to the denotationali
semantics, which ensures that two equivalent programs in accordance with a syntactic
theory of equality must have the same denotation; and on the other hand, the property
of completeness of the operational semantics with respect to the denotational semantics,
which assures that two programs with the same denotation can be shown equivalents in a
syntactic theory of equivalence. In this work we managed to formulate a denotational se-
mantics for which the operational semantics verifies a weak form of soundness. It remains
as future work to propose a denotational semantics for which the operational semantics is
both sound and complete.

Keywords: Denotational semantics, A-calculus, unification, functional programming, lo-
gic programming, relational programming.
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1. INTRODUCCION

Los lenguajes de programacién cuentan con caracteristicas que suelen agruparse por
paradigmas, entre los que se destacan la programacién funcional y la programacién logica.
La programacién funcional se caracteriza por la presencia de funciones de orden superior
—capaces de recibir otras funciones como argumentos— y tipos de datos algebraicos, sobre
los que se pueden dar construcciones inductivas utilizando pattern matching. La progra-
macién légica se caracteriza por la presencia de variables simbélicas que se instancian a
través del mecanismo de unificacion, como asi también por el comportamiento no deter-
ministico implementado a través del backtracking, y por la concepcién de los programas
como relaciones.

Ademas de lenguajes de programacién puramente funcionales, como Haskell y Ocaml,
y los puramente l6gicos como Prolog y Mercury, existen lenguajes funcionales—16gicos como
A-Prolog y Curry, que incorporan caracteristicas de ambos paradigmas. La teoria de los
lenguajes puramente funcionales y la de los puramente logicos se encuentran plenamente
desarrolladas, pero no se ha desarrollado, a nuestro saber y entender, un modelo formal
que combine conjuntamente las caracteristicas de ambos paradigmas y cuente con una
metateoria satisfactoria a la par de la que, por ejemplo, si se conoce para el célculo—Aﬂ
La importancia de contar con este tipo de resultados tedricos —tales como confluencia,
terminacion del fragmento tipado, estandarizacién, etc.— es que estos permiten razonar
rigurosamente sobre el comportamiento de los programas, y justifica la correccién de técni-
cas de implementaciéon de compiladores, intérpretes, optimizadores y otros componentes.

Recientemente [3] se ha propuesto una extensién del célculo-A que incorpora, ademés de
caracteristicas funcionales, las caracteristicas fundamentales del paradigma légico: alter-
nativa no deterministica, secuenciacién explicita y unificacién de primer orden. El sistema
estd formulado mediante una semdantica de reduccion small-step, es decir, con reglas de
reescritura que indican cémo una expresién puede simplificarse paso a paso hasta llegar a
un resultado. Ademas, el sistema es confluente y dispone de un sistema de tipos.

1.1. Semantica operacional y denotacional

En esta seccion repasamos las distintas nociones de seméantica que se pueden definir pa-
ra el calculo-)\ simplemente tipado, y en particular la seméantica operacional y la seméantica
denotacional clasicas.

Comenzamos definiendo la sintaxis del cdlculo-A simplemente tipado. Supongamos da-
do un conjunto infinito numerable de variables, Var = {x,y, z,...} y un conjunto infinito
numerable de tipos base, {a, 3,7, ...}. Los conjuntos de tipos (Type = {A, B, ...}), térmi-
nos (Term = {t,s,...}) y valores (Val = {v,w,...}) se definen inductivamente como sigue.
Tipos:

Ai=a|A— A

donde « representa cualquier tipo base.

! Una excepcién es [1], donde se estudia una semdantica operacional big-step para un cdlculo-\ extendido
con caracteristicas légicas.
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Términos:
t n= 24 variable
| AzA.t abstraccién
| ts aplicacién
Valores:
v ou= Azdt

Observemos que en esta presentacién del calculo-) el tipado es intrinseco (“a la Church”),
es decir, los términos estdn decorados explicitamente con su tipo. Generalmente omitimos
las decoraciones de tipo sobre las variables, y escribimos por ejemplo Az.x en lugar de
Az, 24 si el tipo A se puede deducir del contexto o no tiene especial relevancia.

Una ocurrencia de una variable x estd ligada si se encuentra bajo el alcance de una
abstraccién de la forma Az?. ..., y de lo contrario estd libre. Los términos se consideran
médulo renombre de variables ligadas, por ejemplo Az, 24 = A\y?. y#. Un término se dice
cerrado si no tiene ocurrencias de variables libres.

Recordemos también que los juicios de tipado son de la forma I' - ¢ : A, donde T es
un contexto de tipado, es decir, un conjunto finito de asignaciones de tipos a variables, de
la forma z : A. Las reglas de tipado son las siguientes:

r:Ael I''z:A+t: B I'tt:A—-B TFs:A
—— - I-Var Y T-Abs T-App
r2":A 'FXx*.t:A— B I'Hts: B

El significado de las expresiones e instrucciones de un lenguaje de programacion se
define a través de una o mas semdnticas, que describen distintas maneras de interpretar
el programa, que en principio lo podemos definir como un término.

Dos tipos de semanticas que nos interesan en este trabajo son la semdntica operacional
y la semdntica denotacional. Desde la perspectiva de la semantica operacional, el programa
representa un estado en el computo y la seméntica indica el mecanismo que convierte un
estado en otro, hasta llegar a un estado final que representa el resultado del cémputo. En
el caso de la semantica operacional small step, la transformacion de estados es paso a paso
y esta reflejada en una relaciéon de reduccién o transicion “—” que dado un estado indica
cudl es el siguiente. Por otro lado, desde la perspectiva de la seméantica denotacional, el
programa se interpreta como un valor matematico en algiin dominio de interpretacién.
Asi, la seméntica establece una relacién entre las expresiones del lenguaje y los elementos
del dominio de interpretacién (i.e. el significado de las expresiones).

Semantica operacional. A partir de las siguientes reglas, definimos una seméantica
operacional small step para el calculo-\ simplemente tipado, basada en la estrategia de
evaluacién call-by-value.

t—t s— s

/ 'LL /V
ts—1ts VS > VS

Bo

(Az.t)v — t{z := v}

donde t{z := v} denota la sustitucién de las ocurrencias libres de x en t por v, evitando
la captura de variables.

Resumimos sin demostracion algunos resultados de la seméntica operacional. Mas de-
talles pueden encontrarse en el libro de Pierce [13].
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Proposicién 1.1.1 (Progreso). Sea t un término cerrado y bien tipado, i.e., b t : A.
FEntonces t es un valor o existe un término s tal que t — s.

Proposicién 1.1.2 (Preservacién). Sean t y s dos términos tales quet — s y ' Ft: A.
Entonces ' s : A.

Proposicién 1.1.3 (Normalizacién). Si ' = ¢t : A, entonces t es normalizable, i.e. el
computo de t termina en una cantidad finita de pasos.

Semantica denotacional. Antes de proponer una seméantica denotacional para el
calculo, comenzamos definiendo conceptos a tener en cuenta. En primer lugar, a cada
tipo A le asociamos un conjunto que notamos [A], también conocido como el dominio de
interpretacion asociado a A. Para ello, suponemos fijado un conjunto S, para cada tipo
base «, y definimos [A] recursivamente como sigue:

o] £ s,
[A—B] ¥ [B]W

donde Y denota el conjunto de funciones f : X — Y.

Por ejemplo, una posible interpretacién del tipo base Bool seria Sgool = {0, 1}. Bajo esa
interpretacién, [Bool — Bool] serfa el conjunto de todas las funciones f : {0,1} — {0,1}.
En este trabajo, asumimos que la interpretacién de los tipos base es siempre un conjunto
no vacio.

Una asignacion de variables es una funcion p que a cada variable le asocia un elemento
de algin dominio de interpretacién, es decir p : Var — | crype[A]- Ademds, siI' es un
contexto de tipado, decimos que p es compatible con T' (notado I' = p) si y sélo si a cada
variable de IT" se le asocia un elemento del dominio de interpretacién de su correspondiente
tipo, es decir, cada vez que (z : A) € I se tiene que p(x) € [A]. Si p es una asignacién de
variables y a € [A], entonces p[x — a] es la asignacién de variables definida como sigue:

a six=1y

p(y) en otro caso

ple — a)(y) < {

La interpretacion de términos es una funcién [—]_ que dado un término de tipo A bajo
el contexto I y una asignacion de variables p compatible con I' devuelve su significado o
denotacién, que es un elemento de [A]. Esta funcién se define recursivamente como sigue:

[+4], = p()
oA ], < f donde f(a) = [t] yfursa]
ltsl, < 1,(0Is1,)
Resumimos sin demostracion algunas propiedades basicas de la seméntica denotacional.
Mas detalles pueden encontrarse en el libro de Gunter [6].

Proposicién 1.1.4 (Irrelevancia). Sea T'Ft: A y sean p y p' asignaciones de variables
compatibles con T’ que coinciden en las variables de T, es decir, p(x) = p/(x) para toda
variable (x : A) € I'. Entonces [t], = [t].

Proposicién 1.1.5 (Composicionalidad). Sean I';z: A-t: B yT'Fs: A, y sea p una
asignacion de variables compatible con I'. Entonces [t{z := s}, = [t] pjzs[s],)-
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Teorema 1.1.6 (Correctitud). Sea '+t : A, sea t — t' un paso de reduccio’rﬂ y sea p
una asignacion de variables compatible con I'. Entonces [t], = [t'],-

1.2. Trabajo relacionado

Como mencionamos al principio de este capitulo, ya se han desarrollado lenguajes
de programacién funcionales—16gicos. En esta seccién describimos brevemente algunos de
ellos, como asi también algunos lenguajes del paradigma relacional (o puramente 16gico)
y del paradigma funcional que se relacionan en alguna medida con el calculo-AY.

1.2.1. Lenguajes relacionales

El punto de partida del cédlculo-A” es extender el calculo-A (no tipado) con carac-
teristicas de la familia de lenguajes miniKanren, perteneciente al paradigma relacional.
Los lenguajes de la familia de miniKanren tienen en comtn con el cdlculo-AU los opera-
dores de unificacién, introduccién de variables frescas, conjuncién (correspondiente a la
secuencia del célculo-\Y) y disyuncién (correspondiente a la alternativa no deterministica
del cdlculo-\Y). Se diferencian en que miniKanren estd limitado a operar con términos de
primer orden, es decir, no cuenta con abstracciones ni aplicaciones. En un trabajo recien-
te, Rozplokhas, Vyatkin y Boulytchev estudian la seméntica operacional y la seméantica
denotacional de miniKanren [15].

1.2.2. Lenguajes logico—funcionales

En la literatura se encuentran varias propuestas de lenguajes que combinan carac-
teristicas de la programacién funcional con la programacién légica. Mencionamos dos de
los mas destacados.

Miller y Nadathur [I2] proponen una extensién del lenguaje relacional Prolog, que en
lugar de trabajar con términos de primer orden, opera con A-términos. El lenguaje se llama
AProlog, y cuenta con implementaciones, algunas de ellas recientes, como Makam [I7]. En
cuanto a las diferencias con el célculo-\Y, el modelo de ejecucién de AProlog esté basado
en el método de resolucién, mientras que en el célculo-\Y el modelo de ejecucién se basa en
reescritura de términos. En particular, el cdlculo-AY es confluente, mientras que no estamos
al tanto de trabajos que aborden este resultado en AProlog.

Por otra parte, Miller [I1] identificé una restriccién del problema de unificacién de
orden superior conocida como unificacion de patrones de orden superior (higher order
pattern unification). Este fragmento tiene como buena propiedad que es decidible y admite
unificadores més generales. Para llevar a cabo estas pruebas utiliza un lenguaje llamado
Ly [10], el cual extiende un lenguaje 16gico con A-abstracciones. Las abstracciones tienen
algunas restricciones en las ocurrencias de las variables ligadas por las lambdas, para evitar
tener unificaciéon de orden superior y asi poder extender de forma decidible la unificaciéon
de primer orden.

Otro lenguaje de programacién légico—funcional es Curry [7], propuesto por Hanus
y colaboradores. El modelo de cémputo de Curry se basa en combinar las técnicas de
narrowing y residuation, y permite la eleccion del mecanismo de evaluacién dependiendo
del caso en que se encuentre la expresion a evaluar. La primera técnica es una generalizacion

2 Observemos que vale también I' - ¢’ : A por el teorema de preservacién de tipos.
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de reescritura, y se utiliza cuando las expresiones a evaluar tienen variables que necesitan
ser instanciadas para que la ejecucion de la expresién pueda proceder. La segunda técnica
permite una evaluacion deterministica y eficiente de llamados a funciones.

1.2.3. Calculos con eleccion no deterministica

Dentro de la amplia variedad de lenguajes del paradigma funcional, se han estudiado
muchos cédlculos que incorporan alguna nocién de elecciéon no deterministica. Por ejemplo,
el cédlculo A,qy-, propuesto por Schmidt-Schaufl y Huber [16], extiende el célculo-A con una
nocién de eleccién no deterministica (errdtica) entre dos expresiones, correspondiente a la
alternativa no deterministica del calculo-AY. Los célculos con eleccién no deterministica se
usan también para estudiar reescritura en un marco probabilistico [14] [4]. Sin embargo,
estos calculos no cuentan con unificacion.

1.2.4. Calculos con pattern matching

Se han propuesto muchos calculos que extienden el calculo-A con pattern matching.
Un ejemplo destacable es el Pure Pattern Calculus (PPC), de Jay y Kesner [9]. Este
calculo generaliza al calculo-A de tal modo que las abstracciones, en lugar de ser de la
forma Ax.t, son de la forma Ap.t donde p es un patrén. La regla § se modifica para que
(Ap.t) s haga coincidir el argumento s contra el patrén p, es decir, haga pattern-matching.
El hilo conductor de PPC es que cualquier término puede hacer las veces de patron,
lo que permite programar con patrones dinamicos, es decir, patrones que se calculan en
tiempo de ejecucién. Dado que la unificacion de términos es una generalizacién del pattern-
matching, seria esperable que un célculo con unificacién como el calculo-\Y resulte ser una
generalizacion de los cédlculos con pattern matching como PPC.

1.3. Descripcién informal del cilculo-\Y

En esta seccién definimos de manera intuitiva el calculo que estudiamos en este trabajo.

Como mencionamos en la seccién previa, el calculo-A\Y se basa en partir de los términos
usuales del calculo-\ no tipado: variable, abstraccién y aplicacién, y ademds incluimos
algunos términos del lenguaje miniKanren: unificacion entre dos términos, secuenciacion,
introduccién de variables frescas y alternativa no deterministica. Una sintaxis inicial es la
siguiente, suponiendo dado un conjuntos infinitos numerables de variables (z,y,z,...) y
de locaciones ({1, /42, ...)

Términos:
t =z variable
| ¢ constructor
| Ax.P abstraccién
| Maz.P abstraccién alojada
| ts aplicacién
o . .z
| t=s unificacién
| t;s secuencia
| vx.t  declaracién de variable fresca
Programas:
P = fail programa vacio

| t@® P alternativa no deterministica
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En el capitulo siguiente detallamos la seméantica operacional formal, pero introducimos
a continuacion la seméntica informal de los términos y programas. Las variables tienen su
significado usual, como pardmetros formales, pero ademas también pueden ser instanciadas
a través de la unificaciéon. Los constructores son simbolos que no se pueden instanciar
como por ejemplo zero,succ y nil. Las abstracciones tienen su significado usual, con la
diferencia de que el cuerpo de la funcién es un programa (que representa la eleccién no
deterministica entre varios posibles términos). Ademds, hay abstracciones alojadas que
se comportan igual que las abstracciones pero ademas estdn decoradas con una locacion.
La aplicacion tiene su significado usual. El operador de unificacién se comporta como
el operador de unificacién de lenguajes légicos como Prolog, con la diferencia de que en
lugar de unificar términos de primer orden se unifican términos del calculo; la unificaciéon
puede fallar o tener éxito, lo que provoca como efecto secundario la instanciacién de ciertas
variables. La evaluacion de la secuencia t; s procede evaluando t y s de forma secuencial: si
la ejecucién de t falla, el término entero falla, mientras que si la ejecucion de t tiene éxito,
los resultados van a ser los que devuelva la evaluacion de s. La introduccién de variables
frescas vzx.t evalia t sustituyendo las ocurrencias de x en ¢ por una variable fresca, es
decir, una variable que no haya sido usada antes. El significado del programa vacio puede
verse como el programa que no arroja ningun resultado. La alternativa no deterministica
t ® P evalia t y P en paralelo y produce posiblemente muchos resultados, juntando los
resultados que produce t y los que produce P.

En el calculo-AY hay términos que no necesariamente son de primer orden debido a
la presencia de abstracciones. A priori, esto significaria que los problemas de unificacién
pasan a ser de orden superior (higher order unification). Por ejemplo, si tuviéramos el
problema de unificacién fc = ¢ dos unificadores posibles podrian ser {f = Az.a} y
{f — Az.c}. Desafortunadamente, el problema de unificacién de orden superior es inde-
cidible y mds ain, no necesariamente admite unificador més general (ver [§] y [5]). Para
zanjar este problema, el cdlculo-\U impone la restriccién de que en los problemas de uni-
ficacién sélo se unifican valores. Si se tiene t = s, se deben reducir ¢ y s hasta que sean
valores antes de poder proceder a resolver el problema de unificacién. El conjunto de va-
lores se define como el conjunto que incluye a las variables, las abstracciones alojadas y
las estructuras, que son constructores aplicados (recursivamente) a valores. Por ejemplo,
cons zero (cons (succ zero) =) es un valor. Con esto en cuenta, dos abstracciones alojadas
unifican cuando estdn decoradas con la misma locacién.

Por ejemplo, el término

PRED = \n. (((n = zero); zero) @ (vz. ((n = succz);x)) ® fail)

es la funcién que dado un natural n calcula el predecesor de n. El cuerpo de la funcion tiene
dos alternativas. En la primera, se pide que n unifique con zero y en tal caso devuelve
zero. En la segunda, se pide que n unifique con succx, con x una variable fresca, y en
este caso devuelve x.

1.4. Objetivo de la tesis

El objetivo que proponemos en esta tesis es el de formular una semdntica denotacional
para el fragmento tipado del cdlculo-A\Y mencionado en la seccién anterior. Pretendemos
demostrar que la seméantica cumple con propiedades esperables, en particular, la propiedad
de correctitud de la seméantica operacional con respecto a la denotacional debe asegurar que
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si dos programas son interconvertibles (es decir, uno se puede convertir en el otro usando
las reglas de reduccién de la semdntica operacional), entonces la semantica denotacional
les atribuye la misma denotacién. A la inversa, la propiedad de completitud asegura que
dos programas con la misma denotacién deben ser interconvertibles.

1.5. Contribuciones

En esta tesis:
» Definimos un sistema de tipos para el calculo-AY (Definicién [3.0.2)).

= Mostramos que el sistema de tipos satisface varias propiedades bdsicas, entre las
cuales la principal es la de preservacién de tipos (Proposicién |3.1.9).

= Definimos una nocién de semantica denotacional para el cdlculo-AU (Definicién 4.1.4)).

= Mostramos que la seméntica denotacional propuesta cumple varias propiedades, in-
cluyendo composicionalidad (Lema [4.2.2)) y una nocién débil de correctitud (4.2.8))
de la seméntica operacional con respecto a la semantica denotacional.

Parte del trabajo de la tesis fue presentado y publicado en el 17th International Co-
lloquium on Theoretical Aspects of Computing (ICTAC 2020).

1.6. Estructura de la tesis

En el capitulo 2 presentamos formalmente el cdlculo-\Y, originalmente propuesto por
Barenbaum y Lochbaum en 2020. Recordamos la sintaxis y la seméntica operacional del
calculo. Ademds definimos conceptos necesarios para definir la semdantica operacional, y
damos ejemplos de reducciones de términos.

En el capitulo 3 definimos el sistema de tipos del calculo-\Y, junto con la demostra-
ciéon de propiedades basicas sobre este. En particular, demostramos las propiedades de
Debilitamiento, Fortalecimiento y Preservacién de tipos.

En el capitulo 4 damos una seméantica denotacional para el célculo-\Y. Ademds, de-
mostramos propiedades intermedias necesarias para enunciar y probar la propiedad de
correctitud débil de la semantica operacional con respecto a la semantica denotacional.

El capitulo 5 estd dedicado a discutir falencias de la semdantica denotacional. Dos
limitaciones son el hecho de que la correctitud sélo vale en un sentido débil y que la
semantica operacional no es completa con respecto a la semantica denotacional.

En el capitulo 6 concluimos este trabajo, e incluimos trabajo futuro.
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2. PRELIMINARES

En esta seccién describimos con mayor profundidad el célculo-AU. Escribimos formal-
mente su sintaxis, definiendo sus términos, valores y programas. También extendemos el
algoritmo de unificacion de Martelli-Montanari y ejemplificamos su uso. Por tdltimo, damos
las reglas de seméantica operacional para el cédlculo.

2.1. Sintaxis del calculo-)\Y

Definicién 2.1.1 (Sintaxis). Supongamos dados conjuntos infinitos de variables Var =
{z,y,2,...}, constructores Con = {c,d, e, ...}, y locaciones Loc = {£,¢', ¢ ...}. Asumimos
que existe un constructor distinguido, ok. Los conjuntos de términos ({t,s,...}), valores
(Val = {v,w,...}), programas ({P,Q, .. .}), y contextos de evaluacion débiles ({W,W',...})
se definen de manera mutuamente inductiva:

Términos:
t = =z variable
| ¢ constructor
| Ax.P abstraccién
| Maz.P abstraccién alojada
| ts aplicacién
° . .7
| t=s unificacién
| t;s secuencia
| vx.t  declaracién de variable fresca
Valores:
v o=
| Xa. P
| cvi...v,
Programas:
P = fail programa vacio

| t@ P alternativa no deterministica

Un contexto es un término que tiene exactamente una ocurrencia libre de una variable
distinguida que notamos “[J” y llamamos agujero. Los contextos de evaluacion débiles son
un subconjunto de los contextos dados por la siguiente gramética:

W = 0O contexto vacio
Wt izquierda de una aplicacién
tW derecha de una aplicacién

] . <7
t =W derecha de una unificacion
W;t izquierda de una secuencia

|
|
| W 2t izquierda de una unificacién
|
|
| t;W  derecha de una secuencia

Notemos que los contextos débiles no entran bajo abstracciones o declaraciones de variables
. .2 s1. 4 ,
frescas; por ejemplo, vx.[d no es un contexto de evaluacién débil, pero [J = x si.

9
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Definicién 2.1.2 (Variables libres y locaciones). El conjunto de wvariables libres de un
término (fv(t)) y de un programa (fv(P)) se definen recursivamente de la siguiente forma:

fv(z def {z}
fv(c e 5
vz P) < f(P)\ {2}
fv(\x. P e

)

)

)

) def g P)\ {z} fv(fail) = @
) tyUfv(s) fv(te P) = fv(t)Ufv(P)
)

)

)

El conjunto de locaciones de un término (locs(t)) y de un programa (locs(P)) se definen
recursivamente de la siguiente forma:

locs(x) e 5
locs(c) e 5
locs(Ax. P) def locs(P)
locs(\ex. P) e {¢} Ulocs(P) locs(fail) Ly
Iocs(t s) def locs(t) U locs(s) locs(t & P) def locs(t) U locs(P)
locs(t = s) & locs(t) U locs(s)
locs(t; s) e locs(t) U locs(s)
locs(ve. t) def locs(t)

Escribimos t; ©te @ ... t, para denotar el programa t; @ (to® ... D (t, G fail)). En
particular, si t es un término, puede representar el programa unitario ¢t @ fail.

Las reglas de reduccion estdan dadas entre programas. El programa a ser evaluado se
llama programa principal, y siempre es de la forma t; to @ ... B¢, donde cada t; se llama
proceso.

Definicién 2.1.3 (Operaciones auxiliares).

1. Si W es un contexto de evaluacién débil y ¢ es un término, entonces W(t) es un
término definido como sigue, por induccién en W:

O = t
Ws)t) ¥ ws
sW)t) € swi

W25y 2 w25
(s=wW)t) ¥ s2wi
(Wis)(t) = Wit):s
(sW)) s wit
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2. Si W es un contexto de evaluacién débil y P un programa, entonces W(P) es un
programa definido como sigue, por induccién en P:

W(fail) ¥ fai1
WiteP) < wi) e wip)

3. Si Py @ son programas, su concatenacion P @ @ se define de la siguiente forma,

por induccién en P:
fail @ @Q o Q
toP)oQ ¥ te@PeQ)

Definicién 2.1.4 (Sustituciones). Una sustitucidn es una funcién o : Var — Val con

soporte finito, es decir, tal que el soporte supp(o) def {z | o(z) # x} tiene una cantidad
finita de elementos. Escribimos {z1 — vi,...,z, — v,} para la sustitucién o tal que
supp(o) = {z1,...,2,} y o(z;) = v; para todo i € 1..n. Un renombre es una sustitucién
biyectiva que asigna cada variable a otra, es decir, una sustitucién de la forma {x; —
Yly. -y Ty — Yp}, donde y1,...,y, es una permutacién de zi,...,z,. Por otra parte,
t{z := v} denota t{#=v},

Definicién 2.1.5 (Operaciones con sustituciones). Sea o : Var — Val una sustitucién
cualquiera. La operacién para aplicarle la sustitucién o a un término (resp. programa)
evitando captura de variables libres se nota t? (resp. P?) y se define de la siguiente forma:

o @ o(x)
o o
(Az. P)? e \e.P?  sino hay captura, i.e. Vy € supp(o). = & {y} Ufv(a(y))
(Xx. P)° © Nz P7 sino hay captura, i.e. Yy € supp(o). = & {y} Ufv(o(y))
(va.t)? e yrte si no hay captura, i.e. Yy € supp(o). = € {y} Ufv(o(y))
ts)” ¥ oo
(t;8)7 def t9: 5%
(t=5s)° def jo 2 g0
fail® < fail
toP)r ¥ wgpe

Las sustituciones también pueden aplicarse a contextos débiles, tomando [17 df o,

La composicion de o con otra sustitucién p se nota p - o, y se define como:

(p-o)(@) = pla)

Importante: la composicién de sustituciones se escribe al revés de la notacién usual.
Por este motivo, utilizamos - para notar esta operacién en lugar del simbolo de composicién
de funciones, o.

La sustitucién o es idempotente si o - 0 = o. La sustitucién o es mds general que una
sustitucién p, escrita como o < p si hay una sustitucion 7 tal que p =0 - 7.
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2.2. Algoritmo de unificacién

Definicién 2.2.1 (Ecuaciones y unificadores). Una ecuacion es un término de la forma

[ . -, , . . .
v = w. Un problema de unificacion estd dado por un conjunto finito de ecuaciones & =

[ ] ° . . ., 1 . [ ] [ ]
{vi =w1,...,v, =w,}. Si o es una sustitucion, escribimos £ para {vi? =w1?,...,v,7 =

w,? }. Un unificador para € es una sustitucién o tal que v;% = w; para todo 1 <1i < n. Un
unificador o para £ es el mds general si para cualquier otro unificador p se tiene o < p.

Extendemos las nociones de variables libres (fv(€)), locaciones (locs(£)), y sustitucion
sin captura de variables (£7) para ecuaciones como sigue:

& fv(vi = w)U...Ufv(v, = w,)

locs(vy = wi) U...Ulocs(v, = wy)

V({vi=wi,..., vy =wp}) =
locs({v1 = Wi,...,Vp = Wn}) =

Definicion 2.2.2. Dado un conjunto X, una relacion de reduccion sobre X es una relacién
binaria R C X x X. Notamos x —g y si (z,y) € R es un par en la relacién.

Una relacion de reduccion R es fuertemente normalizante si no existe una sucesion
infinita x1,x2,x3,... de elementos de X tal que 1 - x2o g T3 =R .. ..

Definicién 2.2.3 (Algoritmo de unificacién). El siguiente algoritmo es una variante del
algoritmo de unificacién de Martelli-Montanari. Decimos que dos valores v,w colisionan
si vale cualquiera de las siguientes condiciones:

1. Colisién de constructores: v=cvy...v, yw=dwy...w, con c # d.
2. Colisién de aridad: v=cvy... Vv, y W= CW]...Wy CON N #£ M.

3. Colisién de locaciones: v = Mz. Py w= \'y.Q con £ £ (.

4. Colisién de tipos: v=-cvy...v, y w = Mx. P, o viceversa.

Definimos un sistema de reescritura cuyos objetos son problemas de unificacion £ y el
simbolo FAIL. La relacién binaria de reescritura ~» estéd dada por la unién de las siguientes
reglas. Notar que “@” representa la union disjunta de conjuntos:

{1' = l’} WE  ~udelete &
{(vZ2}WE ~>u-orient {zZv}w& si v & Var
Nz PEXN2. PYWE ~~ypatch-tan &
{cvl...vnécwl...wn}wg ~y-match-cons {vléwl,...,vnéwn}wé’
{(vEWIWE ~yclam FAIL si v y w colisionan
{z = VIWE  ~y-eliminate {z 2 v} gle=vl six € fv(€)\ fv(v)
{2 v}WE ~>yoccurs-check FAIL siz#vyxé€fv(v)

Definicién 2.2.4 (Coherencia de locacién). Sea C un contexto de evaluacién. Un conjunto
de términos X es coherente con respecto a locaciones si valen las siguientes dos condiciones:

1. Sit € X cont = C{\ux.P), i.e. considerar cualquier abstraccién alojada bajo cual-
quier contexto C. Entonces C no liga a ninguna variable libre de Xz. P.

2. Sit,s € X cont=C{\Nx.P)ys=C(\y.Q), i.e considerar dos abstracciones
alojadas cualesquiera en t y en s que tengan la misma locacién. Entonces vale P{x :=

Yt = Q.
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Ademas:

1. Un problema de unificacién &€ es coherente si lo es visto como un conjunto.
2. Un término ¢ es coherente si {t} lo es.

3. Un programa P =1t @ ... D t, es coherente si cualquier proceso t; lo es.

Teorema 2.2.5 (Cémputo de unificadores méas generales). Considerar la relacion restrin-
gida a problemas de unificacion que sean coherentes con la locacion. Entonces:

1. La relacion ~ es fuertemente normalizante.

2. Las formas normales de ~> son FAIL y conjuntos de ecuaciones de la forma {x1 =
Vi, Ty = v} donde x; # xj y x; ¢ fv(v;) para cada i,j € 1.n.
Si la forma normal de £ es {xy = v1,...,Tn = vy}, decimos que el mgu(&) existe,
ymgu(&) = {x1 — vi,...,x, — v }. Sila forma normal es FAIL, entonces decimos
que mgu (&) falla.

3. La sustitucion o = mgu(&) existe si y sélo si existe un unificador para €. Cuando
existe, mgu(&) es un unificador mas general idempotente. Ademds:

3.1 El conjunto £° U{o(x) | © € Var} es coherente.
3.2 Para cualquier x € Var y cualquier abstraccion alojada \'y. P en o(x), la loca-

cion £ decora una abstraccion alojada en E.

Demostracion. La demostracion de este teorema no forma parte del presente trabajo, se
encuentra en [3]. O

2.2.1. Ejemplos

Ejemplo 2.2.6. Sea el conjunto de ecuaciones {\x.c = z,dz (\'z 2) = dy(\'z. 2)},
aplicando el algoritmo de unificacion obtenemos:

Mz.cZz, da Xz 22dy\ 2 2}
{z=XNz.c,dz X'z 2 =dy Nz 2)

VPu-orient

~>y-match-cons T 2 Ng.c,x =y Nz 2=\ 2 z}
~yeliminate 1% = Mz.e,Ma.c =y, Nz 22 M2 2}
~u-orient {z 2 NMzoc,y = Me.e, Wz 2 2\ 2. z}
~u-match-lam 1% 2 Mz.c,y = Mz, c}

El algoritmo de unificacion termina, y retorna mgu({\z. c 2 daXlz.z2dy)Nz. z}) =
{z = Mz.c,y — Nax.c}

Ejemplo 2.2.7. Sea el conjunto de ecuaciones {c Xx.xy = cy}, aplicando el algoritmo
de unificacion obtenemos:

{cXz.zy=cy}

Z [ ]
~7u-match-cons {)\ r.ry = y}
® /
~Pu-orient {y = \w. xy}
~u-occurs-check FAIL
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2.3. Semantica operacional del cdlculo-)\’

Definicién 2.3.1 (Reglas de reduccién). El célculo-AU es el sistema de reescritura cu-
yos objetos son programas que cumplen el invariante de coherencia, y cuyas reglas de
reescritura estan dadas por:

1. alloc:

donde ¢ es una locacion fresca.

2. beta:
PLoW((MNz.Q)v)@e P, —» PLoW(Q{z :=v})® P,
3. seq:
P, & W<V;t> &P — P o W<t> e P
4. fresh:

PLoW(va.t)® Py — Py @ W(t{z :=y}) & P

donde y es una variable fresca.

5. unif:
P EBW<V 2 W> eP — P @W<Ok>a e P

donde o = mgu({v = w}).

6. fail:
P EBW<V£W>€BP2 — P ® P

si mgu({v = w}) falla.

Ejemplo 2.3.2. Tomemos el término (x = y); (Nz.z)y ® \z.y. Las formas en que se
puede reducir son:

(x = Y); ()\Zz. )y D Ax.y

bet il
L)

2y d iy ok;(Nz.x)y®r.y (z=y); zxyEB)\ézy

alloc beta unif
untf alloc beta

(z=y)sy®Aay ok;y @ Az.y ok; (Mz.z)y d N .y (zZy)yd Az y
ok,y@)\ea:.y

seql

y@)\e':v.y
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Ejemplo 2.3.3. Tomemos el término (vy. (Nz.z = y)) (cy) & Nz zy) = y, que se
puede reducir de las siguientes maneras:

le.x = y)) e xy)
Xy K
Nz.z=2)(c Yo xzy) Mz.z=1y)) (cy)
betai x freshi
cy=zo Nz xy =y (Mz.z = 2) (cy)
unifi \betui
ok ® (N z.zy)

\/

Ejemplo 2.3.4. Tomemos el término (Xz. (((z = c(cy));y) ® ((x = cy);y))) (c(cd)),
que se puede reducir de las siguientes maneras:

—
>
~
8
—~
—~
—
8
\
o
—
o
<
~—
~—
<
~
3]
—~
—
8
I
¢}
<
~
<
~—
~
~—
—
(¢}
—
(¢}
[=H)
~—
~—

(ok;d) @ (((c (cd)) = cy);y) (((e (Cd)) = c(cy));y) @ (ok;cd)
d @ (((c(ed) = cy);y) (ok;d) ® (ok;cd) (((c(ed)) = c(cy));y) ® cd
m seq seq Af
d @ (ok;cd) (ok;d) ® cd
d®cd

Ejemplo 2.3.5. Tomemos el término (Nz.x ® z)c(d = d), que se puede reducir de las
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stguientes maneras:

M. :UEBJ:
% x
cd2d)@c(d=d) Nz.r @ z)cok
cok®c(d=d) c(d=d)®cok
beta
et unif

cok @ cok



3. TIPADO DEL CALCULO-)!

En este capitulo damos un sistema de tipos para el calculo-AU, y demostramos las
propiedades de Debilitamiento, Fortalecimiento y Preservacién de tipos.

Definicién 3.0.1 (Tipos y contextos de tipado). Supongamos dado un conjunto infinito
numerable de tipos base «, 3,7, . ... El conjunto de tipos (Type) estda dado por la siguiente
gramatica:

Ai=a|A— A

Un contexto de tipado (T', A, ...) es un conjunto finito de asignaciones de variables a tipos,
cada asignacion es de la forma z : A. Asumimos que cada constructor ¢ tiene un tipo
asociado Te.

En este trabajo formulamos un sistema con tipado intrinseco (a la Church). En parti-
cular, suponemos que las ocurrencias de variables, el término fail, y las variables ligadas
por abstracciones e introducciones de variables simbdlicas se encuentran decoradas con su
tipo. Es decir, los términos pasan a ser:

t x4 variable
C constructor
A\zd. P abstraccién

XzA P abstraccién alojada

ts aplicacién
[ . .’

t=s unificacién

t;s secuencia

vzl t declaracién de variable fresca
fail?  programa vacio
t® P alternativa no deterministica

P

Generalmente omitimos la decoracién de tipos si puede deducirse del contexto o no es
especialmente relevante.

Definicién 3.0.2 (Sistema de tipos). Hay tres formas de juicios:
1. 't : A que significa que el término t tiene tipo A bajo el contexto de tipado I';
2. I' H P : A que significa que el programa P tiene tipo A bajo el contexto de tipado I';
3. >P : A que significa que P es un programa principal de tipo A.

Las derivaciones de juicios estan dadas por las siguientes reglas de tipado:

(z:A)el ——— t-cons
FI—xA:At_Var Fhe:7Te
I''c:A-P:B I'e:A-P:B
" t-lam 7 A t-laml
' Xx*.P:A— B T'FXNz*P:A— B

'-t:A—-B Ttks:A I'tt:A T'ks: A
t-app . t-unif
I'Hts: B I'Ht=s5:Tk

17
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F't:Toxk T'ks: A Nex:AFt: B
t-seq —_—— t-fresh
I'Ht;s: A I'Fvx®.t: B
_ t—fail 'kt A I’I—P:At_alt
'k fail™: A F'FtaP:A
rpP: A
——  t-pro
>P: A prog

3.1. Propiedades basicas del sistema de tipos
Lema 3.1.1 (Debilitamiento).

1. SiI'Ft: A entoncesI',z: CHt: A

2. SiTHP: AentoncesT',z:CHP: A.

Demostracion. Por induccién mutua en la derivacién del juicio I' -t : A (resp. '+ P : A).

1.

10.

t-var: Supongamos que I' -z : A se deriva usando la regla t-var, i.e. (x: A) € I.
Como I' C T,z : C entonces también (x : A) € ',z : C. Aplicando la regla t-var
tenemos que I', z : C'F x : A, como se pide.

. t-cons: Inmediato, pues I', z : C' - ¢ : T puede derivarse usando la regla t-cons.

. t-lam: Supongamos que I' - Ax. P: A — B se deriva de ',z : A+ P : B. Entonces,

por h.i. tenemos que 'z : A,z : C' + P : B. Aplicando la regla t-lam sobre este
dltimo juicio llegamos a que I', 2z : C' - Ax. P : A — B, como requiere el enunciado.

. t-laml: Supongamos que I' - Mz.P : A — B se deriva de I’z : A+ P : B.

Entonces, por h.i. tenemos que ',z : A,z : C'+ P : B. Aplicando la regla t-laml
sobre este juicio llegamos a que T', z : C'F Az. P : A — B, como se pide.

. t-app: Supongamos que ' - ts: Bsederivade't: A —> Bydel'F s: A

Entonces, por h.i. tenemos que ',z : C+t: A—- By T',z:CF s: A. Aplicando la
regla t-app llegamos a que I';z : C'-ts: B, como requiere el enunciado.

. t-unif: Supongamos que ' F ¢t = s : Tox se deriva de 't : Ay de D s : A.

Entonces, por h.i. tenemos que I',z: CFt: Ay T, z: CF s: A. Aplicando la regla
t-unif llegamos a que I', 2 : C' ¢ = s : Toxk, como se pide.

t-seq: Supongamos que I' -1;s: Asederivade 'Ft: 7.y de ' s: A. Entonces,
por h.i. tenemos que I',z : C'Ht:TcyI',z:CF s: A Aplicando la regla t-seq
llegamos a que I', z : C'Ft; 5 : A, como requiere el enunciado.

. t-fresh: Supongamos que I' - va.t : B se deriva de I',;x : A F t : B. Entonces,

por h.i. tenemos que I,z : A,z : C +t: B. Aplicando la regla t-fresh obtenemos
I',z:CFuvzx.t: B, como se pide.

. t-fail: Inmediato, pudiendo derivarse I', z : C'F fail : A aplicando la regla fail.

t-alt: Supongamos que ' F ¢t P : Asederivade ' Ft: Aydel' - P: A
Entonces, por h.i. tenemos que I', 2z : CHt: Ay T',z: C+ P: A. Aplicando la regla
t-alt, obtenemos que I', z : CHt® P : A, como se pide.
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Lema 3.1.2 (Fortalecimiento).

1.

2.

Sea I'yz: At : B y supongamos que x ¢ fv(t). Entonces, I' -t : B.

Sea ',z : A+ P : B y supongamos que x & fv(P). Entonces, ' - P : B.

Demostracion. Por induccién mutua en la derivacién del juicio Iz : A F ¢ : B (resp.

I'z:
1.

10.

AF P:B).

t-var: Tenemos que Iz : A+ y : By como z ¢ fv(y), entonces x # y. Ademas,
como hipétesis tenemos que (y : B) € I',x : A, por lo que podemos decir que
(y: B) € I'. Aplicando la regla t-var, obtenemos que I' - y : B, como se pide.

. t-cons: Tenemos que I'yx : A F ¢ : T.. Aplicando la regla t-cons, obtenemos

I'Fe:7e..

. t-lam: Supongamos que ',z : AF Ay. P: B — CsederivadeI',x: A,y : BF P : C.

Entonces, por h.i. tenemos que I',y : B+ P : C. Aplicando la regla t-1lam podemos
concluir que I' - A\y. P : B — C, como se pide.

. t-laml: Supongamos que I,z : A+ Xy.P: B — C se derivade I,z : A,y : B F

P : C. Entonces, por h.i. tenemos que I',y : B+ P : C. Aplicando la regla t-laml
podemos concluir que '+ Ay. P : B — C, como se pide.

. t-app: Supongamos que I';x : AFtity: C sederivade 'z : AFt;: B— Cyde

Iz : AF ty: B. Entonces, por h.i. tenemos que ' F¢; : B — C yque ' -ty : B.
Aplicando la regla t—-app podemos concluir que I' -1 to : C.

. t-unif: Supongamos que I',z : At = t9: Tox se derivade ',z : A+ t; : By de

I'x: AF to : B. Entonces, por h.i. tenemos que I' -t; : By I' - t5 : B. Aplicando
la regla t-unif podemos concluir que I' F t; =t : Tok.

t-seq: Supongamos que I';x : A b t1;t5 : Bsederivade Iz : AF t; : Tc y de
I''x : AF ty : B. Entonces, por h.i. tenemos que I' - ¢t1 : Tc y que I' - ¢35 : B.
Aplicando la regla t-seq podemos concluir que I' - ¢1;t5 : B.

. t—-fresh: Supongamos que I';z : AF vy.t: C sederivade 'z : A,y : B+ t:C.

Entonces, por h.i. tenemos que I',y : B+t : C. Aplicando la regla t-fresh podemos
concluir que I' Fvy.t: C.

. t-fail: Tenemos que I';z : A F fail : B. Aplicando la regla t-fail, llegamos a

que I' - fail : B, como se pide.

t-alt: Supongamos que 'z : AFt® P : Bsederivade 'z : AFt: Byde
I'' : A+ P : B. Entonces, por h.i. tenemos que I' -t : By que ' - P : B.
Aplicando la regla t-alt podemos concluir que I' -t ® P : B.

O

Lema 3.1.3 (Sustitucién).

1.

SilT,z:AFt:ByTtEs: A entonces ' t{x :=s}: B.
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2. Silx: AFP:Byl'Fs: A entoncesI' - P{z := s} : B.

Demostracion. Por inducciéon mutua en la derivacién del juicio I'yxz : A - ¢t : A (resp.
Fx:AFP:A).

1. t-var: Hay dos subcasos, dependiendo de si la variable es o no:

1.1 Si la variable es z, tenemos que I''xz : A F = : A. Como z{x := s} = sy
'k s: A, entonces I' - z{z := s} : A, como se pide.

1.2 En el otro subcaso, tenemos que I'yz : Ay : Bconx #yy (y: B) €l
Como y{x := s} =y, y (y: B) € I, aplicando la regla t-var, tenemos que
'+ y{z := s} : B como se pide.

def .
. t-cons: Tenemos que I,z : A+ ¢ : T¢. Como c{z := s} = ¢, entonces aplicando la

regla t-cons, podemos concluir que I' F c{x := s} : Te.

. t-lam: Supongamos que ',z : AF Ay. P: B — CsederivadeI',x: A,y : BF P : C.

Entonces, por h.i. tenemos que I';y : B + P{z := s} : C. Aplicando la regla
t-lam podemos concluir que I' - Ay. P{z := s} : B — C, o lo que es equivalente,
I'-(A\y.P){z:=s}:B—C.

. t-laml: Supongamos que I,z : A+ Xy.P: B — C se derivade I,z : A,y : B F

P : C. Entonces, por h.i. tenemos que I',y : B+ P{x := s} : C. Aplicando la regla
t-laml podemos concluir que T'F A\y. P{x := s} : B — C, o lo que es equivalente,
I'F(M\y.P)Y{z:=s}:B—C.

. t-app: Supongamos que 'z : A t1ty: Csederivade 'z : AFt1 : B—>Cy

de I',x : Aty : B. Entonces, por h.i. tenemos que I' + t1{z := s} : B — C' y que
' to{x := s} : B. Aplicando la regla t-app podemos concluir que I' F ¢ {z :=
shto{x := s} : C, o lo que es equivalente, I' - (¢1 t2){x := s} : C.

. t-unif: Supongamos que I',z : A F t; =ty : Tox se deriva de ',z : AF ¢ : B

y de I,z : A+ to : B. Entonces, por h.i. tenemos que I' - t1{x := s} : By que
'k tof{x := s} : B. Aplicando la regla t-unif podemos concluir que I' F ¢;{z :=
s} = to{x := s} : Tok, 0 lo que es equivalente, I' F (t; = to){z := s} : Tok.

. t-seq: Supongamos que 'z : A F t1;t2 : B se derivade 'z : Akt : Tey

de 'z : A+ ty : B. Entonces, por h.i. tenemos que I' - t1{x := s} : Tc y que
' to{x := s} : B. Aplicando la regla t-seq podemos concluir que I' - ¢ {z :=
s}ita{x := s} : B, o lo que es equivalente, I' F (¢1;t2){x := s} : B.

. t—-fresh: Supongamos que I';x : AF vy.t: C sederivade 'z : A,y : B+ t:C.

Entonces, por h.i. tenemos que I',y : B - t{x := s} : C. Aplicando la regla t-fresh
podemos concluir que I' F vy. t{z := s} : C, o lo que es equivalente, I' F (vy. t){x :=

st:C.

. t-fail: Tenemos que I';z : A+ fail : B. Como fail{x := s} dof fail, entonces

aplicando la regla t-fail, podemos concluir que I' - fail{z := s} : B.
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10. t-alt: Supongamos que I'x : At ® P: Bsederivade ',z: A-t: BydeT,z:
A+ P : B. Entonces, por h.i. tenemos que I' H t{zx := s} : By I' - P{z := s} : B.
Aplicando la regla t-alt podemos concluir que I' - t{z := s} & P{x :== s} : B, o lo
que es equivalente, I' - (t ® P){x := s} : B.

O

Lema 3.1.4 (Sustitucién contextual). Son equivalentes:

1. El juicio T'F W(t) : A vale.

2. Existe un tipo B tal que ', 0: BFW: Ayl kHt:B.

Demostracion.

» (1 = 2) Supongamos que I' - W(t) : A. Procedemos por induccién en la estructura
del contexto débil W:

1.

Contexto vacio, W = [J. Por hipdtesis I' - t : A. Ademas, por la regla t-var
tenemos que I',)[J: A+ : A, con lo que concluimos este item.

. Izquierda de una aplicacion, W = W’ s. Por hipdtesis tenemos que I' = W/ (¢) s :

A. Este juicio sélo puede derivarse usando la regla t-app, por lo que existe un
tipo B tal que ' - W/(t) : B— Ay 't s: B. Entonces, por h.i. en el contexto
mas chico W’ existe un tipo C tal que I', : C+FW': B—- Ay T'+t:C. Para
concluir, notemos que I', J : C' - W’ s : A aplicando debilitamiento (Lema
y la regla t-app.

Derecha de una aplicacion, W = s W’. Por hipétesis tenemos que T' = s W/(¢) :
A. Este juicio sélo puede derivarse usando la regla t-app, por lo que existe un
tipo Btalque '+ s: B — Ay ' - W/(t) : B. Entonces, por h.i. en el contexto
mds chico W' existe un tipo C tal que 'O : CFW : B - Ay T Ft:C.
Aplicando debilitamiento (Lema y la regla t-app, podemos concluir que
r,o:C-Ws: A

Ixquierda de una unificacién, W = (W' = s). Por hipétesis tenemos que I' -
W/ (t) = s : Tox. Este juicio s6lo puede derivarse usando la regla t-unif, por lo
que existe un tipo A tal que I' - W/(t) : A y I' - s : A. Entonces, por h.i. en el
contexto m4s chico W’ existe un tipo B tal que I',(O: BFW' : Ay T'+t: B.
Aplicando debilitamiento (Lema|3.1.1)) y la regla t-unif, podemos concluir que

I,O:BEW =s: Tok.

. Derecha de una unificacion, W = (s 2 W’). Por hipdtesis tenemos que I' - s s

W/ (t) : Tok. Este juicio sélo puede derivarse usando la regla t-unif, por lo que
existe un tipo A tal que ' F s : Ay T' - W/(t) : A. Entonces, por h.i. en el
contexto mds chico W’ existe un tipo B tal que I', (0 : BFW' : Ay I'+t: B.
Aplicando debilitamiento (Lema|3.1.1)) y la regla t-unif, podemos concluir que
IO:BFs=W: Tok.

Izquierda de una secuencia, W = W’; s. Por hipétesis tenemos que I' = W/ (t); s :
A, que sé6lo puede derivarse usando la regla t-seq, por lo que tenemos que
L'EW/(t): Tok,y ' s : A. Entonces, por h.i. en el contexto méas chico W’ existe
un tipo B tal que I'(0: B+ W' : Tox y I' ¢ : B. Aplicando debilitamiento
(Lema [3.1.1)) y la regla t-seq, podemos concluir que I'0: B+ W'; s : A.
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7. Derecha de una secuencia, W = s; W’. Por hipdtesis tenemos que T' - s; W/(t) :
A, que s6lo puede derivarse usando la regla t-seq, por lo que tenemos que
F'Fs:Tok, y I'HW/t): A. Entonces, por h.i. en el contexto més chico W’
existe un tipo B tal que I',(J: BFW’: Ay I' -t : B. Aplicando debilitamiento
(Lema[3.1.1)) y la regla t-seq, podemos concluir que I',J: B+ s; W' : A.

» (2 = 1) Supongamos que ', J: BFW: A yI'F¢: B. Procedemos por induccién
en la estructura del contexto débil W.

1. Vacio, W = [J. Por hipétesis, I',;,[0 : B = O : A. Notemos que este juicio
sblo puede derivarse usando la regla t-var, por lo que necesariamente A = B.
Ademaés, por hipétesis tenemos que I' - ¢ : B = A, como se pide.

2. Izquierda de una aplicacidn, W = W’s. Por hipétesis, I', 0 : B - W's : A.
Notemos que este juicio sélo puede derivarse usando la regla t-app, por lo que
tenemos que hay un tipo C tal que I'',OO: BF-W' :C - Ay I',O: Bk s:C.
Por h.i. en el contexto mds chico W’ tenemos que I' F W(t) : C' — A. Adems4s,
por fortalecimiento (Lema [3.1.2)), tenemos que I' - s : C. Aplicando la regla
t-app concluimos que I' - W/(t) s : A, como se pide.

3. Derecha de una aplicacion, W = sW’. Por hipétesis, I',OJ : B = sW' : A.
Notemos que este juicio sélo puede derivarse usando la regla t-app, por lo que
tenemos que hay un tipo C tal que 'O : B+ s:C - Ay I,O: BFW : C.
Por h.i. en el contexto més chico W' tenemos que I' - W/(t) : C. Ademds, por
fortalecimiento (Lema [3.1.2)m tenemos que I' - s : C — A. Aplicando la regla
t-app concluimos que I' - s W/(t) : A, como se pide.

4. Iquierda de una unificacién, W = (W' = s). Por hipétesis, I',(J: B+ W' = s
Tok- Notemos que este juicio sélo puede derivarse usando la regla t-unif, por
lo que tenemos que hay un tipo A tal que ', J: BFW' : Ay I',O: Bk s: A.
Por h.i. en el contexto més chico W’ tenemos que I' = W/(t) : A. Ademés, por
fortalecimiento (Lema tenemos que I' - s : A. Aplicando la regla t-unif

concluimos que T'+ W/(t) = s : Toi como se pide.

5. Derecha de una unificacién, W = (s = W’). Por hipétesis, I',(J: B s = W' :
Tok- Notemos que este juicio sélo puede derivarse usando la regla t-unif, por
lo que tenemos que hay un tipo A tal que I',J: BFs: Ay I',O: BFW' : A.
Por h.i. en el contexto més chico W’ tenemos que I' = W/(t) : A. Ademés, por
fortalecimiento (Lema tenemos que I' - s : A. Aplicando la regla t-unif
concluimos que T'F s = W/(t) : Tgi como se pide.

6. Izquierda de una secuencia, W = W';s. Por hipétesis, IO : B - W';s : A.
Notemos que este juicio sélo puede derivarse usando la regla t-seq, por lo que
tenemos que I',[1: BFW': Tox y IO : BF s: A. Por h.i. en el contexto mds
chico W’ tenemos que I' = W/(t) : Tok. Ademds, por fortalecimiento (Lema[3.1.2))
tenemos que I' - s : A. Aplicando la regla t-seq concluimos que I' - W/(t); s : A
como se pide.

7. Derecha de una secuencia, W = s;W’'. Por hipétesis, I',[0 : B + s;W' : A.
Notemos que este juicio sélo puede derivarse usando la regla t-seq, por lo
que tenemos que I''(O : B F s : Toe vy IO : B+ W : A Por h.i. en el
contexto méas chico W’ tenemos que I' = W/(t) : A. Adem4s, por fortalecimiento
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(Lema|3.1.2)) tenemos que I' F s : Tok. Aplicando la regla t-seq concluimos que
' s;W/(t) : A como se pide.

O]

Lema 3.1.5 (Composicién/descomposicién de programas). Son equivalentes:
I.TFP®Q:A
2THP:AyTHQ:A

Demostracion.
» (1 = 2) Por induccién en P.

1. Programa vacio, i.e. P = fail: Por hipétesis, I' - Q) : A, y aplicando la regla
t-fail, obtenemos I' - fail : A, como se pide.

2. Alternativa, i.e. P = t @ P’: Por hipétesis, I' - t & (P’ & Q) : A. Notemos
que este juicio sélo puede derivarse usando la regla t-alt, asi que tenemos que
't: AyI'F P ®Q : A, entonces por h.i. tenemos que I' = P’ : A y que
I'F Q@ : A. Podemos concluir, aplicando la regla t-alt, que '+t ® P : A.

» (2 = 1) Por induccién en P.

1. Programa vacio, i.e. P = fail: Tenemos que demostrar que I' - fail @ Q : A,
y por hipétesis tenemos que I' - Q) : A, con lo cual es directo.

2. Alternativa, i.e. P = t @ P’: Por hipdtesis, ' Ft® P : Ay F Q : A
Notemos que el primer juicio sélo puede derivarse usando la regla t-alt, por
lo que tenemos que I' H ¢ : A and I' = P’ : A, entonces por h.i. tenemos que
' P @& Q : A. Aplicando la regla t-alt, obtenemos I' -t @ (P’ & Q) : A.

O]

3.1.1. Tipado de problemas de unificacion

Definicién 3.1.6 (Tipado de problemas de unificacién). Definimos el juicio I' - £ para
cada problema de unificacién £ como sigue:

kv, =w;:Tox paratodoi=1.n

I't{wn éwl,...,vnéwn}
Observacion 3.1.7. El juicio I' - £ UH vale si y sélo si valen los juicios ' - € y I' = H.

Lema 3.1.8 (Preservacién para el algoritmo de unificacién). Sea I' - £ y supongamos que
E ~ H es un paso que no falla. Entonces I' = H.

Demostracion. Sea € ~ H. Notemos que el paso no falla por lo que este juicio no puede
ser resultado de aplicar las reglas u-clash o u-occurs-check. Consideramos los cinco
casos restantes:
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. u—delete: En este caso tenemos:

{zZ2}w& ~ &

Supongamos que vale '+ {z = z} W £’. Entonces es inmediato concluir I' - £’.

. u-orient: En este caso tenemos:

vzl W& ~ {z=viwé

donde v ¢ Var. Supongamos que vale I' - {v = z} & £&. Notemos que entonces

I'Fv=zx: Tyl F &. El primer juicio sélo puede derivarse usando la regla
t-unif, asi que valen ' v : Ay ' - x : A para algin tipo A. Aplicando la regla
t-unif, obtenemos I' - 2 = v : Tgy, y podemos concluir que T'+ {z = v} & £

. u—match-lam: En este caso tenemos que:

(M. PE= XNz PYwE ~ &

Supongamos que vale T' - {\xz. P = Mz P} W £. Entonces, es inmediato concluir
que I'= &',

. u—match-cons: En este caso tenemos que:

{cvl...vnécwl...wn}wc‘:'w {v1 2 Wi,V éwn}LﬂS’
Supongamos que vale I' - {cvy ... v, Zcw.. .} WE' entonces valen
Fl—cvl...vnécwl...wn:'ﬁ,k

y I' = &’. El primer juicio sélo puede derivarse usando la regla t-unif, asi que los
juiciosI'Fcvy...v, : Ay F cwy...w, : Avalen para algtin tipo A. Sucesivamente,
estos juicios sélo pueden derivarse usando la regla t-cons una vez y la regla t-app n
veces, por lo que deben existir tipos By, Bo, ..., B, tales que el constructor c tenga
como tipo T¢ = By - By — ... = B, — Ay, para todo ¢ = 1..n, tenemos que
I'Fv;:B;yI'Fw: B;. Aplicando la regla t-unif, obtenemos que I' - v; = w; : Tok
para todo i = 1..n, asi que concluimos que I' F {v; 2w v, = wp} W E, como se
pide.

. u—eliminate: En este caso tenemos que:

{zZ=v}w& w {z =viw&{z:=v}

donde z € fv(&) \ fv(v). Sea & = {t1,...,tn}, donde cada t; es una ecuacién. Supon-
gamos que vale I' F {z = v} & £. Entonces tenemos que valen T' F 2z = v : To v
I'Ft; : Tox para todo ¢ = 1..n. El primer juicio sélo puede derivarse usando la regla
t-unif, asi que ' F z : A and I' - v : A vale para algtin tipo A. El primer juicio
necesariamente se deriva usando la regla t-var, entonces I' es de la forma A,z : A.
Notemos que vale A,z : A t; : Tox para todo i = 1..n, asi que usando el lema
de sustitucién, (Lema vale A F t;{z := v} : Tok para todo i = 1..n. Ademas,
cada uno de estos juicios pueden debilitarse (Lema[3.1.1]) agregando z : A como una
hipétesis (que no se usa), para obtener que I' - ¢t;{z := v} : T5k. De esto concluimos
que T'F {z = v} W& {2 := v}, como se pide.

O]
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3.1.2. Preservacién de tipos

Proposicién 3.1.9 (Preservacién). Sea >P : A y supongamos que P — Q. Entonces
>Q : A.

Demostracion. Sea P — (). Consideramos seis casos, dependiendo de qué regla se aplica:

1. alloc: En este caso tenemos que:

alloc

PLaW(\z.R)® P, =25 PLoaW(\z.R)® Py

donde £ es una locacion fresca. Supongamos que >P : A, i.e. para algin contexto I’
tenemos:

'FPieWAz.R)yeP: A

Entonces, usando los lemas de composicién (Lema|3.1.5) y de sustitucién contextual
(Lema [3.1.4]) tenemos que vale lo siguiente, para algin tipo B:

'-P:A INO:BEFW:A T'HFXt.R:B T'HPR:A

Ademés, el tercer juicio sélo puede derivarse usando la regla t-lam, asi que B debe
ser de la forma By — Bs, y vale I'x : By F R : By. Por lo tanto, aplicando la
regla t-laml tenemos que I' - Xz. R : By — Bs. Aplicando nuevamente los lemas
de sustitucién contextual (Lema y de composicién (Lema , en sentido
opuesto, tenemos que:

TP aWMNz.RY@Py: A

lo que significa que >Q : A, como se pide.
2. beta: Tenemos que:

beta

PraW(\z. R)v)® P, =5 PLoW(R{z =v})) ® P,
Supongamos que >P : A, i.e. que para algin contexto I' tenemos:
FrFP oWz R)v)oP,: A

Entonces por los lemas de composicién (Lema [3.1.5) y de sustituticon contextual
(Lema [3.1.4) tenemos que vale lo siguiente para algun tipo B:

I'P:A T,0:BFW:A THW2.Rv:B THP:A

El tercer juicio sélo puede derivarse usando las reglas t-app y t-laml, asi que hay
un tipo C tal que valen I'x : C - R: By ' - v : C. Por el lema de sustitucién
(Lema , tenemos que I' = R{z := v} : B. Usando nuevamente los lemas
de sustitucién contextual (Lema y de composicién (Lema , en sentido
opuesto, tenemos que:

F'FPeW(R{z:=v})dP:A

lo que significa que >Q : A, como se pide.
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3. seq: Tenemos que:

PLoW(v;t) ® Py —> P dW(t) ® P
Supongamos que >P : A, i.e. que para algtin contexto I' tenemos:
F'EPaW(vt)yd Pyt A

Por los lemas de composicién (Lema|3.1.5) y de sustituticon contextual (Lema (3.1.4))
tenemos que lo siguiente vale, para algtin tipo B:

r-pP:A I'd:BEW:A T'kwit:B T'HFPR:A

El tercer juicio solo puede derivarse usando la regla t-seq, por lo que vale I' - v : Tok
y I' =t : B. Por lo tanto aplicando nuevamente los lemas de sustitucién contextual

(Lema|3.1.4) y de composicién (Lema [3.1.5)), en sentido opuesto, tenemos que:
F|—P1€9W<t>@P2:A

lo que significa que >@ : A, como se pide.

. fresh: Tenemos que:

fresh

PLoWz.t) ® Py —2% W(t{z == y}) & P

donde y es una variable fresca. Supongamos que >P : A, i.e. para algin contexto I’
tenemos:
I'k+ P1 @W<I/$.t> @PQ A

Por los lemas de composicién (Lema|3.1.5)) y de sustituticén contextual (Lema|3.1.4])
tenemos que lo siguiente vale, para algin tipo B:

'-P:A INO:BEW:A Thvet:B T'HFP:A

El tercer juicio sélo puede derivarse usando la regla t-fresh, por lo que existe un tipo
C tal que vale I',x : C'F t : B. Por debilitamiento (Lema tenemos que I',y :
C,x:CFt: B,y aplicando t-var, es inmediato ver que I',y : C F y : C. Entonces,
por el lema de sustitucion (Lema tenemos que I',y : C' + t{x := y} : B. Por lo
tanto aplicando nuevamente los lemas de sustitucién contextual (Lema y de
composicién (Lema , en sentido opuesto, tenemos que:

Fy:CHrPeaW(t{z:=y})eP: A

lo que significa que >@ : A, como se pide.

. unif: Tenemos que:

PLoW( =)o P, 25 P o W(ok)’ @ P,

donde o = mgu({v = w}). Supongamos que >P : A, i.e. que para algin contexto I'
tenemos:

TFPoWv=woP: A
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Por los lemas de composicién (Lema|3.1.5)) y de sustituticén contextual (Lema|3.1.4])
tenemos que lo siguiente vale, para algin tipo B:

'P:A I''O:BFW:A4 Thtv=w:B THFP:A

El tercer juicio sélo puede derivarse usando la regla t-unif, por lo que necesaria-
mente B = Tok, v en particular I' = W(ok) : A por el lema de sustitucién contextual
(Lema . Notemos que ' {v = w}. Ademds el unificador mas general existe
por hipétesis, por lo que por Teo. 2.2.5 hay una secuencia finita de n > 0 pasos:

(vEwp=8E &~ .. E={r1 =V, ., =V}

tal que para todo 7,j tenemos que z; # x; y =; € fv(v}). Ademds o = mgu({v 2
w}) = {x1 = v)|,...,x, — V] }. Recordemos que el algoritmo de unificacién preserva
el tipo (Lema asi que para cada ¢ = 1..n hay un tipo C; tal que I' - x; : C;
y I' b v, : C; vale. Esto significa que I" tiene la forma A, z; : C1,...,z, : Cy.
Aplicando repetidas veces el lema de sustitucién (Lema , concluimos que A F
W(ok){z1 := vi}... {x, := v} : A, es decir, A - W(ok)? : A, con 0 = {21 —
vi,...,2n — vl }. Finalmente, aplicando los lemas de debilitamiento (Lema [3.1.1]) y
de composicién (Lema en el sentido opuesto, obtenemos que vale el juicio:

'-PeW(k)?dP: A
Esto a su vez significa que >P; & W(ok)? @ P, : A, como se pide.

. fail: Tenemos que:

PoWv=wae P 24 P op

donde mgu({v 2 w}) falla. Supongamos que >P : A, i.e. que para algin contexto I’
tenemos:
IrFPoWv=waoh:A

Por el lema de composicién (Lema [3.1.5) vale lo siguiente:
'-P:A THP:A

Aplicando nuevamente el lema de composicién (Lema [3.1.5)), en el sentido contrario,
tenemos que I' F Py @ P» : A, lo que significa que >Q : A, como se pide.

O]
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4. SEMANTICA DENOTACIONAL PARA EL CALCULO-)\’

En esta seccién introducimos la semantica denotacional propuesta para el calculo \U.
El resultado principal es un resultado de correctitud (débil) de la semantica operacional
con respecto a la semédntica denotacional. Para obtener este resultado, demostramos lemas
intermedios, en particular, Irrelevencia y Composicionalidad.

4.1. Interpretaciones de tipos y términos

Lema 4.1.1 (Tipado tdnico). Sea I' - X : A un juicio derivable, donde X es un término
o un programa. Entonces cada derivacion para X tiene la misma forma. En particular, si
I+ X : A es derivable, entonces A = A’ y los contextos I' y I coinciden en los tipos de
todas las variables en fv(X).

Este lema justifica que vayamos a escribir H X : A si X es un término/programa
tipable de tipo A (omitiendo el contexto I').

A cada tipo A le asociamos un dominio de interpretacién que se nota [A]. A cada
programa y a cada término de tipo A le asignamos no un elemento del dominio de in-
terpretaciéon [A], sino un conjunto de elementos de [A]. Esto es debido a que, por la
presencia del no determinismo, hay programas o términos que pueden no tener ninguna
interpretacion o tener mas de una; utilizar conjuntos permite modelar esto. Por ejemplo, el
programa fail informalmente se interpreta como la ausencia de resultados, y formalmente
esto se refleja en el hecho de que la denotaciéon de fail es el conjunto vacio. Un ejemplo
de programas con més de una interpretacién posible es y @ Xx. y, cuya interpretacién nos
gustarfa que se componga por las interpretaciones de y y por las de Mz.y.

En pos de definir las interpretaciones de tipos y términos, debemos hacer algunas
consideraciones. Un objetivo al que aspiramos es que la semantica operacional sea correcta
con respecto a la denotacional. Esto trae como consecuencia que la denotacion de un
valor deberia ser un conjunto unitario, es decir, un conjunto de exactamente un elemento.
Esto se puede ilustrar con un ejemplo: como (/\Ex. cxxr)v — cvv, la interpretacién de
(Xz. cx x) v deberfa coincidir con la de ¢ v v. Informalmente, si la seméntica de v no fuera
un conjunto unitario, por ejemplo si se tuviera que [v] = {a, b}, la denotacién de c v v seria
{caa, cab, cha, cbb}, en tanto que la denotacién de (Mz.cxx)v serfa {caa, cbb}, al menos
si se interpretaran la aplicacién y la abstraccién de la manera “usual”. Otro ejemplo que
ilustra esta situacién es (AMx.c)v — c. Si la semdntica de v fuera el conjunto vacio, es
decir, si [v] = @, la denotacién de (\z. ) v serfa siempre vacfa, en tanto que la denotacién
de c serfa posiblemente un conjunto no vacio. Estos ejemplos sugieren que la interpretacion
de un valor deberia en efecto ser un conjunto unitario.

Segun explicamos en el parrafo anterior, la interpretacion de un valor de tipo A deberia
ser un conjunto unitario incluido en el dominio de interpretacién asociado al tipo A. Esto
impone la restriccion de que los dominios de interpretacién asociados a cada tipo deben
ser conjuntos no vacios. Como consecuencia, exigimos que el dominio de interpretacién
asociado a cada tipo base sea un conjunto no vacio. Ademas, es posible demostrar que, si
se cumple este requisito, la interpretacién de un tipo arbitrario resulta ser no vacia.

Definicién 4.1.2 (Interpretacién de tipos). Supongamos dado un conjunto no vacio,
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Sa, para cada tipo base . La interpretacion de un tipo A se escribe [A] y se define
recursivamente como sigue:

[ £ S.
[A-B] = [4]>P(B)

donde X — Y denota el conjunto de funciones f: X — Y.
Si A es un tipo y a € [A], entonces decimos que a es A-unitario de acuerdo con la
siguiente definicién inductiva:

» Cualquier elemento a € [a] es a-unitario.

» Un elemento f € [A — B] es (A — B)-unitario si para cada a € [A] el conjunto
f(a) = {b} C [B] es un conjunto de un solo elemento y b es B-unitario.

A veces decimos que un objeto a es unitario si el tipo se deduce del contexto. Si f es
(A — B)-unitario, y a € [A] entonces, por abuso de notacién, podemos escribir f(a) para
el tnico elemento b € f(a).

Observacion 4.1.3 (Las interpretaciones son no vacias). Por cada tipo A, el conjunto [A]
es no vacio, dado que requerimos que S, sea no vacio.

Definicién 4.1.4 (Interpretacién de los términos). Supongamos dado un elemento 7e-
unitario Re € [7¢] para cada constructor c.

Para asegurar que el algoritmo de unificacion es correcto con respecto a la seméantica
denotacional, asumimos que vale el principio de no confusiéon sobre las interpretacio-
nes de constructores, es decir que sus interpretaciones son inyectivas y disjuntas. Més
precisamente, supongamos que:

Re(a1)... (an) = Ra(b). .. (bm)

Entonces c =d, n =m y a; = b; para todo 7 = 1..n.

Una asignacion de variables es una funcién p : Var — (J scype[4] tal que p(z?) € [4]
para cada variable 4 de cada tipo A. Si p es una asignacién de variables y a € [A],
entonces p[z? — a] es la asignacién de variables definida como:

plat o aly) 0 7
p(y) en otro caso

Sealt: A (resp. F P: A) un término tipable (resp. programa) y sea p una asignacién

de variables. Escribimos ®, @', etc. para secuencias de variables (& = mfl, ..., xin) sin
repeticiones. Si A = (Ay, ..., A,) es una secuencia de tipos, escribimos [A] para [A;]x. .. x
[A]. Ademés, si & = (z1,...,%,) es una secuencia de nombres de variables, escribimos 7A
para la secuencia (wfl, o,z Ademds, si @ = (a1,...,a,) € [[/T]] entonces escribimos
p|@ — d] para p[xy — a1] ... [z, — ay]. A veces tratamos a las secuencias de variables como

conjuntos, cuando el orden no es relevante. Definimos la interpretacion [t]5 C [A] (resp.
[[P]]g’ C [A]) como sigue. Cuando ® es vacio, escribimos [t], (resp. [P],). Intuitivamente
las variables listadas en ® se supone que son vabiales frescas. Las siguientes ecuaciones
definen la seméntica de un término (resp. un programa) cuando ® es no vacio, o sea,

o =24, .
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A & def /
[[t]]p = {b ’ ac [[A]]’b € [[t]],f[:cwa]}
xA, ! def 4
[[P]]p ¥o= {b ’ a & [[A]]vb € [[P]](pp[z»—nz]}

La interpretacién de los términos estd definida recursivamente como:

[+4], j{ {p(z)}
[[c]]p = {Re}
[t Pl, € {f} donde f:[A] - P([B]) estd dado por f(a) = [P,jparsa
NzA. Pl, © {f} donde f:[A] — P([B]) estd dado por f(a) = [P],parsq
[ts], < {b| feltlpacslybe fla)}
[t2sl, “ {Rox|a€ltlybe[s]ya=0b}
5], = {albe[tpac[s]}
[vad.1], j:i {b]ae[Albe [t]pia}
[faild], € @
torl, = [,0lPl,

Ejemplo 4.1.5. [Xaz4.24] = {f}, donde f : [A] — P([A]) estd dado porestd dado
f(a) = [[xA]][xA»—)a] = {CL}

Ejemplo 4.1.6. [(Xz7x.27o) (¢ = y7)]yme iy = {a | f € NaTxaT 7 r b €
[c =] [yTesRe)» @ € f(b)} donde

» [ [Tok] = P([Tox]) estd dado por f(Rok) = [[x%k]][:cTokHRok][chl—)Rc] = {Rok}

m be {Rok ’ Re € HCH[yTCHRC]? Re € [[y%]][ch,_}Rc], Re = Rc}
Ejemplo 4.1.7.

B—A e )\EZCB. ZA]]

Y B—A 2As
[[B% [P A fllzsd

[yP 2 s ans fzasg U NP 2 s as, fzag
{f}U [[/\éxB. ZA]][yBHA,_}f] [eArsd]

= {ftu{s}

= {f.9}

donde g : [B] — [P(A)] estd dado por g(b) = [2] [yB— A fl[zAsd][zBb] = 1€}

Ejemplo 4.1.8.

[(AzP.cy™ = 2P) (cd)); ¥ ], masry)

= {Rq | Rok € [(MzB.cyTa 2 2B) (c d)] 7Ry Ra € [[de]][deHRd]}
{Rq | Rok € [(MzB.cyTa = 2B) (c d)]y7asryt

= {Ra| fe€ [[)‘ZUB-CQE = xB]][de»—)Rd]’b €lc d]][deHRd]v Rok € f(b)}
{Rd ‘ be [[C d]][deHRd]’ Rok € f(b)}

= {Ra | b € Re(Ra),Rok € ()}

= {Ra}
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donde f : [B] — P([Tok]) estd dado por:

F®) = [ey™ =2P) 7 ey
= {Rox [ c € [ey" ]y masrumenn) b € (271 7a sy wm € = b}
= {Rok | c€ Hcy%ﬂ[deHRd}[mB'—»bPC = b}

{Rok | ¢ € Re(Ra),c = b}

{Rok}

4.2. Propiedades basicas de la semantica denotacional

Lema 4.2.1 (Irrelevancia). Sea = X : A un término o programa tipable.

1. Si p,p son asignaciones de variables que coinciden en fv(X)\ @, i.e. para cualquier

variable 28 € fv(X) \ @ se tiene que p(xP) = p'(2P), entonces [[X]]g’ = [[X]];}i.

2. Sean ®,®' secuencias de variables tales que fv(X)\® = fv(X)\ ®'. Entonces [X]; =
[X15"-

Demostracion.
1. Por induccién en .

1.1 Vacio, i.e. ® = @. Por induccién en X, i.e. el término o programa:

1.1.1 Variable, X = z*\. Inmediato, ya que [z], = p(z?) = p/(z) = [2] .

1.1.2 Constructor, X = c. Inmediato, ya que [c], = {Rc} = [c],-

1.1.3 Abstraccién, X = \z*t. P. Notemos que [Az*. P], = {f} donde f(a) =
[P]pzarsq)- Simétricamente, [\z?. P],, = {g} donde g(a) = [P]yz405q)-
Notemos que, para cualquier a € [A] fijo, tenemos que plz? — a] y p/[z4 —

a] coinciden en fv(A\z. P) y también en z asi que ademés coinciden en fv(P).
Esto nos permite aplicar la h.i. para concluir que [P] 34,0 = [P yz4q)s
por lo que f = g, como se pide.

1.1.4 Abstraccién alojada, X = Mz4. P. Anslogo al caso anterior.

1.1.5 Aplicacién, X = ts. Directo por h.i., ya que [ts], = {b | f € [t],,a €
[slpb € fla)} ={b | f € ltlyaclsly.be fla)} =[ts]y.

1.1.6 Unificacién, X = (¢t = s). Directo por h.i. ya que [t = s], = {Rok | a €
[t]p,b € [s]p,a = b} = {Rox | a € [t] ;b € [s] ;0 = b} = [t = s] .

1.1.7 Secuencia, X = t;s. Directo por h.i. ya que [t;s], = {b | a € [t],,b €
[slp} ={blacltly,belsly} = [ts]y-

1.1.8 Variable fresca, X = vz?.t. Notemos que [vz?.t], = {b | a € [A],b €
[t] pjz4sa)}- Simétricamente, [vat.t]y, = {b | a € [A],b € [t] jz4sa) }-
Notemos que, para cualquier a € [A] fijo, tenemos que p[z? +— a] y que
p'[z? — a] coinciden en fv(vz?.t) y también en z, por lo que coinciden
en fv(t). Esto nos permite aplicar la h.i. para conclui que [t] 44 =
[t] jz4+5q)> entonces [va?.t], = [va?.t],, como se pide.

1.1.9 Fail, X = fail®. Inmediato, ya que [fail?], = @ = [faild],.

1.1.10 Alternativa, X =t® P. Directo por h.i. ya que [t ® P], = [t],U[P], =
[tly UIP]y = [t & P],.
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1.2 No vacio, i.e. ® = 4, ¥, Entonces notemos que p[z — a] y p[x — a] coinciden
en fv(X) \ ¥ para cualquier a € [A]. Entonces:

XIE™Y = {b]ae [ALIX] )
= {b\aAe [AL [X]Y g} (Por i)
(x5

. Notemos que, vistos como conjuntos, fv(X) N ® = fv(X) N &', entonces la secuencia
® puede convertirse en la secuencia @’ a través de las siguientes tres operaciones:

» eliminar una variable espirea (que no esté en fv(X)),

= agregar una variable espurea,

= intercambiar variables.

Efectivamente, primero notamos que las dos propiedades que siguen valen:

» Agregar/remover variables espureas. [[X]]g’ = [[X]]ﬁA’q) sizd ¢ fu(X).
Basta mostrar que [X]? = {b | a € [A],b € [X]%

ple—al
por el ftem 1. de este lema: [X]$ = [[X]]g)[z,_m

usamos el hecho de que [A] es un conjunto no vacio.

}, lo que es inmediato

| bara todo a € [A]. Notemos que

» Intercambiar. [X
Procedemos por inducciéon en ®4. Si &1 es vacio, es inmediato. En otro caso,
sea ®1 = yB, ®. Entonces:

]]<I>1,x P [[X]]%A’%’@Q.

X]L" 2 e be[B]ce [[X]]q)[;’ib]’%}
= {c|be[B],ce [[X]]i[yié]’%} (Por h.i.)
= {c|be[Bl,ac[A],cc [[X]]‘I’;’ii [orsa)
= {clac [[A]] b€ [B],ce [X] ;ii][y»—)b]} ()
=[x

Para justificar el paso (*), notemos que ply — b][z — a] = p[z — a][y — b] vale
por definicion.

Ahora procedemos por induccion en ®:

2.1 Vacio, i.e. & = @. Entonces fv(X) = fv(X) \ ® por lo que &' N fv(X) =
@. Agregando iterativamente variables espureas tenemos que [X ]] = [X], =

[[X]]g’l, como se pide.

2.2 No vacio, i.e. ® = x4, ¥. Consideramos dos casos, dependiendo de si la
variable 24 es espiirea (i.c. 24 ¢ fv(X)) o no:

2.2.1 Si 24 ¢ fv(X), notemos que fv(X) \ ¥ = fv(X) \ & = fv(X) \ &/, entonces
A
quitando la variable esptirea y aplicando la h.i. tenemos que [X]j -

[X]7 = [XI}".
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2.2.2 Si 24 € fv(X), como fv(t) \ ® = fv(t) \ ® tenemos que =4 € @'. Por lo

tanto ® debe ser de la forma ® = &), 24, ®,. Entonces aplicando la h.i.
A A &/
e intercambiando tenemos que [X], A [X1» 21% [X]]cbl’x ®2 como

se pide.
O

Lema 4.2.2 (Composicionalidad).
1. [PeQly =[Py ulQl;.

2. Si W es un contexto cuyo agujero tiene tipo A, entonces [W(t)], = {b| a € [t],,b €
[[Wﬂp[DAf—)a} }

Demostracion.
1. Por induccién en la longitud de ®.

1.1 Vacio, ® = @. Entonces procedemos por induccién en P:

1.1.1 Si P = fail, entonces [fail @ Q], = [Q], = [fail], U [Q],.
1.1.2 Si P =t @ P’, entonces

[(teP)eQl, = [te@ Q)
[, V[P’ & Q],
= WUl oL, por ki)

t® P'),ulQl],

1.2 No vacio, ® = z*, ®'. Entonces:

[Pe Q)

(blaclAlbe[Peql¥, .}
= {plac[Albe ([P, ., UIQIE, )} (Por h.i.)
— {b\aeﬂAﬂ,beﬂPJ} ¥V [ac [ALbe [Q1, )
= [P uQE”

2. Por induccién en la estructura del contexto débil W.
= Vacio, W =[l.

[tl, = {blacliybe{a}}
= {blac[tl,be [0 o}

s Izquierda de una aplicacién, W = W's.

[W't) s],
= {0l felW(B)lpcelslybe fle)}
= {blac[tly f € W]pypara:c€ lslpb e flc)} (Por h.i.)

(bl ac [t f € W] oare € [slsang:b € ) (Por Lema [LZ)
= {b ‘ ac [[t]]va € [[W Sﬂp[DAHa}}
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Derecha de una aplicacién, W = s W'.

[s W8],
= ([ f€slpce W Bb € ()}
= (bl elslpac e Wpaag.be [0} (Por h.i.)
= {b | € [[t]]mf S Hsﬂp[DA»—)a ce HW]] DAb—m]ab € f( )} (POI‘ Lema
= {blac[tpbe [sW]pasa}

L]
Izquierda de una unificacién, W = W' = s.

W'{t) = s],
= {ROR | ce [[W/<t>]]Pad € [[S]]P’C = d}
= {Rok | a € [t]p,c € W] jnasq)d € [8]p,c = d} (Por h.i.)
{Rok | @ € [t]p, ¢ € [W] jnasq)s @ € [S]ppase, c = d}  (Por Lema [£.2.1))
{blaetlbe W =slna.q}

. * s [ ]
Derecha de una unificacién, W = s = W',

[s = Wt)],
= {Rok | c € [s]p, d € [W(t)]p, c = d}
= {Rok | a € [t]p, c € [s]p,d € W] niarsq), ¢ = d} (Por h.i.)
{Rok | ac [[tﬂpv ce HS]]p[DA»—)a]v de [[W,]]p[DAl—m}’C = d} (POI“ Lema
{b ‘ a < [[t]]p, be [[S = Wl]]p[D“‘»—)a]}

Izquierda de una secuencia, W = W/; s.

[W'(t); sl
= {blce W )b e [sl,}
{blac %t]]p,c € W44, b € [s]p} (Por h.i.)
[

{blac€ltlyceWl,pasa,b € [slynasge}t (Por Lema [4.2.1))
= lae e Wislpnq)

Derecha de una secuencia, W = s; W'.

[s; W'(t)]
= ] e [lpbe WD)
= {blac€t]yc€[slpbe[W],naq} (Por h.i.)
= {bla€[t]pce€[s]naq b€ [[W’]]p[DA,_m]} (Por Lema
= {b | ac [[t]]ﬁ’?b S [[S;W/]]p[EIA»—)a]}

Lema 4.2.3 (Variables libres). Valen las siguientes:
1. fv(P® Q) =fv(P)Ufv(Q)
2. fu(W(2)) = fu(W) U fu(?)
3. f(W(P)) = fv(W) U fu(P)
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4. F(t7) S (() \ 5upp @) U U, couppe (o))
5. fu(P7) € (W(P) \ 5upp 0) U Uy couppr (0 (2))
Demostracion. Por inducciéon en P, W, o ¢, segin corresponda. O

Lema 4.2.4 (Interpretacién de valores). Si v es un valor entonces [v], es un conjunto de
un solo elemento.

Demostracion. Por induccién en v. Si v es una variable o una abstraccion alojada, es
inmediato, asi que sea v = cvy...v,. En este caso, por induccién en n, afirmamos que
[cvi...vp], es un conjunto de un solo elemento de la forma {a}, donde ademés a es
unitario:

1. Si n = 0. Entonces [c], = {Rc¢}, que es un conjunto unitario. Ademsds, recordemos
que siempre se pide que R sea unitario.

2. Sin > 0. Entonces por h.i. en la induccién més interna [cvy . .. V5—1]p €s un conjunto
unitario de la forma { fy}, donde fp es unitario, y por h.i. en la induccién mas externa
[vn], s un conjunto unitario de la forma {ag}, entonces tenemos que:

levi...vmivn], = {b] felevi...vnoi]p a € [vn]y, b€ fla)}
= fo(ao)

Como fy es unitario, fo(ap) es un conjunto unitario de la forma {b}, donde b es
unitario, como se pide.

[
Lema 4.2.5 (Interpretacién de las sustituciones). Sea o = {2 — vi,..., 24" — v,}
una sustitucion con soporte {:U‘fh, o xiY y tal que x; ¢ fv(v;) para 1 < i,j < n cuales-

quiera. Recordemos que la interpretacion de un valor es siempre un conjunto unitario (Le-
ma , ast que sea [v;], = {a;} para cada i =1..n. Entonces:

1. [[tJ]]P = [[t]]p[xp—ml]...[xnb—)an]

2. [[PU]]P = [[Pﬂp[wlﬁal]...[:cnbﬁan}

Demostracion. Por induccién mutua en el término ¢ (resp. programa P).
1. Variable, t = z4. Hay dos subcasos, dependiendo si x € {z1,...,2,} 0 no.
1.1 Si x = z; para algin 1 < ¢ < n, entonces:
[1)7] = il = {ai} = [ pfaran). fwnsan]
1.2 Six ¢ {x1,...,x,}, entonces:
[(z*)7], = p(a™) = [# ] ppersan]. frnrsan]
2. Constructor, t = c. Inmediato, ya que:

[[CU]]p = [[c]]p = {RC} = [[c]]p[z1Ha1}...[anan]
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10.

. Abstraccién, t = A\z“. P. Entonces:

(et PPl, = Dat.P7l,
= {f} donde f(a) =[P° ]]p[:m—m
= {g} donde g(a) = [[P]]p[w'—m}[a:p—mﬂ Jzn—an] (Por h.i.)
= [[)\.CE P]]p[a:p—)al] Jzn—ran]

. Abstraccién alojada, t = Mz. P. Anélogo al caso anterior.

. Aplicacién, t = su. Entonces:

[(sw)?], = [s7u],
= {b| fels]pacu],be fla)}
= {b | S [[Sﬂp[xlﬁm]...[acni—mn}?a S [u]]p[leal]...[anan]ab S f(a)} (POI‘ h’Z)

[[5 ’LL]] plzi—al]...[xn—an]

. Unificacién, t = (s = u). Entonces:

[(s =w?l, = [s"=ul,
= {Rok | @ € [s7],,b € [u7],,a = b}
= {Rok | ac [[Sﬂp[rli—}al]...[rnHan]a be [[u]]p[leal]...[mnn—)an]va = b} (POI" hl)

[[5 = u]]p[xloﬁal]...[znb—)an]

Secuencia, t = s; u. Entonces:

[(s;u)7]p, = [s73u7],

= {a|be[s]pa e [v],}
{a ‘ be [[Sﬂp[leal]...[m7Li—>a,L]aa € [[u]]p[leaﬂ...[wn»—mn]} (POI‘ hZ)
[[3; u]]p[xp—)al]...[xn»—mn]

. Variable fresca, t = va*. s. Entonces:

[zt 5)7], = [vat.s7],
= {blac [[ ]] be [[Saﬂp[z»—)a]}
= {b ‘ a € [[A]] be [[Sﬂp[:m—m}[leal}...[anan]} (POI‘ hz)
= {b ‘ a < [[A]]v be [[SHp[lem]...[a:n»—mn}[a:»—m]} (Ya que x ¢ {1‘1, s ’xn})

= [[VxA' Sﬂp[mlHal]..‘[anan]

. Fail, P = fail. Inmediato, ya que:

[[fail”]]p = [[fail]]p =g = [[failﬂp[xlﬁm]...[xn'—mn}

Alternativa, P =t & P. Entonces:

[CeP)], = [t7® P,
[£71, U [P,
%t]] plxiai]...[xnran] U HP]]p[xlb—)al] Jxnrran] (POI‘ hZ)

t @ P]]p[my—)m] [CEn'—}an]



38 4. Semdntica denotacional para el calculo-\’

O
Definicién 4.2.6 (Satisfacibilidad de ecuaciones). Sea p una asignacion fija de variables,
y sea &4 una secuencia fija de variables. Ademds, sea € = {(vi = w1),..., (v, = w,)} un

problema de unificacién. Dada una secuencia de objetos a € [[ff]] decimos que a satisface
& (con respecto a p, T), notado como a F, z £, si y sdlo si [vi] jiza) = [wi] pjz—a) para todo
1 = 1..n. Escribimos @ F £ si p y & se deducen del contexto.

Lema 4.2.7 (Unificacién preserva satisfacibilidad). Sea & ~~ H un paso del algoritmo de

unificacién que no falla. Entonces, para cada p, 74 tenemos que:
{a|ak,z8}={a|dF,zH}

Demostracion. Notemos que el paso no falla, por lo que no puede ser el resultado de aplicar
la regla u-clash o la regla u-occurs-check. Consideramos los cinco casos restantes:

1. u-delete: Nuestro objetivo es probar que:
{@lar,sly=ytwet={alar,:&}
Esto es inmediato pues [y] jjz—a = [Y],z-a siempre vale.
2. u-orient: Nuestro objetivo es probar que:
{@d|dF,z{vaylwél={a|aF,z {y=viwe}
Esto es inmediato por definicién.
3. u-match-lam: Nuestro objetivo es probar que:
{alak,z Ny PEXNy. Plwey={d|dF,zE}
Esto es inmediato pues [A\y. P] Pl = [Xy. P] pli—a) Siempre vale.

4. u-match-cons: Nuestro objetivo es probar que:

{@|dF,z{cvi...vp Tcw .. u W& ={G|aF,z {vi=wi,....v, =w,} WE}
Recordemos que [c] 75 = {Re} es Te-unitario, y que la interpretacién de un va-

lor siempre es un conjunto unitario (Lema [4.2.4)), entonces sea [vi]jz—a = {bi} ¥
[wil pjz—a = {b;}- Basta notar que:

aF,z{cvi...vy =cwi...w,}

[[C Vi... Vn]]p[f»—)ﬁ] = [[C Wi.. -Wnﬂp[f»—nﬂ

Re(b1) . (bn) = Re(B}) ... (4

b; = b, para todo ¢ = 1..n (%)
[vVil pzsa) = [wil pjwsq), para todoi=1..n
AQF,z (Vi =W,V = Wy}

reeee

El paso () se justifica por el hecho de que asumimos el principio de no confusién
en las interpretaciones de los constructores.
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5. u-eliminate: Nuestro objetivo es probar que:
{@lar e ly=viwet={a|ar,: {y=viw&{y=v}}

siy € fv(E)\fv(v). Ademids, sea &' = {(vi =w1),..., (vn = w,)}. Recordemos que la
interpretacion de un valor es siempre un conjunto unitario (Lema, entonces sea
[V]psa = {b}. Sea d@ € [A]. Basta con demostrar que siempre que p[Z — @(y) = b
entonces vale la siguiente equivalencia:

ak,z E — a Fp.z é”{y =v}
Notemos que, para cada ¢ = 1..n fijo:

Vilpgma = Vil pgsay—t (%)

= [vi{ly :=v}lz»a (Por Lema

El paso (*) es trivial porque, como ya notamos, p[Z — @|(y) = b por lo que p[Z — d]
y p[Z = ][y ~ b] son la misma asignacién de variables. Y similarmente, [w;] yzq
[wily := v}]pm—a- Entonces:

ak,z &

[[Vi]]p[fHd] = [[Wi]]p[ﬁ_,d*] para todo i = 1..n

vi{y := v} pzsa) = [wi{y := v}l pjzsa para todo i = 1.n  (Por Lema[4.2.5))
akF,z 'y =v}

117

O]

Teorema 4.2.8 (Correctitud débil). SeaT'P: Ay P — Q. Sea ® = fv(P) y &' = fv(Q).
Entonces, para cada asignacion de variables p:

[P13 2 [Q1

Ademdas, la inclusion es una igualdad para cualquier regla de reduccion a excepcion de la
regla fail.

Demostracion. Sea P — (). Consideramos seis casos, dependiendo de la regla que se aplica
para concluir que P — Q:

1. alloc: Notemos que ® = ®', y supongamos que ® = yj’é. Entonces:

[ProwWhat.Q) e Py = {a|be[Blac[ProWhat.Q) P, 5}
= {albe[Blac[PoW)\et.Q) o P 5t (%)
[[Pl (S5) W<)\£ZL‘A. Q> S5 PQ]];D

Para justificar el paso (%), notemos que, por Composicionalidad (Lema [4.2.2]), bas-
A _ £, A r

ta probar que [Ax .Q]]p[g._)a = [Nz 'Q]]ﬂ[ﬁ'—ﬂ;} para todo b € [B]. Esto vale por

definicién, por lo que terminamos de probar este caso.
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2. beta: Notemos que & = @, 2¢ donde

S @ stz ¢ fv(Q)
fv(v) \ fv(PL @ W({(Az.Q)O) @ P») six € fv(Q)

Ademis, supongamos que ® = 7. Entonces:

[PreW(\at.Q)v) & Pl 7
= {a|be[B],é€[Clac [PLaW(Nat.Q)v) & P i iz}
= {a|be[Bl.ac [P oWQ{z" =v}) o P, 5} ()
= [PLeWQ{z* =) e Rl]

-

Para justificar el paso (%), procedemos como sigue. Escribamos p[y — b] como p/.
Recordemos que la interpretacién de un valor es siempre un conjunto unitario (Le-
ma (4.2.4), asi que sea [v]yz.q = {ao}. Por Composicionalidad (Lema [4.2.2)) basta

notar que:

[(X 2. Q) v] g
= {bla€[Vlyzsab € lQlyzndmaal
[Ql 2w Arsao)
= [Qlyz4a] (Por Irrelevancia (Lema [4.2.1)))
= [Q{z":=v}]y (Por Lema

. seq: Notemos que ® = &', 2¢, donde = fv(v) \ fv(P & W(O; t) & P,). Supongamos

que &' = 5. Entonces:

lalbe bz}

a € [PLoW)® P55} (*)

= [PLaW) e P]L

Para justificar el paso (x) procedemos como sigue. Escribamos p[y +— 5] como p'.
Recordemos que la interpretacién de un valor es siempre un conjunto unitario (Le-

ma (4.2.4), asi que sea [v](zq = {bo}. Por Composicionalidad (Lema [4.2.2)) basta

notar que:

[vitlyizng = {albe [Vlyzsg,a € [tlyzsa)t (Por Irrelevancia Lema [4.2.1)
= [[t]]p’

. fresh: Notemos que ® = ®,y” donde y es una variable fresca. Supongamos que

® = 7B, Entonces:

[Py E?)W<I/SUA. t) & Pg]]:)I>

{a|be[B],ac[PL®Wrz t)® Pa] it

= {a|be[Blac[PoWi{z' =y Yo Rl 1} )
= [PLoW({t{z? =y ) @ PQ]]E’yA
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Para justificar el paso (x) procedemos como 51gue Sea p’ una abreviatura para p[Z —
b. Por Irrelevancia (Lema 4.2.1), [P1], = [[Pl]]Z, . Anélogamente, [P], = [[Pg]]gA
Por Composicionalidad (Lemal4.2.2), basta mostrar que Wzt t)],, = [W(t{z4
yA}>]]z,A. En efecto:
[W(vzA, t)]]p/
= {c|be vzt t]y,ce Wl sy} (Por Lema [4.2.2)
= {C ‘ ac [[A]] be Ht]]p [zA»—m]vC € [[W]]p Di—)b}
{c|ac[A],be [t{zd =y }]]p 'yAsa)s € € W] pyosy b (Por Lema [1.2.5]
y Lema 4.2.1
= {clac[A],be [t{z* = yA}]]p,[yAHa],c € W]y yasaooy}  (Por Lema(4d.2.1
= {cla€[A],ce [W{t{z? = yA}>]]p/[yA,_>a]} (Por Lema [4.2.2)

= [Wt{z* =y D]y

. unif' Nuestro objetivo es probar que [PL ® W(v = w) @ Pg]]%’ = [P ® W(ok)“

Pg]] , donde o = mgu({v = w}). Notemos que ® es un subconjunto de ®, entonces
supongamos que ® = @', 5 T y ' = 74 Notemos también que 0 = mgu(v 2 W)
existe, entonces {v = w} ~* {z1 = vi,..., T, = v} tal que z; ¢ fv(v;) for all 4,4, y
el unificador més general es 0 = {x1 — v1,...,z, — v, }. Més atin, recordemos que
la interpretacién de un valor siempre es un conjunto unitario (Lema , por lo que
para cada a51gnac1on fija p’ escribamos bp para el Uinico elemento en [[vz]] - Ademas,

sea 7C = _’A, 75. Por Composicionalidad (Lema (4. e Irrelevancia (Lema {. ,

basta notar que:

L

[W(v = W,

{a]ce]C] ae W = )]z}
= {a ’ ce [[ _)]], be [[V = W]]p[g,_)é], a € [[W]]p[Z»—)E][D»—)b]} (Lema 4.2.2))
= {alce[Clbelv= Wlpizaps @ € Whpizoaio-Rrad
= f{a|ce[C],cF,z {v= W} ac [[W]]p[zi—)E][Dt—)Rok]}
= {a|ce[C],éF,z{z1=v1,...,2n =Vp},a € W] zoa0R0y b (Lema [4.2.7)
= f{a|ce[Clplz— dz:) = 07T for all i, a € [W(ok)] iz}  (Lema[E2:2)
= {a|@e[C],a € [W(ok)] FESCTRRY oL I MRRC ) (%)
= {a|é€[C],a € [W(ok)] s} (Lema [4.2.5)
= [W(ek)?];"
= [W(ok)?]Z" (Lema [1.2.1))

Para justificar el paso (x) notemos que p[Z +— ¢|(x;) = {bf[zHa} para todo i = 1..n.
Por lo tanto, podemos escribir p[Z' — ¢ como p[Z — c][x; — blf[z'_)é]]...[xn >

ASacil
. fail: Nuestro objetivo es probar que:
[ProWv 2w @ R]? D[P o P]Y

que es inmediato por definicién.
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Ejemplo 4.2.9. Consideremos la reduccion:

V. (()\z. vy (z=t1y); (tyz))) (t1:2)> —-"t21

Si [Nat] = N, [Tuple] = [Nat] x [Nat] = N x N, los constructores 1 : Nat, 2 : Nat se
interpretan de la manera obvia y el constructor t : Nat — Nat — Tuple es la funcion
constructora de pares, es decir:

Ry ¥ 1
R, ¥ 2
def
Re(n) = {fn}, donde fo(m) = {(n,m)}
entonces para cualquier asignacion de variables p, si abreviamos p' := plz — n|[z —

plly — m], tenemos que:

vz (e vy (= 2 61y)s (by2)) (£22)],

{I(Az.vy. ((z = t1y); (tyx))) (£ 2 2)] pjosn) | 0 € N}

{rineN,fezry ((z=t1y); (ty2))]pwonp € [t2 2] pzsn), 7 € F(0)}
{r|n,meNpe[tr2pun7 € [(z=t1y); (tya)],}
{rlnmeNpe{(n2)}rel(z=tly);tyz)],}
{rinmeNpe{(n2)}be[z=t1y],,re€[tyz],}

{7“ | n,méeN,p € {(n,2)},p = (1,m),r € [[tyx]]P'}
{rine{l},me{2},pe{(1,2)},retya],}

(2, 1)}
= [t21],



5. LIMITACIONES DE LA SEMANTICA DENOTACIONAL
PROPUESTA

Este capitulo esta dedicado a discutir las falencias que presenta la seméntica denota-
cional que proponemos para el calculo-\". En particular, mostramos que con la semantica
propuesta fallan las propiedades de correctitud y completitud de la semantica operacional
con respecto a la denotacional.

Como parte del trabajo de esta tesis, estudiamos dos estrategias alternativas, con la
intencién de definir una seméantica denotacional para la cual valieran las propiedades de
correctitud y completitud. Dado que estos dos intentos no fueron exitosos, sélo incluimos
una discusién informal, evitando los detalles técnicos.

En primer lugar, una falencia importante de la seméantica denotacional propuesta es
que no se verifica la propiedad de correctitud en un sentido estricto. Recordemos que una
semantica operacional, dada por una relacién “—” de reduccion small step se dice correcta
con respecto a una semdntica denotacional dada por una funcién de interpretacién [—] si
para cada paso de reduccién P — @ se tiene que [P] = [Q]. En nuestro caso, el teorema
de correctitud que enunciamos en el capitulo anterior (Teorema no logra establecer
que si un programa P reduce a otro programa () entonces las interpretaciones de Py @)
son iguales. De hecho, las interpretaciones son iguales cuando el paso de una reduccién
P — @ se deriva por cualquiera de las reglas alloc, beta, fresh, seq y unif, pero no
siempre se da la igualdad cuando el paso se deriva por la regla fail. En ese caso, sélo se
puede asegurar que la interpretacién de P es un conjunto que incluye a la interpretacion
de @. Al no valer la igualdad en todos los casos, el resultado de correctitud de la semantica
operacional con respecto a la semantica denotacional no es totalemente satisfactorio, y es
por eso que hablamos de correctitud débil.

Por otro lado, se presenta la cuestién de si la semantica operacional es completa con
respecto a la denotacional. Recordemos que una semantica operacional se dice completa
con respecto a una semdntica denotacional si cada vez que [P] = [Q] se tiene que P
y () son interconvertibles, es decir, P <* @), donde “<*” denota la clausura reflexiva,
simétrica y transitiva de la relacién de reescritura —. Como mencionamos anteriormente,
la propiedad de completitud no se verifica. Hay varias razones por las cuales esto es asi.
Listamos algunas de ellas, aunque esta lista no es exhaustiva:

1. Irrelevancia de las locaciones. La seméantica denotacional ignora las locaciones
sobre las abstracciones. Por lo tanto, la interpretacion de dos abstracciones alojadas
Xaz. Py A2z, P con el mismo cuerpo pero diferente locacién tiene la misma inter-
pretacién bajo cualquier asignacién de variables, es decir, [A\x. P], = [\2z. P],.
Por lo tanto, por el principio de composicionalidad de la seméntica denotacional, se
verifica que:

[(Aaz. P =Xz P)] = [(\z. P = A2z, P)]

Pero estos no son interconvertibles, es decir, no vale que ()\elx. pP= )\zlx.P) —*
(Mg, P = Mgz, P), pues (\z. P = Xz, P) i ok mientras que Mg, P =

Xeg, P) 124l fail.

43
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2. Incompletitud de la unificacién. Como ya mencionamos, la seméantica opera-
cional del cdlculo-\U no resuelve problemas de unificacién de orden superior. En
particular, las reglas unif y fail sdlo se pueden aplicar cuando la ecuacion a unifi-

[ ] .
car es de la forma v = w, donde v y w deben ser valores. Por ejemplo, el problema de
. ., . L] . . ’
unificaciéon de orden superior x ¥y = ¢ tiene un unificador mas general. Por lo tanto,
se tiene que:

[y = c] = {Rox} = [ok]

N , . [ ] 7 . .
Sin embargo, el término zy = ¢ es un término “trabado”, es decir, no es un valor
’ [ ]
pero estd en forma normal, y por lo tanto no vale (xy = c) <* ok.

3. Redexes bloqueados. Otro problema, relacionado con el anterior, es que algunas
reglas de la semdantica operacional requieren que un subtérmino llegue a ser un valor
para poder proceder con el cémputo, en tanto que la semdantica denotacional no
impone este requerimiento.

Por ejemplo, [((zy); Xz.2)c] = {Re} pero ((zy); Az.2) ¢ es un término trabado
debido a que zy no es un valor. En particular ((xy); A\’z. 2) ¢ no es interconvertible
con c.

Como otro ejemplo, [(Az.c)(zy)] = {Re} pero, igual que antes, (\’z.c)(zy) es un
término trabado que no es interconvertible con c.

4. Multiplicidad de resultados. La semantica operacional admite multiplicidad de
resultados, mientras que este fenémeno no ocurre en la seméantica denotacional. Por
ejemplo, sucede que [c@c] = {Rc}, y sin embargo ¢ @ ¢ no es interconvertible con c.
Esta diferencia que se da es porque modelamos el dominio de interpretaciéon usando
conjuntos, los cuales no admiten repetidos.

5. Extensionalidad. La propiedad de extensionalidad indica que para dos abstrac-
ciones t1 y to, si t1 s = tgs, entonces t;7 = t3. De esta propiedad se extiende la
n-equivalencia, que indica que los términos A\x. ¢t x y t son equivalentes. En la semanti-
ca denotacional que proponemos se cumple que [Az.tz] = [t]. Sin embargo, en la
semantica operacional los términos Ax.tz y ¢ no son interconvertibles.

En las dos subsecciones que siguen, describimos brevemente las dos maneras alter-
nativas de definir la semdantica denotacional que ensayamos, con el objeto de recuperar
las propiedades de correctitud y completitud. Desafortunadamente, ninguna de las dos
variantes de la semantica resulta verificar las propiedades deseadas.

5.1. Variante 1: semantica denotacional con memoria

En esta primera alternativa, proponemos una seméntica denotacional para el calculo-\Y
en la que incluimos una nocién de memoria con el fin de distinguir entre las interpretaciones
de las abstracciones y las abstracciones alojadas. Intuitivamente, una expresién Ax. P
deberia interpretarse como un comando que reserva espacio libre en la memoria, donde
almacena una clausur en tanto que una expresién Mz. P deberfa interpretarse como un
puntero a una posicion de memoria £ en la que ya se encuentra almacenada una clausura.

! Recordemos que una clausura es cédigo asociado a la funcién Az. P, posiblemente acompaiiado de un
entorno que liga las variables libres a valores.
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Pasamos a detallar més precisamente la seméntica propuesta:

= Locaciones. Para cada tipo de la forma A — B suponemos dado un conjunto
infinito de locaciones (6’14_”3 , 5’24_’3 ,...). Notamos Loc4_, 5 al conjunto de locaciones
de tipo A — B.

» Dominios de interpretaciéon. La interpretacién de los tipos base es la misma,
[a] = Sa, donde S, es un conjunto fijo. Las funciones se interpretan ahora como
locaciones de memoria, es decir que [A — B] = Loca_,p se define como el conjunto
de locaciones de tipo A — B.

= Memoria. El conjunto de las memorias se nota Mem. Una memoria p € Mem
es un objeto que le asocia valores a las locaciones de memoria. Mas precisamente,
para cada par de tipos A, B, se tiene que p14,p es una funcién parcial, donde, para
cada locacién #4758 se tiene que o bien pa p(¢47?) estd indefinido o bien vale
pap(tA78)  [A] — Mem — P(Mem x [B]). Es decir, si 4 p(¢475) estd definido,
resulta ser una funcién que recibe una entrada del dominio de interpretacién de A y
un estado inicial de la memoria y, de manera no deterministica, devuelve un estado
final de la memoria y un resultado del dominio de interpretaciéon de B. Cuando puede
deducirse del contexto, omitimos superindices y subindices. Notamos ¢ € p si pu(£)
estd definido y ¢ ¢ p si no. Decimos que dos memorias p1 y pg son consistentes si
para cada locacién ¢ definida en p; y pa, tenemos que uq(€) = pa(€), y escribimos
(1 W e para denotar su union.

= Asignaciones de variables. Las asignaciones de variables se definen de manera
analoga a la de la seméantica denotacional del capitulo previo, y notamos Asg al
conjunto de todas las asignaciones de variables.

» Interpretacion de los términos. Sea -1t : A (F P : A respectivamente), entonces
su interpretacién tiene tipo

[t] : Asg x Mem — P(Mem x [A]) [P] : Asg x Mem — P(Mem x [A])

es decir, la interpretacién de un término (o programa) de tipo A es una funcién que
a cada asignacion de variables y a cada estado inicial de la memoria, le asocia no
deterministicamente un estado final de la memoria y un resultado del dominio de
interpretacién de A.

La interpretacién de los términos y programas se define recursivamente como sigue.
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Por brevedad, notamos [t] p p en lugar de [t](p, p):

[ATpp  {(n,p(a™)}
[clpr < {(Re)}

et Plpp = {(uw{l— f},0}
donde £ ¢ puy f(a,p') = [P] pla® — al

NP2 Plopn € {(u,0))
[tslop € {(us,0) | (u1,0) € [t] p o, (2, a) € [s] p s, (13, b) € pua () (a, r 1 piz)}
[t=slpp = {(u1 ¥ p2,Rot) | (11, a) € [t] pps, (n2,b) € [s] pps, a = b}
[t:slop = {(ua W pa,a) | (.)€ [t o, (2, ) € [s] p 1}
[va?. ] p Z% {w b) | a € [A], (u',b) € [t] [+ + a] i}
[fail’]pp <
[tePlpp = [[t]]puu[[P]]pu

Una caracteristica digna de mencionar es que en esta variante de la seméntica la
memoria es mondtona, es decir, una vez que se almacena un valor en una locacién, este valor
no cambia. Como observacion técnica, en la interpretacién de la aplicacion, la unificacién
y la secuencia, la operacién de unién de memorias p; W pus asume que las memorias son
consistentes. Intuitivamente, esto significa que al evaluar ¢ y s por separado en una memoria
comtun pu, se debe asegurar que las locaciones frescas que se asignan en la evaluacién de ¢
son disjuntas de las locaciones frescas que se asignan en la evaluacion de s.

Ademsds, podemos observar que la segunda componente de la interpretacién de cada
uno de los constructores de términos es similar al de la semdantica denotacional del capitulo
anterior, a excepcién de las abstracciones, donde se distinguen las abstracciones alojadas
de las que no lo estan, y la aplicacién. Como mencionamos més arriba, la interpretacién de
una abstraccién no alojada produce un efecto secundario, que es reservar en la memoria
una locacién ¢ fresca y almacenar una funcién f en dicha locacién, en tanto que una
abstraccién alojada no tiene efectos secundarios (es decir, no modifica el estado de la
memoria) y representa simplemente un puntero a una locacién ¢ de la memoria p original.
La interpretacion de la aplicacién tiene como peculiaridad que, una vez que se encontrd
la locacién ¢ donde se encuentra almacenada la funcién asociada a t, hace un acceso a
memoria para encontrar la funcién correspondiente (py(¢)).

Esta variante de la seméantica denotacional soluciona el problema ya mencionado de co-
rrectitud de la regla fail. Podemos observar que si £ # £’ entonces (\z. P = Mg, P) fail,
fail y en efecto se tiene que [(Az. P = Az P up = @ = [fail] up.

Sin embargo, esta variante de la semantica denotacional tiene un problema severo que
hace que no sea correcta. El problema es que a veces deberian darse dependencias ciclicas
entre las memorias, que nuestra propuesta no logra capturar. Por ejemplo, el siguiente
término:

((z = Az.2)iy€) ((y = Az 2);w¢)
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reduce a cc:

(= Xz.2);y¢) ((y = Az.2);zc) z =Mz 2)yc) ((y = \z.2);z¢)

((
alloc ((
(

— ((z Mz z)iye) (y =Nz 2);zc)
% ok;yc)((y =Mz 2); (M2 2)c)
unif, (ok ()\Elz.z) c) (ok; (\fz.2)c)

— ((>\ .z) ) (ok; (A2 2) €)

= (W ) c) (Xz.2)c)

= (42 2)0

— cc

Una observacién importante es que, en este ejemplo, la evaluaciéon del subtérmino de la
izquierda sélo puede progresar una vez que la evaluacién del subtérmino de la derecha
instancia z en \'z. z. Simétricamente, la evaluacion del subtérmino de la derecha solo
puede progresar una vez que la evaluacion del subtérmino de la izquierda instancia y en
Xz z. Intuitivamente, esto quiere decir que la formulacién composicional de la seméntica
propuesta arriba no alcanza para capturar la interdependencia entre la evaluacién del
término de la izquierda y el término de la derecha.

Desde el punto de vista técnico, se puede observar que la interpretaciéon del término
((z = Xz.2);y¢) ((y = Az.2);z¢) en una memoria inicial o se define en funcién de las
interpretaciones de (z = Az.z);ycy de (y = Az. z); 2 ¢, ambos en la misma memoria inicial
1o, en la cual las variables = e y no tienen asociado un valor atin. No resulta evidente como
solucionar este desfasaje entre la semantica operacional y la denotacional.

5.2. Variante 2: revisiéon del calculo para incorporar clausuras

El desfasaje entre la semantica operacional y la denotacional estd dado por la presencia
de locaciones sobre las abstracciones. La primera alternativa que mencionamos en la sec-
cién anterior consistié en tratar de ajustar la definicién de la semantica denotacional para
aproximarla a la operacional. La segunda alternativa, que describimos en esta seccién, va
mas atras y se basa en revisar la sintaxis y la seméantica operacional del calculo.

La razén para incorporar locaciones en el calculo-AY es que dos abstracciones sintdcti-
camente diferentes pueden convertirse en abstracciones sintacticamente iguales después de
un paso de sustitucion. Por ejemplo, consideremos una variante de la regla unif, que llama-
mos unif*, que tiene éxito al unificar dos abstracciones sintacticamente iguales (médulo
a-equivalencia) y falla al unificar dos abstracciones sintacticamente diferentes. Esto con-
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tradiria la propiedad de conﬂuenciaﬂ como se ve en el siguiente ejemplo:

(Az.y) = (Az.2));y = 2

fail ((M\z.2) = (\z. 2)); 0k
lunif*
ok; ok

lseq
ok

Es decir, dependiendo del orden de evaluacién, el mismo programa puede arrojar dos
resultados diferentes.

Los términos se mantienen igual, con la excepcién que ahora en lugar de abstracciones y
abstracciones alojadas hay una tnica forma de abstraccién llamada clausura, que notamos
(Az. P)[xz1\v1][z2\v2] ... [zn\V,] donde cada una de las [z;\v;] se llama una sustitucion
explicita y se asume que cada uno de los valores v; es cerrado. El punto clave de este calculo
es que dos clausuras (Az. P)[zi\v1][z2\ve] ... [zn\Vn] ¥ (Ay. @Q)ly1\wi][y2\wa] ... [¥m \Wm]
unifican si y sélo si son sintacticamente iguales, salvo a-equivalencia y permutacion de las
sustituciones explicitas.

En la Seccién describimos la sintaxis y semantica operacional de una variante
del célculo-\Y con clausuras, que llamamos célculo-A\UC. En la Seccién describimos
algunas dificultades que se encuentran al tratar de proponer una seméantica denotacional
para este calculo.

5.2.1. Sintaxis y semdantica operacional del cdlculo-\"

Definicién 5.2.1 (Sintaxis). Supongamos dados conjuntos infinitos numerables de varia-
bles Var = {z,y,z,...} y constructores Con = {c,d,e,...}. Asumimos que existe un cons-
tructor distinguido ok. Los conjuntos de términos ({t,s,...}), valores (Val = {v,w,...}),
entornos ({E,E,...}), programas ({P,Q,...}), y contextos débiles ({W,W’,...}) se definen
de manera mutuamente inductiva como sigue.

Términos:
t = x variable
| ¢ constructor
| (Az.P)E clausura
| ts aplicacién
| t=s unificacién
| ts secuencia
| va.t declaracion de variable fresca
Valores:
v o=
| (Az.P)E
| cvi...v,

2 Esta propiedad afirma esencialmente que el resultado de un cémputo es independiente del orden de
evaluacién.
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Entornos:
E == []
| E[z\v]
Programas:
P = fail programa vacio
| t@® P alternativa no deterministica
El dominio de un entorno se define como dom([z1\v1]...[xn\vs]) = {21,...,2n}. Supo-

nemos que las variables en el dominio de un entorno son distintas dos a dos.

Contextos de evaluacion:

W == O contexto vacio
Wt izquierda de una aplicacion
tW derecha de una aplicacion

L] . . . .7
W =t izquierda de una unificacién

[ ] . .z
t =W derecha de una unificaciéon
W;t izquierda de una secuencia
t; W derecha de una secuencia

Definicién 5.2.2 (Variables libres). El conjunto de variables libres de un término (fv(t)),
de un programa (fv(P)), y de un entorno (fv(E)) se definen de manera mutuamente induc-
tiva como sigue:

fu(@) = {2}
fe) € o fu(fail) ¥ o
f((Az. PE) = fu(E) niEeP) R URP)
fu(ts) X fu(t) Ufu(s)
fu(t = s) def fv(t) Ufv(s) fv([-]) g
f(tis) % R UR(s) WER\V]) = F(E) Uf(v)
f(va.t) < fu(t)\ {2}

Asumimos que, para cada clausura, las variables libres de la funcién estan ligadas
por el entorno, es decir, en cada subtérmino de la forma (Az. P)E, asumimos que fv(P) C
{z}Udom(E). Los términos los consideramos médulo a-equivalencia, es decir, renombrando
todas las variables ligadas, y también mddulo orden en que se ligan las variables en un
entorno. Por ejemplo, (Az.yz)[y\c][z\d] = (Az.yz)[2\d][y\c] = (Az.zy)[y\d][z\c]. Sin
embargo, notemos que (Az.cc)[-| # (A\x.yy)[y\c] # (Az.yz)[y\c][z\c].

Las operaciones W(t), W(P) y P®Q se definen igual que en el caso del cdlculo-AY. Las
sustituciones se definen, igual que en el caso del calculo-A\Y, como funciones o : Var — Val
con soporte finito.

Definicién 5.2.3 (Operaciones con sustituciones). Sea o : Var — Val una sustitucién
cualquiera. La operacién que aplica la sustitucién o a un término (resp. programa) evitando
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captura de variables libres se nota t? (resp. P7?) y se define de la siguiente forma:

7 = o(x)
o ¢
(M. P)E)” ¥ (\z. P)(E°)
(va.t)” et si no hay captura, i.e. Yy € supp(o). = & {y} Ufv(co(y))
(ts)? def yo g0
(t' s)o’ déf 17: 89
(t=5)7 def jo 2 g0
fail” ¥ fail
tePy ¥ yope

donde definimos una sustitucién en un entorno como:

([e1\v1] . .. [20\V])” % [21\v17] . . . [2\ V"]

Un entorno E = [z1\vy]... [z, \v,] puede entenderse como una sustitucién {z; —
Vi,...,Tn = vV, }. En particular, PE se usa para notar la sustitucién de cada ocurrencia

libre de z; por v; en P, sin captura de variables libres. Las sustituciones también pueden

aplicarse a contextos débiles, tomando (17 def o,

Igual que en el caso del cdlculo-\U, la composicién de sustituciones se nota p- o y se

define como (p - o)(z) aof p(x)?, y se definen igual que antes las nociones de sustitucién
idempotente y la relacién de ser mds general (o < p).

Algunas propiedades bésicas de la sustitucion son las siguientes:
Lema 5.2.4 (Propiedades de la sustitucién). Si o es una sustitucion, entonces:

1. SiW es un contexto de evaluacion débil, entonces W7 es un contexto de evaluacion
débil.

Si E es un entorno, entonces E° es un entorno.

Si v es un valor, entonces v° es un valor.

W) = Wo (t7)

A N

Si X es un término o un programa, entonces vale que X{z := v}’ = X{z = v’}
tanto como no haya captura de variables libres, es decir, x ¢ supp(o) y que para toda
y € supp(o) tengamos que x ¢ fv(a(y)).

5.2.2. Algoritmo de unificacién

Igual que en el caso del calculo-AY se definen las nociones de problema de unificacion,
unificador y unificador mds general.

Teorema 5.2.5 (Céomputo de unificadores mas generales). Se tiene:

1. La relacion ~> es fuertemente normalizante.
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2. Las formas normales de ~ son FAIL y conjuntos de ecuaciones de la forma {x1
Vi,..., &y =v,} donde z; # xj y x; ¢ fv(vy) para cada i,j € 1..n.

Si la forma normal de £ es {xy = v1,...,Tn = vp}, decimos que el mgu(&) existe,
ymgu(&) = {x1 — vi,...,x, — vy }. Sila forma normal es FAIL, entonces decimos

que mgu(€&) falla.

3. La sustitucion o = mgu(E) existe si y sdlo si existe un unificador para €. Cuando
existe, mgu(€) es un unificador mas general idempotente.

Demostracion. Se omite la demostracion de este teorema. Puede demostrarse de manera
similar a como se demuestra un teorema andlogo para el calculo-A\Y [3], que a su vez se
basa en las técnicas usuales de unificacién de primer orden (ver por ejemplo [2, Seccién
4.5]). O

Definicién 5.2.6 (Algoritmo de unificacién). El siguiente algoritmo es una variante
del algoritmo de unificacién de Martelli-Montanari. Escribimos (Az. P)E &~ (A\z. P)E’ si
E = [z1\v1]...[2,\Va] ¥ E' = [z1\w1] ... [2,\W,]. En ese caso, abreviamos con E = E al
conjunto de ecuaciones {v; 2,y = wp }. Notemos que esto depende de los nombres
de las variables ligadas y del orden en que se ligan dentro del entorno. Més concreta-
mente, decimos que dos clausuras (Az. P)E y (A\y. Q)E’ tienen la misma forma si hay un
renombre o tal que o(z) = y y P? = Q. Notemos que si (Az. P)[z1\v1]...[x,\vn] ¥

(Ay. Q)[y1\w1] ... [yn\wy] tienen la misma forma, entonces hay una correspondencia 1-1
entre los conjuntos {z1,...,2n} vy {y1,...,Ym}, por lo que en particular n = m y hay una
permutacién m : {1,...,n} = {1,...,n} tal que ¥; = y,(; para todo i = 1..n. Esto signi-

fica que (Ay. Q)[y1\w1] ... [yn\Ws] puede escribirse como (Az. P)[x1\wr()] .- [T \Wr)] =
(Ax. P)[z1\v1] ... [xn\Vn].
Decimos que dos valores v, w colisionan si vale cualquiera de las siguientes condiciones:

1. Colisién de constructores: v=cvy...v, yw=dwy...w, con c # d.
2. Colisién de aridad: v=cvy...V, Yy W= CW]...Wy CON N #£ m.
3. Colisién de tipos: v=cvy...v, y w = (Az. P)E, o viceversa.

4. Colisién de formas: v = (Az. P)E y w = (Ay. Q)E’ donde (Az. P)E y (A\y.Q)E no
tienen la misma forma.

Definimos un sistema de reescritura cuyos objetos son problemas de unificacion £ y el
simbolo FAIL. La relacién binaria de reescritura ~» estd dada por la unién de las siguientes
reglas. Notar que “@” representa la union disjunta de conjuntos:

{.17 é .Z‘} WE ~“u-delete &
{vZ2}WE ~yorient {z2v}wé siv ¢ Var
{(Az. P)EZ (\x. P)E'} WE  ~>yomatcn-clo EZE)WE si (\z. P)E ~ (\z. P)E/
{cvl...vn;cwl...wn}&,lg ~~ y-match-cons {v1 ;wl,...,vn;wn}LﬂE
{v 2 Wl E  ~u-clash FAIL si v y w colisionan
{2 =V} WE ~>u-clininate {z = v}y lo=vt if x € fv(€) \ fv(v)

{.’17 é V} WE ~*u-occurs-check FAIL si @ 7& vyzre fV(V)
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Ejemplo 5.2.7. Sea el conjunto de ecuaciones {(Az.c)[-|] = z,dz((Az.2)[z\ew])
dy ((A\z.2)[z\ew'))}, aplicando el algoritmo de unificacion obtenemos:

{(Az.c)[] = z,dz (A2 2)[z\ew]) = dy (Az. 2)[2\e w'])}
cvortens {2 O )] da (A )\ew]) £ dy (M. ) [\ew!))
“umateh-cons 1% = (Az.€)[],x =y, (Az. 2)[2\ew]) = ((Az. 2)[z\ew'])}
“ueliminate (€ = (Az.€)[], (Az. ©)[] =y, (Az.2)[2\ew]) = ((Az. z)[\ew'])}
om0 2 Q0] y S O )L (A2 2)[\ew]) = (A 2)[\e w'])}
~uemateh-clo A% = (Az.¢)[],y = (\z.c)[],ew = ew'}
~u-match-cons 1T = (Az.¢)[],y = (A\z.¢)[],w = w'}

El algoritmo de unificacion termina, y retorna mgu({(Az.c)[] = z,dz ((\z. 2)[z\e w])
dy ((Az.2)[2\ew])}) = {z = (Az.¢)[],y = (Az. c)[],w — w'}
5.2.3. Semantica operacional del calculo \’°

Definicién 5.2.8 (Reglas de reduccién). Las reglas de reduccién del cdlculo-A¢ estdn
dadas por:

PLoaW(Az.QEVY @ P, =2 PaWQHz:=v)) e P,
PoWwtaP, =% P oWl oP
PeWyrt) &P = PaWHz:=y)®P,  dondey ¢ fv(W).
PaWvEweP, 25 P oWok)? 6P, donde o = mgu({v = w}).
PaWv2weP, 25 Pab si mgu({v = w}) falla.

Las reglas son similares a las del calculo-AY, con las siguientes diferencias:
1. No hay regla alloc, ya que no hay abstracciones alojadas.

2. La regla beta no aplica una abstraccién alojada \z. Q, sino una clausura (Az.Q)E
a un argumento v, aplicando simultaneamente todas las sustituciones del entorno E
y la sustitucién de x por v en el cuerpo Q.

3. Las reglas unif y fail se basan en el algoritmo de unificacién modificado como en

Def. 5.2.61

Definicién 5.2.9 (Equivalencia estructural). La equivalencia estructural, escrita P = @Q,
es la clausura reflexiva y transitiva de los siguientes dos axiomas:

l. =-swap: PRtEsPR=PPsdtadQ.
2. =-var: Siy & fv(t) entonces P&t Q = Pdt{zr =y} ® Q.

Resumiendo, la regla =-swap significa que los programas principales pueden reorde-
narse arbitrariamente, mientras que la regla =-var significa que las variables simbdlicas
son locales a cada programa principal.

Notemos que los axiomas son simétricos, por lo que = es una relaciéon de equivalencia.
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Lema 5.2.10 (La equivalencia estructural es una bisimulacién fuerte). La equivalencia
estructural = es una bisimulacién fuerte con respecto a —. Mds precisamente, si P = P’
y P 5 Q para cada regla « € {beta, seq, fresh, unif, fail}, entonces existe Q' tal que

PP5Qy=q.
Demostracion. La demostracion es similar a la del cdlculo-AY que se encuentra en [3]. O

Teorema 5.2.11 (Confluencia). La relacion de reduccion — es confluente mddulo =.
Precisamente, si Pp —* Py y P| =* P3, entonces hay un programa Py tal que Py —*= P,
y Py —=*= Py.

Demostracion. La demostracion es analoga a la demostraciéon de Confluencia del célculo-
AU, que forma parte del trabajo de [3]. Esta demostracién fue estudiada con detalle como
parte del trabajo de esta tesis, pero omitimos los detalles. O

5.2.4. Dificultades

El célculo-A" que describimos en la seccién anterior tiene un aspecto més sencillo
que el calculo-\Y, que es la ausencia de locaciones. Sin embargo, la presencia de clausuras
dificulta la formulacién de una semantica denotacional.

Un problema proviene de que las clausuras son expresiones de la forma:

(Az. P)[z1\v1][z2\Va] ... [xn\Vy]

donde los valores v; son “observables”. Esto es porque el algoritmo de unificacién propuesto
(Def. requiere recuperar el valor de cada uno de los v; a partir de la clausura, segtin lo
indica la regla u-match-clo. La dificultad es que, si la clasura es de tipo A — B, cada uno
de los valores v; puede tener un tipo C; arbitrario, posiblemente méas grande que A — B.
Concretamente, esto hace que el dominio de interpretacién [D] de un tipo arbitrario D
no se pueda definir inductivamente sobre la estructura de D, porque esto daria lugar a
ecuaciones de la siguiente forma, en las que la recursién no estd bien fundada:

[A— Bl =...[Ci]...[Cn] ...

Para lidiar con esta dificultad, tratamos de dar una semantica denotacional interpre-
tando los tipos como drdenes parciales completos, en lugar de como conjuntosﬂ y defi-
niendo [A — B] como un limite filtrante. Esta manera de definir la seméntica resulta ser
técnicamente compleja y dejamos como trabajo futuro estudiarla con profundidad.

3 Un orden parcial completo es un orden parcial (X, <) que tiene un elemento minimo y tal que todo
conjunto dirigido A C X tiene una minima cota superior en X.
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6. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En esta tesis presentamos un sistema de tipos simples para el calculo-AY, demostra-
mos propiedades fundamentales del sistema (en particular, la propiedad de preservacion),
proponemos una semantica denotacional para el calculo-A\Y, y probamos una forma débil
de correctitud de la seméantica operacional con respecto a la denotacional. El resultado
de correctitud no es totalmente satisfactorio, como mencionamos en el capitulo anterior.
Ademads, analizamos dos alternativas para tratar de subsanar esta limitacién, que por el
momento no resultaron fructiferas. La propiedad de completitud de la semantica operacio-
nal con respecto a la denotacional parece encontrarse ain més lejos de verificarse.

Como trabajo futuro, queda pendiente poder dar para el calculo-A\Y (o alguna de sus
variantes) una seméntica denotacional adecuada, para la cual valgan las propiedades de
correctitud y completitud. Como posibles aplicaciones, la seméntica denotacional se podria
usar como herramienta para razonar acerca del comportamiento de los programas. Por
ejemplo, podria servir para demostrar que un programa es correcto con respecto a una
especificacién. Podria servir también para justificar que distintos tipos de transformaciones
de los programas son correctas, en el sentido de que preservan el comportamiento, lo
que se podria usar como componente en un optimizador. Por ejemplo, si tuviéramos que
[(t;s)u] = [t; (su)], esto podria justificar un reemplazo de ((¢;s)u) por (¢;(sw)) como
parte de un proceso de optimizacién.

Ademads, otras lineas de trabajo relacionadas con la seméantica del calculo-\Y, aunque
no necesariamente con el aspecto denotacional, pueden ser: establecer una relacién entre el
calculo-AU y cdlculos de patrones como el Pure Pattern Calculus de Kesner y Jay [9], refor-
mular las reglas de reduccién del calculo-\Y para que adopten una estrategia de evaluacién
call-by-need (lazy) en lugar de call-by-value y estudiar sistemas de tipos para el cdlculo-\’
que puedan expresar modedness, que permitan expresar si los datos se encuentran o no
instanciados.

95
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