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Intr oduction






Les télécommunicationsansfil sontde nosjours au centredesmoyensde commu-
nication et sontappeléesi se déwelopperdansles annéesa venir. Le déweloppementes
réseauxsansfil a, bien entendu,permisla prolifération destéléphonesmobilesavec la
“liberté”tqu’ils procurentMais cesréseauwont égalementéwlutionnéla fagonde diffu-
serlinformation, tout simplementcarils sontcapablesie servirla mémeinformation,en
massea un nombrearbitrairé d'utilisateurs,sanssurco(t.Le déweloppementiesréseaux
satellite par exemple offre a présentune capacitéet une couertureinégaléesDepuisle
déhut desannéesl980,nousavonsvu apparaitrdes systemed’information “a chaud”:
systemesnformatisésd’informationstrafic et touristiques(e.g. ATIS, AdvanceTraveller
InformationSystem[IVH94, SL96]) qui permettenfux voituresspecialemengéquipéesle
choisirle meilleuritinéraireen fonction desconditionsde trafic; systémesadio de flashs
d’'informationsboursieresmétéoou sportives; ou encoreles systemewidéode films ala
demandesur les chainede télévisioncabléespu de formationsa l'intérieur mémed’une
entrepriseCessystemesloiventpouwir servirenmémetempsun tresgrandnombred’uti-
lisateurs parexemple ATIS estamené servirjusqu’al00000clientsenmémetempsaux
heuredde pointesdansles grandesvilles. Cesnouweauxsystemesnt pu étreréaliséseffi-
cacemenpardesmoyensde diffusion de masseadesinformations: parvoie hertziennepu
encorepar desréseauxnaturellemendiffusants’commeEthernetA causede leur carac-
teredediffusiondemassela particularitédetelsréseauestla faible capacitéd’interaction
avec 'utilisateur. En effet, si la diffusion de l'information du seneur versles clientsdis-
posed’une large bandepassantecelle desclientsversle seneur estsouwent faible, voir
nulle : pourles conn&ions a Internetvia satellite,par exempleavec DirecPC[Dir97], les
conneionsmontantegdel'utilisateurverslesseneurs)sefont partéléphoneé 56 Kbps(au
mieux!) contre400Kbpspourlescommunicationslescendantesunterrainextrémed’ap-

!Liberté proclaméeparlesdifférentsopérateurs grandrenfortde bonshommesui volent...
2A modérersansdoutepar desrésultatsde physiquequi doiventinterdirela trop grandeproliférationd’an-
tennesmaisdansunebienmoindremesurequepourlescircuitscablés.



INTRODUCTION

plicationestcelui du champde bataillemilitaire ou lessoldatssurle terrainne peuentpas
émettreversle seneur, depeurderévélerleur position.On parlealorsde systemesle com-
municationsasymeétriquesPourde tels systémesl’approchetraditionnelleinteractive [en

anglais,pull-based, parémissionde requétesiel'utilisateur au seneur estinefficace: en
effetlestempsdetransmissiorsonttroplongset surtoutle tresgrandnombredeclientsrend
irréalisablela gestiondesrequétesndividuelles.Aussiaudéhut desannéed 980, pourles
réalisationglu Teletext et du Videotext en Europe et pourle projetdu BostonCommunity
InformationSystem(BCIS, 1982)auxEtats-Unisunenou\elle approchea étédéweloppée,
dite pseudo-intaactive [en anglais,push-baseld Le seneur émetles différentesinforma-
tionsindépendammertdesrequétesffectivesdesclients,qui seconnectensurles canaux
d’émissionet attendengueles informationsqui les intéressensoientdiffusées L'utilisa-

teura seulement’illusion d’interagir en choisissanjuel messagattendre Ce protocole
pseudo-interactiéstappeléDisséminatiorde donnéegen anglais,Data Broadcastou Dis-

seminationBasedInformation Systerh Pourle castrescourantou la majorité desclients
demandda plupartdu tempsle mémepetit nombrede donnéesce protocoleestextréme-
mentefficace,aussibienentermesde chageréseauguede chage seneur, ou detempsde

réponseauxclients: le seneurrésere alorsdescanauxspéciauxpourla disséminatiorde

ce petitnombrededonnéest consacrainsile restedela bandepassantafin de servirin-

dividuellementesrequétepourlesdonnéesatypiques”.On parlealorsd’approcheamixte,

pseudo-interacte pourlesdonnéedespluspopulairesgetinteractie pourlesautres.

Du fait descaractéristiquedediffusionde masseun “effet debord” del'émissionsans
fil estla présenceal’interférences Une étapeimportantelors de la conceptiondesréseaux
sansfil estdoncla configurationdesémetteursCetteétapeestnotammentrucialepourla
téléphoniemobile,oul’'on compteprésd’'un émetteuparpatéde maisonsdanslesgrandes
villes (e.g. plusieurscentaines!’émetteursurParisen1997).Chaqueemetteudoit pouvoir
émettreet recevoir danssazonede couverture,surun certainnombrede fréquencessans
interféreravecles autres.Le nombrede fréquences’un émetteurcorrespondlirectement
au nombremaximald’utilisateursen simultanédanssazonede couerture.Maximiserle
nombrede fréquenceglisponiblespar émetteurdansune plagede fréquenceslonnée pu
encoreminimiserla plagede fréquencesitilisée pour un nombredonnéde fréquences
chaqueemetteurestdoncunemotivation essentiellelesopérateursle téléphoniemobile,
et plus généralemende tout systémehertzien.ll s’agit doncde placerjudicieusementes
emetteursfind’'unepartd’obtenirunebonnecouwerturea moindredrais, etd’autrepartde
garantirla qualitéde serviceen évitantles interférencestout en minimisantla taille dela
plagedefréquencesitilisée.Les graphesde couvertureet d’'interférencesontsouventtrés
différents.Les zonesde couverture,ou le signal estsufisammentélevé pour assuremune
bonnetransmissionsont en généralplus petitesque les zonesd'interférence délimitées
parla frontiereou le signaldevient négligeablelLa planificationdesréseauxestau centre
despréoccupationsles opérateurge téléphoniemobile afin de faire facea la demande
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sanscessecroissantegt plus généralementge tout utilisateur de systemedertziensde
communications.

Danscettethése nousétudionschacunde cesdeuxthémeset plus particulierement
I’ ordonnancemergour la disséminatiorde donnéeset|’ allocationstatiquedefréquences

Disséminationde donnéesen ervironnementsasymetriques

Un petit historique

L'approchepseudo-interaate de la diffusion desdonnéesest née au délut desan-
nées1980.Aprés quelquesannéescetteapprochea pris un essorconsidérable la suite
du déweloppementiestéléphonesnobilesetdel'extensiondesréseausatelliteset cablés.
Noustrouwons a présentifférentesoffres commercialescomme: dessystemesle dissé-
minationde I'information, tels Pointcastinc. [P0i97] surInternet(nousellementrenommé
EntryPointinc. [Ent99, suitea safusionavecle servicede portefeuilleélectroniques\Wal-
let Inc.), AirmediaInc. [Air97] par émetteurgadio; ou encoredessolutionsréseau‘dé-
diées” tellesMarimbalnc. [Mar97].

L'une destoutespremiéresttudesdessystémesle disséminatiord’information a été
le BostonCommunitylnformation System(BCIS, 1982),déwloppéparle Massachusetts
Instituteof Technology(MIT) : il s'agissaitd’'un systéemed’'information“a chaud”destiné
adesutilisateursdu métroBostonienspécialementéquipésierécepteursadio.A laméme
époqug(déhut 1980)lessystemesie Teletet etde Videotext [Sig8(, utilisantla télévision
commemoyenderéceptionpntconnuunsuccésigrandeschelleenEurope(enAllemagne
enparticulier)[Gif90]. L'applicationaudomainedesbasesiedonnées étél’'objet du pro-
jet Datagcle [HGLW87,BGHT92] aBellcoreaudéhut desannéed.990: dansceprojet,la
basede donnéegirculetouteentiéresurun busdetréslarge bandepassant¢140Mbps); et
lesutilisateursobtiennentesinformationsenfiltrant lesdonnéegliffuséesavecun appareil
dédiéderéceptionmassiementparalléle capabledetrier jusqu’a200millions deprédicats
parseconde il estégalemenpossiblepourl’utilisateur d’adressedesrequéteguseneur.
Depuisquelquesannées|e systemed’informationstrafic et touristiquesATIS (Advanced
Traveller InformationSystem,1997[IVH94, SL96]) estun exempled’'applicationtypique,
parle nombrede clientsservissimultanémengplus de 100 000) : ce systémepermetaux
conducteurspécialemenéquipésde choisirle meilleuritinéraire en fonction descondi-
tionsdetrafic,ou biendedécouvrirlessitestouristiquesderechercheunhétel,unestation
service.etc...

L'un dessujetsde déweloppementrés prometteursactuelsestl’application a Internet
de cestechniques eneffet I'explosiond’Internet,due a la baissedu prix d’achatdesor-
dinateurs,(e.g. le nombrede machinesconnectées Interneta augmentéde 70% entre
jarvier 1996 et jarvier 1997), posele problémede la surchage seneur dessitesles plus
populairescommelessitesdesgrandstournoisde tennis(e.g. www.wimbledon.org) oules



INTRODUCTION

sitesolympiques Commele souligneBestaros[Bes9q, silesseneurswebproposenplu-
sieursmilliers de pagesun tréspetit nombreréunitla tresgrandemajoritédesrequétes il
cite, parexemple,le casdu seneur cs-www.bu.edu qui proposeplus de 2000pagesmais
dont seulemen®,5% despagessontdemandéepar 69% desrequéteset 10% despages
concentrenB1% desrequétesDisposerde moyensde communicationgle massgsansfil
oudetypebusEthernetpermettraid’'unepartde soulageitesseneursdela chage dutrai-
tementdesrequétepourlespagedespluspopulairesetd’autrepartdelibérerdela bande
passantegnconfinanta disséminatiordespagedesplusdemandéesurun petitnombrede
canauxréservéslors de simulations Acharya,Franklinet Zdonik [AFZ97, FZ97,FZ98],
ont démontréguepour les systemesle communicatiorasymetriquedes stratégiesle dis-
séminationpseudo-interacte permettend’améliorerconsidérablemenres performances
pourun nombreélevé d'utilisateurs.La figure 1 présentd’'un deleursrésultats un méme
seneur diffuseun lot de donnéesurun bus a desclientsde profil identiquesuivant deux
stratégies la premiere pseudo-interacte, suit un ordonnancemeraycliquefixe, etla se-
condetraitelesrequéteslesutilisateursen FIFO.

D
(@]
o

diffusion a la demand

I
S o
@ <2

w
o
S
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FiG. 1: Evolutiondu tempsde réponseen fonction du nombe de clients lors de
simulations(source: [FZ97]).

Alors que le tempsd’attenteest constantpour le seneur pseudo-interactifle seneur
ala demandeestdébordéa partir d’'un certainnombred’utilisateurset I'attenteaugmente
dramatiqguemenpoursestabilisera unevaleurbienplusélevéequepourle seneurpseudo-
interactif. La stabilisationfinale, qui donnecetteformeen“S”, s’explique parle fait quela
file d’attentedesrequétesadresséeau seneur a la demandecontientfinalementtousles
messagedansun ordrecycliquedonné.

Commele soulignentFranklin et Zdonik dansleur étatde I'art de I'approchepseudo-
interactve [FZ98], lestechnologiesutiliséessur Internetne permettenpastoujoursdetels
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moyensde disséminationAussil'approchepseudo-interacte proposeeestréaliséepour
l'instant par misea jour descacheslesseneurslocaux,ce qui imposede tenir comptede
la topologiedu résealet desdépendancegéographiquedesrequétegBes96 BC96]. Un
exempled’applicationestle systemePointCasfPoi97] de diffusion de journauxélectro-
niguespersonnalisésurInternet.

L'enjeuprincipaldel’introduction desprotocolesde disséminatiorle donnée®stdonc
deréduirel’attentedesutilisateurs enréduisanta bandepassant®ccupéearlesdonnées
les plus populairessansaugmentefeur attentepour cesinformations.ll s’agit donc,pour
le seneur, detrouver un bonordonnancemerte cesdonnéesurles canauxréservésafin
deminimiserl’attentedesclientsqui seconnectentletempsa autreetattendent'émission
desdonnéegui lesintéressent.

Domainesd’étude

Un seneurdedisséminatiord’informationsestchagé de diffusersurdescanauxspé-
cialementréservésun certainnombrede messges (typiguementles pagesdes plus popu-
lairesd’un siteweb,lesdifférentsflashsd’un programmed’information,etc..), adesclients,
gui seconnectentletempsa autresur cescanaux et attendentjueles messagegu'ils de-
mandentsoientdiffusés.Danscettethése nousemploierongndifféremmentestermesde
messagesjonnéesinformations pages pour désignedes donnéedliffusées Etantdonné
gueles requétedlesutilisateursne sontpastransmisesu seneur, ce derniersebasesur
un profil de l'utilisateur moyen, pour calculerl'ordonnancementdesmessaged.e profil
estdéterminépar les popularitésdesdifférentsmessages;’est-a-direla distribution des
requétesurlesmessage<esprobabilitéssontcalculéesparexemple,enétudianta trace
desrequétessurle seneur, ou bien endemandantout simplementux utilisateursde sou-
mettreleurscentred’intérét(e.g. PointCas{P0i97]). Dans[Vis94, Viswanathamprésente
guelqueanéthodegpour déterminede profil pourun ensemblale donnéesA partir dece
profil et descaractéristiguedesmessagede seneur cherchea déterminemun ordonnan-
cementsur les différentscanaux,qui minimise,d’une partle tempsde réponsemoyendu
systeme(quel'on appelleraaussile tempsde servicg, c’est-a-direl’attente moyennedes
clients— qualitédeservice etd’autrepartle coltd’émission— coltdu service Cesdeux
fonctionscaractérisena fonctionde coltdel’'ordonnancement.

Avecla proliférationdesportableqe.g. téléphonesnobiles,Palm-pilot, etc..), d’autres
axesderecherchent étéétudiésa partir du milieu desannées990,qui chercheng& mini-
miserla consommationl’énegie desappareilderéception: eneffet, I'écoutedescanaux
consommaeale I'énergie et doncen émettanide tempsa autreun index desprochaingnes-
sagedliffusés e seneurpeutpermettreauxappareilsal'écoutede sedéconnectepourse
reconnecteaumomentexactdela disséminatiou messaggui lesintéresseéconomisant
ainsisubstantiellemeresbatteries.

La miniaturisationaidant,les appareilsde réceptionont gagnéen capacitémémaoire,
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permettanainsi de déwelopperdesalgorithmesde gestionde cachelocal. Ainsi au milieu
desannéesl990, afin de réduirel'attente d'un client qui “surfe” différentsmessagesu
pagesdesaméliorationglu protocolederéceptiondu clientont pu étreproposéesal’aide
deprobabilitésconditionnellesetd’indexage(entreautres) ) appareil clientdécidedetélé-
charger par anticipationlesmessageen coursde diffusion, alorsquel'utilisateur nelesa
pasencoredemandésafin d'écourter’attenteparla suite.

Il existeaussiuneautrebranchedela disséminatiorde donnéenmilieu asymétrique,
dontle but n’est pasdirectemende minimiser I'attente de clients, mais de satishire des
contraintesde “tempsréel”. Il esteneffet parfoiscritique d’assuremun débitd’information
constantnotammenpourlesseneursvidéo.ll s’agitdanscecaspourle seneurdegénérer
un ordonnancemerui satishssedescontraintessur le débit du type : “au moinsvingt
imagesdu film A doivent étrediffuséesdanstout intenalle d’'une seconde”Le probléme,
[en anglais,pinwhee], estalorstrésdifférentet sort du cadrede cettethése le lecteur
intéresséourraseréférera[HMR 789, CC92 CC93,BB97].

La disséminatiornde donnéesmet donc en jeux de nombreuxcritéresd’optimisation
(e.g. tempsd’attente,économied’énegie, stratégied’anticipationau chagementetc..) et
proposedonc de nombreusesariantes dont quelguesunesn’ont été ervisagéesjuetrés
récemmentia partir de 1994 essentiellementkt dontla plupartsontencoreouvertes.Ce
problémeprésentale nombreusesriginalitésparrapportaux problémegraditionnelsd’or-
donnancemen(parallélisation planificationd’emploi du temps,etc..). Toutd’abord,l'or-
donnancemerg’étendsuruneduréeinfinie, etlesquantitésa minimisersontdoncdéfinies
demaniéreasymptotiqueEnsuite,commenousle verrons Je tempsderéponsealu systéme
estunefonction quadiatique alorsqueles problemedd’'ordonnancemenisuelscherchent
aminimiserunefonction objectif linéaire (attentemaximale attentetotale, tempsde com-
plétion, etc.....). De plus, trouver 'optimum estNP-difficile® désles casles plus simples
(e.g. s'il n'y aaucunedépendancentrelesmessagesiu aucuncoidtd’émission).Les pro-
blemesde gestionde cachesontaussitresdifférents.En effet, le coltd’'une fautede page
n’est pasconstantcommepour les cachesmémoire, maisdépendde la datede la fauteet
del'ordonnancemend venir. Aussijusqu’aumilieu desannéed 990et encoreaujourd’hui,
seulslescaslespluscontraintsont étéétudiés.

3Un problémede décision(A) estdit NP-difficile si pourtout problémede décision(B) solubleentemps
polynomial non-déterministetoute instancede (B) peutse réduireen tempspolynomial a une instancede
(A) telle gu'uneinstancede (B) admetune solutionsi et seulemensi l'instancecorrespondantde (A) en
admetune.D’un point de vue pratique,un probléemeestNP-difficile s'il estau moinsaussidur que despro-
blémesréputédrésdifficiles (e.g. 3-SAT, le voyageurde commercegtc..) donton neconnaitpasde solutions
polynomialesal’lheureactuelle.
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Un problemed’ordonnancementgénérique

La problématiquede la disséminatiorde messagese se limite pasau simple cadre
desréseawsansfil maismodéliseaussideuxautresproblemesdontla correspondancest
détailléedans[BNBNS99 : la planificationde la maintenancale madinesetle réappo-
visionnementle stoks Pourle problémede maintenanceintroduit parWei et Lu [WL83]
etreprisparAnily, Glasset Hassinf[AGH94, AGH95], I'équivalentdel’ensembledesmes-
sagesdiffuserestun ensemble&le machinesmaintenir(parexemple,desphotocopieurs).
La probabilitéinstantanéale défaillance de chaguemachineaugmentdinéairementavec
le temps(par exemple,avecle nombrede copieseffectuées)ll s’agit de calculerl’emploi
du tempsdesdifférentsopérateurou agentsde maintenancgcorrespondanfiux canaux
dansle cadrede la disséminatiorde messagesje facona minimisera la fois le risquede
défaillanceet le colt de maintenanceDansla problématiquedu réappreisionnemenide
stocks,nousdisposongl’'un nombrelimité de camions(les canauxde la disséminatiorde
messagesjui doiventréalimenterdifférentsstocks(les messages)les stocksdoivent ho-
norerdescommandegles requétesiesclients); lescommandeson-honoréesnt un codt
proportionnela la duréed’attente il s’agit alorsde minimiserle coltde revient de I'ex-
ploitation. Une partimportantedestravaux surle domainea étéréaliséepar Anily, Glass
et Hassindans[AGH95, puis par Bar-Noy, Bhatia, Noar et Schieberdans[BNBNS9§,
dansle cadrede la maintenancaelesmachines nousprésenteronseursrésultatsdansle
cadredela disséminatiore messaged.esrésultatprésentésanscettethéses’appliquent
naturellemena cesdifférentsdomainesdi’application.

Etat del'art

La problématiquelela disséminatiorde donnéegstapparueaudéhlut desannéed.980
avec le déwloppementu Teletext et du Videotet [Sig8(. Jusqu’'enl1996,les étudesse
limitent au casou tousles messagesnt le mémetempsde transmissionLe tempsestdis-
cretetl'unité de tempsestla longueurcommunedesmessagesCommele soulignealors
AmmardangAmm87], “[this hypothesis]s requiredto rendertheproblemunderconside-
ration tractable™. En 1983,dans[Gec83, Gecseidémontreque,si 'on tire aléatoirement
la pagea diffusera chaquetop selonunedistribution fixée, le meilleur choix consistea la
tirer avec une probabilité proportionnellea la racine carrée de sa popularité Cetterégle
estconnuedansle domainesousle nomdelaregledela racinecarrée[en anglais squae
root-rulg. Nousverronsqu’'elle s’étenda d’autrescas.Deux annéesplus tard, Ammar et
Wong obtiennent.en étudiantles ordonnancementgériodiquesun minorantsur le coQt
de tout ordonnancemenpériodiquedans[AW85]. lls justifient par la suite dans[AW87]
quecetterestrictionauxordonnancemenggriodiquesiesoit paslimitative, endémontrant

“Enfrancais;-), “[cette hypothésepstnécessairgour permettrd’étude du probléme”.
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I'existenced’un ordonnancemergptimal périodique gu’ils décrivental’aide d'un proces-
susMarkovienfini. Uneautrepreuse decerésultatbaséesurl’étudedescyclesd’'un graphe
valué,seraproposégarAnily, Glass.et Hassindans[AGH95.

Deux obsenations crucialessonttiréesde I'étude du minorantd’Ammar et Wong :
“idéalement”, c’est-a-direen oubliantles contraintesde non-recouvementdesmessages,
chaquemessageloit étre diffusé périodiquement intenalles réguliers, et avec unefré-
quenceproportionnellea la racinecarréede sapopularité.Cesdeuxobsenrationssontala
basedetoutesles étudedaitesdansle domaine.

Ce minorantleur permetde plus de prouver que l'algorithme de Gecseiest une 2-
approximation. En effet “idéalement”,chaquemessagestdiffusé dansun intenalle de
longueurr proportionnelleala racinecarréede sapopularitéet doncchaquerequéteatten-
drait 7 /2. Dansle casde l'algorithme de Gecseitouterequéteattenden moyenner unité
detemps,etdoncauplusle doubledel'optimum.

lls proposente plusdeuxautresheuristiquesiéterministesLa premiéreestgloutonne
et choisit a chaquetop d’ordonnancete messagealont I'attente cumuléeestla plus éle-
vée.L'autre utilise unepropriétédu nombred’or, miseenvaleurparKnuth [Knu73, vol. 3,
pp.510-511dande cadreduhachagepuisutiliséeparltai, Hofri etRosbeg [IR84, HR87]
dansle cadredesréseauxiDM : les multiplesdu nombred’or modulo1 serépartissente
plusuniformémenpossibleentre0 et 1. AmmaretWongutilisentcettepropriétépourobte-
nir unordonnancemengériodiquetel quelesintenallesentredeuxémissiongonsécuties
d’'un mémemessagaoienta peuprésréguliers.Cesdeuxheuristiquesonttestéesempiri-
gquemensurdeslots de messagegourlesquelda distribution despopularitésvérifie la loi
de Zipf [Zip49], qui semblemodéliserassezienla réalité desdemandesD’autresétudes
empiriqguesdecesheuristiqueserontrepriseslande cadrede“la toile” parSuet Tassiulas,
dans[ST97a,ST97hb].

En1994 le probléemedel'ordonnancemengstreprisdande cadredela maintenancee
machinegparAnily, Glass et Hassinqui, dangJAGH94],donnentnel,033-approximation
pourle casdetrois machineslemémeduréedemaintenanceDans[AGH95], ils proposent
etanalysenune2,5-approximatiorbaséesurunarrondiadespuissancede2 deslongueurs
idéaledesintervallesentrelesmaintenanced’'unemémemachinecalculées partirdumi-
norantd’Ammar et Wong [AW85]. Dans[BNBNS98], Bar-Noy, Bhatia,Noar et Schieber
démontrentdansle cadrede la maintenancale machinesgue le problemede I'ordon-
nancementlie messagesde longueuruniforme avec coltde diffusion, estNP-difficile. lls
analysentgalementes heuristiquegproposéepar Ammar et Wongdans[AW85, AW87].
lls démontrenguel’algorithme gloutonesten fait la dérandomisatiomle I'algorithme de
Gecsei,et estdoncune 2-approximation.lls montrentaussique I'algorithme basésur le
nombred’or estenfait une9/8-approximationDe plus,ils étendentesdeuxheuristiques

SUnea-approximatiord’un problémedeminimisationestunalgorithmepolynomialqui généraunesolution
decoitégalaauplusa fois le coltoptimal.
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au casdesmessagesle longueuruniforme avec codt de diffusion sur plusieurscanaux.
Dans[BNS99], Bar-Noy et Shilo étudientcomplétemente casde deuxmessagesurun
canal.lls démontrentgue quellesque soientles requétegpour les messagesi et B (A4,
B, AouB, A etB, A puis B, B puis A), quelsque soientleurstempsde transmission,
I'ordonnancementptimal estpériodiquede période(AB --- B) ou (A - -- AB).

Durantla mémepériodeaumilieu desannéed990,Acharya,Alonso, FranklinetZdo-
nik, dans[ZFAA94], proposentun modélesimplifié, plusrestreint,pour détermineides or-
donnancementdesdisquediffusantgenanglaispbroadcasdiskg. Il s'agitdedécomposer
I'ordonnancementesmessageen séried’ordonnancementsycliques.Lesmessagesont
partitionnésengroupesselonleur importanceparuneméthodead hoc Lesmessaged’un
groupesontdiffuséscycliquement,unefois par cycle. Chaquecycle estvisualisécomme
un disque,qui tourne a une certainevitesse,d’autantplus élevée que les messagegu'il
contientsont populaires.L’'ordonnancementinal estobtenuen fusionnantles différents
cyclesavecdifférentedensitésdonnéeparlesvitesseslerotationdesdisque§AAFZ95].
Cetteapprochepermetde garantirquechagquemessageseraordonnancé intervallesrégu-
liers, etquel’'ordonnancemengerapériodique maisinterdit d’atteindrel’optimum. Notons
guelaméthodalesdisquediffusantsprésentale nombreusesimilaritésavecl’heuristique
déweloppéepar Anily, Glasset Hassindans[AGH95. Dans[AFZ96, Ach9g, Acharyan,
Franklinet Zdonik proposentdansce cadre,uneétudedesstratégiesle gestionde cache:
ils démontrenempiriquementjuel’algorithme classiqueLRU (éviction de la pagelue le
plusanciennement)’'estpasadaptéa ce contexte et qu'il fautlui préférerunestratégiequi
tient comptede I'ordonnancemenen cours.La stratégiedéclaréda meilleureconsistea
éliminerla pagequi serala moinsdemandéenmoyenneparla suite,i.e. dontle produitde
la popularitéparl’attentejusqu’asaprochainadisséminatiorestle pluspetit. Dans[KL98],
Khannaet Liberatoredémontrenfjue, pour un disquediffusantcycliquementn messages
(on parlededisquediffusantlinéaire [en anglais flat broadcastisK), aucunalgorithmeen
ligne déterministene peutobtenir avec un cachedetaille k, unrapportde performancen-
férieuraQ(mk) surle nombreoptimaldefautesde page etaucunalgorithmerandomiséne
peutobtenirunrapportde performancénférieura(mlog k). lls proposenparailleursdes
algorithmesqui atteignentcesminorantsa une constantepres: O(mk) pourl'algorithme
déterministeet O(m log k) pourl’algorithmerandomisé.

Parallélementa partir de 1994, desétudessur I'économied’énegie, réaliséeen dif-
fusantrégulieremenun index desprochainegmissionssontdéweloppéegpar Babrinath,
Immielinski et Viswanathan[IB94, IVB94b, 1IVB944a] pour le casd’'un disquediffusant
linéaire. lls obtiennent,pour un disquediffusantlinéaire de m messagesine (1 + ¢)-
approximatiorpourle tempsd’attenteetatteignenta borne® (log m) surle tempsd’écoute,
imposéeparlathéoriedel’information, enstructurantindex al'aide detablesdehachage.
Cesétudessont pourswies sur le casde plusieurscanaux,par Shivakhumaret Venka-
tasubramaniamlans[SV96] qui obtiennentégalementa borne ©(log m) pour le casde

11



INTRODUCTION

O(log m) canaux.En 1998,Khannaet Zhoudans[KZ98] étendentesrésultatsen propo-
santun algorithmed’ordonnancemerdesmessagesur un canalqui permetd’obtenirune
1,5-approximationpour le tempsd’attentemoyen tout enréalisanta uneconstantprésle
tempsd’écouteminimal © (log m).

Les seulesétudesdu casdeslongueursnon-uniformesantérieures nostravaux, ont
été menéegar Hameedet Vaidyadans[VH96, VH97, VH99, HV99]. lIs proposentdes
heuristiquepourl’ordonnancemenie messagesanscodtdediffusion,baséesurl’'exten-
sion naturelledu minorantd’Ammar et Wong de [AW85]. Leursheuristiquesonttestées
empiriquemensurdeslots de messagedontla distribution dela popularitévérifie la loi de
Zipf.

Notre contribution pour la disséminationde données

La contrilkution du présentdocumentpourle domainede la disséminatiorde données,
concernda conceptiordel’ordonnancemerd partir du profil del'utilisateur, indépendam-
mentde I'existencede cacheou d’indexation. Nous nous sommesattachésd’'une part a
améliorerles résultatsprécédent&n proposanun algorithmeplus efficacepour le casou
touslesmessagesntla mémelongueur, etd’autreparta étendrde domainederecherche
au casou lesmessagea diffusern’ont pastousla mémelongueur Cetterestrictionesten
effet tréscontraignanteen pratiquepuisqueles donnéesa diffusersontle plus souvent de
taille variable(e.g. lespagesnvebd’un seneur; lesinfos, la météo,la bourseet le bulletin
desportd’un journal). Nousavonsdoncétudiéce cassousdeuxaspects non-préemptiet
préemptif.Nousavonsdémontr&guecesdeuxcassontNP-difficiles, mémesilesmessages
n'ont pasde coltdediffusion.

Nousmontronsaussique,commel’avaientsuspectédmmaret Wong dans[AW85], le
casou lesmessagesontde longueurdifférentessanspréemptiongstbeaucoupluscom-
pliqué quele casdeslongueursuniformes.En effet, si I'ajout d'un canaldansle casuni-
forme n’améliorel’attenteoptimaledesutilisateursqued’une constanteil 'améliored’un
facteurarbitrairedansle casnon-uniforme(v. exemple2.2 page6l1). Enparticulier I'exten-
sionnaturelledu minorantd’ Ammar et Wong[AW85] aucasdeslongueurson-uniformes,
estinefficace: le colt de I'ordonnancemenbptimal en estarbitrairementloigné.Nous
avons donc déweloppéun nouveau minorantqui nousa permisd’obtenir un algorithme
d’approximationd’un facteurconstantpourle casd’'un canal.Si, commenousle verrons
pour le schémad’approximationpour le casdeslongueursuniformes,le casde plusieurs
canauxeprésentgasdedifférencedecompleité avecun canall’explorationdeplusieurs
canauxresteun problémeouvert pourle casdeslongueursnon-uniformes.

La questionde savoir si I'extensionnaturelledu minorantd’Ammar et Wong au cas
deslongueurson-uniformesa un sensamotivé I'introduction et I'étude du caspréemptif.
Nous en proposonset étudionsun modeéle,ou les messagesontdécoupésn paquetde
mémelongueur Le client intéressépar un messageloit téléchager tous les paquetsdu
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messaged.e problemeresteNP-dur. Nousdérivonsun nouveauminorantdontla valeurest
assezsimilaire a I'extensionnaturellede celui d’Ammar et Wong. Et nousobtenonspour
ceproblémeune2-approximatiorgui démontredoncquela préemptiormpermetd’améliorer
d’'un facteurarbitrairele tempsderéponsalel’'ordonnancementle messagede longueurs
non-uniformes.

Notre étudedu caspréemptif peut égalemenétre vue commeune extensiondu pro-
blémedel'ordonnancementesmessagedelongueursuniformesaucasou lesutilisateurs
ne demandenpasdesmessageseuls,maisdeslots de message§arexemple différentes
partiesd’un journal). En effet les paguetsonstituantun messagepeuwent étreconsidérés
commedesmessagesde longueurunitaireréunisenun lot queles utilisateurspeuvent de-
mander Notre étudeestle casparticulier de cetteextension,ou les lots sontdisjoints.En
ce senscestravaux sontdoncaussiunegénéralisatiorde certainsdesrésultatsde I'étude
detouteslesrequétegossiblepour deuxmessagesur un canal,réaliséepar Bar-Noy et
Shilodans|BNS99].

Nous avons aussiétudié le cas des messagesle longueursuniformes.Nous avons
amélioréles résultatsexistantsen proposanun schémad’approximationpolynomiaf. Le
meilleur algorithmepolynomial précéden{BNBNS9§ était une approximationa 9/8 de
I'optimum. Notrealgorithmes’étendégalemenaucasou lesmessagesntdescodtsdedif-
fusionbornégparuneconstantell présentaussi’'avantagede généreun ordonnancement
périodiquede périodebornéequi soit quadratiquesnle nombrede messages.

Organisationde la premiére partie du document

Nostravauxsur« I'ordonnancementlela disséminatiorde donnéegnervironnements
asymeétriques font I'objet dela premiérepartiede ce documentCettepremiérepartieest
découpéencing chapitres.

Le premierchapitredéfinitle modéleet saproblématiqueet présentelansle détailles
travaux antérieurgyui sonta la basedestravaux de cettethése.Principalementle travail
d’Ammar et Wong [AW85] surle calculdu minorantet surla preuve del'optimalité d’'un
ordonnancemenériodigue gt celui de Bar-Noy, Bhatia,Noaret Schiebe[BNBNS9§ sur
la NP-dureté 'analysedesapproximationgt leursextensionsau casde plusieurscanaux.
Leslecteursfamiliersdu domainepourrontpassedirectementuchapitresuvant.

Notre étudedu casou les messages’ont pastous la mémelongueurfait I'objet du
deuxiémechapitre.Nousy présentonges changementavecle casuniforme.Un nouwveau

5Un schémad’approximationpolynomiald’un problémede minimisation(resp.de maximisation)estune
suite calculabled’algorithmes(A.,, )., __, o+, qui enun tempspolynomial calcule une solutionréalisable
n — oo

dontla valeurestauplus (1 + ¢,,) fois (resp.aumoins(1 — &,) fois) la valeuroptimale.En clair, une suite
d’algorithmespolynomiauxqui calculentdessolutionsarbitrairemenprochesle 'optimal.

13



INTRODUCTION

minorantestprésentégui nouspermetd’obtenirunalgorithmed’approximatiorpourle cas
d’un canal.

Le troisiemechapitreétudiel’extensionau caspréemptif.L’existenced’'un ordonnan-
cementpériodiqueoptimal y estdémontréeet nousprésentonsin nouveauminorantpour
cecas.Nousobtenonstgalemenun algorithmed’approximation.

Nousprésentonsiotre schémad’approximationpour le casdesmessagede longueur
uniformeet de coltdediffusionbornéauquatriémechapitre.

Le dernierchapitrede cette partie estconsacré la résolutionde nos minorants.Nos
minorantssonttous présentésousforme de problémesde minimisationcontraintenon-
linéaire.Nousy présentonextensiondela méthodedéweloppéeparBar-Noy, Bhatia,Noar
et Schieberdans[BNBNS9§. La résolutionutilise a la baseunerelaxationLagrangienne.
Nousenprésenteronsapidementaudélut decechapitre)esprincipesgénérauxLe lecteur
intéresséourrasereporterau cours[Gui95] proposéar Guignardsurla question.

Allocation statique de frequencesdanslesréseauxcellulaires

La secondeartiede cettethéseestconsacréé la conceptiord’algorithmesd’'approxi-
mationpourl'allocation statiquede fréequenceslanslesréseauxcellulaires.

La problématique

Dansunréseawsandfil, I'accésdesutilisateursauréseaisefait parvoie hertzienneria
un transmetteurChaquetransmetteucouvreune certainezone,dite de couvertue, dans
laquelleles utilisateurspeuvent émettreet recevoir sur le réseauen communiguangavec
cetransmetteusur une certainefréquencePlusprécisémenta communicatiorestétablie
surun canalde transmissionUn canalde transmissiorcorrespond unegestionpartagée
desfréquencesiontle but estde pouwir augmentete nombred'utilisateursconnecté€n
mémetempsa un mémetransmetteur un canalestune suite de créneauxde tempsde
communicatioraintervallesréguliers(dansle casd’'un multiplexageentemps,TDMA) sur
uneou plusieursfréquencegdansle casd’un multiplexageen fréquencesFDMA) munie
d’un codede transmissior(casd’'une modulationpar codage CDMA). Par exemple,dans
la norme GSM, chaquefréquenceest partagéeen huit canauxcomposégie créneauxde
0,5769 ms(= 75/130 ms)répartisuniformémentdansle temps, lesfréquencesontrépar
tiestoutedes0,2 MHz dandesbandes$90-915 MHz (pourlescommunicationsnontantes,
du mobileversle transmetteuret 935-960 MHz (pourlescommunicationslescendantes).
Deuxutilisateurspeuventcommuniquerde fagonsimultanéesur descanauxdifférents.Ce-
pendantdufait desinterférencesjeuxcommunicationslistinctegavecle mémetransmet-
teur ou avec deuxtransmetteurslifférents)ne peuwent pasavoir lieu surle mémecanalsi
les utilisateurssonttrop proched’'un del’autre, carleurscommunicationsebrouilleraient
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mutuellementLe nombrede canauxdisponiblessur un transmetteucorresponddoncau
nombremaximumd'utilisateursqui peuventaccédeauréseaudanssazonede couverture.
L’allocationdescanauxauxtransmetteursstdoncuneétapecritiquedela conceptiord’'un
réseawsandil. Pourdesraisongechniqueslesynchronisatiotemporelle|l esttrésdifficile
departageunemémefréquencesurdeuxtransmetteurdifférents.Aussi,le probleme’al-
locationdescanauxseréduitaattribuerachaqudransmetteurkesfréquencesurlesquelles
lescommunicationsont étreétablies(notonsquepourle casde protocoleCDMA, cesont
lescodegqui formentla ressourceritique).Nousoublieronsdonca partir de maintenanta
notion de canauxpour seconcentresurle problemede 'allocation desfréquencesurles

émetteurs.

! [

" Connexion au réseau
\ \via un transmetteur

FiG. 2: Un exemplede réseaucellulaire et de songraphede couvertue (en poin-
tillé). Pour accéderau réseau,les utilisateuss (représentépar despetits
rondsnoirs) seconnectesurle transmetteude la zonede couvertue ouils

setrouvent.

Rapidementdeslesannéed 980,il estapparunécessairéle réutiliserautantquepos-
siblelesfréquencepourfairefaceal’augmentatiorsanscessecroissantalu nombred’uti-
lisateursdesréseauxsansfil. Aussi,lespremiersréseauxabasedetransmetteurpuissants
couvrantunelarge zonede couertureont été progressiementremplacépar desréseaux,
dits cellulaires constituésde transmetteursle puissanceplus faible couvrantdeszones
plus petites.ll estalorspossibled’allouer les mémesfréquences destransmetteupour
peu qu’ils soientsufisammentéloignés.L’enjeu de 'allocation de fréquenceest en ef-
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fet d’assurera qualité de la communicationc’est-a-direle rapportsignal-swbruit pour
chaquefréquenceutilisée [en anglais,CIR Carrier-to-Interfeernce ratio], en utilisantune
plageminimalede fréquencesL’atténuationd’un signalestprogressie avec la distanced
al'émetteurselond—%, ou « varieentre3 et5 suvantlesmilieux. Parexemple,a =~ 3,5 a
I'intérieur d’'un batimenfKN96], cequiimpliqueunediminutionde 9% du signalachaque
fois quel'on doublela distanceautransmetteultl estdoncpossibled’allouerdesfréquences
identiquesadestransmetteurdifférentspourpeugu’ils soienta unedistancesufisantel’'un
del'autre, quel’on peutcalculerenfonctiondela qualité de communicatiorrequiseet du
réseatlconsidéré.

Le problémedel'allocation defréquencegonsistealorsa attribuer a chaqueransmet-
teur un nombresufiisant de fréquencegour qu'il puisserépondresansinterférenceaux
demandesl’accesdesutilisateursdanssazonede couverture,tout en minimisantla plage
defréquencesitilisée.Si nousrelionsles transmetteurpouvant entrereninterférencepar
une aréte,nousobtenonde graphed’interférencedu réseaul e problémede I'allocation
de fréquenceseraménealorsa attribuer a chaguesommetdu grapheun certainnombre
de fréquenceggal a la demandedansla zonede couerture du transmetteucorrespon-
dant,tel queles fréquencesllouéesa deuxsommetgeliés par une arétesatishssentes
contraintesd’interférence sachantjue cescontraintesvarientavec la distance(physique)
entrelestransmetteursorrespondant€&n considérantes fréquencesommedescouleurs
ausensclassiquele la théoriedesgraphesnoussommegamenés unegénéralisatioru
problémedecoloriagede grapheclassique.

Modéle(s)

Nousavonsvu que nouspouvionsreprésentele réseaicellulaire parun grapheG =
(V, E) dontlessommets € V sontlestransmetteurstouunearéteuv € E signifiequ’il
existe une possibilité d'interférenceentreles transmetteurs et v. Les demande®n fré-
guenceslestransmetteursontdonnéegarunefonctiond : V' — N. Lesfréquencesont
codéegardesentiersguel’on appelleraaussicouleus. Il s’agitdoncd’attribuerachaque
transmetteur, un ensemblalefréquencegou couleurs)F'(u) C N detaille |F(u)| = d(u)
et tels que les fréquencedle F'(u) n'interférentni entreelles,ni avec cellesdesvoisins
deuw, toutenminimisantla taille dela plagedefréquencesitilisée,c’est-a-dirda différence
entrela plusgrandeetla pluspetitefréquencauitilisée.Si chaqudransmetteudemandeine
uniquefréquence(d(u) = 1 pourtoutu) et si les contrainted’interférencesontsimple-
mentquelesfréquencesoientdifférentesnousreconnaissonte problemede coloriagede
graphe<lassiquedont'ouvrage[JT95 de Jenseret Toft présententinegrandepartdes
travaux.

Différentsmodeélesont étéproposégpourlescontraintesd’interférencele principeest
que plus les transmetteursont proches plus les fréquencegyu'ils utilisent doivent étre
éloignéeqdBP90]. Aussiun premiermodeéleconsistea pondéretes arétesuv € E parla
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différenceminimale c(uv) entredeuxfréquencesallouéesaux sommetsu et v (voir par
exemple[Gam8§). Danscertainscas,seulesertaineglifférencesntrefréquencesontin-
terditeset si I'on noteT" 'ensemblede différencednterdites,le T-coloriage, proposépar
exempledans[Hal80], consistea attribuer a chaquesommetu un ensembleale fréquences
tel quelesdifférenceslesfréquencesle u entreelleset avec cellesde sesvoisinsn’appar
tiennentpasa T'. Dans[Rob9] et[Rob93, Robertsprésentaun étatde I'art desrésultats
sur le T-coloriage.Dans d’autresapplicationspratiques,les plagesde fréquencesauto-
riséesvarientd’un transmetteug I'autre (proximité d’'un aéroport,fréquencegle police,
présenced’autresopérateursetc..). Aussile coloriage par listes introduit indépendam-
mentparErdos,Rubinet TaylordangERT79 etVizing dang[Viz76], proposel’attribuera
chaguesommet. uneliste L(u) defréquencesutoriséegnu. Il s’agitalorsdechoisird(u)
fréquenceslansL(u) pourle transmetteur. L'étatdel'art tréscompletde Tuza[Tuz97
présentenesnombreuxtravauxsurcesmodeéledresgénérauxNotonsquele coloriagepar
liste modéliseégalemendifférentsproblémesgénériguesd’ordonnancementslassiques
souscontrainte, commela planificationd’horairesd’avions dontles datesde maintenance
sontfixées.Cesmodeleposentependante problemedeleur compleité duealeurgrande
généralité En fait mémepour les graphedes plus simples(par exemple,un simple cycle
delongueurimpaire)le casgénérade cesproblémeslevient trésdifficile voir inextricable,
si bien que seulsles casélémentaire®nt été étudiés(e.g. uneligne de transmetteurpar
exemple[GGS93],ou bien desschémagie demandegsrés simplese.g. [Gam83). Le fait
estquede tresnombreuxproblemesndustrielsrestentsanssolution. Les célebres‘Phila-
delphiaexamples”présentépar Andersondans[And73] sont, par exemple,desgraphes
tressimples(sous-graphemduits de la grille triangulairecomptanta peineune vingtaine
desommetspourlesquelda recherchale solutionsoptimalesamobilisépendanplusieurs
annéeset mobilise encorede nombreuxchercheurgpour desvaleursde demandedixées
etconnues Les “Philadelphiaexamples”n’ont pu étrerésolusde faconoptimaleque par
desheuristiquesd-hoccoupléesavec desminorantsadéquatscommeparexemplelestra-
vaux de Gamstdans[Gam86],de Jansseret Kilakos dans[JK96], ou de Smith et Hurley
dang[SH97]. L'obtentionde minorantsfiablesestd’ailleurs unecontritution essentiellale
cesmodeles ils permettent’évaluersurles problemegéelsles performanceslesheuris-
tiquesutiliséesalorsqueleur analysemathématiquestdésespéréactuellementmémesur
lesgrapheglémentaires.

Aussi, depuisle milieu de annéesl990, des modélessimplifiéssont étudiéssur des
graphegde compl«ité modéréequi permettentd’obtenir desrésultatsplus précis.lis per
mettentnotammentle garantirles performancesi’heuristiquessur desclassesle graphes
non-triviales,toutparticulierementellesprocheglesgrapheaitilisésdandesréseauxéels.
Un decesmodélesimplifiéssemblesedémarquedepuisquelquesannéegaril correspond
assezien aux problemesratiquestout en offrant de nombreusegossibilitésthéoriques.
Dansce modeéle,quenousappelleronde problémedu multi-coloriage souscontraintes le
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grapheconsidérén’estplusle graphed’interférencedu réseaumaisle graphede voisinaye
gégraphique Lesarétedecegrapherelientdestransmetteurgqui sontprocheggéographi-
guementLes contrainted’interférencesontalors caractériséepar unesuitedécroissante
d'entierscy > ¢1 > ¢ > -+ 0OU ¢y, appeléecontrainteco-site estl’écart minimal im-
poséentredeuxfréquencesllouéesa un mémesommetet ot lesc;, pouri > 1, appelées
contraintesnter-site, sontlesécartaminimauxentredeuxfréquencesllouéesa deuxsom-
metsa distancei dansle graphede voisinagegéographiquele premierindice D tel que
cp = 0, appelédistancede réutilisation dansle graphe correspondh la distancedansle
grapheapartirdelaquelledeuxsommetgpeuentpartagedesfréquencesansnterférence.
Le problémeconsistealorsatrouver uneallocationdesfréquencesurlessommetsjui mi-
nimise la (taille de la) plagede fréquencedotale utilisée et qui satishssed’une part les
demandeslessommetset d’autre partles contraintesd’interférence Notonsquesi I'on se
restreignaita minimiserle nombrede fréquencesles valeursdesconstantes!'interférence
c1,--- ,cp_1 hon-nullesseraiensandmportancepuisque’on obtiendraitunesolutionop-
timaleapartird’'unesolutionduproblémeavecc; = --- = ¢p_1 = 1 enmultipliantlesfré-
quencegparla contraintemaximalecy. Lorsquecy = ¢; = 1 etquec;»2 = 0, ceprobleme
estconnusousle nomdu multi-coloriage. Le problémedu multi-coloriageestun probléme
asseancienenthéoriedesgraphe§CGJ78 HRS73 qui connaitunregaind’intérétdepuis
quelquesannéegu fait de cesapplicationgpour la conceptiondesréseauxcellulaires.Le
modéledu multi-coloriagesouscontraintesstcelui que nousadopteronglansla suitedu
document.

Etat del'art

La majorité destravaux actuelsporte sur le multi-coloriage“simple” ou la distance
de réutilisationvaut2 (¢; = 0 pouri > 2) etolcy = ¢; = 1. Ce problemeestNP-
difficile pourde nombreuseslassesie graphespotammenpourles sous-graphemduits
de la grille triangulaire[MR97]. Méme pour desgraphestlémentairecommeles cycles
delongueurampaires,le multi-coloriagesouscontrainteggénéralesesteun problémeou-
vert. Différentesclassesde graphesont donc été étudiéessuccessiement.Narayanaret
Shendedans[NS97] puis Khannaet Kumarandans[KK98] proposenindépendamment
desmulti-coloriageoptimauxpourlesgraphedipartisetlescyclesdelongueurdmpaires.
Dans[NS97, MR97, SUZ98], NarayananShendeMcDiarmid, Reed,SchabanelUbéda,
Zerovnik proposenindépendammertrois algorithmessimilaires pour le multi-coloriage
dessous-graphede la grille triangulairequi réalisentdesapproximationsa 4/3 de I'op-
timum. Nous verronsau chapitre6 quel’on peutréduirele facteurd’approximationjus-
gu’'a 1 suivantl'uniformité desdemandeslesnceudsdu graphe.Cetteclassede graphes
susciteun grandintérét: d'un point de vue théorique,car le problémeest NP-difficile
déslesplus simplescontraintes maisaussicar elle esttrésutiliséeen pratique.Placerles
transmetteurselonla grille triangulaireoffre en effet d’'une part une excellentecouver

18



Allocationstatiquede fréquenceslanslesréseauxcellulaires
Etatdel'art

ture et desinterférencegéduites,et d’autre part une régularitéqui facilite la réalisation
duréseayMac79 KN96]. Dans[KK98, Hav99], Khanna,Kumaranet Havet démontrent,
indépendammerégalementguel’'on peutmulti-colorieravec’ couleurses sous-graphes
induits sanstrianglede la grille triangulairelorsqueles demandesontuniformed d = 2.
Havet utilise cerésultatpourdémontrelquel’on peutapproximere multi-coloriagede ces
sous-graphesduits sanstriangle de la grille triangulairea un facteur7/6 de I'optimal.
Certainesde ces heuristiquesadmettentdes versionsdistribuées.Dans [JKNS98], Jans-
sen,Krizanc, Narayanaret Shendeproposentifférentesapproximationglistribuéespour
le multi-coloriage(cy = ¢1 = 1) dessous-graphesduits de la grille triangulairedont
le facteurd’approximationvarie enfonction de la taille du voisinageconsultépar chaque
nceud: une 3-approximationlorsqu’aucunvoisin n’est consulté une 3/2-approximation
lorsqueles voisins consultéssonta distancel ; une 17/12-approximationpour un rayon
de2; etune4/3-approximatiorenconsultantiesvoisinsadistanceauplus4. Dans[HZ99],
Havetet Zerovnik proposentine5/4-approximationdistribuéepourle multi-coloriagedes
sous-graphemduits sangriangledela grille triangulaire.

Dans[SUZ99, nousétendonsiotreapproximatiorpour les sous-graphemduitsde la
grille triangulaireau casd’une contrainteco-sitearbitrairecy > ¢; = 1. Nousconserens
le facteurd’approximationd /3 lorsquecy = 2 etobtenonsin multi-coloriageoptimalaune
constantedditive préslorsquecy > 3. Khannaet Kumaranproposentdans|KK98] une2-
approximatiorpour cettemémeclassede grapheglansle casou la distancederéutilisation
vaut3 aveccg = c; = ¢z = 1 (ete;>3 = 0), problemegue Simona démontréNP-difficile
dans[Sim8§. A la suitede nostravaux, Janssert Narayanarproposentians[JN99 une
(4/3 + 1/100)-approximatia pour cettemémeclassede graphesdansle casgénéraldes
contraintesnter-sitelorsquela distancederéutilisationvaut2 etcy > ¢;. NotonsqueGerke
proposedans[Ger99 un algorithmeoptimal pour le multicoloriagedesgrapheshipartis
lorsquela distancederéutilisationvaut2 etcy > c;.

A l'instar ducoloriageclassiqugVis92 Ira94, LST89, il existeunevariantedynamique
du problemeou les demandeslesdifférentsnceudsvarientavec le temps[CR82]. Le but
de cettevarianteestd’'étudierle comportement’'un algorithmed’allocationsur unesuite
dedemandegcorrespondanparexemplea uneséried’appelstéléphoniqugourun réseau
detéléphoniemobile). Il s’agit de testerla réactvité de I'algorithme et sespossibilitésde
blocage Katzelaet Nagshinelproposentdans[KN96] un étatde I'art desméthodesutili-
séesnpratiquepourla réallocationdynamiquedesfréquencesinsiqueleursévaluations.
Dans[JKM95], JansserKilakos et Marcotteproposenpourlesgraphes:-coloriésoul’on
ne s’autorisequ’a recolorierles sommetsa distanceau plus 1 desmodificationsdesde-
mandesun algorithmede multi-coloriageen-lignequ’ils démontrenpptimal dans[JK95]
au sensque I'algorithme utilise le nombreminimal de couleurspour ne jamaisbloquer

"Onnotef = Ctepoursignifierque f estla fonctionconstantelevaleurCte.
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guel que soit le nombrede modifications.Lorsqueles contraintesd’interférencevalent
cp = c1 = ¢y = 1ete;z3 = 0, Federet Shendeproposentune approximationen-ligne
pourlessous-graphemduitsdela grille triangulairedans[FS98].
Notonsenfinl'approcheoriginale pour ce problémede VandenHeuwel, Leeseet She-
perdqui proposentdans[HLS98] de considéremunedistancecycligue moduloun entiern
pour établirlescontrainteentrelesfréquencesle problémeconsistealorsatrouver la va-
leur n minimalequi permetted’attribuer unevaleuri,, modulon a chaquesommet d’'une
grille infinie triangulaireou carrée telle quen > ¢ etquepourtoutepairede sommetsy
etv adistanced, lesvaleursqui leurssontaffectées,, eti, sontadistanceaumoinsc, mo-
dulon,olcy > ¢; > ---. Avecunetelle allocation,chaquesommetu peutalorssatishire
unedemanderbitraireens’allouantlesfréquenceslontla valeuresti,, modulon.

Notre contribution pour I'allocation statique de fréquences

Dansla secondepartie de cettethése,au chapitre6, nous proposonsun algorithme
d’allocationde fréquencepourlessous-graphemduitsdela grille triangulairedansle cas
d’une distancede réutilisation2 et pour descontraintesco-sitearbitrairescy > ¢; = 1
(cix2 = 0). Notrealgorithmeréaliseun facteurd’approximationde 4/3 quenouspouvons
porter souscondition d’une certaineuniformité desdemandesa (4 — «)/3, ou « estle
rapportde la demandeminimale non-nullesur la demandemaximaledessommetsNotre
contrikution [SUZ98, SUZ99] a été obtenueindépendammerdestravaux de Narayanan,
ShendeMcDiarmid et Reed[NS97,MR97] pourlescontraintesy = ¢; = 1 etenestune
premiéreextensiona descontrainted’interférenceplus généralesNotonsqu’a la suitede
nostravaux,Jansseet Narayanamproposentians[JN99 un algorithmed’'approximationa
unfacteur(4/3+1/100) del'optimal pourle casgénérabescontrainteso-siteetintersite
adistancel, olicy > c; (ete; = 0 pours > 2).

Organisationdu document

Ce documentest présentén deux parties.Chaquepartie estcompletementndépen-
danteet possédesa propre conclusion.La premiérepartie (chapitres1-5) est consacrée
a I'ordonnancemenpour la disséminatiorde donnéesSon organisationa été présentée
pagel3.La second@artie,composée’un uniquechapitre(chapitre6) estconsacréal'al-
locationstatiquede fréquencesur la grille triangulaire Aprésunebréwe introductionaux
méthode®trésultatanis enceuvrenousy présenteronsotrealgorithmeainsiquesonana-
lyse.Nousconcluronenfinparlesperspectiesquenousernvisageongtlesprolongements
possiblesie nostravaux.
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CHAPITRE

Ordonnancer la
disséminationde données

L'objet de la premiérepartie du présentdocumentestl’'obtention d’ordonnancements
eficacespourla disséminatiorde donnéeslanslesréseauxasymetriques.

Dansce chapitre,nouscommencongarintroduiresectionl. 1, la définitiondu modéle
dela disséminatiomdedonnéesPuis,la sectionl.2 exposelesrésultatsantérieurgjui sonta
I'origine denostravaux.Enfin nousprésentonsotrecontritution parrapportacesrésultats,
dansla sectionl.3.

1.1 Définition du modéleet notations

1.1.1 Contexte

Le seneurdedisséminatiord’informationdiffuseun certainnombredemessageades
clients.Cesmessagesontdéterminéparcertainesaractéristiquegjontle tempsdetrans-
mission(qu’on appelleraaussiongueu) etle coltde chaquediffusion Le seneurcherche
un ordonnancemernour la disséminatiordesmessagesgui minimise deuxquantités: le
tempsde servicemoyendu systémeon parleraaussidu tempsde réponsamoyen, c’est-a-
dire I attentemoyennealesutilisateurs— qualitéde service etle colt moyende diffusion
— codltduservice Dansun protocolepseudo-intéractifesrequéteslesutilisateurane sont
plustransmisesuseneur, maisles utilisateursseconnectensurles canauxd’émissionet
attendenta diffusiondesmessagequi lesintéressentAussi,le seneurconnaites utilisa-
teursparleur profil, c'est-a-dirda distribution desrequétesurlesdifférentsmessaged.es
requétegiesutilisateursarriventselonun processusle Poissoret sontserviesdésqu’elles
onttéléchagé le messagelemandé.
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Considérongexemplesuivantpournousfamiliariseravecle probleme

Exemplel.1 Considéronsin seneurqui doit diffuserdeuxmessagesd et B detempsde
transmissioridentiquesl,0 s et de coltsde diffusion nuls: A estdemandéoar 80% des
requétes,B par 20%. Commentdoit-il diffuser cesdeux messagesur un canal? A est
quatrefois plus demandégue B, un premiereidée seraitdonc de diffuser A quatrefois
plusque B. Calculonsdoncle tempsde servicemoyendel'ordonnancementAAAAB)%,
Figurel.l:

—m{ALMA\AgyAM4A\§§;ALMA\AiEMeJ
b Bk

Requétes pour A

FiG. 1.1: L'ordonnancementAAAAB)“

UnerequétedemandeB avec probabilité20%. Commel'intervalle entrelesdiffusions
de B estconstantde longueur5,0 s, elle attendle délut de 'émissionde B en moyenne
5,0/2 = 2,5 s,auxquelles| fautajouterle tempsdetéléchagementde B : 1,0 s. De méme,
unerequétedemandeA avec probabilité80%. Elle tombedansl’intervalle I; delongueur
2,0 savecprobabilité2/5 etattende détut del’émissionde A enmoyenne: 2,0/2 = 1,0 s.
Et elle tombedansl’'un destrois intenalles de longueur1,0 s, qui composentl,, avec
probabilité 3/5 et attendalorsen moyennel,0/2 = 0,5 s, auxquellesi faut ajouterle
tempsde chagement1,0 s. Ainsi, une requétepour A estservie,en moyenne,au bout
de 1,0 + % x 1,0 + % x 0,5 = 1,7 s. Le tempsde réponsemoyen & une requétepour
I'ordonnancementAAAAB)“ estdonc:

0,80 x 1,74 0,20 x 3,5 = 2,06 S
Comparongerésultata 'ordonnancemenpériodique( AAB)¥, Figurel.2:

_”#A‘A§§AM§E?”A§§”’;

L DI

Fi1G. 1.2: L'ordonnancementA AB)~“

Pourcetordonnancementinerequétepour B estservieenmoyenneauboutde 1,0 +
1,5 = 2,5 s; etunerequétepour A auboutde 1,0 + % x 1,0 + % x 0,5 = 1,83 s. Ainsi
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I'attentemoyenned’un clientestde:
0,80 x 1,834+ 0,20 x 2,5 =1,97s

Ainsi, 'ordonnancementAAB)% estmeilleurque(AAAAB)“. Enfait (AAB)“ estl’or-
donnancementptimal; il fautdoncdiffuser A deuxfois plusque B, lorsqueA estquatre
fois plus populaireque B. Il s’agit, commenousle verronsdansla sectionsuvante,d’une
réglegénéralgourceproblemeconnuesousle nomdelarégledela racinecarrée[enan-
glais,squae-root rule], miseenévidencepar AmmaretWongdans/AW85] : lesmessages
doivent “idéalement”étre diffusésavec une probabilité proportionnellea la racinecarrée
deleur popularité

Nousallonsa présendéfinirle modelegénéralet les notationsgui serontutiliséestout
aulong de cettepremiérepartiedu document.

1.1.2 Le modeéleetlesnotations

Les messages. L'entréedu problemeestun ensembleM = {My,... ,M,,} dem mes-
sages Chaqueanessagé/; estcaractérisgar: sontempsdetransmissior;, qui seraappelé
aussilongueurde M; ; soncodtdediffusionc; > 0 — chaqudliffusionde M; coltec; ; et
sapopularitép; > 0, c’est-a-dirda probabilitéqu’un utilisateurdemandée messagé/; :

Pt pm =1

Nousemploierongar la suiteindifféeremmentes termesdonnéesinformations ou pages
(web)pourdésigneiles messagea diffuser La distribution (p;) desdemandesurlesmes-
sagesseraaussiappeléde profil del'utilisateur.

L'ordonnancement. Etant donnéun nombre W de canauxde diffusion identiques,
un ordonnancementS des messagesMy,...,M,, est formellement une suite de
couples(sy(n),ty(n)), oun > 1etw € {1,...,W}. Pourtoutn > 1, on définit
sw(n) = i si M; estle n'*™ messagaliffusé surle canalw et t,(n) estle tempsau-
guelcommenceetteémission.Commesurun canaldonnéla diffusiond’'un messageloit
étreterminéeavantle déhut de la suivante,nousavonsla contrainte de non-recouvement
suiante:

(Vw) (Vn) tw(n + 1) > tw(n) + esw(n) (11)

Durant la diffusion, les utilisateursse connectentsuivant un processugle Poissona un
instantaléatoire(continu), se mettenta I'écoute desdifférentscanauxet téléchagent le
message|ui lesintéressentlésqu’il estdiffusésurl’'un descanaux.
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La fonction de colt. Le seneurcherchea minimiserla combinaisorde deuxquantités
surl’'ordonnancemens : le tempsde servicemoyendu systémeget soncodtde diffusion

Le tempsdeserviced’'un ordonnancemetrff, quel’on appellergarfoisle tempsderéponse
moyen,notéTSM(S) [en anglais ExpectedServiceTime, correspondh I'attenteasympto-
tigue moyennedesrequétesiesclients,ou la moyenneestpriseala fois surle tempset sur
la distribution desdemandes$p;). Endéfinissanpourtoutintenalle detempsl, TSM(S, I)
commele tempsde servicemoyend’unerequétearrivantdansi, on pose:

TSM(S) = limsup TSM(S, [To,T]), pourtoutTy.

T—00

De mémesi TS(S, M;, t) désignele tempsde serviced’une requétepour M; arrivantau
temps(continu)t, alorsle tempsde servicemoyend’unerequétepour M; arrivantdansun
intenvalle detempsI est,enprenania moyennesurle temps:

1
TSM(S, M. ) = /I TS(S, M;, 1) dt

En prenania moyennesurla distribution desdemandespn obtientfinalementle tempsde
servicemayend’unerequéteguelconquearrivantdansI :

m
TSM(S, I) =) pi TSM(S, M;, 1)
=1

Le coltdediffusiond’un ordonnancemerfi, note CD(S), estle coltmoyenasymptotique
par unité de tempsde la diffusion desmessageselon S. Par définition, la diffusion de
chaquemessagéVf; coltec;. Pourtout intenalle de temps/, le coltde diffusion mayen
surlintervalle I, noté CD(S, I), estégalala sommedescodtsde diffusiondesmessages
dontl’émissioncommencelans/, diviséeparla longueurde I :

1
CD(S, I) = m Z csw(n)

(nyw):tyw(n)el
Ainsi,

CD(S) = limsupCD(S, [To,T]), pourtoutTp.

T—00

Le coltd’un ordonnancemen$, noté COUT(S), estalorsdéfini dansle problemede la
disséminatiorde donnéescommela sommedu tempsde servicemoyen et du codt de
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diffusion:
COUT(S) = TSM(S) + CD(S)

Notonsqu'enjouantsurlescodtsdediffusion,nouspouvonsobtenirn’importequellecom-
binaisonlinéairede cesdeuxquantités.

Remarque 1.1 Il estimpossiblede minimiser séparémenten mémetemps,le tempsde
serviceet le coltde diffusion. En effet minimiserle tempsde serviceimposede maximi-
serle taux de diffusion, alors que celamaximisele codt de diffusion. C’est pourquoile
compromisdela minimisationde la sommeestutilisé danscedomaine.

Le casdesordonnancementspériodiques. Dansle casd’'un ordonnancement pério-
diquedepériodd’intervalle detempslI, cesexpressionsesimplifientdela fagonsuivante:

TSM(S) = TSM(S, I)
CD(S) = CD(S, 1) (1.2)
COUT(S) = TSM(S, I) + CD(S, I)

Restreindrd’étude aux ordonnancemenigériodiquespermetdoncd’éliminer le caractere
asymptotiqueNousverronsparla suitequecelaestsouwenttrésutile.

1.1.3 Expressionalgébrique du co(t

En regardantattentvementla méthodeque nousavons emplo/ée dansl’'exemple 1.1
page24,pourcalculerle tempsdeserviced’'un ordonnancemenitousnousrendonsompte
gue nousutilisonsles longueursdesintenalles délimitéspar les déluts desdiffusionsde
chaquemessagekn effet, leslongueursdesintenalles entredeuxdiffusionsconsécuties
de A dansl'ordonnancemenfAAAB)“, Figurel.1 page24, sont: 2,0 s,1,0 s,1,0 s, et
1,0 s. Et le tempsde serviced'une requétepour A, horstempsde téléchagementde A,
vaut: 5o+ ((2,0)? +(1,0)% +(1,0)* + (1,0)?) s. Etudionsaprésente casgénéralNous
avonsbesoinpour celade quelquesotations.

Notations. Soit.S un ordonnancemergur W canauxet I un intenalle detempsborné.
Pourchaquemessagé/; (cf. illustration Figure 1.3 pagesuivante):

e n,; estle nombredediffusionsde M; qui commencendansI.

o ¢! estle tempsécoulédu déhut de I au déhut de la premiérediffusion de M;. Et,
pourj > 2, t; estlalongueurdelintervalle detempsentrelesdéhutsdes(j — 1)"*°™M®
et j€me diffusionde M; apréde déhut der.
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e At estlalongueurdelintervalle entrela fin deT etle délut dela premiérediffusion
de M; aprésl.

Fic. 1.3: lllustration desnotationsde la section1.1.3.lci, n; = 3 émissionsgdu
messge M; commencerdans/.

Avec ces notations,on obtient I'expressionsuivante pour le co(t de I'ordonnance-
mentsS :

Lemme 1.1 (Expressionalgébrique du colt) Le tempsde servicemoyend'un ordonnan-
cementS desmessgesM;, ... , M,,, surunintervalledetempsl borné,aveclesnotations
définiesci-dessusest:

n;+1
TSM(S, I) szé + — 2‘I| sz{ Z( J)2 _ (Ati)2} (2.3)
j=1

Etle coltdediffusionde.S vaut:

CD ‘I' E n;C; (14)

Remarquonguel’on retroue bienl’expressiordel'exemplel.1 page24, pourtemps
deservicemoyensurunepériodedel'ordonnancementAAAAB)¥, d'unerequétedeman-
dantle message.

Preuve Considéronaune requétepour le messageVl;. Pourj < n;, avec probabilité
t7/|1|, elle tombeuniformémentanslintervalle delongueurt;- etattendle détut du mes-

sageen moyennetZ/Q temps.Et avec probabilité (¢, ,; — Ati)/

1 HAE
dernierintenalle etattende délut du messagenmayenne: L + At = %
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En ajoutantle tempsde téléchagement?; de M;, puis en sommantsur les différentesre-
guétespnobtientl’expression(1.3) pageci-contre.

Par définition, le colt de diffusion estla sommedescoltsde diffusion desmessages
dontI’émissioncommencelans!, diviséepar|I| ; d’'ou I'expression(1.4) pageprécédente.
|

Le coltd'un ordonnancemergstdoncunefonction quadmatique enleslongueursdes
intenalles délimitéspar les émissionsconsécuties d’'un mémemessagege quel’on peut
interprétempar“pluslintervalle estgrand, pluson a dechanced’attende longtemps

Remarquonsjuel’on peutreprésentecommele montrela figure 1.4, le tempsde ser
vice de chaguemessagegcumulésur un intervalle, parla sommedessuriacesde triangles
rectanglessocélesdontle dernieresttronqué Cettereprésentationousserautile plustard
pourl’'obtentiond’un algorithmeentempsfini et pourl’analysedesalgorithmegyloutons.

I

N
NN

Temps de service
cumulé

des requétes
pour le message M
sur l'intervalle I

FiG. 1.4: Le tempsde servicedesrequétegpour le messge M;, cumulésur un in-
tervalle I, estla sommalessurfacegletrianglesrectanglessocelesdont
le dernier esttronqué,et du tempsde télédargementde M;. Lestemps
de servicede deuxrequétesontillustrés par destraits épais,les parties
griséescorrespondenaux phasesietélédargement.

L’expressionalgébriqguede Lemme1.1 se simplifie dansle casd’'un ordonnancement
périodique:

Corollaire1.1 Si § est un ordonnancementpériodique de période T' des mes-
sagesMy,... ,M,,, alors:

ti?

COUT(S sze + = Z{ Z % —}—nici} (1.5)

=1 j=1
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oun; estle nombe dediffusionsde M; par période ett; désignda longueurdel’intervalle
entela (j — 1)®™eetla j®me diffusionde M; d’une périodede S.

Cesexpressiongiousseronttres utiles pour obtenirun minorant. Cependantcomme
nousle verrons,il estsouwentplus efficacede raisonnerdirectemensur lesrequétesLes
preuesensontsouentpluscourteset plusintuitives.

1.1.4 Rernversementdu temps

Cettesectionadopteun point de vue particulier qui nousserautile parla suite pour
analyserfacilementesalgorithmesgloutonsparexemple.La difficulté, al'usage,dela dé-
finition du tempsde serviced'une requéteestque celui-ci dépenddu futur. Ainsi, on ne
peut pasévaluerle colta un instantt avec la seuleconnaissancee ce qu'il s’estpassé
avantt. Or, lorsquenousregardond’expressiondu tempsde servicepour un ordonnance-
ment périodique,Corollaire 1.1 pageprécédentenousconstatongju’elle ne dépendque
deslongueursdesintenalles entredeuxdiffusions.Nous pourrionsdonc définir de facon
équivalentele coltinstantanéutempst enfonctiondela datede la derniérediffusion de
chaquemessage.

Nousdémontrongci que de tempsde servicede tout ordonnancemergstrévessible,
c'est-a-direguesavaleurestinchangéequel’on définissde coltenfonctiondela diffusion
suivantedu message®u bien de la diffusion précédente(Remarquongjue cettepropriété
esttriviale pourle coltdediffusion).

Cerésultatpermeten particulierde démontreiquelesdifférentsarticlestraitantdu do-
mainedéfinissenbienle mémemodele: ceuxqui définissente colt“en arriere”[AGH95,
BNBNS99, et ceuxqui définissente colt“en avant” [BNS99,KS99,Sch0Q KSYO0(Q.

Definition 1.1 Pourun ordonnancemen$, nousdéfinissond’ attenteen arriere pour le
messageé/; ala datet, notéeAR(S, M;,t), commele tempsécoulédepuisle déhut de la
derniérediffusionde M;. Si t; estla datedu déhut de la dernierediffusion de M; avantt,
nousavons:

AR(S, M;,t) =t —1t; (1.6)

Nousconsidéreronguetouslesmessagesontdiffusésala datet = 0 (I'équivalentdecette
hypothésegourle tempsde serviceestqu'aucuneaequéten’arrive avantt = 0). Ainsi, si ll
n'y aeuaucundliffusionde M; avantt, nousavons: AR(S, M;,t) = t.

Dela mémefacon,|’ attenteenarriere moyenngour M; surunintervalle bornél, noté
ARM(S, M;, I), estdéfinieenprenanturle temps:

1
ARM(S, M;,I) = Wi /I AR(S, M;, ) dt (1.7)
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Puisen prenanta moyennesurle profil del'utilisateur, nousobtenond’attenteen arriere
moyennesurl’intervalle bornér :

ARM(S, 1) = Y pi ARM(S, M;, T) (1.8)
=1

L attenteenarriere moyenneal’'un ordonnancemergn estalorsla valeurasymptotiquelé-
finie par:

ARM(S) = limsup ARM(S, [Ty, T]), pourtoutTyp. (1.9)
T—oo
Nousdéfinissonginalemente rétro-co0tRCOUT d’un ordonnancemerommela somme
del'attenteenarriere,du codtde diffusion de I'ordonnancementet du tempsde téléchar
gemenimoyendesrequétes

RCOUT = ARM+CD+ ) _pit; (1.10)

=1

Le théorémel.1 suvantdémontrequele coltd’'un ordonnancemerdstidentiquequ’il
soit défini a partir de AR(S,t) ou bien a partir de TS(S, t). Ainsi, AR(S,t) permetde
définir un codtinstantanéent d’'un ordonnancementiéterminéenfonctiondesdiffusions
ordonnancéeavantla datet, c’est-a-diresurl’intervalle borné|0, ¢].

Commencongar évaluerl'attente en arrieremoyenne.L'attenteen arrieremoyenne
sereprésentae la mémefaconque précédemmerd I'aide detriangles,identiquesa ceux
du tempsde servicemais rerversés,commele montrela figure 1.5 pagesuivante.Cette
figure met, de plus, en évidenceune correspondancegraphigueétroite entrel'attente en
arriéreet le tempsde servicehorstempsde téléchagement: le tempsde serviced’'une
requéteautempst correspond la sectionhorizontale délutantautempst, dutriangle“en
cours”, alorsquel’attenteenarrierecorresponda sectionverticaledu mémetrianglesous
le tempst.

La propositionsuivantedémontrda propriétéannoncée.

Théoremel.1(Réwersibilité) Pour tout ordonnancemen$ desmessges M, ... , M,,,
nousavons:
m
TSM(S) = ARM(S) + > _ pit; (1.11)
i=1
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Attente en arriére §\\\‘\\\§ \\\\\\\\§ \ \ e i N\
instantanée i \\\\ttente er:\am;?\e N \\ | | N\ N\

%

Temps de service V// / /T Serwce 7 3 /./,
hors temps de 2 / : o
téléchargement / g // 7

t’1 th th t t?,

FiGc. 1.5: Représentiomraphiquede I'attente en arriére et de sa correspondance
aveccelledutempsdeservice Lesrequéte®tleurstempsdeservice(hors
tempsde télédhargement)sontreprésentégnnoir. L'attenteenarriére a
cesdatesestreprésentéengrisé.Nousconstatongjuel’attenteenarriére
corresponda la sectionverticaledu triangle a la verticaledet.

Preuve SoitS unordonnancementl s’agitdoncde prouer que:

lim sup TSM(S, [0, T1) Z pil; + limsup ARM(S, [0, T)

T—00 im1 T—00

Nousadoptondesnotationsdela sectionprécédenteappeléesigurel.5:
e n;(T) estle nombredediffusionsde M; qui démarrentans[0, T'].

o t;'- estla longueurde l'intervalle de tempsdélimité parles déluts des(j — 1)°™® et
j'€me diffusionsde M;.

e At(T) estlalongueurde l'intervalle entreT et la diffusion de M; immédiatement
aprésT'.
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Nousavons(cf. illustration Figure1.5 pageprécédente)

ni(T)
ARM(S,[0,T)) = o Z pi | D ()2 + (th 4y — AE(T))?
j=1
ni(T)+1
22 ) 2
et, TSM(S, [0, 7)) szz - QTZpZ Zl (t3)" — (At/(T))
]:

Ainsi :

TSM(S, [0, T]) — ARM(S, [0, T]) Zp,e = sz AL(T) (b, ()11 — AE(T)) >0

surfacedu petit rectanglagrlsedu tnangletronque Figurel.5
(21.12)

m
Ainsi, TSM(S, [0, T]) > ARM(S, [0,T]) + » _ pit; et:
i=1
TSM(S) > ARM(S) + > _ pits
i=1
En particulier si ARM(S) = oo, alorsTSM(S) = oo etnousavonsfini.

Supposongjue ARM(S) < oo. La difficulté de la preuw, ici, estque les quantités
ARM(S, [0, T]) et TSM(S, [0, T]) oscillentde fagondéphaséeNousallonsdoncprocéder
en deux étapesNous commencongar bornerla distanceentredeux crétesconsécuties
de cesquantitésen démontrantJueIesinter\allest;i(T) sontpetitsdevant T'. Puis,nous
borneronda valeurde TSM(S, [0, T']) avecla valeurde crétesuivantede ARM(S, [0, 7).

Commengonsarbornerti (1) CommeARM(S) < oo, il existex tel quepourtout? :
ARM(S, [0,T]) < &. Ainsi, pourtoutT etpourtouts :

ng (T)—l—l 2/{/

Z (t§)2+(tili(T)+1_Ati( ) &

= pi

En particuligr pourtout? : ( fu(T)+1 —At(T))? < % .T_'Ainsi, enconsidérantadateTo
tellequeAt*(Tp) = 0, nousconstatonsgjue,pourtout? : (t:”(T)H)2 < (T+t (T)+1).
Nousenconcluongjue,pourtouts :

thry = O (\/T) etdonc At(T) =0 (\/T)
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Maintenantque nous nous sommesassurégjue I'espaceentreles crétesest négligeable
devantla périodeconsidéréenouspouvonsbornenavaleurde TSM(S, [0, T']) parla valeur
decrétesuvantede ARM(S, [0,T1]) :

ARM(S,[0,T]) + f:pigi < TSM(S,[0,71)
=1

1gism Z 1 i\2
X pili + ; sz Z (ty)
T A ¢
XX 7
< - ARM(S,[0,T + max AT +Z pili

<(1+0(1/\/:F))-(ARM(S 0,7+ 0( ])-I—Epz )
Et donc,enprenanteslimites supérieuredprsqueT’ tendverslinfini :
m
ARM(S) = TSM(S) + > _ pil;

C.Q.FD.O

Cettepropositionseraparticulierementtile pour analyseres performanceslesalgo-
rithmesgloutons Sectionl.2.4parexemple.Car, nouspourronscalculerleurscodtsal’aide
del'attenteenarrieremoyenneetdoncenfonctiondesmessagequi sontdéjaordonnancés.

La sectionqui suit, retracelestravaux antérieurgourle casdesmessagedelongueur
uniforme,qui sonta la basede nostravaux. Elle présenteen particulierle minorantd’Am-
mar et Wong [AW85] et différentsalgorithmesd’approximationquenousétendrongarla
suite.

1.2 Travaux antérieurs
Parmi les travaux antérieurssur I'ordonnancementle la disséminatiord’information,

seulle casdesmessgesde longueuruniformea fait I'objet d’une étudeapprofondieme-
nanta desalgorithmesavec garantiede performanceCommele souligneAmmaren 1987,
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dans[Amma87], “[this hypothesis]is required to renderthe problemunder consideation
tractable™.

Danscecadre Jesauteurdont I’hypothéseguelescanauxsontsynchronisést émettent
aux datesentiéreset que les messagesnt touslongueurl : ainsi, en reprenanies nota-
tions de la section1.1.2 page25 définissanie modele,pour tout ordonnancemen$’ =
({(sw(n),tw(n)))n>1, w=1..w, lesdatesdedéut dediffusiont,, (n) sontentieres.

Remarquonguel’hypothésedu tempsdiscretinduit un surcodtinférieura uneunitéde
temps. Eneffet, il sufiit dedécalertouteslesdiffusionsde messagegui necommencenpas
aunedateentiere,surle tempsentierimmédiatemensupérieurLe coltde diffusionreste
inchangéetle servicedesrequéteestretardéd’au plusuneunitédetemps.

Definition 1.2 Le M€ créneaufen anglaistime slof] d’un canaldésignerdintervalle de
temps[t — 1, ¢] surcecanal.

Il s’agitdoncdetrouver unbonordonnancememtesmessagedanscescréneauxCette
sectiondétaillelesrésultatsjui ont étéobtenusdansce domaine.

1.2.1 Un minorant sur le colt desordonnancements

Uneétapeclé lorsdela conceptiord’algorithmed’ordonnancemerdela dissémination
de donnéesstla recherchad’'un bon minorantsurle coltd’'un ordonnancemerdptimal.
Non seulementelui-ci permetde garantirles performancesmaisil serévéleétretrésin-
formatif sur la forme “idéale” d’'un ordonnancemenrdptimal, en proposanunefréquence
“optimale” arespectepourla diffusionde chaguemessage.

Le lemmesuiant présentde minorantqu’Ammar et Wong ont proposédans[AW85]
pour le cas d’un ordonnancemensur un canal sans codt de diffusion. Nous don-
nons ce lemmedansle casgénéralde la disséminationde messagesle longueursuni-
formessur W canaux.Cette généralisatiorestdue a Bar-Noy, Bhatia, Noar et Schieber
dans[BNBNS98].

Lemme 1.2 (Un minorant pour le casdeslongueursuniformes,[AW85, BNBNS99)
Le problémede minimisationnon-linéaie MN; (M) suivantestun minorant du colt de

'Enfrangais;-), “[cette hypothésepstnécessairgourpermettrd’étude du probléme”.
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toutordonnancemen§ desmessges M1, ... , M,, delongueurl, surW canaux:

MN;(M){ Surledomaine: (i) (Vi), 7 > 1 (1.13)

\ =1

Ce problémede minimisationadmetune uniquesolution*. Et MN; (M) estatteintsi et
seulementi il existeun ordonnancemerf qui diffusechaquemessge M; périodiquement,
exactementousles;'.

Remarque 1.2 CeminorantestparticulieremenintéressanpourdeuxraisonsD’une part,
il suggeraunefréquencel /(W - 7¥) pourchaquemessagéV;. D’autre part,il donneune
conditiond’optimalité : ce minorantn’estatteintqu’a la conditionquel’on puisseordon-
nancerchaquel; périodiqguementexactementousles ;. Le premierpointvanousservir
aconceoir etgarantirdesapproximationsen particulierdurantle chapitre4, ou nouséta-
blironsl'existenced’un schémad’'approximationpolynomialpource problémelLe second
pointva nouspermettred’établir la NP-duretédu probleme.

Preuvedu Lemmel.2. Nousverronsdansla sectionsuivantequ’il existe un ordonnan-
cementpériodiqueoptimal. Aussi, nouspouwonslimiter notre étudeaux ordonnancements
périodiques.

Soit S un ordonnancemenpériodiquede périodeT. Reprenondes notationsn,; et
(t;'-)jzl__m définiespour chaguemessagéV/; au corollaire 1.1 page29. D’aprésce corol-
laire, le tempsde servicemoyend’unerequétepour M; est:

ng
TSM(S, M;) = 1+ % Z(t;)2

7j=1
Relaxonsles contraintessur I'ordonnancementS' en optimisantle tempsde servicepour
chaquamessagé/; indépendammerntesautres sangenir comptedescontraintesie non-
recouvremenentreles message&définiespar (1.1) page25). Etantdonnéquezz.”:1 t;'- =
T, la stricte corvexité de z — z? implique quela sommedescarrésestminimiséesi et
seulemensi tous les termessontégau¥ a 7'/n;, c'est-a-diresi et seulemensi le mes-

2Cettepropriétéestdirectementeliéeaun autreproblémede minimisationd’énegie de physique En effet,
la sommez:;":l(t‘})2 correspondh I'énemie de n; ressortde raideuridentiqueet de longueura vide nulle,
attachésala queuele leu, entredeuxclousdistantsde T'. L'énemgie estalorsminimiséea I'équilibre, lorsque
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sageM; estdiffusé périodiquementtouslesT'/n; exactementPosonsr; = T'/n;, nous
obtenongyue:

TSM(S, M;) > 1+ %

etdonc,ensommansurlesdifférentstypesderequétes

TSM(S) > 1+ ) BT
i=1

D’autrepart,le coltdediffusionseréécrit:

CD(S) = Zci% =y
=1

T
i=1 °

Notonsque1/(W - 1;) = n;/(W - T) corresponda la fréquence(a valeur dans|o0, 1])
du messagelf; dansl’ordonnancement;’est-a-direau pourcentagale créneauxqui sont
consacréesi sadiffusion.Commechaquetj- vérifie tj. > l,ona: (i) > 1. Et,comme
Yoring < WT,ona: (i) >..", 1/7; < W. Ainsi enminimisantsur 7 surle domaine
défini par cescontraintespousobtenonsienun minorantsurle coltde tout ordonnance-
ment.

Lafonctionobjectif f(7) =1+ >, (piTi/2 + ¢i/ ;) estcorvexe, entantquecombi-
naisonlinéairepositive de fonctionscorvexes.Le domainede minimisationestégalement
corvexe (c'estl'intersectiond’ensemblegorvexes). Ainsi, commelim| ;| o f(7) = 00
etcommef n’estconstanisuraucunsegment,la fonction objectif admetun uniquemini-
mum* surle domainede minimisation.

Finalementd'apréscequi précedece minimumestatteintsi etseulemensiil existeun
ordonnancemergui diffusechaquemessagél/; périodiguementtousles 7;* exactement.
O

Onnesaitpasdonnerd’expressioralgébriquedela solutiont* du problémede minimi-
sationMN; (M). Aussi,poursarésolution,Bar-Noy, Bhatia,Naoret Schiebewtilisentune
versionrelaxéeMN’ (M) duminorantMN/ (M), enéliminantla contrainte(z). On obtient
alorsun nouveauminorant,plusfaible quele précédentmaisdontnoussavonsdécrireal-
gébriquementa solution7’. Cettesolutionpermetdeconstruirda solutiont* deMN; (M),
commenousle verronsaulemmel.4 page39.

Lemme 1.3 (Minorant relaxépour le casdeslongueursuniformes,[BNBNS98) Le
problemede minimisationnon-linéaie MN’ (M) suivantestun minorant du co(t de tout

lesressortonttousla mémelongueur?’/n;.
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ordonnancemen$ desmessgesM;, ... , M,,, delongueurl, surW canaux:
min 1+ (pﬂz 2)
. 7>0 = 2 Ti
MN/ (M) I, . (1.14)

Surle domaine: Z —<W

‘ T;
i=1 °

Ceproblemede minimisationadmetuneuniquesolutiont’, telle que:

2c; + N :
7l = %, pouruncertainX’ > 0, (1.15)

définipar : si Y ;v v/pi/(2¢;) < W, alors X = 0; et, sinon, " estl'unique solution
positivede: " 1/pi/(2¢; + X') = W. De plus,ceminorant estatteintsi et seulemensi
il existeun ordonnancememjui ordonnancechaquemessge M; périodiquementtousles
7, exactement.

Preuve CommeMN/ (M) < MN;(M), MN/ (M) estclairementun minorantdu codt.
De méme la fonction objectif estcorvexe surun domainecorvexe, et n'est constantesur
aucunsggment.Donc MN (M) admetuneuniquesolutionr’. Par construction MN’ (M)
estréalisési et seulemensi il existe un ordonnancemertui diffuse chaquemessagé/;
périodiqguementiousles;.

La résolutionde ce problémede minimisationnon-linéaireutilise une relaxationLa-
grangiennelontnousallonsdétaillerlesétapesfind’enjustifierrigoureusemeria validité.

Soitf(7) = Y.7* | piTi+2¢i/7;, lafonctionobjectif (épurée)Remarquonguechacune
desfonctionsr; — (piTi + 2¢;/7) estunimodulairé et admetun uniqueminimumfi# =
v/ 2¢i/p;i, SUrR: . f admetdoncT# pouruniqueminimumsurR;™.

Soitg(r) = W = Y_*, 1/7;, la contrainteprincipale.Les contraintesdéfinissentun
domaineD deR¥™. Deuxcassontaconsideérer

e Sit# € D, alorst’ = 7#, etonpose) = 0.

e SiT# ¢ D, alorscommechacundestermesr; — (p;7; + 2¢;/7;) estunimodulaire,
le minimumde f estatteintsurla frontiérede D, définiepar: g(7') = 0 (sinon,nous
pouwonsdécroitrd’un desr; pourle rapprochederz#, etaméliorerainsila solution).
Le théorémedesextremaliés donnequeles gradientsde f et g sontcolinéairesau
minimum7’. Remarquonsguelesgradientde f etg pointentdanda mémedirection
ent’, puisquef croitlorsquer entredansle domaineg(r) > 0. Ainsi il existe un

3Unefonctionestdite unimodulaie si elle changede sensde variationau plusunefois.
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parametre\’ > 0, appeléparameétrede Lagrangetel que (7', \') soit solutiondu
systemesuivant:

grad f(7') = N grad g(7')
{ B 0 (1.16)

Ce systemepeutétreréécritde la faconsuivanteenintroduisanta fonction, dite de
LagrangeF'(7,A) = f(7) — Ag(T) :

(%), 92 (', X) =0

(1.16)= oF Ti i.e. (7', \') estunpointcritiquede F. (1.17)
— (", N)=0
o\

Or, F admetun uniquepointcritiquet (77, \'), telque: 7/ = +/(2¢; + ') /pi, X' > 0
et ™ /pi/(2ci + X) = W, C.Q.FD.
O

Connaitrela valeur de la solution 7/ de MN' (M) permetde déduirela valeurde la
solution7* de MN; (M), commelindique de lemmesuwant, qui seradémontrédansle
cadreplusgénéralde cettethéseauchapitre5.

Lemme 1.4 (Résolutionde MN; (M), [BNBNS9g) Soientr*, la solutionde MN; (M) et
7', la solutionde MN7 (M). Pourtout1 < ig < m, si7; < 1,alors 7} = 1.

Remarquonsjuesi 7 > 1, pourtouts, alors7’ vérifie les contraintesde MN; (M) et
7* = 7'. Nousobtenonsainsi un algorithmede résolutiondu minorant MN; (M) : nous
commengongar calculerla solutiont’ deMN/ (M) ; s'il existeunindiceiy, tel quer;, <
1, alorsnousfixonsla valeurde7;; a1, etnousitéronssurle problemeou cettevariablea
étéretirée; sinon,nousavonst* = 7'. L’algorithmecomplet(1.1) estdécritpagesuiante.

Pourl'étude desextensiongrésentéedansce documen{tout particulieremencelledu
chapitre3), nousauronsesoind'étendrda méthodegueBar-Noy, Bhatia,Naoret Schieber
ont proposéeourla résolutiondu problémede minimisationMN; (M). Cesrésultat®tant
plutéttechniquesnousavonspreéféréleursconsacreun chapitreséparéle chapitres. Nous
y présenterongntreautreda preuwe denotregénéralisatiomuLemmel.4ainsiquel’étude
du calculapprochélessolutionsr’ et7* de MN' (M) et MN{ (M), respectiement.

Commenousl’avons vu Remarquel.2 page36, le minorantproposeune fréquence
“idéale” 1/(W - 7;*) pour chaquemessagel/; et une condition d’optimalité qui estque
chaquemessagél/; soit ordonnancéeriodiquementousles 7;* exactementCettecondi-
tion vanouspermettred’établirquele problémeavecdescoltsdediffusionestNP-difficile.

“Un pointcritique d'unefonction £ (x1, ... , ) estun pointz* tel que: (V i), 3L («#) = 0.
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Algorithme 1.1 Calculdela solutiondu minorantMN; (M)

Entrées: UnentieriW etunensembleM = {M,... ,M,,} demessagedelongueurl,
deprobabilités(p;) etcolt(c;).

Répéter
Calculerla solutiont’ du probléemerelaxéMN/ (M).
Pour tout M; € M tel quer] < 1

F=1 M:=M~{M;}, W:=W-1.

Jusqu’a ceque M resteinchangé.
Pour tout M; € M

* . I
T =T,

1.2.2 NP-dureté

Nousdonnonde résultatsuivant, sansen détaillerla preuve qui ne nousserapasutile
parla suite.

Théorémel.2 (NP-duretédu caslongueursuniformesavec coltsde diffusion, [BNBNS98§)
Le problémedel'ordonnancemende la disséminatiorde m messges My, ... , M,,, avec
descoltsdediffusion,sur W canaux,estNP-difficile.

Principedela preuve Le principeestdedémontrequedécidersil’on peutréaliserde mi-
norantMN; (M), c’est-a-diresil'on peutordonnancechaquemessagé/; périodiquement
touslesT;, estNP-difficile. Ceciestobtenuendémontrantiu’enjouantsurlescodtsdedif-
fusion¢;, nouspouvonsobtenirn’importe quellesvaleurspourles 7. Noussommesalors
rameneamontreda NP-duretédesavoir s'il estpossibled’ordonnancedesmessagesans
recouvrementa intenallesréguliersde longueurdixées.La NP-duretéde ce dernierpro-
blémeestalorsobtenuepar réductiondu problémedu coloriagedesgraphedBNBNS98].
O

Remarque 1.3 La NP-duretédu problemede la disséminatiorde messagesle longueur
uniformesanscodtde diffusion,estencoreun problémeouvertactuellement.

1.2.3 Existenced’'un optimal périodique

Pour établir le minorantLemme 1.2, nousavons fait I'hypotheseque nouspouvions
nousrestreindreawuxordonnancemenf®riodiquesL’objet decettesectionestdedémontrer
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gu'il existeunordonnancemertptimalpériodiquedande casoule tempsestdiscret,etou
touslesmessagesentle mémetempsdetransmissionCerésultata étéobtenuunepremiére
fois parAmmaretWongdangAW87], enprésentanie problémesousformed’un processus
Markovien fini. Nousexposeronsci la preuve d’Anily, Glass,etHassingu'ils ont proposée
dansle cadredela maintenancele machine§AGH95.

Le principeestdecommencepardémontrequenouspouwonsbornetrl’intervalle entre
deuxdiffusionsconsécutiesd’'un mémemessagéLemmel.5) etainsidémontreiquel’on
peutserestreindred'explorationd’'un nombrefini d“états” possiblesCettepreue utilise
un graphed’étatsvalué dont les cheminsinfinis et leur fonction de colt associéesonten
bijection avec les ordonnancementg\fin de clarifier les notations,nousne considérerons
guele casd’un canal, la généralisatiormucasde plusieurscanauxestimmeédiate.

Definition 1.3 (Etat) Pourchaquecréneayt — 1, ¢] d’un ordonnancemerff, nousdéfinis-
songl’ étatd(t) ala datet commele m-uplet(oy(t),... ,om(t)), oUo;(t) > 1 estle temps
écoulédepuisle delut dela dernierediffusionde M; jusqu’autempst (cf. Figurel.6).

Créneau [t —1,1]

— // z = % // A / t
: g1 t) : : 1
o2(t)

F1G. 1.6: Définitiondel'état &(¢) a la date(entiee) ¢t pour le casdesmessgesde
longueus uniformes.

Definition 1.4 (Graphe d’états) Le graphed’étatsG, d’'un ensemblele messaged/ =
{M,..., My} estle graphevalué suvant. Les sommetsde G,; sontles étatsg =
(01,...,0m) € (N*)™. Etre ausommets a la date(entiére)t, signifie quela derniére
diffusion de chaquemessageV/; a commencé la date(t — o;). Les arétessontde deux
types.Pourl < i < m, les arétesqui relient les sommets(oy,... ,04,... ,0p,) aux
sommetsoy + 1,...,1,... ,0, + 1) sontétiquetées M;". Et cellesqui relientlessom-
mets(o1,... ,0n,) @uxsommetgo; + 1,... ,0., + 1) sontétiquetée$§ X”. Passeparune
aréteétiquetée’ M;” (resp.“X”) entrelesdates(t — 1) et¢ signifie quel'on adiffuséle
messagéeV/; (resp.rien) durantle créneaut. Nousassocions chaquearéteun codt cor
respondanau surco(tinduit par la diffusion en cours,que nousdéfinissongaturellement
commele rétro-coltmoyen surle créneauOr, I'attenteen arrieremayennepour le mes-
sageM; durantuncréneaw’état(o1, ... ,o.,) est(o; —1/2). Ainsi, le coltd’'unearétee x
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étiquetée X joignant(cy,... ,on) a{o1 +1,... ,0, + 1) vaut:
1 m
colitg,, (ex) =1— 2 + Z:lpjaj (1.18)
J:
Et, pourunearéteey,; joignant(oy,... ,0i,... ,om) 81 +1,...,1,... ,on, + 1), éti-
quetée' M;" :
X 1
colta,, (em;) = ¢i + 3 + ijaj (1.19)
J#i

Nousdéfinissonsalorsnaturellemente coltd’'un cheminfini v commele coltmayen
desesarétes

1 Z cotitg,, (€) (1.20)

ecy

cott,, (7) =

Le codtd’'un cheminy = (e;);>1 infini estalorsdéfini commela valeurasymptotiquedu
coltdesessggmentsfinis :

colitq,, (v) = limsup colita,, ((€s, - -- ,€n)), pOUrtoutio. (1.21)
n—00
Ainsi si on note S, I'ordonnancementiesmessaged/, ... , M,, surun canal,obtenu
en concaténantes étiquettesdesarétesdu chemin-~y, nousavons une bijection entreles
cheminsinfinis v de G, et les ordonnancement§ desmessaged/y, ... , M,, surun
canal.De plus,parconstruction|e coltde~y estexactemente rétro-codtde S, : CD(S,) +
ARM(S,) = coiitg,,(v). Ainsi, le théoremel.1 page31 sur la réwersibilité du temps
assurgue:
COUT(S,) = cotitg,, (7)

Nousavonsdonceétabliunecorrespondancentre les cheminsinfinis de G,,, etlesordon-
nancementdesmessgesMsi,... , M,, suruncanal

Note 1.1 Pourle casdeplusieurscanaux)a définitiondel'état aunedatet resteinchangée,
seulela définitiondesarétesdu graphed’étatdoit étrerevue. Au lieu dediffuserauplusun
message;haquearétepeutdiffuserjusqu’al’. messagest sontétiquetéegnconséquence
parautantdemessaged.eurcoltrestedéfinidela mémefacon,commele rétro-colimayen
del'ordonnancemensurle créneaworrespondarauxdiffusionsdel’aréte. L'uniquediffi-
cultéestalorsla lourdeurdesnotations.

Le lemmesuivantdémontrequel’on peutserestreindrea un graphed’étatsfini. Nous
donnerongar la suite deux preuwes de ce résultatdansdeux casplus généraux le cas
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ou lesmessagesr’ont pastousla mémelongueurd’une part, et celui ou les émissiongles
messagepeuentétrepréemptées’autrepart. Aussi,nousnedonnerongci quele principe
dela preue.

Lemme 1.5 (Borner I'inter valle entre deux diffusions, [AW87, AGH95]) Pour tout or-
donnancemenf desmessges My, ... , M,,, il existeun ordonnancemen$’, tel que:

COUT(S") < COUT(S)

ettel quepourtouts, toutintervalle entre deuxdiffusionsconsécutivedu messge M; soit
bornépar K; = (2m + ¢;) /p;.

Principe de la preuve Pourchaqueintenalle, considéréde gauchea droite I'un aprés
I'autre, delongueursupérieuré K;, danslequel M; n’estpasdiffusé,on choisitun créneau
vide, ou un créneawcontenanun messageV/; diffusé plusieursfois, et ony ordonnance
M;. Ondémontreparle calculque,pourla valeurde K; donnéeje colitdel'ordonnance-
mentobtenuestmeilleursurtoutintenalle 1. On définitalorsS’ commel’'ordonnancement
limite. O

Théoremel.3 (Existenced’'un optimal périodique, [AW87, AGH95]) Lorsquele temps
estdiscret et quelesmessgesonttousle mémeempsde transmissionil existeun ordon-
nancemenoptimal qui estpériodique

Preuve GraceauLemmel.5,nouspouonsnousrestreindreauxordonnancements tels
guelintervalle detempsentredeuxémissiontonsécutiesde M; estbornéepar K;. SoitS,
untel ordonnancemens corresponaun chemininfini vg danse sous-graphéni G,/ K
deG s induit parlessommetsr telsqueos; € {1,... , K;}. Cecheminsedécomposeonc
enunnombrefini decyclesdontcertainssontparcourusinnombreinfini defois. Le coltde
vs, etdoncceluide S, estalorsla combinaisorbarycentriqudinie descodtsdesdifférents
cyclesde G, parcourusineinfinité defois parvygs. Ainsi, le coltdetoutordonnancemerff
estminoréparle coltminimumd’un cycle du graphefini G, /K.

Ainsi, soit v* un cycle de G,/ K de colt minimum, I'ordonnancementorrespon-
dantS, -, périodique estoptimal.O

Remarquongjue nousobtenonsainsi un algorithmeen tempsfini (exponentiel)pour
calculerun ordonnancemertptimal basésurla recherched’un cycle de poidsmoyen mi-
nimum. Un algorithmepermettande calculerce type de cycle, entempspolynomialenla
taille du graphe gstdonnéparOrlin, Tarjanet Youngdans[YT O91].
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1.2.4 Algorithmes d’approximation a un facteur constant

Les meilleurs résultatsjusqu’a nos travaux sont des approximationsa un facteur
constantpour ce probleme.Commenousl’avons annoncéau délut de cette section,ces
algorithmesreposentsur les obsenationstirées de I'analyse du problémede minimisa-
tion MN; (M).

Algorithmes randomisés

Le premier algorithme, proposépar Gecseidans[Gec83 pour le casd’'un canal,
sanscolt de diffusion, proposed’ordonnancerdans chaquecréneauun messagetiré
au hasardsuwvant une distribution (s;) fixée : s; +---+ s, = 1. Le tempsde ser
vice de cet ordonnancemenest alors le suivant : chaquerequétedemandeM; avec
probabilité p;, attend1/2 jusqu'ala fin du créneaucourant,puis attend en moyenne
>_i1>1 Pr{M; nesoitpasdiffuséavantt} = 37, (1 — s))t = 1/s; — 1 jusquala diffu-
sioﬁdeMi, auxqueldl fautajouterle tempsdechagement,l, de M;. Ainsi I'espérancalu
tempsde servicedel'ordonnancemendléatoireSgec généréest:

E[TSM(Sced] = 5 + Z = (1.22)

En minimisantsur les s;, sousla contraintes; + ... + s,, = 1, (dela mémefaconque
nousavonsrésolule problémede minimisationrelaxéMN (M) page37)),il démontreque
la distribution (s;), qui minimisele tempsde service,choisit s; proportionnellemena la
racinecarréede la popularittdu message\;, /p;. L'espérancedu tempsde servicede
I'ordonnancementandomiséestalorsde:

l\')lb—t

(Z \/p_l) (1.23)

Notonsquedu fait dela loi degrandsnombres|' espérancestatteinteavecprobabilitél.
Ammar et Wong démontrenique pour ce cas,la solution du problemede minimisa-
tion MN; (M) vérifie: 7 = \/X/\/p_i. Ainsi le tempsde serviceoptimumestminorépar:

2
MN; (M) =1+ = (Zm) (1.24)

L’algorithmede Gecseiestdoncune2-approximation.
Bar-Noy, Bhatia,NoaretSchiebegtendendangBNBNS9§ cetteheuristiqueaucasde
W canauxavec coltde diffusion. Pourcela,ils proposentde diffuserchaquemessagé\/;
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Algorithme 1.2 Algorithmerandomiséle disséminatiorsurun canal

m
Entrées: (;) vérifiant,pourtouti, 7; > 0,et» 1/7; < 1.
i=1

m
Si) 1/ <1 alors
i=1
Introduireun messagéantdmei, avecpy = ¢y = 0 etunevaleurr telle que:
]_/T() =1- Z;ll l/Ti.

Sortie :
Pour toutt = 1..00
Tirerauhasard € {0,1,... ,m} avecprobabilités; = 1/7;.
Sis =0 alors

Ne rien ordonnancedurantle créneau

Sinon
Ordonnancele messagé/; durantle créneau

danschaquecréneausur chagquecanalavec probabilités; = 1/(Wr}), ou r* estla so-
lution du problémede minimisation MN; (M). Rappelonsque 7", 1/7 < W, ainsi
Z;’;l s; < 1. Contrairementiu casde Gecseidu fait de la présencelescodts,la somme
desprobabilitésde diffusion (s;) peutétreinférieurea 1; celasignifie qu'avec probabi-
lité up = (1 — Y 7, si), onnediffuserien. L'analysedu tempsde servicede'ordonnan-
cemenigénéréSgnans, estalors,de maniéreidentique:

1 m
E[TSM(SBNBNs)] = 5 + Zpﬂ'i* (1.25)
=1

Le coltdediffusion estla sommepondéréalesfréquencesPar la linéaritédel'espérance,
'espérancedu coltde diffusionde S estdoncla sommepondéréalesespérancedesfré-
quencesiechaquemessages 'est-a-dires; W = 1/7; pourchaquel;. Ainsi :

m

G

E[CD(Senens) = ), — (1.26)

*
=1
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Ainsi le coltdeservicemoyende S est:

3

1 ;
E[COUT(Senens)] = 5 + > (pm* + %) < 2MNy (M) - 5 <20PT(M) — 5
i=1 L

N W

(1.27)

Ladifficulté dela généralisatiomucasdeplusieurscanauxputrela résolutiondu probleme
de minimisation,estalorsd’assureiqu’un mémemessag@e soit pasdiffuséplusieursfois

sur différentscanauxdansle mémecréneauce qui biaiseraitles probabilités.Bar-Noy,

Bhatia,Naoret Schieberproposenpourcelaunedistribution particulieresurchaquecanal
quenousprésenteronsousuneforme étendueau chapitre3.

Algorithmes déterministes

Algorithmes gloutons. Pourle casd’un canal,sanscodtde diffusion, Ammar et Wong
proposentdans[AW85], desexpérimentationgle différentesheuristiquegloutonnessur
desprofils utilisateursuivantla loi de Zipf [Zip49]. L'ordonnancemengstcalculédet = 0
alinfini. La décisiongloutonneestpriseenfonctiondel'état courants(¢) del'ordonnan-
cementaucrénealcourantt. lls démontrentinsiexpérimentalemenguechoisir a chaque
créneaud’émettrele messagée“délai moyencumulémaximum”[enanglais MAD, maxi-
mize Mean Agregate Delay], c’est-a-dire,avec nos notations,d’attenteen arriéere cumu-
lée (p;0?) maximale estla régle qui donneles meilleursrésultats.Des expérimentations
similairesserontmenéegparla suitedans[ST97g ST974.

Enfait, BarNoy, Bhatia,Noaret Schiebedémontrentmplicitementdans|BNBNS98
quecetteheuristiquegloutonneestla versiondérandomiséele I'algorithme randomiséle
Gecseillls I'étendentdonc au casde la disséminatiorsur plusieurscanauxavec codt de
diffusionendérandomisanfimplicitement)leur généralisatiome'heuristiquede Gecsei.

Le paragraphesuivantse proposede présentete principedu paradigmeutilisé ici, que
nousappellerons la dérandomisatiogloutonne.

Dérandomisation gloutonne d’'un algorithme randomisé. Considéronsun algorithme
randomisédontI'objectif estde produireune solutionqui minimise une certainefonction
deco(t.Le principedela dérandomisatiorgloutonneestderemplacetestiragesaléatoires
de cetalgorithmepar un choix glouton qui garantissex chaqueétapeque I'espérancedu
coqt, conditionnéeaux choix antérieursgsttoujoursinférieureou égalea I'espérancedu
coltdel’algorithmerandomisé.

Plus précisémentles différentes exécutions possiblesd’un algorithme randomisé
peuwent se représentesousforme d'un arbre des choix aléatoires(cf. Figure 1.7 page
ci-contre).Les nceudssont les partiesnon-randomiséedu programme Et les arétesre-
présententes différentschoix aléatoiregpossiblesa la fin del’exécutionde chaquepartie
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déterministeChaquearéteestvaluéeparla probabilitédu choix auquelelle correspondla
sommedesvaleursdesarétessortantesi’'un nceudestdoncl).

(Inic

0,4 0,6

0,5 0,5

0,1 0,3 0,6
E=14,00€ "/ E=15,75€] \

Coiit=15,00€ 0,3 0,7 Coiit=30,00€ 0,5 0,5 Coiit=10,00€
E=13,00€ E=22,50€

[Coiit=20,00€] [Coiit=10,00€| [Coiit=40,00€|

FiG. 1.7: Un exemplede I'arbre desexécutionspossiblesd’un algorithmerando-
miséet, engras, la tracede sadérandomisatiorgloutonne

Exécuterun algorithmerandomisérevient a parcouriraléatoirementin cheminde la
racinea unefeuille danscetarbre.Un tel cheminestparcouruavec une probabilitéégale
auproduitdesprobabilitésdesarétejui le composentAinsi, Figurel.7,la solution1.2.1
coltant20,00€ estatteinteavecprobabilité: 0,4 x 0,5 x 0,3 = 0,06.

Nous étiquetonschaquenceudpar I'espérancek desvaleursdessolutionsproposées
danssonsous-arbreAinsi, le nceudl.2 auneespérancee: 0,3 x 20,00 + 0,7 x 10,00 =
13,00€. De méme,le nceudl a pourespérance 0,5 x 15,00 + 0,5 x 13,00 = 14,00€.
Ainsi, si nousavonsfait le choix 1, nouspouwonsespéreun codtmoyende 14,00€, cequi
estmeilleurquel’espérancenitiale de 15,05€ ; et si nousfaisonsensuitele choix 2, nous
pourronsespéreun codtmoyen encoremeilleur de 13,00€. L'idée de la dérandomisation
gloutonned’un algorithmede minimisation(resp.maximisationyandomiséstde rempla-
cer les tiragesaléatoiredors d’'une exécution,par la sélectiondu nceuddont'espérance
estla plusfaible (resp.la plus élevée). Cettestratégiepermetde garantirquel'algorithme
gloutonrésultantproduit une solution de qualité au moins égalea I'espérancede I'algo-
rithme randomiséoriginal. Sur notre exemple, Figure 1.7, pour minimiserle co(t, notre
algorithmegloutonfait successiementleschoix 1, puis2, puis1 : la solutionobtenuea un
coltde10,00€. Remarquonguela dérandomisatiogloutonnene produit pasla meilleue
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solution possible 5,00€ sur notre exemple,mais garantitseulemenguela solutiona un
codtinférieural'espérancalel’'algorithmerandomisénitial.

Le point clé de ce paradigmeestle calcul de 'espéanceconditionnelledu colt Dans
notre cas,le fait quel’ordonnancemensoit infini poseprobléme.Si I'on cherchea mini-
miserle colt asymptotiquede I'ordonnancemenglobal, tousles choix de messagesont
équialentspour les premierscréneaux leur influencesur I'espérancedu colt estnégli-
geable,puisqu’ils sonten nombrefini. Nous pouwons malgrétout restreindrela minimi-
sationauxordonnancementde longueurfinie [0, T'] puisfairetendreT versl'infini. Nous
préférerongependanta méthoded’analysedéeloppéearBar-Noy, Bhatia,NaoretSchie-
ber dans[BNBNS99, baséesur I'utilisation d’une fonction potentielqui permetde tenir
comptedu surcoldtéventuela venir. L'utilisation dela fonction potentielévited’'avoir agé-
rer les problemesautourde la dateT” de I'approchefinitiste. En fait leur fonction potentiel
estdéfiniecommel’espérancede I'attente cumuléea venir desrequétesarrivéesavant la
datet et qui n’ont pasencoreétéserviesautempst. Nousverronsquecetteinterprétation
nouspermettrade généraliseteur preuve auxdifférentesvariantesquenousétudionsdans
cettetheése.Nous obtenonsainsi que I'algorithme 1.3 pagesuivante,qui choisit a chaque
étapede diffuserle messageui maximisel’espérancele I'attente cumuléea venir desre-
quétesnon-serviegp;0;7; — ¢;), estla (une) dérandomisatiogloutonnede 'algorithme
randomiséprécédent.

Commele soulignentBar-Noy, Bhatia,Naoret Schieberr; estproportionnela 1/, /p;
lorsquelesmessager’ont pasde coltdediffusion.Ainsi, danscesconditionsJ'algorithme
gloutonchoisita chaquettapede diffuserle messageui maximise, /p;o;, c’est-a-direqui
maximisep;(o;)? : cetalgorithmeestdoncbienla généralisatiome'heuristiqued’Ammar
etWong.

Théoréme1l.4 (Algorithme glouton, [BNBNS98) L’algorithme glouton 1.3 page ci-
contre génée unordonnancemen$ surun canal,dontle coltestmajorépar :

1 L c;
T(S) < = i 1.28
COUT(S) < 5 + Z; (pm + n) (1.28)
Ainsi,si T = 7* estla solutiondu minorant MN (M) :

COUT(S) < 2- OPT(M) — 3/2

Preuve Nousallonsutiliser le théorémede réversibilité page31 qui nousassureguele
codtde S estégala sonrétro-codt.Ainsi, nousallonspouoir définirle coltde S sur|0, ¢]
uniguemenen fonction desmessagesrdonnancésvant¢. Nousdéfinissongloncle colt
cotit(¢, S) ducréneau qui diffusele messagé/; (0 < 7 < m) selonS, commela somme
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Algorithme 1.3 Algorithmegloutonde disséminatiorsurun canal

m
Entrées: (r;) vérifiant,pourtouti, 7; > 0, etz 1/7 < 1.
im1

m
Siy 1/m <1 alors
i=1
Introduireun messagéantdémeM,, avecpy = ¢y = 0, etunevaleurr, telle que:
l/ro=1-Y 1" 1/m7.
Sortie :
Pour tout £ = 1..00
Soitd I'état autemps(t — 1) del'ordonnancementDéfinition 1.3 page41).
Choisiri € {0,1,... ,m} telque(c; — p;io;7;) soitminimal.
Sii =0 alors
Nerien ordonnancedurantle créneau
Sinon
Ordonnancele messagé/; durantle créneau
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de l'attente en arrieremoyennedurantle créneaurécéden(t — 1), du colt de diffusion
du messagéeV/; et du tempsde téléchagementmoyen. Si I'on note&'(t—l)(S) le vecteur
d'étatautemps(t — 1), 'attente en arrieremoyennepour chaquemessagé\/; durantle
créneayt — 1) vaut(a *(S) — 1/2), etdonc:

m

1

coiit(t, S) = ¢; + ARM(S, [t —2,t —1]) + 1 =c; + ¥ _ pjoi(S) + 5
7j=1

Notonsquepour le premiercréneau/ attente en arrieredansle créneauprécédentaut 0
simplemenetdonccotit(1, S) estdéfinicommela sommedu coltdediffusiondu premier
messagetd'uneunité detemps.D’aprésle théoremel.1,nousavonsdonc:

T
. 1 .
COUT(S) = lim sup T ;1 coiit(t, S)

T—oo

PosonsMOY = 1/2 + >, (pj7j + ¢;j/7;). Pourdémontrerque COUT(S) < MOY,
nousutilisons une fonction potentiel ®(¢, S). Cettefonction potentielestdéfiniecomme
I'espérancalel'attentesupplémentairdesrequétesrrivéesavantt etqui n’ont pasencore
étéserviesala datet, sil'ordonnancemensepoursuvait parl’ordonnancementandomisé
aprést. Commepjo§(5) requétessont arrivéesdepuisla derniérediffusion et devraient
attendreenmoyenner; la prochainediffusionde M;, nousposons

o(t,8) = pjo(S)T
j=1

Cettefonction potentielpermetde prendreen comptepar anticipationl’attentea venir des
requétesPosons

Y (t,S) = MOY —coiit(¢,S) + (t —1,8) — (¢, 5)
Nous allons démontrerque pour tout ¢, Y (¢,S) > 0. Ainsi, comme®(0,S) = 0 et
®(t,.S) > 0, nousauronsensommantet = 1a7T :

T
) " cotit(t, S) < T - MOY,
t=1

ce qui donnerale résultat.Pourcela,nousallonscalculerl'espérancede Y (¢, S) ensup-
posantquele messagaliffusé au tempst soit choisi selonl’algorithme randomiségt dé-
montrerqu’elle estpositive. Nousdémontrerongnsuitequele choix gloutonestcelui qui
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maximiseY (¢, S). NotonsS;, 'ordonnancemenidentiquea S sur[0,¢ — 1] etqui diffuse
le messagé\/; durantle créneau (sii = 0, S; nediffuserien durantce créneau)Alors,

commepourj # i, o%(8;) = a;-‘l(S) + 1 et,0!(S;) = 1, nousavons:

o(t—1,8) — (t,8) =pio} (S)mi — Y _ pj7j
7j=1

Ainsi,

m 3 1 B m
Y(t,8i) = MOY —¢; — JZ::IPJ‘U; H(S) - 2 +pio} H(S)Ti — jz::lpﬂj

Et donc,comme}_" ;1/7; = 1, l'espérancede Y (¢, .S;) vaut,ensupposantues esttiré
avecprobabilitél/; :

| —

1

\"

>
1=0
Or,

Y(t,8:) = Y(t,50) — (ci — pio} ' (S)7:)
Ainsi, le choix gloutonqui minimise(c; —p;ot ! (S)7;) assurévienqueY (¢, S) soitpositif.
C.Q.FD.O

Note 1.2 La généralisatiorde I'algorithme glouton 1.3 page49 au casde plusieursca-
nauxconsistesimplement modifierla réglede sélectionpour choisir, essentiellementes
W messagequi minimisentla quantité(c — por). Ainsi, commepourle messagéantdome,
cettequantitévaut 0, nousne considérongour chaquecréneauque les z messaged/;,

i > 1,telsque(c; — pioiTi) < 0, etnousdiffusonslesmin(z, W) messageparmiceux-Ci
qui minimisentcettequantité.

Approximation a 9/8 de I'optimum. Une autre heuristiquepour de la dissémina-
tion de messagesle longueursuniformessur un canal,a été déweloppéedes 1987 par
Ammar et Wong, dans[AW87], puis analyséepar Bar-Noy, Bhatia, Noar et Schieber
dans[BNBNS98]. Cetteheuristiqueproduitun ordonnancemerériodiquede périodeex-

ponentiellesur un canalet de codt inférieur & : 9/8 de l'optimum, lorsqueles coltsde
diffusiondesmessagesontnuls; eta 1,57 del’'optimum, dansle cascontraire.L'idée est
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d'utiliser une propriétédu nombred’or ¢ = 1+2—\/5 mise en évidencepar Turdn S6sen
1957 (Théoremel.5) : les multiplesdu nombred’or modulo1 serépartissent peuprés
uniformémententre0 et 1.

Théoremel.5(Vera Turan S06s,1957,[Knu73, vol. 3, pp. 510-511543]) Soit €, un
nombe irrationnel. Si'on placeles points (@ mod 1), (20 mod 1), ..., (rf mod 1)
sur le sggment[0, 1], leslongueus des(n + 1) sggmentsquel’on obtientsontau plusau
nombe detrois. De plus,le pointsuivant((n+1)¢ mod 1) tomber dansundesseggments
delongueurmaximale

En outre, si I'on dit que I'on a une mauwise coupelorsquel’on découpeun seay-
ment[a, ¢| endeuxsegmentda, b] et [b, c| dontl'un mesue plusdu doubledel’autre, alors
lesmultiplesde # modulol neréalisentaucunemauvaisecoupede [0, 1] si et seulemensi
0 estcongrumodulol aunombed’or ¢ = 1+2—‘/5 oua (1 — ¢). Ainsi,le nombe d’or est
I'irr ationneldontles multiplesmodulol découpen{0, 1] “le plusuniformémenpossible”
par cetteméthode

Cettepropriétéfut d’abordutilisée pourla constructionde tablesde hachaggKnu73,
vol. 3], puis par Hofri, Itai, et Rosbeg pour le traitementdesrequétesidansles réseaux
TDM [IR84, HR87]. Le principeestdecalculeral’aide du minorantd’Ammar etWong, les
proportions‘idéales” (1/7;") desmessageguis de sedonnerunepériodeT” et d’effectuer
n; = |T /7] diffusionsde chaquemessagé//; dansla période.Les datesde diffusion de
chagquemessagsontdéterminéedela fagonsuivante.Chaquemessagé/; sevoit attribuer
unensembleX; = {(ng + -+ nj—1 +j)¢ mod1:1 < j < n;} den; “positions”
dans|0, 1] correspondand desmultiplesconsécutifsde ¢ modulo1. Ensuite,'ensemble
de cespositionsX = X; U---U X,, sonttriéespar ordre croissantPuison ordonnance
durantle créneau la diffusion du messagé\/; tel quela t°™ positionappartienne X;.
L’algorithmecomplet(1.4) estdécritpagesuivante.

Théorémel.6 ((BNBNS98]) Soit St I'ordonnancemenpériodiquede périodeT généré
par I'algorithme 1.4 page ci-contre. LorsqueT tendvers I'infini, le coltde ST admetpour
limite :

lim sup COUT(Srt) < % -OPT(M), lorsquelescoltsde diffusiondesmessgessontnuls;

T—oo
lim sup COUT(ST) < 1,57 - OPT(M), sinon.
T—oo
Bar-Noy, Bhatia,Naor et Schiebemproposenunegénéralisatiompour la dissémination
surplusieurscanauxdandge casoulescodtsdediffusionsontnuls.lls démontrenguela gé-
néralisatiomaturellequi consistea ordonnancersurles W canauxjesmessageselonles
positions,parblocsde W, donnele mémerapportde performanceCependantAmmar et
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Algorithme 1.4 Algorithmed’approximationbasésurle nombred’or

Entrées: Un entierT etunensembleM = {M,... , M,,} demessagedelongueurl,
deprobabilités(p;) etcolt(c;).

Soit 7* := la solutiondu problémedu minimisationMN; (M) suruncanal.

m
Si) 1/77 <1 alors
i=1
Introduireun messagéantémeM, avecpy = co = 0 etunevaleurry, telleque:
Urg=1-3"1/77.
Pour : = 0..m
n; == |T/7}].
Xi={((no++++mni—1+7)0) mod1:1<j<n;}.
Trier 'ensembleX = Xo U X; U--- U X,;.
Sortie :
Pourt=1..(ng+- -+ nm)
Sile t®Meélémenide X appartient X; aveci # 0 alors

OrdonnancerM; le créneaut de I'ordonnancemenpériodiquede pé-
riodeT.

Sinon
Nerien ordonnancedansle crénead.

Nerienordonnancedanslescréneauxngy + - - - + n, + 1)..7.
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WongproposentangAW87] dessimulationsdontle résultatestqu’apériodeegale ) algo-

rithme gloutonproduitde meilleuis ordonnancementguel’algorithme basésurle nombre
d'or, lorsqueles popularitésdes messagesuivent la distribution de Zipf. La figure 1.8
présenteune exécutionde I'algorithme 1.4 avec T' = 20, sur trois messagesle colt de
diffusionnul : M; apourprobabilitép; = 60%, M, a pour probabilitéps = 30% et M3 a
pourprobabilitéps = 10%. Le minorantd’ Ammar et Wongvautalors: MN; (M) = 2,34.

Et I'algorithmedu nombred’or donneun ordonnancemerdontle coltest2,47.

Placement des vingt “positions” sur le segment [0, 1] :

2 2 2 2 2 2
13 1 13 13 1 1 13 13 1

0

L’ordonnancement périodique de période 20 correspondant est :

(My My M My My My My M My My Ms My My My My Ms My M, M3 M)

FiG. 1.8: Lerésultatdel'algorithme 1.4 page précédenteour 7’ = 20 surlestrois
messgesde coltsde diffusionnuls M7, M, et M3 telsque: p; = 60%,
po = 30% etps = 10%. Le colitdel’ordonnancemembtenuest: 2,47,
alorsqueMN; (M) = 2,34.

Nousne détaillerongascetteheuristiqueplusavantcarnousnel'utiliserons pasparla
suite.Nousproposeronsg'ailleursauchapitre4 un schémad’approximationpource méme
problémedontle principeesttresdifférent.

1.3 Notre contribution

Notre premiérecontritution a fait I'objet de la premiérepartie de ce chapitre.ll s'agit
d’avoir réunidansun mémecadrelesapprocheprécédenteissuede différentsdomaines,
tels le Teletet, la maintenancale machinesja diffusion de messageetc.., en unifiant
les notationset en les présentantiansune problématiquecohérentequi permettrapar la
suite les extensionservisagéesl es points particulierementritiques concernentessen-
tiellementla fonction de co(t : d’une part nous en donnonsune définition rigoureusea
I'aide d’'unelimite supérieurdet nonpasd’unelimite qui n’existe pastoujours),etd’autre
part le théoréemede réwersibilité du colt page31 permetd’assurerque les articles défi-
nissantle colten arriére(e.g. [AGH95 BNBNS9§) et ceuxdéfinissanie colten avant
(e.g. [BNS99,KS99 Sch0Q KSYO0Q]) définissenbienle mémemodéle.

54



Chapitrel Ordonnancela disséminatiorde données
1.3 Notre contribution
1.3.1 Disséminedesmessgesdelongueusdifférentes

Nos contrilutionsprincipalesa 'ordonnancemende la disséminatiorde donnéeslans
cedocumentsontlessuiantes:

e I'extensiondumodéleetdel’étudeaucasdesmessagedelongueursion-uniformes,
toutd’abordsanspréemptionpuisavec préemption.

e unschémal’approximatiorpolynomialpourle casoulesmessagesnttousla méme
longueur

1.3.1 Disséminerdesmessagesle longueursdifférentes

Cetteétudefait I'objet du chapitre2. Commenousl'avonsvu dansla partieprécédente,
la conceptiond’un bon minorantdu coltoptimal estune partiedélicatedu probléemede la
disséminatiomledonnéeslLa deuxiémeétapamportante maisplustechniqueestl’analyse
desperformanceslesalgorithmesuisleur éventuelledérandomisation.

Le casdesmessagedelongueursion-uniformestdutempscontinuprésentalenom-
breusesingularitégarrapportaucasdeslongueursuniformes Parexemple,il n’existe pas
nécessairememt'ordonnancemenptimal périodiquesur plus de deuxcanaux,mémeen
'absencede colt. Il sepeutégalementjueles ordonnancementsptimauxaientdestrous
mémesi les messagen’ont pasde coltde diffusion et ont deslongueursentiéres En fait
nousne pouvonsgarantirl’existenced’'un ordonnancemerdaptimal périodiquequesurun
canaletlorsqueles messagen’ont pasde coltde diffusion. En dehorsde ce cas,nousne
savons(méme)pass’il existe un ordonnancemerdptimaldescriptibleentempsfini.

Nous ne pouwns donc pas utiliser d’'ordonnancemenioptimal périodique pour
construirenotre minorant,commeAmmar et Wong dans[AW85]. Aussi, nhousobtenons
notreminoranten procédantpar densité”, enremarquantjuele coltdetout ordonnance-
mentpeutétreapprochérbitrairemenparle coltd’'un ordonnancemergériodique Nous
obtenonsinsiun premierminorantsurle coltoptimal,qui estl’extensionnaturelledecelui
d’Ammar et Wong. Nousdémontrongjue ce minorantpeutétre cependanarbitrairement
loin du coltoptimal.Ce minorantnouspermettoutdemémededémontreiquele probleme
estfortementNP-difficile®, enproposantineréductionde N -partition.

Nous dérivons alors un nouveauminorantdu codt optimal desordonnancementsur
un canal,dont nousdémontrongqu’il approchele colt optimal & un facteurconstanten
proposaniune 3-approximationrandomiséejue nousdéterminisonsLa disséminatiorde
donnéesurplusieurscanauxdansle casou lesmessager’ont pastousla mémelongueuy
resteun problémeouvert actuellementcontrairemenau casdeslongueurauniformes.

SUn problémeestfortementNP-difficile, lorsqu’il n'admetpasde schémal’approximation( A, ) totalement
polynomial, c’est-a-diretel que le tempsde calcul de A. soit polynomialen1/e et en la taille desentrées
(cf. [GI79).
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1.3.2 Disséminerdesmessagegsvecpréemption

Au chapitre3, nousproposonsin nouveaumodeleot lesmessagesontdécoupégnun
nombrefini de paquetde taille identiqgue.Ce modéleesttrés prochedesimplémentations
réellesde la disséminationde donnéespotammentde celle desseneursvidéo. Ici, les
requétegdes utilisateurssont servieslorsquetous les paquetsdu messagalemandésont
téléchagés.

Uneobsenration clé nouspermetderéduirele nombrede paramétreslespaquetd’un
mémemessagsontdiffusésde manierecycliquedanstout ordonnancementptimal. Nous
en déduisonaune expressionalgébrique‘simple” du codlt de tels ordonnancementdont
nousétablissonga réwversibilité. Nousobtenonslorsl'existenced’'un ordonnancemerup-
timal périodique.Nousen déduisons I'aide d’'une relaxationLagrangienneyn minorant
pourle caspréemptifsousformed’un probléemede minimisationnon-linéairedontcertains
coeficientspeuwentétrenégatifs.Le chapitre5 démontrecommentétendrea ce casl’étude
menéepar Bar-Noy, Bhatia,Naoret Schieberdans|BNBNS9§.

Ce minorantétablitune singularitéintéressantele ce problemepar rapportaux autres
casétudiésjusqu’aprésent. “idéalement”’les paquetsd’'un mémemessagealoivent étre
diffusésconsécutivemera intenalles réguliers.Car ceci optimise I'attente desrequétes
pour ce messageCette obseration nouspermetd’établir que ce problémeestfortement
NP-difficile paruneréductionde N -partitionsimilaireanotrepreuve du casnon-préemptif.

Ce minorantprésenteune valeur trés similaire a celle de I'extensionnaturelleau cas
desmessagesle longueursnon-uniformesdu minorantd’Ammar et Wong. Nous propo-
sonsune 2-approximationrandomiséeque nousdéterminisonset qui démontreainsi que
préemptefesmessagepermetdegagneiun facteurarbitrairesurle codtd’'un ordonnance-
mentdemessagedelongueurson-uniformesDe plus,il estintéressantlenoterquenotre
algorithmedissémindesdonnéesurun nombrequelconquale canaux.

Notonsquece problémemodéliseuneautrevariantede la disséminatiorde messages.
En effet, nouspouvonsconsidéreiqueles paquetsd’un messagsontenfait desmessages
de longueur1 réunisdansun lot. Ainsi le caspréemptifpeut étre vu commele casou
les requétesne demandenplus un unique messagemais peuvent demanderdeslots de
messagest ne sontserviesquelorsqu’ellesonttéléchagé le lot completde cesmessages.
Le caspréemptifétudiéici, estle casou ceslots sonttousdisjoints.L’extensionde cette
étudeaucasou leslots nesontplusdisjointsfait partiede nosperspectiesproches.

1.3.3 Un schémad’approximation pour la disséminationde messagesle lon-
gueursuniformes

Le chapitre4 estsansdoutele chapitrele plus “algorithmique” de cettepartie,ausens
usueldu terme.Nousy déwelopponsun schémad’'approximationpourle casdesmessages
delongueursuniformes,répondanginsial'interrogationde Khannaet Zhou dans[KZ98,
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81.2] surl’éventuelle“non-approximabilité”du probléeme.Notre résultatdémontrequela
réponseest“Oui”, ceproblémeestapproximablerbitrairemenprésentempspolynomial.

Pourdémontrercerésultanousétudionsplusieurscasparticuliersde compleité crois-
sante.Tout d'abordle casou I'on peut partitionnerles messagegn groupesde grandes
tailles danslesquelstousles messagesnt la mémeprobabilitéet le mémeco(t de diffu-
sion.Nousdémontrongjuedansce cas,le minorantd’Ammar et Wong estessentiellement
optimal. Nousconsidéronslorsle casou I'on ajouteun nombreconstantde messagede
probabilité importante.Nous avons alors deux typesde messagegn compétition: ceux
detype A qui individuellementsontimportantset ceuxde type B qui en groupesontim-
portants.L'idée estalorsde calculerla fréequenceoptimalede chacunde cesdeuxtypeset
delesordonnanceséparément nousordonnancontes messagede A defaconoptimale
avec la fréquencedonnée puis nousordonnangonges messagesle B danslestrous.En
fait, nousdémontrongar un agumentprobabilistequel’on peutbornerparuneconstante
la périoded’un ordonnancemerquasi-optimalde A qui respectequasimenta fréquence
demandéeAinsi commela taille desgroupesde B estsufisammentgrande Jestrousde
I'ordonnancemerde A paraissenuasimentiniformémentépartigpourlesmessagede B
etl'algorithmeprécédenpourle grandsgroupesestquasi-optimalNousobtenonsloncun
ordonnancemerguasi-optimatlesmessagede A etde B.

Pourtraiterle casgénéralnouscommencongararrondirsuivantun procédélésormais
classiquelesprobabilitéstlescoltsdediffusiondesmessagesf uisnouspartitionnondes
messageentrois sous-ensemblesA réunitdesmessagesnportantsindividuellement,B
réunitdesmessagepartionnésengroupeslegrandegailleset C réunitdesmessagedont
le coltestnégligeableLes messagede A et de B sontalorsordonnancésommeprécé-
demmentet les messagede C sontintroduits“en force” dansl’'ordonnancemenbbtenu,
avec une fréquencesufisammentfaible pour ne pastrop perturberle codt. Le lemmede
partitionentrois sous-ensemblesstl'une despartiesesplustechniquesSadémonstration
reposeessentiellemergurle fait queles probabilitésarrondieformentunesérieexponen-
tiellementdécroissantainsilesmessagede mémeprobabilitésont: soittrésnombreuxet
influentensemblesurle codt; soitpeunombreuxetalorsnégligeables.
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CHAPITRE

Disséminationde
messagesle longueurs
non-uniformes

Intr oduction

Le chapitreprécédent présentd’état de I'art de I'étude du casou les messagesnt
tous la mémelongueuret ol le tempsestdiscret. Nous nous proposonsci d'étudierle
casplus réalisteou les messagesnt deslongueursdifférentesa valeursréelles,et ou le
tempsestcontinu.Les seulesttudesdu casdeslongueuranon-uniformesantérieures nos
travaux avaientété menéegpar Hameedet Vaidyaqui testentempiriquementgdans[VH96,
VH97,VH99, HV99], différentesheuristiquedaséesurl’extensionnaturelledu minorant
d’Ammar et Wong. Cetteétudeestdonc originale en ce sensque c’est la premiereétude
rigoureusadu casdesmessagede longueursnon-uniformesnenanta desapproximations
avecgarantiede performance.

Commel’avaientsuspectédmmaret Wong, ce casprésentainecompleité structurelle
supérieurequenousvousproposongledécouvrirsuruneséried’exemplesintroductifs.

L’existenced’un ordonnancementoptimal périodique n’est plus garantie

Toutd’abord,nousnepouwonsgarantir’existenced’'un ordonnancementptimalpério-
diquequepourla disséminatiorde messagesanscodtdediffusion, et surun canal.Du fait
dela continuitédutemps nousnesavonspasactuellemengérer’existenceetleslongueurs
despériodesou rien n'estdiffusé.En ce qui concernde casde plusieurscanaux.contrai-
rementau casde messagese longueursuniformes,il se peutqu’aucunordonnancement
périodiquen’existe, mémeenl’absenceale coltdediffusion.

59



ORDONNANCEMENT POUR LA DISSEMINATION DE DONNEES

Exemple2.1 Considéronte casdela disséminatiorsurdeuxcanauxdedeuxmessages/;

et M, decoltsdediffusionnulsettelsque: £, = 1, p; = % etly = 2, py = ﬁ
L’extensionnaturelledu minorantd’Ammar et Wong, que nousverronsau Corollaire 2.2

Section2.1, nouspermetde démontrergue pour ce casprécis,l'ordonnancementptimal

a pour colt MNy({ M1, M }) = 11“\/55, qui n'est atteintquelorsqueM; estdiffusétous

les7; = 1 et Ms tousles 5 = /2. Ainsi 'ordonnancemenoptimal, illustré Figure2.1,
diffusecontinimente messagé/; suruncanaletcontiniment\, surl’autre. Commey/2
estirrationnel,I'ordonnancemengstapériodique.

e OOORNONR

—erlvelvelvelvalvelvel €

FiG. 2.1: Il n'existe pasd’ordonnancementptimal périodiquepour la dissémina-

tion sur deuxcanauxdesmessges M; et M, de coltsde diffusionnuls

avect; = 1,p1 = Y25 etly = V2, pp = .

Cet exemplereposesur l'irrationnalité de v/2 et peutdonc paraitreanecdotiqueCe-
pendantjl démontrequesi 'on veutprouver I'existenced’un ordonnancemergériodique
optimal sur plusieurscanaux,l faudraa un momentou un autreutiliser le fait quelesen-
tréessontrationnellesce qui n’était pasle caslorsqueles messageavaienttousla méme
longueuret quele tempsétaitdiscret.

L’exemple2.1posenaturellemente problémedel’obtentiond’'un minorant.Rappelons
gu’au chapitreprécédentAmmar et Wong avaient obtenuleur bornesur le colt optimal
en minorantle colt desordonnancementsériodiques. Cette approcheétait justifiée par
I'existenced’un ordonnancemergériodiquequi estoptimal. Or, commenousl’avonsvu, il
n'existe pasnécessairememf ordonnancememngériodiquequi soit optimal pourle casdes
longueursnon-uniformes.

Nous valideronsmalgrétout cetteapprocheen démontranigue les ordonnancements
périodiquessont “denses”parmiles ordonnancementsptimaux: le co(t de tout ordon-
nancemenoptimalpeutétreapprochérbitrairemenprésparle coltd’un ordonnancement
périodique Ainsi tout minorantdescodtsdesordonnancemeniseriodiquesseraun mino-
rantdu coltoptimal.

Cettepropriétéde densiténouspermettraégalementd’établir I'existenced’un ordon-
nancemenoptimalenconcaténanin nombresufisammengrandde périodesd’ordonnan-
cementspériodiquesde plus en plus prochede I'optimal. Nous ne savons cependanpas
actuellemensi dansle casgénéral,il existe un ordonnancemenbptimal descriptibleen
tempsfini (autrementueparla donnéedesentréesiu probléeme-) ).
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L’extensionnaturelle du minorant d’Ammar et Wong peut étre arbitrair ementloin du
co(t optimal

Nousobtenond’extensionnaturelledu minorantd’Ammar et Wongau Lemme2.3 en
procédantela mémefaconque précédemmentourle casdesmessagede longueuruni-
forme. Pourcela, nousconsidéronchaqueordonnancememiériodiqueet minimisonsla
contritution au colt de chaquemessage fréquencedfixée, en relaxantles contraintesde
non-recouvremen&n minimisantsur les fréquenceglesdifférentsmessagesiousobte-
nonsalorsun minorantsurle codtdesordonnancementgériodiquestdoncsurle coltop-
timal. Commedansle casdeslongueursuniformesce minorantsesimplifie enune‘“régle
de la racinecarré” lorsqueles messagesnt tousun co(t de diffusion nul (Corollaire 2.2
Section2.2). L'ordonnancementictif (fictif, caril ne vérifie pasles contraintesde non-
recouvrementproposépar ce minorantdiffusechaquemessagé/; aintenallesréguliers,
tousles, our* estproportionnelauvecteur\/%. Notonsquelorsquelesmessageent
tousla mémelongueur nousretrouvonsla régledela racinecarréénoncégage25.

Cependantzontrairemenau casdeslongueursuniformes cettereglen’estpasbonnea
suivre carceminorantn’estpasfidéle c’est-a-direqu’il peutprendredesvaleursarbitraire-
mentfaiblesdevantle coltoptimal. Plusrigoureusement

Definition 2.1 (Fidélité d’'un minorant) Nous dirons qu’un minorant m(Z) de la va-
leur optimale OPT(Z) de la fonction objectif f(Z,%) d’'un problémede minimisation
minge p f(Z,7) d'entréez estfideles’il existe une constanted telle que pour toute en-
tréex :

m(Z) < OPT(Z) < A - m(Z) (2.1)

L'intérét del’obtentiond’'un minorantfidéle estquesonestimationdu coltestfiable a
uneconstanteréset peutdoncservirde basea la conceptioret a 'analysed’algorithmes
d’approximationcommenousl’avonsvu auchapitreprécédent.

Considéronsloncl’exemplesuivant.

Exemple2.2 Obseronsce qui sepassdorsquelL tendverslinfini pourla dissémination
surun canalde deuxmessaged/; et M, de coltsde diffusion nuls et de longueurstres
différentes ¢, = 1, py = 27, etly = L, po = 27

La regle de la racine carré nous donne que, si I'on relaxe les contraintesde non-
recouvremenentre les messagesle colt est minimise en diffusant M; tousles 7f o
VA /p1 = O(1) et M, tousles 5 o« /42/p2 = O(L). Dansl'ordonnancementictif
suggeréillustré Figure2.2,lesrequéteslemandente messagé/; avecprobabilité©(1) et
sontalorsserviesauboutde ©(1), et demandente messagé\f, avec probabilité©(1/L)
etsontalorsserviesauboutde ©(L). Ainsi le coltde 'ordonnancementfictif suggéréar
I'extensionnaturelledu minorantd’Ammar et Wongesto(1).
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F1G. 2.2: L'ordonnancementfictif de colt ©(1) sugyéré par I'extensionnaturelle
du minorant d’Ammaret Wong estirréalisable pour deuxmessges M;

et M, decoltnulavect; = 1,p; =1 — LLH etly =L, py = LLH

-

Cependantcet ordonnancement’est pas réalisable.Pire, si I'on suit les propor
tions1l/r = ©(1) etl/7; = ©(1/L) suggéréepour M; et M5, onobtientl'ordonnance-
mentpériodiquede période( M, M{)«. Or pourcetordonnancementinerequétedemande
le messagé/; avecprobabilité©(1) etattend2(L) avecprobabilitél/2. Ainsi le coltde
I'ordonnancemenbbtenuestaumoins(2(L), alorsquenousallonsvoir quele coltoptimal
estdel'ordre de®(VL).

En effet, on peutdémontrerfacilementqu’il existe un ordonnancemerdaptimal pério-
diquepourdeuxmessagesanscoltdediffusionsurun canal.etquesapériodeest(M; M3)
ou (M2 M{). Enminimisantsurz, on obtientquel’ordonnancemenpériodiqueoptimal de

nosdeuxmessagesllustré Figure2.3 estdela forme (MQMIL‘E)‘“.

A INDOOESL K6

LVL

FiG. 2.3: L'ordonnancemeraptimal sur un canalde M; et M, aunco(tde©(v/L).

Danscetordonnancementinerequétedemandel/, avecprobabilité®(1/L) etestser
vie auboutde ©(L+/L) enmoyenne.Et, unerequétedemandel/; avec probabilité®(1)
et attenden moyenne® (L) avec probabilité —~—— et, en moyenne®(1) avec probabi-

L+ILVL
lité qu\L/\ZFL Ainsi les contritutions de chaquemessageu coltde I'ordonnancemensont

toutesles deux de l'ordre de ©(v/L) a l'optimal. Et doncle colt de 'ordonnancement
optimalde M; et M, est:

0(1) <« OPT({Mi,My})=O(L) < ©O(L)

Plusieursobserationspeuwentétretiréesde cetexemple.Tout d’abord,I'extensiondu
minorantd’Ammar et Wong n’est pasfidéle désqueles messagesnt deslongueurstrés
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différentes De plus, les proportionsqu’elle suggeremenenta desordonnancementdont
le coltestarbitrairemengrandpar rapportau coltoptimal. Ensuite,ce n’est pasle temps
de téléchagementdesmessagesgui esten causecaril estconstantpour chaquerequéte
guelgquesoit 'ordonnancementnaisbienle fait que de diffuserun messagdong retarde
considérablemené servicedesrequétepourlesautresmessages.

Nous verronsdansla Section 2.2 que cet exemple est générique.Nous pouwons
construirepour n'importe quel nombrede canaux,desensemblesle messagesle codts
de diffusion nuls tels que le colt de I'ordonnancemenbptimal soit arbitrairemenigrand
devantl’extensionnaturelledu minorantd’ Ammar et Wong.

Noustraiteronsce problémeenenrichissanke minorantdansle casd’un seulcanalpour
tenircomptedu retardinduit parla diffusiond’'un messagéong (Lemme2.5).

Le casde plusieurs canauxposeprobléme

La disséminatiorde messagese longueursdifférentessur plusieurscanauxresteac-
tuellementmal comprise En particulier 'exempleprécédenmetenévidenceunenouelle
particularitépar rapportau casdeslongueursuniformes.Dansle casdeslongueursuni-
formes,'ajout d’'un nouveaucanalpermetde diminuerle coltd’un facteurconstantd’au
plus WLH En fait, nousverronsau chapitre4 que, contrairementau casdeslongueurs
non-uniformes)’ajout de canauxde diffusion ne changepratiquemenpasla forme d'un
ordonnancemerdptimallorsquelesmessagesntle mémetempsdetransmissionOr, dans
I'exempledesdeuxmessagesde I'exempleprécédent|’ajout d’'un canalpermetde passer
d’'un coltde©(v/L) aO(1). Eneffet 'ordonnancemensurdeuxcanauxqui diffuseconti-
ndmentM; surun canalet continmentMs, surl'autre, a un coltconstanto(1). L'ajout
d’un canalpermetdoncde réaliserun gain arbitrairesur le coltlorsqueles messagesnt
deslongueurdgresdifférentes Cet exempleseragénéraliséSection2.2 au casde plusieurs
canaux.

Un autrephénomen@téressanestquemémepourdesmessagedelongueursentiéres,
deprobabilitégationnellestdecoltsdediffusionnuls lesordonnancementgptimauxsur
plusieurscanauxpeuwent contenirdes“trous”, c’est-a-diredespériodesdurantlesquelles
aucunmessage’estdiffusé,ce qui étaitimpossibledansle modéleprécédenenl’absence
de codtsdediffusion.

Exemple2.3 Supposongjuel’on veuille diffuserdeuxmessaged/; et M- delongueurs
¢, =2 etdy = 3, ettelsqueM; soitbienpluspopulairede My : p1 = (1 —¢) etps = €.
Poure petit, tout ordonnancemeraptimal diffuseraM, rarement.M; estle message
critique, aussi,entredeuxdiffusionsde My, il estdiffuséde fagonoptimaledanstout or-
donnancemertdptimal, cartout écarta cettestratégiecoltetréscher La stratégieoptimale
consistedonca diffuser M; defagconsynchronisésurles deuxcanauxen décalé(ala fa-
condesbriquesd’'un mur, cf. Figure2.4 pagesuivante).Supposonsgju’un ordonnancement
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optimal n’ait pasde trou. Nousavonsvu qu'il étaitimpératif quela diffusion de M; soit
synchronisésurlesdeuxcanauxOr, toutediffusionde Ms, delongueur3, désynchronise
cescanauxamoinsque M, ne soit diffusédeuxfois de suite,soit surle mémecanal,soit
surlesdeuxcanauxNouspouwnsfacilementdémontreiquepoure assezetit,aucunede
cesdeuxstratégiesi’’estoptimale.

S ENERERERE E3§§2%>t
= 2

\2 ‘

FIG. 2.4: Pour ¢ assezpetit, il n'existe pas d’'ordonnancemenbptimal sanstrou
pour la disséminatiorsur deuxcanauxdesmessges M; et M, de codts
dediffusionnulsavect; = 2,p; = (1 —¢), etly =3, p2 = €.

Nousdémontronsinsiquepoure sufisammenpetit, enl’absencede coltdediffusion
un ordonnancemenaptimal, illustré Figure 2.4, diffuse M; “a la fagcondesbriquesd’un
mur” surlesdeuxcanauxet, pourdiffuser My, arrétede diffuser M suruncanalpendant
unitésdetemps etlaissedoncun ou deuxtrousd’'une surfacetotaled’uneunitédetemps.

Danscechapitre...

... housallonsapporteruneréponsgpartielle) auxinterrogationgjue nousvenonsde sou-
lever danscettelongueintroduction.

Toutd’abordnousallonsdémontreiSection2.3quele problemededécisionassociéla
minimisationdu coltd’'un ordonnancemengourla disséminatiorde messagede coltsde
diffusionnulsestNP-difficile ausendort (Théoréme2.1 pager7).La preue decerésultat
doit étrefaite prudemmentar, étantdonnéquele tempsestcontinuet quelesprobabilités
etleslongueursgpeuentprendrea priori n'importentquellesvaleursréelles,nousrisquons
dequitterle cadredesmachinesle Turing. Aussi,touteslesvaleursquenousutilisonsdans
la preue sontrationnelleset detailles polynomialesNotonsquecerésultatdémontregu’il
existe une complité inhérentea la non-uniformitédeslongueurs,indépendammentes
coltsdediffusion.

Nous démontreronsensuite, Section 2.3, I'existenced’un ordonnancementptimal
(Proposition2.1 page79), et qu’il en existe un périodiquepour la disséminatiorsur un
canaldemessagesanscodtdediffusion,quel’on peutconstruireentempsfini exponentiel
(Théoréme2.2 page80).

Nousproposerongnfin,Section2.4,uneapproximatiora un facteurconstanpourl’or-
donnancemerde la disséminatiorsur un canal(Algorithme 2.3 page92). Pourcelanous
dérivons Section2.2 un nouveauminorantsur le coltoptimal, qui permetde tenir compte
du retardinfligé aux différentsmessagepar la diffusion desmessagetongs(Lemme2.5
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page75). L’étude de la généralisatiorde notre approcheau casde plusieurscanauxfait
partiedenosperspectiesacourtterme.

Mais nouscommengon$§ection2.1 pardémontrequelqueséductionsjui serontutiles
a la démonstratiordesrésultatsannoncés la densitédesordonnancementgériodiques,
qui permettrade se concentrersur les ordonnancementsériodiquespour le calcul d'un
minorant; etle fait quela duréeentredeuxdiffusionsd’'un mémemessag@eutétrebornée
dansun ordonnancemerdptimal.

2.1 Reéductions

2.1.1 Densitédesordonnancementspériodiques

Commenousl’avonsvu avecl’exemple2.1 page59, I'existenced’'un ordonnancement
optimal ne peut étre garantielorsqueles messagesnt deslongueursdifférentes.La pro-
priété suvante nouspermetde nousrestreindremalgrétout aux ordonnancementgseério-
diquespourl’estimationdu coGtoptimal.

Lemme 2.1 (Densitédesordonnancementspériodiques) Pour tout e > 0, et pour tout
ordonnancemen$ d’'un ensemblale messges M = {M,... , My} sur W canaux,il
existeun ordonnancementériodiqueS’ dontle codtvérifie:

COUT(S') < COUT(S) + ¢

Preuve Par définitiondu codtde S, soitT" tel quepourtoutt > T : COUT(S, [0,¢]) <
COUT(S) + /2. PosonsC =qef #1 + ... + £, €t4yax = max; 4;. Soit S; 'ordonnance-
mentpériodiquede période(t + fmax + L), qui estidentiquea S sur|0, ¢], puisqui diffuse
entre[t,t + fmax + L] surchaquecanallesm messagepar ordrede premiéreapparition
aprest sur ce canal.Par construction Jes requétegqui arrivent entre( et ¢, sontservies
dansS; aupire aussitardquedansS. Et, lesrequétegui arrivententret et (¢ + £yax + £),
sontserviesauplustardauboutde (¢;,.x + £ + TS(S,0)) (Rappel: TS(S, u) estle temps
deservicemoyend’unerequétearrivantala datewu). Ainsi :

t
(5 b+ £ OV TS0 0]

L + Lmax

15 (L‘l‘emax)(ﬁ-"emax +TS(S7 0))
< COUT(S) + =
COU (S)+2+ t+ boae + L

~ S
~~

o(1/t)

COUT(S,) =
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Ainsi, pourt sufisammengrand,nousobtenonde résultatannoncél

La densitédesordonnancementgeriodiquesiousassuraloncdu résultatsuivant: mi-
norerle coltdesordonnancementsriodiques¢’estminorerle codtdesordonnancements
optimaux.

Corollaire 2.1 Pour toutensemblelemessges M sur W canaux:

OPT(M) = inf COUT(S)
S périodique
De plus, un ordonnancementptimal parmi les ordonnancementpériodiquesestun or-
donnancemerdptimal qui estpériodique

2.1.2 Borner la période d’émission

Le lemmesuvant estl’équivalentdu Lemme 1.5 page43 du chapitreprécédenpour
lesmessagedelongueurauniformes.ll nousserviratoutcommecedernierarestreindrda
taille dugraphed’étatspourdémontref’existenced’'un ordonnancememptimalpériodique
surun canallorsqueles coltsde diffusionsontnuls.

Lemme 2.2 (Inter valle maximal) Pour toutordonnancemergériodiqueS d’'un ensemble
demessges M = {Mi,... ,M,} sur W canaux,il existe un ordonnancemenpério-
dique S’ tel que pour tout i, la duréeentre les déhuts de deuxdiffusionsconsécutivesiu
messge M; estbornéepar £, ou:

2
K= max —(6L+C+1), avecL =geff1+ -+ £y etC =gefc1 + -+ cm
1<i<m p;

ettelque: COUT(S') < COUT(S).

Preuve SoitS unordonnancememtériodiquedepériodel’ desmessagede M surW ca-
naux. Procédongar induction, soit M;, le messageel quela duréeentreles déluts de
deux diffusionsconsecuties de M;, soit maximale.Sanspertede généralité supposons
queig = 1. Supposongjue cesdeuxdiffusionssontdistantesde plus de K. Sansperte
de généralité nous supposongue la premiérede cesdiffusionsa lieu a la datet = 0.
PosonskK = (K/2). Le principeestd’insérerunediffusionde M; surl'un descanauxa
la datet = K. Nousdevonscependante faire prudemmentTout d’abord, les diffusions
doivent étre décaléesur chaquecanalde #; apresle point d’insertion, afin queles diffé-
rentscanauxrestentsynchroniségorrectementEnsuite,nousne pouvons pasinsérerune
diffusionde M; exactementila datet = K, puisqueles canauxsontpeut-étreentrain de
diffuserun messageEnfin, afin d’éviter de trop retardena diffusion desautresmessages,
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2.1.2 Bornerla périoded’émission

nousdevonsles diffuser égalementu point d’insertion. De sortea minimiserle surco(t,
cesdiffusionssonteffectuéegparordredederniéreapparencavantle pointd’insertion.La
constructiorde S’ estillustréeFigure2.5.

Une période de S

Une période de S’

FiG. 2.5: Constructionde S’ a partir de S.

Nousallonsconstruireun ordonnancemergériodiqueS’ de période(7 + £) comme
suit. Pourchaquecanalw, soitT,, la datedelafin dela diffusionencoursala date K dans
I'ordonnancemenf surle canalw, si un messagesten coursde diffusion,etTy,, = K
sinon.Notonsque K < T,y < K + £max, OU fmay désignela longueurmaximaled’un
messagenax; ¢;. S’ estobtenuendeuxétapesillustréesFigure2.5: toutd’abordeninsé-
rantdanssS surchaquecanalw de S untrou delongueurf ala dateT,,. Cecipermetde
maintenirles canauxsynchronisésPuis,pourchaquemessagé//;, nousrelevonsla datet;
etle canalw; oualieu la derniérediffusiondu message/f; avantt = K. Et, nousplacons
surchaquecanalw, dedroitea gauchea partirdela datet = T, + £ (dansle trouinséré),
lesmessage8/; telsquew; = w, dansl’ordre (cf. illustrationFigure2.5). Pouranalysete
coltdel’ordonnancementbtenudéfinissongjuelquesotations:

e A; la duréeentreles déluts deuxdiffusionsconsécuties de M; qui chevauchente
pointd’insertiondanssS.

e B; laduréeentrelesdéhutsde la dernierediffusionde M; avantle pointd’insertion
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etla nouelle diffusionde M; inséréedanss’.

e C; la duréeentreles déhuts de la nouwelle diffusion de M; inséréeet la premiére
diffusionde M; apréde pointd’insertiondansS’.

Par constructionnousavons,pourtouts :
Bi+C;=A,+L et C;<A; (2.2)
etd’autrepart,pourtouti :

A; <Ay etdonc B, <Ci+K+L (2.3)

Prouvonsaprésenguele coltde S’ estinférieuraucoltde S. Commela périodede S’ est
supérieuréa cellede S, il sufit dedémontrerquela variationdu coltde diffusioncumulé
A(T COUT(S)) =gef (T + L) COUT(S") — T COUT(S) estnégatve. La variationdu
coltcumuléde S a S’ vautclairement

A(T CD(8)) = ic,- =C
=1

Soiti # 1, la variationdu tempsde servicecumulédesrequétepour M; vaut:

A2T TSM(S,M;)) = B} + C? — A? = (A;+ L — C;)> + C? — A?
= L?+2C; (C; — Ai) +2L (A; — Cy)
S— S—
<0 =B;—L
< 2LB; — L?
Pourle messagé/y, la variationdu tempsde serviceest:
AT TSM(S,M;)) =B? + C? — A2 =B? 4+ C? — (B1 + C1 — L)?
= 201 (B — L) +2 By L — L?
—_—— ~—~
>K-L <K+L

< —2C1(K — L) + 2LK + L2
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Ainsi la variationdu tempsde servicecumuléeestmajoréepar:

AT TSM(S)) < —2p1C1(K — L) + 2LK + L* + 2L Y piB;

=2
LC1+K+L
< -2 C) (p1K —2L) + ALK + 3L2
£
ZK_ max

< —2(K — L)(m K —2L) + 4LK + 3L2
< =201 K? +10LK

Finalement]a variationtotaledu colitestmajoréepar:

A(T COUT(S)) < —p1 K2+ 5LK +C

1
<0, pourK > —(bL+C+1)
Y41
Enprocédansurtouslesintenalles“a probleme” nousobtenonsauboutd’'un nombrefini
d’étapes|'ordonnancemenpériodiqueannoncél

2.2 Minor er le coltd’'un ordonnancementoptimal

Commenousl’avonsvu au chapitreprécédentirouver un bon minorantestune étape
clé pourlarésolutiondu problémedela disséminatiore donnéesNousallonstoutd’abord
généralisete minorantd’ Ammar et Wongau casdeslongueursion-uniformesNotonsque
ceminorantestala based’'un certainnombred’heuristiquegestéesxpérimentalemerpar
HameedetVaidyadangdVH96, VHI7, VH99, HV99]. Ceminorantnouspermettrad’établir
dansla sectionsuivantela NP-duretédu probléme.

Nous démontreronscependantque I'on peut étendreau cas de plusieurs canaux
I'exemple 2.2 de I'introduction, et établir ainsi que ce minorantn’est pasfidéle désque
les message®nt des longueurstrés différentes.Nous proposonsdonc au Lemme 2.5
page75 un nouveauminorantpourle casd’un canalqui nouspermettrade construireune
3-approximatiorala Section2.4.

2.2.1 Extensionnaturelle du minorant d’Ammar et \Wong

A l'instar du chapitreprécédentnousobtenonsin premierminorantsurle coltoptimal
d’'un ordonnancemeneénrelaxantiescontraintesle non-recouvremergntrelesmessages.
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Lemme 2.3 (Extensionnaturelle du minorant d’Ammar et Wong) Le problemede mi-

nimisationnon-linéaie MN, (M) suivantestun minorant sur le coGtde tout ordonnance-
mentS desmessges M, ... , M, delongueus (¥;), de probabilités(p;), et de coltsde

diffusion(c;), surW canaux:

m m
. DiTi | G
min ) pi Z+Z( 2 +)
1=1 =1
Surle domaine: 2w
IR

=1

MN, (M) (2.4)

Ceproblémede minimisationadmetuneuniquesolutiont*, telle que:

[2¢; + 4, :
= %, pourun certain\* > 0, (2.5)
(2

tel que: si Y7, 4iv/pi/(2¢;) < W, alors A* = 0; et, sinon, \* estl'unique solution
positived: > 1" 4i\/pi/(2¢ci + A* ;) =

De plus, ce minorant estréalisépar un ordonnancemerpériodiqueS sur W canauxsi et
seulemensi chaquemessge M; estdiffusédanssS périodiqguementouslesr;” exactement.

Note 2.1 Notonsquecontrairemengaucasdescanauxsynchroniségtudiéauchapitrepre-
cédentpousn’avonsplusla contrainte 7; > 1.

Preuve La preue estidentiquea cellesdonnéegleslemmesl.2 page35 et 1.3 page37
du chapitreprécédentnousenrappelleronseulementesgrandedignes.

Soit.S unordonnancemengériodiqguedesmessagesurW canauxdepériodeT’, etde
coqtfini. Soitn; le nombrede diffusionsdu messagé\; parpériode.En constatantjuele
tempsdeserviceestminimisésile messagéd/; estdiffuséaintenallesréguliers,onobtient
enrelaxantles contraintesdie non-recouvremerdesmessagegjuele tempsde servicedes
requétegpourle messagé/; estminorépar:

T N . P
TSM(S, M;) > 5’ +4;, our; =T/n; ('inversedelafréquencale M;)
et quecettevaleurestatteintesi et seulemensi M; estordonnanc@ériodiguemenéxacte-

menttouslest;. D'autre partsacontritution aucoltde diffusionvaut:

CD(S, M;) = C;j — j_
1
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2.2.1 Extensiomaturelle du minorantd’Ammaret\Wong

Ainsi, le coltdel'ordonnancemenpériodiqueS estminorépar:

COUT(S) > > piti+ > (p S+ j—)
i=1 i=1 ’

N——
Tempsdetéléchagementmoyen

Or, commel’ordonnancemengstpériodiquede périodeT” surW canauxnousavons:

Zni& <T-W, cesta-dire Z b <W

T
i=1 i=1 '*

Ainsi en minimisantavec cettecontrainte,nousobtenonde minorantMN, (M) annoncé
pourle coltdesordonnancemengsériodiquesComme d’'aprésle corollaire2.1:

OPT(M) = _inf COUT(S)
S périodique

MNy (M) estbienun minorantsurle coltdetout ordonnancement.

En effectuanie changementevariabley; = 7;/¢4;, noussommesamenésuprobléme

deminimisationsuivant:
min [ pilivi LG
v>0 4 2 ﬁilli

=1 . (2.6)
Surle domaine: Z —<wW

i
i=1 °

D’apresle lemmel.3,le problémede minimisationnon-linéairg(2.6) admetuneunique
solutionv*, dontl'expressiorestla suivante:

A* 4 2¢; /¢; :
Vi = M, pourun certain\* > 0,
pili

tel que: si >0, \/pil?/(2¢;) < W, alorsA* = 0; et, sinon, \* estl'unique solution
positvea: > | \/pili/(2¢ci/¢; + \*) = W. Dol noustironsl'expressiorde r*.
Commela solution7* deMNs (M) estunique la valeurde MN, (M) est,parconstruc-

tion, réaliséeparun ordonnancemergériodiqueS surW canauxsi et seulemensi chaque
message/; estdiffusédansS périodiquementexactementousles;*.

C.Q.FD.O
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Lorsquelesmessages’ont pasdecodtdediffusion,l’'expressiorduminorantM Ny (M)
sesimplifie, commedansle casdeslongueurauniformes,enuneréglede“la racinecarré”.
Cependantnousverronsdansl’exemplequi suit, que cetterégleménea desordonnance-
mentsdontle coltpeutétrearbitrairementoin del’optimum, lorsquelesmessagesntdes
longueurdresdifférentes.

Corollaire 2.2 (Casdescodtsde diffusion nuls) Lorsqueles messges M1, ... , M, ont
des codts de diffusion nuls, alors la solution 7* du probléme de minimisation non-
linéaire MN, (M) estproportionnelleau vecteur/¢/p. Ainsi, la valeur du problémede
minimisationest:

m m 2
MN2(M) =Y piti + % (Z \/pz‘fi) (2.7)
i=1 i=1

Preuve D’aprésle lemmeprécédentjorsqueles coltsde diffusion sontnuls, la solu-
tion 7* deMNq (M) estproportionnelleuvecteur\/£/p : (Vi) 7 = \/£i\* [pi, OUX* > 0
estla solutionde 37, \/£jp;/A* = W. Ainsi,

1 m
VI = 3 Vit
j=1

Etdonc,
MNy(M) =" pits + Y > Vit me/j
i=1 j=1 i=1 '

C.Q.FD.O

Nousl'avonsannoncé&ansl’introduction : le minorantMNy (M) n'estpasunebonne
estimatiordela valeurdu coltoptimal.Enfait, nousallonsgénéralisefexemple2.2aucas
deplusieurscanawenprocédanparrécurrenceurle nombredecanauxNousdémontrons
ainsiqueceminorantestarbitrairementaibledevantle coltoptimal,quelquesoitle nombre
decanaux.

Exemple 2.4 Noussouhaitongiémontremquelorsqueles messagesnt deslongueurdsres
différentede minorantMN, estarbitrairemenfaible devantle co(tde I'ordonnancement
optimal.

Pourcela,nousallonsexhiberun ensembleM” de (W + 1) messagesaramétrépar
unelongueur‘étalon” L, ettel que:

e larégledelaracinecarrédonnequele minorantMN, (ML) estconstanenfonction
delL,
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2.2.1 Extensiomaturelle du minorantd’Ammaret\Wong

e alorsquele codt de I'ordonnancemenbptimal de M~ tend verslinfini lorsquel
tendverslinfini.

Nous définissondes caractéristiqueslesmessaged//", ... , M}, ., de M, de coltsde
diffusionnuls,dela fagonsuiante:

M} alongueurt; = L',
etprobabilitép; = /L', ol estchoisitel quep; + - - - + pp = 1.

Notonsquepourchaquemessagd/[f, nousavonsp;¢; = ©(1). Ainsi, larégledelaracine
carrédonnequela valeurde MN, (M) estconstantejuandL tendverslinfini.

Noussommesntéresséparl’ ordre degrandeurdu coltoptimald’'un ordonnancement
de M" surW canauxJorsqueL tendverslinfini. Aussi,nouspouvonsnousrestreindrei
I'étuded’ordonnancementasymptotiquemermiptimaux c’est-a-diredontle coltestle colt
optimal a un facteurconstanten L prés.Cetteréductionva nouspermettred’exhiber une
formerelatvementsimpled’ordonnancementgui serafacile a analyser

La propositionsuivanteétablitparrécurrenceuele coltoptimald’'un ordonnancement
de M’ estdel'ordre de ©(L!/2") ettenddoncverslinfini lorsquel tendverslinfini.

Lemme 2.4 |l existeun ordonnancemerasymptotiquemerptimal Sy, (L) sur W canaux
de M* dontle coltvaut,lorsqueL tendvers l'infini :

COUT(Sw(L) = © (L"),

etqui estpériodiquede période LW +/2" | Et donc, OPT(MEL) = © (LI/QW), alors que
MN, (ME) = 0(1).

EnremarquangueMN, (M%) = ©(1), nousconcluronsqueMN, n’estpasfidéle.

Corollaire 2.3 (Non-fidélité¢ de MN2) Quelquesoitle nombe decanaux/l existedesen-
semblesde messges M dont le colt optimal est arbitrairementgrand devant le mino-
rantMNq(M).

PreuveduLemme2.4. ProcédongarrécurrencesurW . Afin d’allégerlesnotationsnous
noteronsM; aulieu de M.
Nousavonsvu, dansl’exemple2.2 page61, quecettepropriétéestvraiepourW = 1.
Considéronsun ordonnancemeng des messagesur W canaux.Remarquongout
d’abordquel’on peutsupposequ’aucunepairede diffusionsde My 1 ne sechevauche,
quitte a multiplier I'attente moyennedesrequétegpour My, .1 par W (en supprimantau
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plus % desdiffusionsde My 1). Ainsi, durantchaquediffusion de My 1, seulsles

W messaged/y, ... , My sontdiffuséssurles (W — 1) canauxrestants.
Par hypothésede récurrence,il existe un ordonnancemenpériodique Sy _1(L)
des messagedVfy, ... , My, qui estasymptotiquemenbptimal, et dont la période est

LW=1+1/2" 7 commeLW-1/2"" « w1 = LW, quitte & multiplier le cot par
un facteurconstant,nous pouwons supposeique, durantchaquediffusion de My 1, les

messages\y, ... , My, sont diffusésselon L'=1/2"~" périodesde Sy _1(L) sur les
(W — 1) canauxrestant.
Entredeuxdiffusionsdu messagé/yy 1, lesW messaged/1, ... , My sontdiffusés

surles W canaux.Comme,diffuser contindmentie messagéV/; surle canali donneun
ordonnancementecolt®(1) (carpourtouti, p;¢; = 1), cettefacondediffuserestoptimale
aunfacteurconstanpres.

Ainsi nousavonsdoncdémontréuele coltdenotreordonnancemenitial S peutétre
minoré,a unfacteurconstanpres,parle coltd’un ordonnancemergui :

e durantles diffusionsde My, 1, diffuseles messaged/s, ... , My surles (W —
1) autrescanauxselonl’ordonnancemensyy_1 (L),

e etentrelesdiffusionsde My .1, diffusecontinimenthaquemessagé\/; surle ca-
nals, pourl <i < W.

— W LW-1 //

1 L-1/2"7 fois

= loptimalde M, ... ,Mw ¥
sur(W — 1) canaux ¢

depériodeLW —1+1/2" ' %

<2

!

=

LW+1/2%

FiG. 2.6: L'ordonnancemenasymptotiquementptimal sur W canauxdes mes-
sayesMi, ... , My .1 decoltsdediffusionnuls,ettelsques; = L ! et
pis2 =1/ Yetpy =1— (pa+ -+ + pw41), auncoltde®(L/2").

Si I'on découpecet ordonnancemengn blocs délimitéspar les datesdesdéhuts des
émissiongdu messagéyy 1, le coltmoyende cetordonnancemergstunecombinaison
linéairedu coltde cesdifférentsblocs.Ainsi il estminoréparle codtdu meilleurbloc. En
minimisantsur la longueurdu bloc, nousobtenonsdoncun ordonnancemerdontle codt
estoptimala unfacteurconstanpres.

Si z dénotela distanceentrela fin del’émissionde My, etla fin du bloc, le temps
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2.2.2 Unminorantfidélepourla disséminatiorsur un canal

de servicemoyen (hors tempsde téléchagement)pour le messageMy, ;1 est LW2+$;

et pour 'ensembledesmessagesg M; }1<i<w, le tempsde servicemoyen vaut : le codt
O(LY2" ") de Sy _1 (L) pendanta duréeL" de la diffusionde My, ; et ©(1) entre
deuxdiffusionsde Myy 1. Ainsi le codtd’un bloc delongueur(LY + z) est(aunfacteur
constanpres):

1 w-1 T
— (LY I 8 V) A |
v ( -I-x)J +!JW+$ +LW+3: !
Contritution de My 11 Contritutionde M, . .. , My

Ce qui estminimisépour (LW + z)2 = L2W+1/2" " c'est-a-dire,a un facteurconstant
présasymptotiquemenfour z = LW+1/2" 'ordonnancemenasymptotiquemenpti-
mal obtenuestillustré Figure2.6 pageprécédente.

Le colt de cet ordonnancemenest alors ©(L!/2"), et sa période ©(LW+1/2").
C.Q.FD.C

Ainsi I'extensiondu minorantd’Ammar et Wong n’est pasfidéle lorsqueles messages
ontdeslongueurdrésdifférentesLa causeen estquece minorantne tient pascomptedu
retardimposépar la diffusion desmessagesreslongs. Nous allons voir dansla section
suivantecommentaméliorerce minorantpourle casd’un canal.

2.2.2 Un minorant fidele pour la disséminationsur un canal

Nous avons vu lors desdeux précédentsxemples2.2 page61 et 2.4 page72, que
nousdevions tenir comptedu retardimposéaux requétesiurantla diffusion desmessages
treslongs. Cetteobseration nousa permisde proposeie minorantsuivant du coltd’un
ordonnancemergur un canal.Le principe en estque surun canal,toutesles requétegui
arriventpendanta diffusiond’'un messageerontserviesau plustot ala fin dela diffusion
de cemessageNousdémontreron$ection2.4 quece minorantestenfait fidéle.

Lemme 2.5(Minorant pour le casd’'un canal) Pour tout0 < « < 1, le problemede
minimisationnon-linéaie MN3 suivantestun minorant du codt de tout ordonnancement

desmessgesde M = {My,... ,M,,} suruncanal:
" L DiTi 2
; . 1— vl i
g Yomti+ 30 (-l gy + %)
MN3s(c, M) = ’ m (2.8)
Surle domaine: bl <1
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Ceproblemede minimisationadmetuneuniquesolution7*, telle que:

2¢; + al? + N4 ,
T = \/ G zrla U ;r * pouruncertain\* > 0, (2.9)
- o)pi
tel que: siy ", \/ a)pi/(2¢; + af?) < 1, alors A* = 0; et, sinon,A* estl'unique
solutionpositivea: y ;" | \/ a)pi/(2¢; + al? + X*4;) =

Note 2.2 Cetordonnancemergstle mélangede deuxminorants lorsquea = 0, on re-
trouve I'extensionnaturelledu minorantd’Ammar et Wongdu Lemme2.3.

Preuve Commeprécédemmentousallonsminorerle coltdesordonnancemenigrio-
diques.Soit S un ordonnancemerpériodiquede périodeT sur un canal.On noten; le
nombrede diffusionsdu messageV/; dansune période.D’apréesla preuve du lemme2.3,
nousavons:

G

TSM(S) > Y piti + Y 2 ; et CD(S) = (2.10)
= =1

i=1 ¢

Nousallonsdémontrerun nouveauminorantsur le tempsde servicemoyende S. Consi-
deronsunerequeteAvecprobablllte”l i = {;/7;, ellearrive durantunediffusion du mes-
sageM; etdoit doncattendreenmoyenne; /2 la fin de cettediffusionavantd’étre servie,
auquelil fautajouterle tempsdetéléchagementAinsi :

TSM(S Zli Z Z +Zp, (2.11)
=1 =1 i=1

Ainsi, en combinantlinéairementes deuxminorants(2.10) et (2.11) sur le tempsde ser
vice, nousobtenonde minorantMNj3. L'unicité et 'expressionde la solutionsedéduisent
directementiulemme2.3enremplagant; par(c; + af? /2) etp; par(l — a)p;. O

Remarque 2.1 Ceminorantnesegénéralis@pasaucasdeplusieurcanauxcardanse cas
de plusieurscanaux,les requéteqqui arrivent pendantia diffusion d’'un messageeuwent
étreserviessurlesautrescanaux.

CeminorantnouspermettraSection2.4, de conceoir uneapproximatiora un facteur
constanpourla disséminatiorde messagede longueurson-uniformesurun canal.
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2.3 Autour del'optimalité

2.3.1 NP-dureté

Théoreme?2.1(NP-dureté) Le probléemede décisionassociéau problemede la dissémi-
nation de messges sur un canal lorsqueles entréessontrationnelleset ou les coltsde
diffusionsontnuls, estfortementNP-difficile.

by

Preuve Nousallonsréduirele problémefortementNP-difficile “ N-partition” a celui de
la disséminatiorsur un canalde messagesle coltsde diffusion nuls, et de longueurset
probabilitésrationnelles Rappelongjue le problémede décision” N-partition” admeten

entréem entierszy, ... ,z,, etdoit déciders’il existe unepartitionde {1,... ,m} enN
sous-ensemblek, ... , Iy, telleque:

Z ‘TZ — e = Z ‘TZ

el t€ly

PosonsS =gef 21 + - - - + T,. Considéronginstancesuivantedu problémede la dissémi-
nationdemessagesuruncanal: (m+ 1) message3/y, M1, ... , M, decoltsdediffusion
nuls,telsque:

My : 40:S/N2 et p0:1/2
o (2.12)
28
Notonsque toutesles entréessontrationnelleset de tailles polynomiales.La réglede la

racinecarrédu Corollaire 2.2 donnequela solution7* du minorantMN,, vérifie pour ce
cas:

Miz1: tli=z; et p;

M, : 7§ estproportionneB /4y /py = V2S/N
M, : 7} estproportionnel +/¢;/p; = V28
Ainsi @ 75 = (S/N + &) et7y,; = (S + Néy) = N7g. De plus, la valeur du mino-

rantMNy (M) est:
m 2 2
MN, (M) = 2it1 i + S (1 + i)

28 4 N
Considéronsle probleme de décision suvant : “Existe-t-il un ordonnancementur
un canal des messges My, My,... ,M,, dont le co(t est inférieur ou égal a

(%{”2 +5(1+ %)2) ?”. Remarquonsjuenotreréductionestbienpolynomiale.
Commenousle verronsci-aprésauthéoréme2.2,il existe un ordonnancemeraptimal

et périodiquesur un canalpour touteinstancede messagesanscodt de diffusion. Ainsi,

nouspouvonsreformulerce problémede décisionsousla forme équivalente: “Existe-t-il
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un ordonnancemenpériodiquesur un canaldesmessges My, M1, ... , M, dontle colt
estinférieur ou égal a (%‘;wi + % (1 + %)2> ?”. D’apresle corollaire2.2, la réponse
a cettequestionest“oui” si et seulemensi il existe un ordonnancemergériodiqueS qui
diffusele messagé/, exactementouslest; = (¢p+S/N), etchaquemessagé/; exac-
tementtouslest; = (N4, + S). Un tel ordonnancemerexistesi et seulemensi I'on peut
partitionnerl’ensembledesmessaged/, ... , M,, en N sous-ensemblest,... , My

telsque(cf. illustrationFigure2.7):

Z b= = Z l;

M;eMy M;eMp
; S/N + £y ‘
ST TR s MM s F P
~ ~—
M Mo

FiG. 2.7: Un ordonnancemeryui satisfaitle problemede décision.

C.Q.FD.O

Note 2.3 Notonsquenouspouwns égalementiéduirela NP-duretédu casdeslongueurs
non-uniformesa partir dela NP-duretédu casdeslongueursuniformesaveccottde diffu-
siondéemontrégarBar-Noy, Bhatia,Noaret Schieberdans|BNBNS98]. Cependantnotre
démonstratiordu théoréme2.1 n'utilise paslescoltsde diffusion maisreposeuniqguement
surle fait quelesmessager’ont pasla mémelongueur

Note 2.4 Ce résultatpeutétre facilementgénéraliséau casde plusieurscanauxpour dé-
montrerla NP-duretédu problémede décision: “Existe-t-il un ordonnancemenpério-
dique de la disséminatiorsur W canauxde m messges de coltsde diffusionsnuls et
delongueus et probabilitésrationnelles dontle coltestinférieur ou égala = ?". 1l sufit
d’ajouterdansla réductionprécédentéW — 1) messaged/,, 11, ... , Mpymw—1 delon-
gueurst;s,, = (S + N¥,) etdeprobabilitésajustéesellesquer)s,,, = (S + Nty).

2.3.2 Existenced’'un ordonnancementoptimal ?

L’hypothésedu tempscontinu pose problemecar elle permetdes optimisationsqui
n'étaientpaspossiblesavec un tempsdiscret.En particuliercommenousl’avonsvu dans
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Chapitre2 Disséminatiorde messagede longueursion-uniformes
2.3 Autourdel’optimalité
2.3.2 Existencead’'un ordonnancemerdptimal?

'exemple2.1,I'existenced’'un ordonnancemergeériodiquen’estplusgarantiedésquel’on
ordonnanceurplusde deuxcanaux.

La propositionsuivanteestuneconséquenceirectedu lemmededensitédesordonnan-
cementpériodiquepagess.

Proposition 2.1 (Existenced’un ordonnancementoptimal) Pour tout W > 1 et pour
toutensemblele messges M, il existeun ordonnancemertptimalsur W canaux.

Preuve L'idée estde concaténeun certainnombrede périodesd’ordonnancementgeé-
riodiquesde plus en plus prochedu coltoptimal. La constructiorrestedélicatecaril faut
s'assurequele codttendcontinlmenversl'optimum, sans‘secousseaupointdejonction
entredeuxordonnancements.

Soit (S,) unesuited’ordonnancementseriodiquegelle quepourtoutq, COUT(S,) <
OPT(M) + 1/2%. Nousallonsconstruireparrécurrencein ordonnancemerff etunesuite
croissantele dates(t,) telsque:

Vgq), (Vt=t,), COUT(S,[0,#]) < OPT(M)+1/277!

Un tel ordonnancemerfi seradoncoptimal.

Commencgongar remarqueique pour tout ordonnancemermériodiques, il existeun
point  tel que, pour toutt > 0, COUT(S, [u,u + t]) < COUT(S). En effet, soit
u un maximumde la fonction continueet périodiquef : (z — z COUT(S,[0,z]) —
£ COUT(S)) surunepériode.alors,pourt > 0: f(u +t) = (u+ t) COUT(S,[0,u +
t]) — (u + t)COUT(S) < f(u) = wCOUT(S,[0,u]) — «COUT(S). Or (u +
t) COUT(S,[0,u + t]) = uwCOUT(S,[0,u]) + ¢t COUT(S, [u,u + t]) et donc pour
toutt > 0, t COUT(S, [u,u + t]) < tCOUT(S).

Quitte a décalerles ordonnancementgS,), nous pouvons donc supposergue, pour
toutq :

(Vt>0) COUT(S,[0,t]) < COUT(S,)

En particulier le tempsde servicemoyendesrequétegjui arriventat = 0 vaut:
TS(S4,0) < COUT(S,)

Posons = 41+ -+ 4, C = c1 + -+ + ¢, €€max = max; £;. Pourétablirla jonc-
tion entreles différentsordonnancementsiousallons placerentreeux tousles messages.
Pour cela, nousallons définir pour tout g et pour tout¢ > 0, 'ordonnancemenst, ; de
longueur(t + ¢max + £) qui estidentiquea S, sur[0,¢], puisentre[t,t + lmax + L] dif-
fusechaquemessageinefois, dansl’'ordre de la prochainediffusion dansS, surle canal
de cettediffusion. Ainsi toute requétequi arrive a unedateu < t dansS,; estservie
au plus tard aussitard que dans.S,. Ainsi nousgarantissongjue pourtout0 < « < ¢,
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COUT(Sy,,[0,u]) < COUT(Sy,[0,u]) < COUT(S,). Estimonsle coltde'ordonnan-
cementS,, sur(t, t+£4max + L]. Le coltdesdiffusionsdans(t, t +rax + L] estclairement.
Supposonguel’ordonnancemens,, ; soitsuivi d’'unepériodede S, 1 aprés(t+~£max+L).
Alors le tempsde servicepour les requétesyjui arriventdans(t, t + #max + £] estmajoré
parfmax + L + TS(Sg+1,0) < max + L+ COUT(Sy41).

SupposonsnaintenanjuenousayonsconstruitS jusqu’ala datet,_;, enparticulier:
COUT(S,[0,t,—1]) < OPT+1/29"2, NousdiffusonsdoncdanssS, apresla datet,_1,
I'ordonnancemens, ;. Evaluonsle coltde S surtoutintenalle [0, ¢, + u], ensupposant,
paranticipation,que S, ; serasuvi parl’'ordonnancemens, . Pourtout0 < u < ¢, nous
avons:

__tg u
COUT(S,[0,tg-1 +u) = == COUT(S,[0,tg1]) + "= COUT(S), 0,u)

< OPT(M) + 1/2772
etpouru € [t,t + max + L], NOUsavons:

t t

T B < —at T 3 v T
COUT(S, [0, t,1 + u)) P—— COUT(S, [0, t,_1]) + P COUT(S)
N (lmax + L) (bmax + £ + C + TS(Sg41,0))
tg-1+u
_1/2072 20 + A
< OPT(M) + A2
tg1+1
ey

Ainsi pourt sufisammengrand nouspouvonsgarantirque,pourtoutu € [t, t+~fmax+ L] :
COUT(S, [tg-1,tq—1 +u]) < OPT(M) +1/277!

Il sufiit alorsdeposert, = (¢ + max + £). La preuse setermineparinduction.C.Q.ED. O

Nous avons donc prouvél’existenced’un ordonnancementptimal gracea la simple
densitédesordonnancementgériodiquesL’'ordonnancemenbbtenun’est cependanpas
descriptibleentempsfini.

Enfait la disséminatiorde messagede coltsde diffusion nuls surun canalestun cas
qui estbienmieuxcompriscommele démontrde théorémesuivant.

Théoréme2.2 (Existenced’'un ordonnancementoptimal périodique) Il existe un or-
donnancemenoptimal périodiquesur un canal de tout ensemblale messges de colts
dediffusionnuls.
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Chapitre2 Disséminatiorde messagede longueursion-uniformes
2.3 Autourdel’optimalité
2.3.2 Existencead’'un ordonnancemerdptimal?

Deplus, il existeun algorithmeentempsfini, exponentielquile construit.

Enrevandie il existedesensemblesle messgesde coltsde diffusionnuls qui n’ad-
mettentpasd’ordonnancememériodiqueoptimal sur plusde deuxcanaux.

Preuve Cettepreuwe reposesurla constructiond’'un graphed’étatssimilaire a celle du

chapitreprécédentCommeles messager’ont pasde coltde diffusion, et quela dissémi-
nationalieu surun canal,nouspouwnsrestreindrenotreétudeauxordonnancementans
“trou”.

Considérongdonc le graphevaluéinfini G, suvant. Les sommetsde G, sontles m-

upletsé = (o1, ... ,0m,) OUo; estun nombreréel positif. Etreausommets autempst si-

gnifiequele déhut dela dernierediffusiondechaquel; avantt adémarréladate(t —o;).

Une arétee, étiquetée’ M;” et de longueur;, relie le sommet(o,... ,04,... ,0p,) au

sommet({oy + 4, ... , 4, ... ,om + £;). Passerpar cette aréte étiquetée” M;” entreles
datest et (¢ + ¢;) signifie quel’on diffusele messageV/; a la datet. Nousassocionsx
cettearéteun coltcorrespondardu surcoQtinduit parla diffusionencours,quenousdéfi-

nissonccommeau chapitreprécédencommele rétro-coltcumulésurla périodelt, t + ¢;].

L’attenteenarrieremoyennepourle messagé/; entret et (t + ¢;), pendanta diffusiondu

messagé/;, vaut(¢; /2 + o). Ainsi :

cotitg,,(e) = ¢; + ¢; - (ijﬁ + 2+ Z p]0]> (2.13)

J=1,j#i

Tout commeau chapitreprécédentpousassocions chaquecheminy dansGj, un colt
égalaucodtdesaréteqqui le composentioyennéparla longueurdu chemin:

colitg,, (e i .

cotitg,, (7) = 2ee u(©) . siy estfini,
Y ey longueur(e)

et coitg,,(y) = limsupcoite,, ((e1,--- ,en)), Siv=(€)iz1.
n—oo

A tout chemininfini v de G, nousassocionsin ordonnancemerf,, sanstrou défini par
la concaténatiomesétiquettesdesarétesde . Par construction)e coltde - correspond
aurétro-cotde S,,. Le theoremede réwersibilité page31, que nousavons démontrépour
le modélegénéraldeslongueursnon-uniformesnousassurealors que le colt de y est
égalemente coltde S, :

COUT(S,) = colitg,, (7)
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De plus, I'application (y — S,) estune surjectiondescheminsinfinis de G s sur les
ordonnancementangrou surun canaldesmessagede M. Ainsi :

OPT(M) = inf  cottg,, (7)

cheminsinfinis
Le lemme2.2 nouspermetde restreindrenotre rechercheaux ordonnancementansles-
guelsla duréeentreles déluts de deuxdiffusionsconsécuties de chaquemessage/; est
bornéepar une constanteC. Noussommesdoncramenésa la recherched’'un cheminop-
timal dansle sous-graph& /K de G induit parles sommetss tels queo; € [0,K].
Cependantgontrairementu casdu chapitreprécédentce sous-graph@’est pasde taille
finie.

Le lemmededensitédesordonnancementgeriodiquegpagets nouspermetcependant
derestreindrenotrerecherche@uxordonnancemengriodiqueskEn effet, si noustrouvons
un ordonnancemen$™ optimal parmiles ordonnancementgériodiquescet ordonnance-
mentseraoptimal par densité Aussinoussommegamenés rechercheun cycle optimal
dansG /K. Considéronsinsommet’ d’'un cycley deGy,/K : chagquer; estunecombi-
naisonlinéaireentieredeslongueursdesmessages;. G /K n"admetdoncqu’unnombe
fini decycles Il existedoncun cycle optimaly*. L'ordonnancementorrespondan§.,- est
doncun ordonnancementériodiquequi estoptimal.

Remarquonguenouspouvonsconstruirey* entempsfini enparcourantouslescycles
de G /K. Lorsqueleslongueursdesmessagesontentiéres(ou rationnelles) houspou-
vons utiliser I'algorithme de recherched’un cycle de poids moyen minimal d’un graphe,
décrit par Orlin, Tarjan et Youngdans[YTO91]. Nous obtenonsalors un cycle de co(t
minimal entempsexponentielO (m(2lmax (5 + C + 1) /pmin)?™ ). O

Remarque 2.2 Commenousl'avonsvu, désquenousconsidéronglusdedeuxcanauxou
la présenceale coltsde diffusion, des“trous” peuvent apparaitredansl’ordonnancement
optimal, or nousne savons pasa I'heure actuellecommenttraiter la présencele cestrous
entempscontinu.

Remarque 2.3 (Tempsdiscret) Sil'on retourneau modéledu tempsdiscret,et quenous
supposongjuelesmessagesnt destempsdetransmissiorentiers alorsnouspouvonsfaci-
lementdémontreral’aide d’uneconstructiord’'un graphesimilairea celle du chapitrepreé-
cédentgu'il existetoujoursun ordonnancememtériodiqueoptimalquelquesoitle nombre
decanauxetlescoltsdediffusion.

Dansla sectionsuivantenousproposonsineapproximatiora un facteurconstanipour
la disséminationle messageguelconquesurun canal.
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Chapitre2 Disséminatiorde messagede longueursion-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur un canal

Algorithme 2.1 Approximationrandomiségourla disséminatiorsurun canal

Entrées:
1. Unensemblelem messagesd/, ... , M, deprobabilitésdedemand€p;);—1..m,
detempsdetransmission(?;);—1..., etdecoltsdediffusion(c;)i=1..m-

2. Unedistribution defréquenceslediffusion (s;);—o..m, telleque: so + - - - + s, =
1, etunelongueur‘fantéme”?y > 0.

Sortie :
Boucler
Tireri € {0,... ,m} avecprobabilités;.
Sii =0 alors

Neriendiffuserpendanunepériodede durée.

Sinon
Diffuserle messagé/;.

2.4 Approximationsd’un facteur constantsur un canal

A l'instar du minorantd’Ammar etWong, notreminorantMN 3 proposedesfréquences
de diffusion (1/7;) pour chaquemessageV/;. De plus, il “recommande”égalemende
diffuserchaquemessaga intenalle régulier Nousallonsdoncproposemunegénéralisation
de I'algorithme randomiséde Gecseipour le casdesmessagesle longueursuniformes.
Nousdérandomisonensuitecetteheuristiquepour obtenirun algorithmedéterministequi
généraun ordonnancemermériodiquede périodequadratiquesnle nombrede messages.

2.4.1 Approximation randomisée

Etantdonnéquele tempsestcontinu,la génératiordetrouséventuelsdansl’'ordonnan-
cementposeprobléme Nousintroduisonsdoncun messagéf antdme”qui estsélectionné
lorsqué’on nedoit riendiffuser Salongueur/y estdonnéesnentréedel’algorithme.Cepa-
ramétrepermetde déterminele pasdestrous: plus{, estfaible,meilleureestla précision
mais, plus le nombrede tiragesaléatoiredors du calcul de 'ordonnancemenaugmente.
L’algorithmeestdécritsurcettepage.

Lemme 2.6 (Analysede I'appr oximation randomisée) L’'algorithme 2.1 produit un or-
donnancemen$ desmessgesde M = {M;,... , M,,} surun canal dontl'espéance
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du coQtvérifie:

E[COUT(S)] = Y ESE 7 % +3 p; B4 3 c,-ﬁ, (2.14)
i=0 " ° i=1 $

S
i=1 ?

m
OUR,[y] =def D _ z;y;, pourtout (y;) ettoutedistribution ().
=0
Ainsi sil'on choisitlesprobabilitésdediffusionsenfonctiondela solutiondu minorant,
nousobtenonsineapproximatiora un facteurconstant.

Proposition 2.2 (Approximation randomisée) Etantdonnéd < a < 1, si7* estla so-
lution du problémede minimisationnon-linéaie MN3(a, M) et si I'on définit ; par :

l a7 /7
—=1-Y —etquepourtouti > 0, s; = mLZ* Palgorithme randomisé2.1
To i1 i ijo 1/Tj

génée unordonnancement dontle coltestbornépar :

E[COUT(S)] < max (é 1 2 a) . (MNs (e, M) — E,[]) + %0 (2.15)

Pour o = 1/3, nousobtenonsine3-approximation:
1
E [COUT(S)‘a = 5] <3 MN3(a=1/3,M) + %0 —3E,[4 (2.16)

Remarque 2.4 (Résolutionapprochée) L'analysedela résolutionapprochéelu probleme
de minimisationMNj3 feral’objet du chapitre5, ou cetteproblématiqueseraabordéedans
le cadregénéraldesdifférentsminorantsmis enjeu danscedocument.

L'analysedesperformancesle I'algorithme de la proposition2.2 a pour conséquence
immédiatequeMN3 estun minorantfidele.

Corollaire 2.4 (Fidélité de MNNg) Pour tout ensemblede messges M, le colt optimal
d’un ordonnancemergur un canalvérifie:

OPT(M) < 3MN3(a = 1/3, M)

Commele tempsestcontinu et avancede fagonaléatoireau gré destempsde trans-
missiondesmessagesélectionnéspousavonsbesoinde quelquedemmespréliminairesa
I'analysedesperformancele notrealgorithmerandomisé Ceslemmesdémontrengueles
messagesontbiendiffusésavecla fréquencesouhaitéel eursdémonstrationseposensur
desthéorémeslutype“Loi desgrandsnombres’et sontproposéegnannee page9?.
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Chapitre2 Disséminatiorde messagede longueursion-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur un canal
2.4.1 Approximationrandomisée

Lemme 2.7 (Analysede la fréquencede diffusion) Soit N(7T') la variable aléatoire qui
comptele nombe detiragesaléatoirsefectuésar I'algorithme 2.1 page 83 pour ordon-
nancerlesmessgesentre 0 et7'. Alors:

1 I
lim —— = ——, avecprobabilité1. (2.17)

N(T)

Enparticulier: E llim sup

T—o0

Es[f]

Remarque 2.5 Ce résultatest trés naturel, en ce sensqu’étantdonné que la longueur
moyennedesmessagesliffusésestE,[¢], intuitivement,il y a7/ E4[¢] diffusionsentre(
etT. Cependanta valeurmoyennede I'inversen’est pasengénéral’inversede la valeur
moyenne.

Corollaire 2.5 (Fréquencedesmessages)Soit N;(T') la variable aléatoire qui comptele
nombe dediffusionsdu messge M; entre 0 et7" dansl’ordonnancemergénérépar I'al-
gorithme2.1page 83. Alors :

Ni(T) Si

TIEI;OT = .0’ avecprobabilité 1. (2.18)
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T Ni(T)
En particulier : E |lim sup
T—o0 T

Nouspouwnsa présentinalyseies performancesle notrealgorithmerandomisé.

Preuvedela Proposition2.2 page précédente. Commencongaranalysetle coltdel'or-
donnancemergénéréparunedistribution defréquencegs;) donnée.

Analysedu tempsde servicedel'ordonnancemergénéré. Considéronsinerequétepour
le messagé//; arrivantala datet. SontempsdeserviceTS(S, M;, t) estla sommededeux
variablesaléatoireset du tempsdetéléchagementde M; : TS(S, M;,t) = Y (t) + Z; + 4;.
Y (t) estle tempsécouléjusqu’ala fin dela diffusiondu messagencoursala datet, et Z;
estla duréede l'attentedepuist + Y (¢) jusqu’audéhut dela diffusionde M;. Notonsque
Y (t) estindépendanties, etque Z; estindépendandet.

Calculongstoutd’abordE[Y (¢)]. Unerequétearrive durant’émissiond’un messagé/;
avec probabilité égalea E [limsupr_, . £;N;(T)/T) = s;¢;/ Es¢], et attendalors en
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moyennel; /2. Ainsi :

S

E[Y () Em: EJ SJ (2.19)

Ensuitesi X désignda variablealéatoiredela longueurdun'*™e messageiffusésachant
qgu'il estdifférentde M;, nousavons:

E[Z] = B[ (X4 + X0)(1 - )74
n>0

Commela série est convergentea termespositifs, nous pouwns permuterles termeset
utiliser queindépendammerden : E[X,] = 3" ., T 1-5;¢;- Nousobtenonsalorsque:

m
dj=0,zi Siti

8

E[Zi] = (2.20)

En sommantles équationg(2.19) et (2.20) sur les requétegour les différentsmessages,
nousendéduisond'espérancalu tempsde servicedel'ordonnancemengénéré

m

E[TSM(S f: S' ; +> pi E[e (2.21)

= =1

Analysedu colt de diffusion de I'ordonnancement. Par définition, CD(S,[0,7]) =

Yo ¢iNi(T)/T. Or, nousavons : E[limsup;_,., N;(T)/T] = s;/ E[€]. Ainsi parla
linéaritédel'espérancenousobtenongjue:

E[CD(S Z i E [ 7 (2.22)

Nousobtenonsdioncensommantes équationg2.21) et (2.22) 'expressionde la Pro-
position2.2 pourl'espérancealu coltdel'ordonnancemengénéréparl'algorithme rando-
misé2.1page83.

Analyselorsque(s;) estdéfinieen fonctionde 7*. Commes; estchoisi proportionnel
a(l/r}) etqued "¢/ = 1, lexpressiondu colt de I'ordonnancemense simplifie
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Chapitre2 Disséminatiorde messagede longueursion-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur un canal
2.4.2 Approximationdéterministeet périodique

en:
E[COUT(S)] = s T Sopiri+> =
i=0 "'t =1 i=1 ¢

< %0 + max (é % 1) (MN3 (M) — B, [4])

Commele minimumde (a + max (1, 2, 1)) vaut3 et estatteintpoura = 1/3, nous

obtenongoura = 1/3:

1
E [COUT(S)‘O; = g] < 3MNj(a = 1/3, M) + %0 —3E,[(]

< 30PT(M) + %0 — 3E,[/]

2.4.2 Approximation déterministe et périodique

Nous nousproposonsdanscettesectionde dériver un algorithmeglouton a partir de
I'algorithmerandomis&.1page83 enutilisantle paradigmede dérandomisatiogloutonne
présentépaged6, quenousavonsdéjautilisé pourdérandomisefalgorithmede Gecseau
Théoremel.4paged8. La principaledifficulté del’analyseparrapportaucasdeslongueurs
uniformesestquele tempsestcontinuetavanceenfonctiondu messagesélectionné.

Definition 2.2 (Etat) A l'instar du chapitreprécédentnousdéfinissond’ état(¢,.S) d'un
ordonnancemerf aladatet commele m-uplet{(oi(t,S),... ,om(t,S)), ouo;(t, S) estle
tempsécoulédepuide délut dela derniérediffusiondu messagé/; démarréavantt. Nous
considérongjuetousles messagesontfictivementordonnancéat = 0 (il estéquialent
dedire qu’aucuneequéten’arrive avantt = 0 ou encorequetouteslesrequétegjui arrivent
avantt = 0 sontserviesnstantanémentginsi: pourtouts, o;(t = 0,S) = 0.
Remarquongjue nous avons utilisé implicitementces définitionsdansla preuwe du
théorémed’existenced’'un ordonnancemergériodiqueoptimal page80.

L’algorithmeglouton2.2 estdécritpagesuivante.Remarquonsjuela regledesélection

estbienpluscompliquéeguepourle casdeslongueurauniformes(Algorithme 1.3page49),
dontelle estunegénéralisation.
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Algorithme 2.2 Approximationgloutonnepourla disséminatiorsurun canal

Entrées:

1. Unensemblelern messaged/y,... , M, deprobabilitédedemandép;)i=1..m,

detempsdetransmission{?;);—1.., etdecoltsdediffusion(c;);—=1..m.
2. Unedistribution defréquenceslediffusion(s;)i—o..m, telleque: sg + - - -

1, etunelongueur‘fantdme”?y > 0.

Sortie :
Boucler
Soitd I'état del'ordonnancemenala fin dela derniérediffusion.
Choisiri € {0,1,... ,m} qui minimisela quantitésuivante:

2 E,[ £22 "
Ci-l-e—z— Z‘UZ]E[Z] ?; C+ /

y PO 2

Indépendanﬁei

OUE,[y] =def 32720 5j¥j-
Sii = 0 alors
Nerien diffuserpendanunepériodede durée.
Sinon
Diffuserle messagd/;.

+3m:
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Chapitre2 Disséminatiorde messagede longueursion-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur un canal
2.4.2 Approximationdéterministeet périodique

Lemme 2.8 (Analysede I'appr oximation gloutonne) L’algorithmeglouton2.2page pré-
cédenteggénée un ordonnancemen§ suruncanal,dontle coltvérifie:

m 2 m
T(S _z
cov LRSS
:0 =1
m
OUE,[y] =aer Y x;y;, pour tout (y;) ettoutedistribution (z;). Ainsi, étantdonnéd <
i=0

a<1,si

Cetteanalysenouspermetterade conclurecommeprécédemmengue I'ordonnance-
mentobtenuestune3d-approximation.

Proposition 2.3 (Gloutonnisation) Etantdonnél < a < 1, si7* estla solutiondu pro-

blemede minimisationnon-linéaie MN3(c, M) etsil'on définitr] par: —* =1- Z —
, 1/7}
etquepourtouti > 0, s; = W I'algorithme glouton 2.2 page ci-contre génée
unordonnancemen surun canal dontle coltestbornépar :
1 2 b

E[COUT(S)] < max — 1) (MN3(a, M) — Ep[€]) + 5 (2.23)

Pour @ = 1/3, nousobtenonsine3-appoximation:
1 1
E [COUT(S) a= g] <3 MN3(a = 1/3, M) + —° —3E,[4 (2.24)

Preuve Remarquonguenousn’avonsqu’aprouwerle lemme2.8,la propositiondécoule
naturellementela preuwe dela proposition2.2.

NotonsSg = (Mc)n>1 I’ordonnancemengénéréoarI’algorithmeglouton2.2: M;e
estle n'*™® messagesélectionnéparlalgorithme,oui& € {0,1,... ,m}.

Commeauchapitreprécédentnousallonsmajorerle rétro-coltRCOUT apreschaque
sélection.Le théorémede réwersibilité page 31 nousgarantitqu’en passant la limite,
nousobtenonsainsi un majorantsur le coltde I'ordonnancementiNous définissonslonc
le codt coiit(n, Sg) dela n'®™ diffusion de I'ordonnancemenSg commela sommedu
co(t de diffusion du messagdaiffusé et de I'attente en arrierecumuléesur la duréede la
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diffusion. Ainsi nousavons,pourtout N :

27]:7:1 cotit(n, Sg)
Yoo bic

etdonc,lorsqueN tendverslinfini :

N N
t
N—oo Zn:l gzg

Notonsa™(S), le vecteurd'étata la fin de la n'®™€ diffusion d’un ordonnancemer, i.e.
tel que: si la n'®Me diffusion seterminea la datet, la derniérediffusion du messagée\/;
a commencéa la date(t — 07(5)). Sila n'eme diffusion de S estcelle du message\f;,
alorsl'attenteen arrieremoyennepour le messagél/; durantcettediffusionvaut (¢;/2 +

o7 ~1(9)), sij # i, etl;/2, si j = i. Le coltcumuléde cetten™™® diffusion estdonc:

4;
cotit(n, S) =gef ¢; + 4; - Zp;( +o7” 1(S)—Fﬁj) Lipio? ™ (S)
7j=1
2 = 1
=c¢ + é + ¢; Z ij'? (S) +¢; ]Ep[f]
J=1,j#i

Nousallonsutiliser unefonction potentiel®(n, S) qui va nouspermettrede tenir compte
par anticipationdu colt présuméle |'attente desrequétesyui sontarrivéesavantla fin de
lan'®Mediffusionetquin’ont pasencoreétéserviesPourchaquemessagé/;, (ij'?il(S))

requétesontarrivéesapreda dernierediffusionde M; etseraientloncserviessnmoyenne
aprésune attentesupplémentairele E[Z;] = > )" ;. skfk/s; si 'ordonnancemense
poursuwvait par I'algorithme randomisé(cf. I'équation (2.20) page86 de la preue de la
proposition2.2). Ainsi nousdéfinissonsotrefonction potentielpar:

sit
®(n, S) _defz pjol M (2.25)
J

Posons

MOY = E[ 72 Z

Z + 5 1[ 7 D sic (2.26)
si=1
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Chapitre2 Disséminatiorde messagede longueursion-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur un canal
2.4.2 Approximationdéterministeet périodique

Nousallonsdémontreique:

N N
) cotit(n, Sg) < MOY Y Zi¢
n=1 n=1

Pour cela, nousallons procéderen démontrant’inégalité pour chacundestermes.Nous
introduisonsune “fonction de choix” Y(n, S) dontla particularitépar rapportau chapitre
précédenestdedevoir tenir comptedela duréel; dela n'*™M€ diffusiondansS encours:

Y (n,S) = ¢; MOY — coit(n,S) + &(n —1,S5) — &(n, S)

Nousallonsdémontreiquele n'*™€ choix de I'algorithme gloutonestcelui qui maximisela
valeurdela fonctionde choix, et quecelle-cia unevaleurmoyennenulle surles différents
choix. Ainsi la fonction de choix seratoujourspositive et, comme®(0,.S) = 0 et pour
toutn, ®(n, S) > 0, nousaurons:

N N N
(VN), 0< ZY(n, Sa) < Zeiﬁ MOY — Zcoﬁt(n, Sa),

cequitermineraa preuwe durésultat.

Notons.S; I'ordonnancementontles (n — 1) premiéreddiffusionssontidentiquesa

cellesde S etdontla n®™ estcelledumessagé/;, i € {0,1,... ,m}. Alors:
m Zm_ : Skek Zm_ .8k
d(n—1,8;) — d(n,S;) = —4; Epj% +m0¢1%
j=1 J !
Ainsi,

Es[4]

J

+ pio? ()

2 = = E,[4]
Y(n, Sz) :Ei MOY —C; — 51 —Eizij';-?’_l(Sg) —éinj s,
7j=1 7j=1

Et donc,

“ “ Tosif? o~ Ege)?
ZSZ’Y(TL, SZ) = ES[E] MOY—ZSiCi — 2—2 — ij =0
i=1 j=1 J

: : S4
=1 =1
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Algorithme 2.3 Approximationdéterministeet périodiquesurun canal

Entrées: Un ensembleM de messageset un paramétreT” > 0. On pose L =
b4 Al etC=ci+ -+ cnm.

Calculerr* la solutiondu problémede minimisationMN3(« = 1/3, M).
Poser, := E,[¢]. Définir unevaleurr; etunedistribution (s;);=o..., tellesque:

4 ' 1/7}
S=1-) = et si=—nt—
) i—1 T ' ZT:O 1/7}

Ordonnanceentrelesdatest = 0 ett = L touslesmessaged/s, ... , M,, lesunapres
lesautres.

Exécuteravec les parameétred, et (s;), N pasdel'ordonnancemengloutonjusqu’ace
quela derniérediffusionchevauchela datet = T' + L. Soit (T” + £) la datedelafin de
la derniérediffusion (T’ < T < T + fmax)-

Trierlesmessages/; parr; croissantsOrdonnanceconsécutiementlesdiffusionsdes
messagedanscetordreentrelesdatest = (7" + L) ett = (T" + 2L).

Remarquonsjues’il onréécritY (n, S;) ainsi:

B E,[4] 2?2 Es[f?] Byl & _
(. 5:) =pioi™ (S6)= = —e — 5 T R T B g j;lpj% el

on reconnaitque l'algorithme glouton sélectionnesystématiquemerie messageVf; qui
maximise cette quantité (monstrueuse)et garantitdonc que pour tout n, Y (n,Sg) >
E,[Y (n,5;)] = 0.

C.Q.FD.O

Il estparfoisintéressantl’avoir un ordonnancemermériodiquefixé, parexemple,pour
conceoir desstratégiesle cacheou encorepour déchager le seneur du calcul de I'or-
donnancement.a propriétésuivantedémontrequel’on peutarréterl’algorithme glouton
précédentau bout d’'un nombrequadratiquede paset obtenirun ordonnancemerério-
diquedontle coltesta un facteurconstande I'optimum. Cettepropriétéseratresutile au
chapitred pourobtenirun schémad’approximationpolynomialet déterministe.

Notrealgorithmeestdécritci-dessustillustré Figure2.8 pageci-contre.
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Chapitre2 Disséminatiorde messagede longueursion-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur un canal
2.4.2 Approximationdéterministeet périodique

Tous les messages
Tous les messages par ordre de 7;° croissants

D
Do e T,
t=20

N pas de I'algorithme glouton entre t = L et t =T + L

FiG. 2.8: L'algorithme d’approximationpériodique

Théoreme?2.3(Ordonnancementpériodique) L'algorithme 2.3  page précé-
dente construit en temps polynomial un ordonnancementpériodique Sr de
coltg 3 - MN3(a = 1/3, M) désquesapériodeTs vérifie:

4(L%+C)

Ts 2
* 7 R,

+ Emax

Nousobtenongloncentempspolynomialune 3-approximationde périodequadmatiqueen
la sommaealeslongueus desmessgesetla sommedescoltsdediffusion.

Preuve L’algorithme2.3 construitun ordonnancementériodiqueSt de période(T” +
2L). Analysonde codtde Sy. Calculonde rétro-coltcumulésurunepériode le théoréme
deréwersibilité du coltpage31 nouspermettrade conclure.

D’apresl'analysedel’algorithmeglouton,Proposition2.3, nousavons:
T'RCOUT(Sr, [£,T' + L]) < T'MOY +®(n =0,S7) — ®(n = N,Sr)  (2.27)

ou MOY et @ sontdéfinis respectrementaux équations(2.26) et (2.25) page90. No-
tons(T" + L + t;) la datedela diffusionde M; entre(T" + £) et (T + 2L£) dansSr. Re-
marquongjuecommeles messagesontdiffusésparr;” croissantetqued " £;/7 < 1,
nousavons: t; < (77 — ¢;). L'attenteen arrieremaoyennepour M; entret = (T' + L)

ett = (T' + L + t;) vautt;/2 + oM (Sr). La sommedesattentesen arriérecumulées
jusqu’audate(T” + L + t;) etdestempsdetéléchagementestmajoréepar:

m "
Zpi t; (51 + O'ZN(ST) + &')
1

= * .
<73 —¢;

Or, avecla définitionde s;, nousavons: ®(n, St) = > i" | piol(St)(1; —¥¢;). Ainsi, cette
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contribution aucoUtestmajoréepar:

®(N, Sr) + Z it} (5 + ei) < ®(N, Sr) + LMOY (2.28)
=1

<L, parconstruction

Considérons présent’attenteen arrierepour lesmessaged/; auxdatest € [T" + L +
t;, T" + 2L£] U [0, £]. La sommede I'attente en arriereet du tempsde téléchagementest
bornéepar2L. Ainsi, la contribution cumuléesurunepériodeestbornéepar:

(2£)? (2.29)

Ainsi ensommantesdifférentescontritutions(2.27),(2.28),(2.29),etle coltdediffusion
desmessagesur|0, £] et[T" + £,T" + 2L], nousobtenons

(T' + 2L) RCOUT(S") < (T' + L)MOY +&(n = 0,S7) + 4L> +2C
Or,®(n=0,S7) < LY, pit; < LMOY. Ainsi :

4£2% +2C

T +2L

E,[4] 4£% +2C
SRt

COUT(Sy) = RCOUT(Sr) < MOY +

< 3MNj(a = 1/3, M) +

4(L2? +C)

Doncdeésquela période(T” + 2L) de St estsupérieura& T = SR
P

, housavons:

COUT(ST) < 3MN3(C¥ = 1/3,M) < 3OPT(M)

C.Q.FD.O

Remarque 2.6 Ce principede I'obtention d’'un ordonnancemergériodiquea partir d’'un
algorithmegloutonpeutnaturellemenétreutilisé danstouslescontectes,enparticulierpour
les messagesde longueursuniformes.Cecinousseraparticulierementtile au chapitre4,
lorsquenousauronsbesoinde bornerla périodedel’ordonnancemengénéré.

Conclusionset Perspectives

Dans ce chapitre,nous avons donc introduit et étudié la disséminationde messages
lorsquelesmessager’ont pasle mémetempsdetransmissionet quele tempsestcontinu.
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Chapitre2 Disséminatiorde messagede longueursion-uniformes
Conclusionset Perspectives

Nousavonsdémontrégue ce problémeestNP-difficile de“fagonintrinseque’c’est-a-dire
sangjuelescoltsdediffusionsoientimpliqués(Théoréme2.1page77).Nousavonsmisen

évidenceun certainnombrede nou\ellesdifficultésduesa la continuitédu temps,comme
I'absenced’ordonnancemenizériodiquesptimauxdesquela disséminatioralieu surplu-

sieurscanaux.Pourcontournercettedifficulté, nousavons utilisé une propriétéde densité
desordonnancementgériodiquespour obtenirdesminorantssur le coltd’'un ordonnan-
cementoptimal (Lemme 2.1 page65). Le premierestl’extensionnaturelledu minorant
gu’Ammaret Wongavaientcongupourle casou lesmessagesntle mémetempsdetrans-
missiondans[AW85]. Nousavons démontréque ce minorantn’est pasfidéle désqueles

messagesnt deslongueurdresdifférentesget ne peutdoncétreutilisé pourconstruiredes
approximationsefficaces(Corrolaire2.3 page73). Nous avons alors proposéun nouveau
minorantpour le casde la disséminatiorsur un canal(Lemme2.5 page75). Ce nouweau
minorantnousa permisde déwelopperune approximationrandomisée un facteur3 de
'optimal. Nous en proposonstgalemenune versiondérandomiséele cette heuristique,
qui produitun ordonnancemerdéterministeet périodiquede périodequadratiqugAlgo-

rithme 2.3 page92).

Le casde plusieurscanauxrestecependaninal compris: enparticulierle fait quel’on
puissefaire un gain arbitraireen ajoutantun canal,ce qui estimpossiblepour le casdes
longueurauniformes . Notre minorantne segénéralisel’ailleurs pasau casde plusieursca-
naux.Nousavonsmalgrétout uneheuristiqueentétepourle casde deuxcanauxpaséesur
I'idée quenouspouvons supprimenes chevauchementgntreles messagesguitte a multi-
plier I'attentedesrequétegar une constanteAinsi, nouspouvons supposequedurantla
diffusion d’un messagéong surun canal,seulsdesmessageplus courtssontdiffuséssur
I'autre canal. Noussommesinsiramenés ordonnancedes‘blocs de messagesjuenous
pouvonsoptimiser Nousne connaissonpasactuellementesperformancese cetteheuris-
tique.L’'analysede cesperformancesainsiquele déweloppement’estimationsfficacesdu
coltoptimalsurplusieurscanauxfont partiede nosperspectiesa courtterme.

Nouspouwonségalemenervisageruneautreapprocheenremarquantjuel’ordonnan-
cemenffictif suggéréarl’extensionnaturelledu minorantd’Ammar et Wong vérifie, tout
de méme toutesles contrainteshormisles contraintesle recouvrementOr, c’estl'impos-
sibilité de satishire cesdernierescontraintedorsqueles messagesnt deslongueurstres
différentesqui interdit a tout ordonnancemernt’approcherce minorant.Cependantnous
“voyons”bienFigure2.2page62 quel’on pourraitréaliser‘a peupres”cetordonnancement
fictif si 'on découpaite long messagd. en petits paquetsde taille 1, c’est-a-diresi I'on
pouwait préemptelles longs messagedNous pourrionsainsi interromprela diffusion des
longsmessagest permettreaux requétepourles petitsmessaged’étre serviessanstrop
deretard.Cetteapprocheestd’autantplusintéressantguele coltde cetordonnancement
fictif estarbitrairemenftaible devantle coltoptimal d’un ordonnancementon préemptif,
commenousl’avonsvu Corollaire2.3 page73. Ainsi préemptetesmessagepourraitnous
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permettredefaire un gainarbitrairesurle coltdel'ordonnancement.
Aussi,nousnousproposongl’introduire au chapitresuivantun modélepréemptifpour
la disséminatiorde messagede longueursion-uniformes.

96



Chapitre2 Disséminatiorde messagede longueursion-uniformes
Annee: Analysedesfréequenceslesmessgesdansl’algorithme randomisé

Annexe: Analyse desfréequencesdesmessageslansl’algorithme
randomisé

Preuvedu Lemme2.7 page 85. Nousreprenonsci desamgumentsclassiquesielaloi des
grandsnombres.

Posond,.x = maxogi<m L etlin = minogigm ?;.

Soit A I'ensembledesordonnancementS' pour lesquelsN (T") /T ne tend pasvers
1/ E,[¢] quandT tendversl'infini. Noussouhaitongiémontreque:

PrA=0
Pourcelanousallonsécrire A commeuniondénombrable’ensemblesieprobabiliténulle.

Commencongar remarquerque le messagée plus courta longueurty,;, > 0, ainsi
pourtoutordonnancemersi, ettout7}, nousavons:

(VT € [To, Tp + bmin]) N(Tp) < N(T) < N(Tp) + 1

Ainsi s'il onposeT, = q - byin, N(T')/T admetl/ E[¢] pourlimite quandZ’ tendvers
linfini si etseulemensila suite(N (T;) /T;) >0 admetl/ E,[¢] pourlimite. Nouspouvons
doncredéfinirA commel’ensembledesordonnancementsourlesquelsV (7,) /T, n'admet
pasl/E[¢] pourlimite.

Nousavonsdonc:

Az{s:HEVQ3q>Q,

gyl

:defAe,q
.

- U N U gl

szi,nENQEN 92Q

~

:d;frAa
Ainsi PrA < 7,50 PrA.. Il noussufiit doncdedémontrequePr A. = 0 pourtoutn.

Soite > 0. Soit X, la variablealéatoirede la longueurdu r*™e messagediffusé. Par
définitionde N (T"), nousavons:

X1+"'+XN(T),1<T<X1+"'+XN(T) et <N(T) €

Emax emin
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Nouspouwonsdonchbornerla grandedéviationde N (T') /T par:

Commeles X, sontavaleurbornéd’inégalité de Chernof donne:

- { N;T) S 1 i . Esl[g] } _0 <6_52N(T)/zmax) 0 (e—szT/Zmax2>

Par le mémeargumentousavons:

NT) 11 g2
< — 3 /zmax
Pr{ T \1+5ES[€]} O(e )

Nous avons donc que Pr A, , = O (e‘SQTq/emax2>, ce qui implique que la série
Zq;Q Pr A, , estcorvergentepourtoute ettendvers0 lorsque@ tendverslinfini. Nous
enconcluongquePr A1 = limg_, ZqZQ Pr A%,q =0.

C.Q.FD.O
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CHAPITRE Disséminationde
messagesle longueurs
non-uniformesavec

préemption

Intr oduction

Nous avons étudié au chapitreprécédent’'ordonnancemenpour la disséminatiorde
messageslont les tempsde transmissiome sontpasidentiquesNousy avons démontré
dandesexemples2.2 pageblet2.4page72 quele coltoptimald’'un ordonnancementeut
étrearbitrairemengrandpar rapportau minorantdu lemme2.3. Nousavonsvu quecette
différenceétaitdieal'attentedesrequétedors dela diffusiondesmessagekngs

Revenonsdoncsurl’exemple2.2 : la disséminatiorsur un canalde deuxmessages
et L delongueurs; = 1 et/;, = L etdeprobabilitésdediffusionp, = 725 etp, = 5.
Le minorantMN» du chapitreprécédenproposeun ordonnancemeriictif “idéal” rappelé
Figure3.1pagesuivantedontle coltserait®©(1) constanenfonctionde L alorsquele colt
optimald’un ordonnancemeritéel” estenfait ©(v/L). RemarquonsependanFigure3.1
pagesuivantequel’on pourraitpresqueéaliser’ordonnancementfictif sil'on découpaite
messagéong L en L paquetsde longueursl. L'ordonnancemenqui diffuse unefois sur
deuxle messagé etunefois surdeuxun paquetde L, aeneffet uncoltde ©(1). En effet,
danscetordonnancementinerequétedemandéde messagé a\/ecprobabilitéﬁr1 etattend
enmoyenneuneunité detempsle délut del’émissionde l'unique paquetdu messag@uis
uneautrepourle téléchager; etunerequétademandde messagéong avecprobabilitéLL+1
etcommenceatéléchagerle premierpaquetauboutd’uneunitédetempsenmoyennepuis

terminedetéléchagerle dernierpaquetauboutde (2L — 1) unitéssupplémentaires.
Nous voyons sur cet exemple que le codt de I'ordonnancemenpréemptifest ©(1)
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L’ordonnancement fictif suggéré par le minorant MNy pour les deux messages 1
et L de probabilités respectives LLH et L%_l est irréalisable...

_ L ) W
Sl D] [l o] ] [a] [a] [f [

...mais pourrait étre approché si I'on découpait le message L en L morceaux :
—drr [P L [ [ [ g:;

FiG. 3.1: Exempledediminutiondu cotd’un ordonnancemenar préemption.

contre®(+/L) pourle meilleurordonnancemerion-préemptif Ainsi la préemptiorpour
rait permettrederéaliserun gainarbitraire.

Notonsde plus, quela disséminatiorsur plusieurscanauxrestemal compriselorsque
lesmessagesontdelongueurglifférentesAussipréemptetesmessagepourraitpermettre
degérerplussimplemente casde plusieurscanaux.

Cesremarquesonta l'origine de notredéfinitiond’'un modélepréemptifdansce cha-
pitre.

Le modélepréemptif

Dansnotremodele,les messagesontdécoupé®n paquetsde longueurl. Le seneur
diffuselespaquetsurlescanauxLescanauxsontsynchroniséstlesdiffusionsdespaquets
sontordonnancéesuxdatesentiereslUn utilisateurintéresséarl’'un desmessageécoute
lesdifférentscanauxettéléchage un par unlespaquetdorsqu’ils sontdiffuséssurl’'un des
canaux l'utilisateur estservilorsqu'il atéléchagé tousles paquetsddu messagelemandé.
L'ordre detéléchagementestsansamportanceal'instar desprotocolesTCP/IP Le seneur
cherchea ordonnancela diffusion desmessagesde sortea minimiserd’une partle temps
de servicedesutilisateurset d’autre part, le colt du servicequel'on définit de la méme
faconqueprécédemmenRkemarguonsjue ce modeéleesttrésprochedesimplémentations
réellesdela disséminatiorde donnéesnotammentle celle desseneursvidéo.

Etudionsparexemplele casde deuxmessaged et B de probabilitésdentiquesp4 =
pp = 1/2, de coltsde diffusion nuls et tous deux composégle deux paquetsde temps
de transmissionl s : A' et A? pour A et, B! et B? pour B. Une premiéreidée estde
diffuserrégulierementes paquetsie chaquemessagea la mémefréquencepuisqu’ils sont
équiprobablesEtudionsle codtde I'ordonnancemenpériodiquerésultant( A B! A? B?)~
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Chapitre3 Disséminatiorde messagedelongueursion-uniformesvec préemption
Introduction

illustré Figure3.2.
¥ aFo e ) i

FT— 3
)—( e ‘
Requétes pour A :7'

FiG. 3.2: L'ordonnancementA! B! A2B?)«. Lesphasegletéléhargementdesre-
guétessontreprésentéesngrisé.

Unerequétedemandde messagel oule messagd3 avecla mémeprobabilitéetattend
danscetordonnancemergn moyennele mémetemps.Etudionsdoncunerequétepour A.
Quela requétetombedanslesintenalles I; ou I, Figure3.2, elle attenden moyennel s
jusqu’audéhut de la diffusion du premierpaquet,puis 3 s supplémentairegisqu’ala fin
du téléchagementdu secondpaquet.Ainsi le tempsde servicemoyen de I'ordonnance-
ment(A' B A2 B2) est4,0 s.

Etudionscependant ordonnancement A' A2B' B?) illustré Figure 3.3, qui ordon-
nancetouslespaquetgle A, puistouslespaquetsie B consécutiementettoujoursavecla
mémefréquence.

— 5353 / : — —

— gt A2§5313%41 A2 - BUB27 A1 A2 5313%411425531_...9
N

. ‘
Requétes pour A :;i

FiG. 3.3: L'ordonnancementA! A2 B! B?)«, Lesphasegletéléhargementdesre-
guétessontengrisé.

De méme lesrequétesilemandente messaged ou le messageB avec la mémepro-
babilité, et attendentlanscetordonnancemené mémetempsen moyenne.Etudionsdonc
unerequétepour A : avec probabilité1/4, elle arrive dansl’intervalle I; Figure3.3,entre
les déluts desdiffusionsdespaquetsA® et A2, et attend0,5 s en moyennele dét du
téléchagementde A2 puis4,0 s supplémentairepourtéléchagerle paquetd! ; avec pro-
babilité 3/4, elle arrive dansl’intervalle I, entreles déhits desdiffusionsdespaquetsA?
et Al, et attend1,5 s en moyennele délut du téléchagementdu paquetA! puis 2,0 s
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supplémentairegusqu’a la fin du téléchagementdu paquetA?. Ainsi le tempsde ser
vice mayen d’une requétepour A (ou B) estavec 'ordonnancement{ A A2B'B?)« :
0,25 x 4,5 4+ 0,75 x 3,5 = 3,75 s < 4,0 s!

Nousvoyonsdoncsurcetexemplequele coltdel’ordonnancemengstdoncparadoxa-
lementmeilleur lorsquel’on ne préemptepasles messagesEn fait, le minorantdu colt
optimalquenousexhiberonsSection3.2, démontrerajuel’ordonnancementA! A2 B! B?)
estl'optimal. En général contrairementux modelesprécédentsie minorantne peutpas
étre réaliséendiffusantlespaquetsle chaquemessageégulieementmaisenlesdiffusant
dansdescréneauxconsécutifa intenallesréguliers Nousendéduironsen particulierque
ce problemeestfortementNP-difficile d’'une faconsimilaire au casnon-préemptif Nous
verronscependantjuedansle casgénéralil estimpossibled’approcherce minorantsans
préempteretquenousobtenonsmalgrétout” une2-approximatiorendiffusantlespaquets
réguliéerement.

Notre étude...

...esthaséesuruneobsenrationfondamentale dansun ordonnancementptimal,lespa-
quetsd’'un mémemessagesontdiffusésde maniérecycliqgue (Lemme3.1 pagel04).Nous
obtenonsalors une expressionraisonnabledu colt d’'un ordonnancemenfpuis la preuwe
d’existenced’'un ordonnancemeraptimalpériodiqueconstructibleentempsfini (exponen-
tiel) (Théoréme3.3). Nousdérivonségalementieuxminorantsdu colt optimal.Le mino-
rant doit tenir comptedesdépendancesntreles paquetsLe premierminorantestobtenu
enrelaxantles contraintesde non-recouvremengt en étudiantle tempsminimal de télé-
chagementd’'un despaquetgLemme3.5 pagel16). Ce minorantnousserviraa analyser
simplementesheuristiquesEnrevanchepourdémontrequele problémeestNP-dur, nous
avonshesoind’une minorationplusprécisepourlaquellenousconnaissonksordonnance-
mentsqui la réalisent,ce qui nécessitaeine étudeplus fine desconditionsd’optimalité. Ce
minorants’exprime sousforme d’un problémede minimisationpluscomplexe (la fonction
objectif n'est plus corvexe) (Lemme3.6 pagel17). Nous avonsdonc di étendrela mé-
thodederésolutionproposéearBar-Noy, Bhatia,Naoret Schiebedans|BNBNS9§ (voir
chapitreb).

Nousproposons$ection3.4différentsalgorithmegourapprochete coltoptimal.Nous
procéderongle fagconincrémentaleen commencanpar décrireun algorithmerandomisé
pourla disséminatiorsurun canal,guenousdérandomiseronsnun algorithmegloutonqui
génerainordonnancememtériodiqugAlgorithme3.3pagel 32).Puis,nousgénéraliserons
cetteapprocheaucasde plusieurscanaux(Algorithme 3.6 pagel39).

D’un point de vue pratique,le résultatprincipal de ce chapitreestque préempteiper
metderéaliserun gainarbitrairemengrandsurle coltde I'ordonnancementommedans
I'exempledelafigure3.1: eneffetlesalgorithmesjuenousproposonsection3.4générent
desordonnancementde colts®©(OPT).
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Notonsenfin que ce problememodéliseaussiune autre variantede la dissémination
de donnéeskEn effet, nouspouvons considéreiqueles paquetsd’un messagesontenfait
desmessagedelongueursunitairesréunisdansun “lot”. Ainsi, le caspréemptifpeutétre
vu commele casou les requétesne demandenplus un unigue messagemais peuwent
demandedeslots de messagest sontserviedorsqu’ellesont téléchagé le lot completde
cesmessaged.e caspréemptifétudiéici, estle casou ceslots sonttousdisjoints.En ce
sensnostravaux sontuneextensionde I'étude de dépendancedansle casdeuxmessages
réaliséepar Bar-Noy et Shilo dans[BNS99]. L’extensionde notre étudeau casou leslots
ne sontpasdisjointsfait partiede nosperspectiesa courtterme.

3.1 Deéfinition du modeleet résultats préliminair es

3.1.1 Le modele

Les messages. L'entréedu probléemeestun ensembleVf = {M;,... , M,,} dem mes-
sagesChaquemessagé/; estcomposéle/; paquetdelongueursinitairesM,!, ... ,Mfi.

Chaquepaquetdu messagé/; aun coltdediffusionc; > 0. Lesutilisateurssontcaracteé-
risésparla distribution (p;);—1.., desrequétesurlesdifférentsmessages

(Vi) pi>0 et pr+---+pn=1

L’ordonnancement. LesW canauxfousidentiquessontsynchroniséstlespaquetsont
émisauxdatesentieresn ordonnancemerfi despaquetslesmessaged/s, ... , M,, est
formellemenunesuitepartielle(s.)t0,1<w<w : Stw = (i, 5) signifiequele j°Me paquet
du messagéV/; estdiffusé entreles datest et (¢ + 1) (durantle créneau(t + 1)) surle
canalw.

Durantla diffusion, les utilisateursse connectensuivantun processuslie Poissora un
instantaléatoire(continu),se mettenta I'écoute desdifférentscanauxéléchagentun par
un les différentspaquetsdu messageayu’ils demandentlorsquecespaquetssontdiffusés
sur'un descanaux,et sontservislorsqu’ils ont téléchagé tous les paquetsdu message
demandéL’'ordre detéléchagementdesmessagesstsansmportancetoutcommedansle
protocoleTCP/IP

La fonction de co(it. La fonctiona minimisercombinedeuxquantités le tempsde ser
vicemoyenetle coltdediffusion

Tout commedansles modélegprécédentgcf. pages25-27),le tempsde serviceTSM(S),
estla valeurasymptotiguenoyennedu tempsde servicedesrequétespu la moyenneest
prise sur la distribution (p;) d’une part et sur le tempsd’autre part. Le tempsde service
TS(S, M;,t) d’'une requétepour le messageV/; arrivant a la datet¢ dansl’ordonnance-
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mentS estle tempsminimumnécessairpourtéléchagerless; paquetsle M; apartirdela
datet. Ainsi,

m

T'1s(8, M;, 1)
TSM(S) = limsu / 2" v dt, pourtoutTy. 3.1
(S) T%op;pz T, p o (3.1)

3
Le colt de diffusion de 'ordonnancemenss, noté CD(.S), estde mémeque pour le cas
non-préemptifja valeurasymptotiquede la moyennesur le tempsde la sommedescolts
de diffusion despaquetsdesmessagesSi CD(S, I') désignele colt moyen desdiffusion
despaquetgjui démarrentansl’intervalle detempsI, nousavons:

1
CD(S,1) = 7 Yoo (3.2)
| ‘st,w:(i,j):tel
et CD(S) = limsupCD(S, [Ty, T]), pourtoutTp. (3.3)
T—o0

Le coltd’'un ordonnancemertt estalorsdéfinicommeasommedecesdeuxquantités

COUT(S) = TSM(S) + CD(S) (3.4)

3.1.2 Uneobsewation cruciale

Le calculdutempsdeserviced'un ordonnancemergstdélicatdande casgénéralNous
allons cependantonstaterque nouspouwns nousrestreindrea I'étude d'un certaintype
d’ordonnancementsesordonnancementpaquets-geliques, dontnoussavonsexprimer
algébriquemernte co(t.

Definition 3.1 Unordonnancemerfi despaquetslesmessaged/, ... , M,, estpaquets-
cycliquesi chaquecréneaude S diffuseau plus un paquetde chaquemessagé\/;, etsi S
diffuselespaquetsie chaqueM; enordrecyclique.

Lemme 3.1 (Réduction aux ordonnancementgpaquets-cycliqgues)Pour tout ordonnan-
cementS despaquetdesmessges My, ... , M, surW canaux,l existeunordonnance-
mentS’ paquets-cycliquelontle coltestau plusceluide S :

COUT(S') < COUT(S)

De plus,si S estpériodiqueet n’est paspaquets-cycliquealors S’ peutétre choisi pério-
diqueettel que: COUT(S’) < COUT(S).
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Preuve Considéronsin ordonnancemen$ et unerequétepour le messageVf; arrivant
aunedatet. Considérondes/; créneauxsuivantla datet durantlesquelsun ou plusieurs
paquetsle M; sontdiffusés. Commeun utilisateurne peuttéléchager qu’auplusun paquet
parcréneaude temps,le tempsde réponsea cetterequéteestminimisési chacunqueces
¢; créneawdiffuseun paquetde M; différent.Ainsi, si nousréordonnangonde fagoncy-
cliguelespaquetsle chaquemessagé/; danslescréneawouils étaientdiffusésdefacon
guelconqueadanssS, nousobtenonsun ordonnancemergaquets-gclique S’ dontle temps
deserviceestmeilleurqueceluide S pourtouteslesrequéteset dontle coltde diffusion
estinchangéAinsi : COUT(S’) < COUT(S).

De plus,si S estpériodiquede périodeT et n’estpaspaquets-gclique, alorsS’ estlui
aussipériodiquedepériodebornéepar (T'- [ [ , 4;), etadmetun coltstrictemenmeilleur
queceluideS. O

Nousne considéreronsloncplus que desordonnancementsaquets-gcliquesdansce
chapitre.

3.1.3 Expressiondu codt et réversibilité

Afin de calculerle coltd’'un ordonnancementousallons définir quelquesnotations
tréssimilairesa cellesutiliséespage27 auchapitrel.

Notations. Soit.S unordonnancemergaquets-gcligue despaquetsle My, ... , M,, sur
W canaux,et I un intenalle de tempsborné.Pour chaquemessageV/; (cf. illustration
Figure3.4):

e n,; estle nombredediffusionsde paquetsie M; qui commencentlansi.

e ! estle tempsécoulédepuisle délut de T jusqu'audéhut de la premiérediffusion
d’'un paquetde M;. Et, pourj > 2, t; estla longueurdel'intervalle detempsentre
lesdélutsdes(j — 1)'®™€ et j°™e diffusionsd’un paquetde M; apréde déhut de .

e At estlalongueurdelintervalle entrela fin de I etle délut dela premiérediffusion
d'un paquetde M; apresl.

Aveccesnotations nousobtenond’expressiorsuivantepourle coltde tout ordonnan-
cementpaquets-gclique S :

Lemme 3.2 (Expressionalgébrique du codit) Le temps de service d'un ordonnance-
mentS despaquetsdesmessges M, ... , M,, sur un intervalle de tempsI bornéest,
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FiG. 3.4: lllustration desnotationsdela section3.1.3.Ici, on compten; = 5 diffu-
sionsdes/; = 3 paquetde M; qui démarentdansl.

aveclesnotationsdéfiniesci-dessus
n;+1 tz tz )
TSM(S, ) _1+Zp,{z |I| ( +1+...+t;.+éi_1)> (3.5)
At [ A ;
il T (e + Ftose)

Et, sonco(tdediffusionvaut:

1 m
CD(S,1) = i > nici (3.6)
=1

Nousverronsa la remarque3.2 pageci-contrecommentinterprétergraphiquementes
expressions.

PreuveduLemme3.2. Considéronsinerequétepourle messagé/; arrivantdansl. Pour
j < n;, avec probabilitétj-/|I\, elle tombeuniformémentdanslintervalle de longueurtt,
attende déhut dela diffusiond’'un premierpaquetu messagenmoyennet;-/2 tempspuis
termlnedetelechagerlesé paquetsauboutd’'unedurée(t’ Gttt 1). Avec

At
probablllte% elletombedansle dernierintenalle et attendle déhut dela diffusion

+A¢ . . 1z
u i uetdu T ui i
d'un premierpaquetdu messagenm enne “*1 temps,puisterminedetéléchager

les/; paquetsde M; auboutd’uneduree(t;,. .- -|— S+t .1¢, T 1). Ensommanturles
dlfferentsmtervallespwssurIesdlfferentesrequeteson obtlentl expression3.5).

Par définition, le coltde diffusion estla sommedescoltsde diffusion desmessages
dontl'’émissioncommencelans!, diviséepar|I|; d’ou I'expression(3.6).0
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Remarque 3.1 Nousretrouvonsbienla mémeexpressiordu coltqu’auchapitrel lorsque
lesmessagesonttouscomposésl’'un uniquepaquet.

Remarque 3.2 (Représentationgraphique du co(t) Le tempsdeservicedechaquemes-
sageM;, cumulésur un intervalle de temps,d’'un ordonnancemenmtaquets-gclique peut
sereprésentegraphiquementommela sommedessurfacesde trapézegectangledélimi-
tés par les datesde diffusions desdifférentspaquetsdes messagesommele montrela
figure3.5.

Temps de service T\\\\W
cumulé des requétes \\\§\ =

pour le message M; \\\\\

arrivant entre les - M2E
iffusions des &\\\X\ 7. /
sat:uets... ’ / W
.. let?2 O  : ,  ‘
”///
..2et3
Jetl / ‘7/ ‘

,,,,,,,,,,,,,,,,,, ZA

FiG. 3.5: Représentatiopar destrapezesectangledu tempsde serviced’'un mes-
sage. Lestempsde servicede deuxrequétesontillustrés par deuxtraits
noirs et gris, les parties grisescorrespondentiux phasede téléharge-
ment.

De mémequepourle casnon-préemptif|'expressiordu coltsesimplifie lorsquel’or -
donnancemerdstpériodique

Corollaire 3.1 (Colt desordonnancementspériodiques) Soit S un ordonnancement
paquets-cycliquet périodiquede périodeT despaquetdlesmessgesMy, ... , M,,. Pour
touts, onnotey; le nombe dediffusionsdu messagé/; dansunepériode et (t;'.)lgjg,,igi la
duréedelintervalle délimitépar les déluts des(j — 1)®™€ et j°Mediffusionsd’un paquet

107



ORDONNANCEMENT POUR LA DISSEMINATION DE DONNEES

de M;. Alors:
m o Vili yi (40 . .
1 T:LZI j=1
et CD(S) = ;Ciuiei, (3.8)

ou lesindicessontcalculésmodulo(v;4;).

Nousallonsdéfinir égalemente rétro-coltd’'un ordonnancemente la mémemaniére
guedansle casdesmessagesonpréemptépage30. Nousverronsauthéoremes.1 quede
mémeque pour le caspréemptif,le coltet le rétro-coltd’'un ordonnancemerdéfinissent
la mémequantitéasymptotique.

Definition 3.2 (Rétro-colt) Pour un ordonnancemenpaquetsyclique S des paquets
de M = {M,...,M,}, nousdéfinissond’ attenteen arriere a la datet pour le mes-
sageM;, notéecommeprécédemmemi R (S, M;, t), commele tempsécoulédepuisle dé-
but dela ¢;'¢™e derniérediffusiond’un paqueide M; danss.

Ainsi, si t; estla datedu déhut dela ¢;°™ derniérediffusiond’un paquetde M; démar
réeavantt, nousavons:

AR(S, M;,t) =t —t; (3.9)

Nousconsidéronsle mémequetousles paquetsontfictivementdiffusésat = 0. L’équi-
valentde cettehypothéseourla définitiondu tempsserviceestqu’aucunaequéten’arrive
avantla datet = 0. Ainsi, s'il y amoinsde/; diffusionsdespaquetsie M; avantla datet,
nousavonsque: AR(S, M;,t) = t.

De la méme fagon que précédemmennous définissonsalors 'attente en arriére
moyenne ARM(S) en prenantla valeur asymptotiquede la moyennesur la distribution
desrequétesl’une partet surle tempsd’autrepart:

= A M;
ARM(S) =limsup » _ p; / AR(S, M, t) dt, pourtoutTy. (3.10)
T = Jn, T—To

Le rétro-coltd’un ordonnancemerdstalorsdéfinicommela sommedel’'attenteenarriére
moyenne,du cot de diffusion mayen et du tempsde téléchagementmayen du dernier
paquet

RCOUT = ARM + CD +1 (3.11)
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Théoreme3.1 (Réwersibilité du colt) Pour tout ordonnancemeraquets-cycliqueé' des
paquetde M, ... , M,,, nousavons;

TSM(S) = ARM(S) + 1 (3.12)

etdonc: COUT(S) = RCOUT(S) + 1.

Preuve Lapreuwe est,disons-lefranchementpéniblemaisnécessaireAussi,nousallons
commenceparle casdesordonnancemengriodiques.

Le casd’'un ordonnancementS paquets-cycliqueet périodique. En utilisantles no-
tationsdu corollaire 3.1 pagel07, nousavonsles expressionsuivantespour le tempsde
serviceet'attenteenarrieremoyennepourchaquemessagé/; :

vili 4i (i
Cacy LA I 4 . )
TSM(S,Mi)zl-l—E %{§J+(t;+l+"'+t;‘+zi—1)}

i=1

vili i i
| ) .
et ARM(S,M;) =) = {EJ + (o + +t;-_zi+1)}

j=1

ou lesindicessontcalculésmodulo(v;4;).
Remarquongjuel’'on peutréécrirel’attenteen arrieremoyennede S de la faconsui-
vante:

vili (412 vy j—1 igi
it (t]) it t]tk

ARM(S, M;) = 3 2—+Z Z

Et commela suite(tj-)j estpériodiquede période(v;¢;), etque:
{(,k) mod (vit;) 1 k € [j—£;+1,5—1]} = {(j,k) mod (vi&):j € [k+1,k+£—1]}

Nousavons:

v;l; (t k

z.)2 vil; . gi
ARM(S, M) =Y -+ Ik
k=1

+4;—1
> 7 = TSM(S, M;) — 1
j=k+1

2T
=1

.

Nousavonsdoncle résultatpourlesordonnancemenggeriodiques.

Remarque 3.3 Remarquonguede mémequedande casnon-préemptifpn peutreprésen-
ter graphiguemenitattenteenarriéreinstantanée la datet commela surfacedela section
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sousla datet destrapezed-igure3.5 pagel07.L’égalité dansle casdesordonnancement
périodiqgueestdoncaussila conséquencde cetteobsenation.

Etudionsa présente casd’'un ordonnancemergaquets-gclique quelconque.

Le casgénérald’'un ordonnancementS paquets-cyclique. De mémeque pourle cas
préemptifnousallons procéderen plusieursétapes Nous allons tout d’abord démontrer
gquele tempsde serviceesttoujourssupérieura I'attente en arrieremoyennesur tout in-

tenalle [0, 7). De mémeque pour le caspréemptif,les deux quantitésoscillentde fagon
déphaséet, nousmajoreronsdoncle tempsde servicepar la valeur de crétesuivantede
I'attenteenarrieremoyenne.

Soit7 > 0. Reprenongesnotationsdu Lemme3.2 pagel05:
e n;(T) estle nombredediffusionsd’'un paquetde M; qui démarrentlans|0, 7).

o t;'- estla longueurde l'intervalle de tempsdélimité parles déluts des(j — 1)°™® et
j*me diffusionde M; depuist = 0. Nousposonst; = 0 pour; < 0, conformémené
la définitiondu rétro-coltpagel08.

e At!(T) estlalongueurdel'intervalle detempsentrela dateT etle déhut dela diffu-
siond’'un paquetde M; immédiatemenapréda dateT'.

L'expressiordel'attenteenarriérepourle messagé/; surl'intervalle [0, T estalors:

T
ARM(S, M;, [0,T]) = % / AR(S, M;, 1) dt
0

ni(T) 4i /4
t] t] ) %
=Y F gttt Than
j=1
bg(ry1 — AT (tiu(ml — At(T)

+ T 9 + t:w(T) et t:w(T)—&'—l-?)

quel’on peutréécrire;

B N U L€ 3 T <N A Y1

ARM(S, M;, [0,T) = > or T or T JT
= j=1 k=j—£;+1
nig):-H N (T) . t;'c
T
k=n;(T)—£;+2
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D’ou, enpermutantesindices;j etk :

n;(T) min(n;(T)+1,k+£;,—1)

. — J
ARM(S, My, 0,T)) = 3 S+ ==+ > 3
j=1 k=2—¢; j=max(1,k+1)

ttZ

Or, commetfc = 0 pourk < 0, 'expressiorse“simplifie” en:

(T)+1 (ti-)Q Ati(T)Z n;(T) min(n;(T)+1,k+¢;—1) ti_ . t'i
A : = : S
O AfT) - H

-2

k=ni(T)—£;+2
D’autrepartle tempsde servicedesrequétegpour M; arrivantdansl’intervalle [0, T'] est:

(T)+1.7+Zz_1 tz
k:

mi(T) 41 (i
TSM(S, M;, [0,T]) = 1+ Z (t) At - Z Z

k=j+1
B "‘%“’ A(T) -t
T
k=n;(T)+

Ainsi, nousavons:

TSM(S, Mia [O’T]) - ARM(Sa Mi7 [O7T]) —-1=
nZ(T)

k=n; (T) —0;+2

ni(T)+1 ik
+ T > i+ Z Z | 20

k=n;(T)+2 j=ni(T)—£;+3 k=n;(T)+2

Remarquongjue lorsques; = 1, nousobtenonshien I'expressiondu casnon-préemptif
page33.

Ainsi pourtoutT > 0, ARM(S,[0,T]) +1 < TSM(S,[0,T]), etdonca la limite :
ARM(S) + 1 < TSM(S).
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Nousen concluonsquesi ARM(S, [0,T]) = oo, alorsTSM(S) = co = ARM(S) et
nousavonsfini.

Supposona présengue ARM(S) < oo. Nousallonsprocédeicommedansla preuwe
duThéorémel.1page3l. Nousallonscommenceparmontrerquelest;'- sontbornésenT,
puis nousallonsmajorerla valeurde TSM(S, [0, T]) par ARM(S,T") pourun certainT”
prochedeT'.

Comme ARM(S) < oo, il existe une constantex telle que pour tout T,
ARM(S, [0,T]) < k. Enparticulier pourtoutT ettouts, nousavons:

(thyryn — AF(T))? < = - T

ainsi,enconsidéranta dateTO =T+ Ati(T) telle que At(Ty) = 0, nousobtenongjue
pourtoutT : (tju(T)H)2 2T+, .(r)+1)- Nousenconcluonsde mémequedansle
casnon-préemptifquepourtouts :

thr = OWT) et AH(T)=O0WT)

La preu\e seterminedefaconsimilaireenbornantavaleurde TSM(S, [0, T']) parunterme
dela forme (1 + o(1)) ARM(S, [0, T + o(T)]). Pourtout i, posonsT; = (T + At (T) +
tnery+2 it (e telquen(T;) = n;(T)+4;+1. NotonsqueT; = T+O(VT).
Nousavonsalors

ni(T)+1 (t )2 nl%):+lj"i tz
=1 j=1 = k=j+1

ni(T)+£4;+1 (ti_)g ni(T)—I—@i min(n;(T)+£;+1,k+6;—1) ,4 t t?c

> 2. T

j=1 k=1 j=k+1

TSM(S, [0,T]) < ipi (1 + Y

BT
KIm .
<= (ARM(S, [0, max T;]) + 1)

< (1 + 0(1/ﬁ)) : (ARM(S, 0,7 + O(VT)] + 1))
Ainsi enprenanteslimites supérieuredprsqueT’ tendverslinfini :

ARM(S) + 1 < TSM(S) < ARM(S) + 1

C.Q.FD.O

112



Chapitre3 Disséminatiorde messagedelongueursion-uniformesvec préemption
3.1 Définitiondumodéleet résultatspréliminaires
3.1.4 Réductions

Le théorémaleréwersibilité du coltnousserautile a plusieurgeprisegarla suite. Tout
d’abordpour établirl'existenced’un ordonnancememiériodiqueoptimal Section3.3, puis
pourl’analysedesalgorithmeggloutonsSection3.4.

3.1.4 Réductions

Les deuxlemmessuivantssontles équivalentsdeslemmes2.1 et 2.2 du chapitrepré-
cédentlls nousservirontde la mémefaconqu’au chapitreprécédena restreindrd’espace
d’étude.

Lemme 3.3 (Densitédesordonnancementspériodiques) Pour toute > 0, ettoutordon-
nancementS despaquetsde M, ... , M, sur W canaux,il existe un ordonnancement
périodiqueS’ decespaquetsdontle coltvérifie:

COUT(S') < COUT(S) +¢

Preuve La preuwe esttressimilaire a celle donnéeaulemme2.1 page65 a I'exception
guenousconsidéronges paquetsiesmessagest nonlesmessages.

On peutsupposesangpertede généralitique S estpaquets-gclique. Par définitiondu
co(tde S, soit T tel quepourtoutt > T : COUT(S,[0,t]) < COUT(S) + /2. Posons
L =get 1 + . .. + £, Pourt entier soit S; 'ordonnancemerpériodiquedepériode(t+ L),
qui estidentiquead S sur|0, ¢], puisqui diffuseentre|t, t+ L] chaquepaquetesm messages
unefois, parordrede premiéreapparitionapresla datet, surle canalde cetteapparition.
Par construction les requéteqqui arrivent entre( et ¢, sontserviesdansS; au pire aussi
tardquedansS. Et, lesrequétegjui arrivententret et (¢ + L), sontserviesau pire au bout
de(L+ TS(S,0)) (Rappel: TS(S,u) estle tempsdeservicemoyend’unerequétearrivant
ala dateu). Ainsi :

COUT(S;) = —— COUT(S, [0, 8]) + —=— COUT(S,, [t,¢ + £])

t+ L t+ L
e L(L+TS(S,0))
< z
\COUT(S)+2-I-\ P
o1 /1)

Ainsi, pourt sufisammengrand,nousobtenonde résultatannoncéd

Le lemmesuiant estl’équivalentpour le modélepréemptifdu lemme1.5 du casdes
longueursuniformeset du lemme2.2 du casnon-préemptif.

Lemme 3.4 (Inter valle maximal) Pour tout ordonnancemenpériodique S des paquets
deMi,... , M,, surW canaux,l existeun ordonnancementériodiqueS’ de cespaquets
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dontle coltestau plusceluide S : COUT(S’) < COUT(S), ettel quepourtouts, le
tempsécouléentre lesdéhuts dedeuxdiffusionsconsécutivedu messge M; soitbornépar
uneconstantek;, donnéepar :

K=t (2L+1)%+¢), avecL =4+ + Ly, (3.13)
pi

Preuve Nous pouwns considérersansperte de généralitéque S est paquets-yclique.
Supposongu'il existe un messageVf; tel qu'aucunpaquetde M; ne soit diffusé dansS
pendanunintenalle detemps!/ delongueur> K;. Etudionsdeuxcas:

1. Il n’'existe pas de créneaude diffusion libre dans'ordonnancement durant 1.
CommeK; > (2£ + 1), il existe un messageM/; et un intenalle de tempsJ in-
clusdansI delongueur|J| < (2£ + 1), telsque: (2¢; + 1) diffusionsdespaquets
de M; sontordonnancéedans./.

ConsidéronslorsI’ordonnancemenpériodiqueS’ construita partirde S enrempla-
cantla (j + 1) diffusion d’un paquetde M; dansl'intervalle J parla diffusion
d’'un paquetde M;. Afin que S’ restepaquets-yclique, la périodede S’ estmulti-
plieepar(4;£;) etla substitutionesteffectuéeenparalleledanschacunelescopiesde
l'intervalle J.

Remarquonsque contrairementau cas du chapitre précédentou les messages
n'avaient pasla mémelongueur seulsles contrikutions au colt desmessaged/;
et M; sontmodifiéesde S a.5'.

La variationdu coltdediffusion estexactement

C —C; (3.14)
J

Etudionsla variation A(T" TSM(S, M;)) du tempsde servicedesrequétegpour M
cumulésurunepériodede S. Notons(uk)k 1.2¢; lestempsecoulésentreles deuts
desk®™e et (k 4 1)'¢me dlffu3|onsdespaquetmleM dansJ. Le tempsde service
d’une requétearrivant avant la premiéerediffusion d’'un paquetde M; dansJ est
inchangéde mémequeceluid’'unerequétearrivantapréde pointd’insertion.Ainsi,
nousne considérongjue les requétegpour AM; qui arrivent dansles intenalles de
longueursy, aveck = 1..4;. Unerequétearrive dand'intervalle delongueuru;, avec
probabilité (uy /T), et sonserviceestalorsretardéde uy, ¢, exactementde S a 5’
puisqu’il fautattendreunediffusiond’un paqueide M; supplémentaireAinsi :

A(T TSM(S, M;) Zukuw ,

que nous pouvons bornerde la facon suivante en utilisant I'inégalité de Cauchy-
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Schwarz:
ﬁj 22]'
A(TTSM(S, Mj)) < 4| > _udy| D> up < (2L+1)? (3.15)
k=1 k=£;+1

De méme,si I'on notede méme(v)x=1.2¢, leslongueursdesintenalles délimités
parlesdéhuts des/; diffusionsd’un paquetde M; précédante point d'insertion,le
pointd’insertionetlesdéhutsdes?; diffusionssuivantle pointd’insertion,alorsnous
obtenonde résultatopposépourle tempsde servicecumulédesrequétepour M; :

£
A(TTSM(S,M;)) = — Y wgtipre;,
k=1

guenouspouvonsmajorerdela fagonsuivante:
A(TTSM(S, MZ)) < —Ug;+1 — Uy < _Ki (316)

Nousobtenonsinsila bornesuivantesurla variationdu cotcumulésurunepériode
de S a S’ ensommanteséquationg3.14),(3.15)et (3.16):

pj(2L+1)* —¢; — piK; +¢; <0, parconstructionde K;.

Le co(itde S’ estdonchienplusfaiblequeceluideS.

2. S'il existe un créneaulibre dansl’ordonnancemen$ durant I. On construitS’ a
partir de S endiffusantdansce créneawide un paquetde M; (la périodede S’ est
multipliéepars; afinqueS’ restepaquets-gclique).La démarchei-dessusmplique
afortiori quele coltde S’ estmeilleurqueceluide S.

Nousterminonsla preue enitérantcettestratégiesurtousles intenalles qui posentpro-
blémes.La périodede I'ordonnancements’ résultantestalors au plus (]}, ¢;) fois la
périodede S. O

3.2 Minor er le colt optimal

Nousallonsdériver deuxminorantspourceproblémele premier MNs 5, €Stunever-
sionlégéremenmaodifi€edu minorantMN, page70. Ce premierminorantdonnerd’ana-
lyse la plus directe des heuristiquegproposéesSection3.4. Le deuxiémeminorant,plus
précis,serviraala démonstratiomle NP-dureté.
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3.2.1 Un premier minorant

Lemme 3.5(Minorant) L'expressionMNj;s(M) ci-dessousestun minorant du coltde

toutordonnancemerdespaquetslesmessgesde M = {Mi, ... , M, } surW canaux:

( " il c

min 1+ (p—ZZZ—i——l)
7>0 i1 2 T;

MNapis(M) { Surledomaine: (i) (Vi), 71 > 1 (3.17)
1
(i) —<W
— Ti
\ =1

CeprobléemedeminimisationadmetuneuniquesolutionT* dontla résolutionseia détaillée
au chapitre 5.

Preuve Leslemmes3.1pagel04et 3.3 pagell3assurenguetout minorantsurle codt
desordonnancementsaquets-gcliqueset périodiqueestun minorantsur le coltde tout
ordonnancementonsidéronsioncun ordonnancement paquets-gclique et périodique
de périodeT despaquetsdesmessaged/s, ... , M,, surW canaux.De mémequ’au co-
rollaire 3.1 pagel07,notonsy; le nombredediffusionsdechaquemessge M; parpériode.

L’idée de ce minorantesttrés simple et consistea minorer le tempsde servicedes
requétepourle messagé/; parl'attentemayenneoptimalede cesrequétegpourle paquet
n°1 de ce messageCommeil y av; diffusionsde ce paquetdansunepériode,d’aprésles
résultatgrecédentbattenteestminimiséelorsquecepaquetestdiffuséaintervalle régulier
tousles (¢;7;) ou; =qet (T'/v;) > 1. Le tempsde servicedesrequétepour M; estdonc
minorépar: TSM(S, M;) > (4;7;/2 + 1). D’autre partla contrilution aucoltde diffusion
de S despaquetsiu messagé/; est: CD(S, M;) = (cilivi/T) = (ci/T).

Enfin,auplus WT paquetssontdiffusésdurantunepériodede S, ainsi: > ;" vif; <
WT,ie. (ii) ", 1/7 < W. Et,commeS estpaquets-yclique, nousavonsy;4; < T et
donc (i) 7; < 1. Minimiser surles r; seloncescontrainteslonnedoncle résultatannoncé.
|

Remarque 3.4 Le minorantM N ;s minorele tempsdetéléchagementdu premierpaquet.
Il n'estdoncjamaisréalisépar un ordonnancemerdésqu’un desmessagesompteplus
d’'un paquet.

3.2.2 Un minorant réalisable

L’'obtentiond’'un minorantqui puisseétreréalisépar desordonnancementgstnéces-
sairepourprouver quele problémeestNP-difficile. Nousallonsdanscettesectionproposer
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3.2 Minorer le coltoptimal
3.2.2 Unminorantréalisable

un secondminorantdontla valeuresttrésprochede celle du précédentmaisqui estréali-
sableala conditionquel’on puisseordonnanceles messagea intenallesréguliersetsans
préemption Cettepropriétéestplutot surprenantet démontrequelorsqu’onintroduit des
dépendancesntreles messagea diffuser le principe qui consistea diffusera intenalles
réguliersestremisencause.

Ce minorantestobtenude nouveauen relaxantles contraintede non-recouvrements.
Cependanta déterminatiorde I'ordonnancemenbptimal en 'absencede cescontraintes
n'est plus immédiate.Le minorantest exprimé égalemensousforme d’un probléemede
minimisationsouscontraintesnon-linéaireet sarésolutionnécessitaine adaptationpru-
dentedesméthodegiéweloppéepar Bar-Noy, Bhatia,Noar et Schieberdans[BNBNS9§,
car contrairementaux étudesprécédentes;ertainsdes coeficients peuent étre négatifs.
L’existence'unicité etle calcul de la solutionne sontdoncplusimmédiatset serontdé-
montrésauchapitre5b.

Lemme 3.6 (Un minorant réalisable) Le problémede minimisation non-linéaie MN,4
suivantestun minorantdu codtdetoutordonnancemerdespaquetdesmessgesde M =
{M,..., My} surW canaux:

4 m
0 6i—1\
min pi(@+€~—17_>+ﬁ

7>0 — 2 ¢ 2 ) Ti
MNy(M){ Surledomaine: (i) (Vi), 7; > 1 (3.18)
m
1
iy 1
(i) o<W

\ =1

Ceproblemede minimisationadmetuneuniquesolutionr*. De plus,le minorant MN4 (M)
estréalisépar un ordonnancemersi et seulemensi il existeun ordonnancemeraquets-
cycliquepériodiquequi pour chaque M;, diffuseles /; paquetsde M; dansdescréneaux
consécutif{éventuellemergur différentscanaux)a intervallesréguliers, exactementous
les(r;* - 4;).

Remarque 3.5 Ce nouweau minorant a une valeur trés proche du minorant précédent
puisquepourtoutensemblele messaged/ :

1 & 1 m
MNopis (M) + ;pi& + 5 <MN(M) < MNopis(M) + ;pi&

Preuvedu Lemme3.6. Leslemmes3.1 et 3.3 assurengu’il sufiit de considéredes or-
donnancementsaquets-ycliqueset périodiquesConsidéronsintel ordonnancemerf de
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périodeT despaquetdesmessagedss, ... , M, surW canauxNotonsy; le nombrede
diffusionsdu messge M; parpériode.

Pour obtenirle minorantMN,, nousrelaxonsles contraintesde non-recouvrements
entreles paquetdde messageslifférentset optimisonsle placementdes(v;¢;) paquetgde
chaquemessageéV/; pourminimiserle tempsde servicede requétegpour chaquelM; indé-
pendammentCommesS estpaquets-gcliqgue, noussommegsamenés I’étudedu meilleurs
placementsle (v;4;) paquetde chaquemessagéd\/; de longueurs; dansun intenalle de
longueurT'. La preue fonctionneentroistemps:

1. Nousdémontrongjuele tempsde servicedesrequétegpour chaguemessagéf; de
plusdedeuxpaquet®stoptimisési pourtoutinstantt ol un paquetde M; estdiffuse,
un paquetde M; estégalementiffuséautemps(t — 1) ouautemps(t + 1).

2. Nousendéduironsquele tempsde serviceestoptimisési et seulemensi les ¢; pa-
gquetsde chaquamessagé/; sontdiffusésconsécutiement.

3. Enfin, nousoptimisonsle positionnementie cesblocsde paquetde longueuré; en
démontrangu’ils doiventétrediffusésaintenalle régulier tousles (T7'/v;).

Etape 1. Considéronsin message\l; avec?; > 2, et deux paquetsconsécutifsde M;
(notonsqueles paquetsn®/; etn°1 sontconsécutifs)Sanspertede généralité considérons
les paquetan®1 et n°2. Pourk = 1..y;, notonsiy, J;, et K;, lesintenalles délimitéspar
(cf. Figure3.6): la fin dela k*™€ émissiondu paquetn°1, le déhut dela £'°™e émissiondu
paquetn°2, la fin de cettediffusion, et le délut del’émissiondu paquetsuivant (J;, estle
créneaudela kM€ diffusion du paquein°2 et estdonctoujoursdelongueurl).

e Rl e El e tE kY Rl

Ik

FiG. 3.6: Coller les paquetsn°2 aux paquetsn°1 permetd’amélioer le tempsde
servicedesrequéteglobalementie servicedecellesqui arriventdansiy,
estretadé de 1, maisle servicede cellesqui arriventdansJ, U K, est
avancéde |Ij|.

Nousconstruisons partir del’ordonnancemens, un ordonnancement’ despaquets
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3.2.2 Unminorantréalisable

du messageVf; dela fagonsuivante.Pourk # 2, S’ diffuseles paqueta®k exactement
commesS ; mais S’ diffuseles paquetan®2 juste apresles paquetan®1 (cf. illustration Fi-
gure3.6).

Analysonde tempsde servicede S’ pourlesrequétegpourle messagé\f; parrapport
aceluide S. Lestempsde servicedesrequétegjui arrivent en dehorsdesintenalles I,
Jx, et Ky, sontinchangésle S a S’. Unerequétequi arrive durantun intenalle I, ne peut
plustéléchagerle paguein®2 enpremieretdoit doncle téléchagerendernier uneunitéde
tempsapresavoir téléchagé le paquetn®1. Sontempsde serviceestdoncaugmentéae 1.
Unerequétequi arrive pendant’intervalle J, U Ky, téléchage enrevanchele paquetn®2
justeapréda (k 4 1)'®Me diffusiondu paquein®1, etsontempsde serviceestdoncréduitde
la longueurdel'intervalle I, (lesindicessontcalculésmodulo;). Ainsi la variationdu
tempsde servicedesrequétepour M; de S a S’ est:

Vi Vi

SO (Tl x 1= (14 [Kel) x [Tesa]) = = SO Kkl - e <0 (3.19)
k=1 k=1

Ainsi S’ atoujoursun codtinférieur a celui de S. De plus, S’ eststrictementmeilleur si
unedesdiffusionsdu paguetn®2 n’a paslieu dansS justeaprés’’émissionprécédentelu
paquein®1, ni justeavantl’émissiondu paquetsuivant.

Etape2. Supposonsjuenousayonsunordonnancemerf des(v;¢;) paquetsle M; qui
nediffusepaslespaquetgparbloc de créneauxconsécutifdetaille £;. Considéronge plus
petitbloc de créneauxconsécutifslanslequeldespaquetsie M; sontdiffusés,et notonsz
sataille: z < £; parhypotheseSangertedegénéraliténousconsidéronsgjuele paquen°1
estle premierpaquetdiffusédanscebloc. On appliquealors(z — 1) fois la transformation
précédentsurlespairesdepaquets’¢; etn°l, n°1 etn°2, ..., n°(z —2) etn°(z — 1). Le
coltdel'ordonnancemens’ obtenuestinférieura celuide S. Or, dansS’, le paquetn®z
du bloc précédenestisolé,doncappliquera S’ la transformatiorprécédentsurla pairede
paquets®(x — 1) etn°z diminuestrictemensoncodt.

Ainsi, paradoxalemente tempsde servicedesrequéteourles (v;¢;) paquetde M;
estminimiséenl’absencealescontrainteglenon-recouvremergntrelesmessagsi etseule-
mentsi les paquetglu messaged/; sontdiffusésparbloc detaille ¢;.

Etape 3. Noussommesdoncramenésa optimiserle placemente v; blocsde taille 4;

dansunepériodedelongueur?’. Pourk = 1..y;, notonst la distanceentrelesdétutsdes
K*meet (k 4 1)*®™e blocs(cf. illustration Figure3.7).

Unerequéteombeentrele déhut de’émissiondu dernierpaquetdu £'°™€ bloc et le déhut
du (k + 1)®™ebloc avec probabilité((t, — £; + 1)/T'). Elle estalorsservieenmoyenneau
boutde ((tx — £; + 1)/2 + £;). Unerequéteombeentrele délut du k™M bloc etla fin de
I'émissionde I'avant-derniempaquetde ce bloc avec probabilité(¢; — 1) /T. Elle estalors
servieenmoyenneau boutde (¢; + 1/2). Ainsi, le tempsde servicedesrequétegourle
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_..#1‘2‘ : gi}—{l‘g‘ :

FiG. 3.7: lllustration desnotationsde I'étape 3 dela preuvedu lemme3.6.

messageé//; vaut:

i th —4;+1 [ty —4;+1 . l; —1 1
Z{ o ( o )t (g )

k=1

quel’on simplifie enremarquantue"," , ty = T':

i: ( s ) P Ul (3.20)

2T 2T
k=1

Cetteexpressionquadratiqueestdonc minimiséelorsqueles blocs sontuniformémentré-
partis.En posantr; = T'/(v;4;), nousen déduisongjue le tempsde servicedesrequétes
pourle messagé/; dansl’'ordonnancemen§ initial estminorépar:

TSM(S, M;) > %T O — eg; ! (3.21)
Etdoncle coltdel'ordonnancemen$ estminorépar:
“ Tils ;-1 ci
COUT(S) > ) {p,- (7 +4; — o ) + E} (3.22)

=1

De plus comme(v;¢;) < T, nousavons (i) 7; > 1 etcomme} ", v;¢; < WT, nous
avons(i1) > i*; 1/7; < W. Enminimisantsouscescontraintesiousobtenonde minorant
annonce.

Nous verronsau chapitre5 que ce problémede minimisationadmetune unigue so-
lution 7*, ce qui n'estplusimmédiatcar (¢; — (¢; — 1)/2) peutétrenégatifet la fonction
objectifn’estdoncpluscorvexe. Parconstructioretcommela solutionT* estunique le mi-
norantestatteintpar un ordonnancemergériodiqueet paquets-yclique S si et seulement
si § ordonnancentes /; paquetsde chaquemessageV/; dansdescréneauxconsécutifs
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(éventuellemensur plusieurscanaux)a intervalles réguliers,tousles (7;°¢;) exactement.
Nousverronsauthéoréme3.3qu'il existeunordonnancemertptimal qui estpériodiqueet

paquets-gclique. Ainsi si le minorantestatteintpar un ordonnancementl, estatteintpar

un ordonnancemergériodiqueet paquets-gclique qui vérifie doncla propriétéci-dessus.
C.Q.FD.O

Ainsi, dansce modéleet contrairementiux modélesprécédentsle tempsde service
d’'un messagalonnén’est pasminimisé en diffusantsespaquetsa intervalles réguliers,
maisenlesdiffusanttousd’un bloc. Noussavons malgrétout parlesrésultatsdu chapitre
précédentju’unetelle stratégiepeut conduirea desordonnancementse co(t arbitraire-
mentgrandlorsqueles messagesnt deslongueurdrésdifférentes Aussi, les heuristiques
Section3.4 serontbaséesurun principetrésdifférent.

3.3 A proposde l'optimal

3.3.1 NP-dureté

Commenousl’avonsvu dansla sectionprécédentde minorantMN,4 n'estréaliséque
parlesordonnancementui diffusechaguemessaga intenalle réguliersanspréemption.
Nousallonsutiliser cefait pour démontrerquele problémede décisionassocié la dissé-
minationpréemptie de messagesstNP-difficile.

Théoreme3.2 (NP-dureté) Trouverunordonnancemertaptimalsuruncanaldespaquets
d’'un ensemblelemessgesM = {Mi,... ,M,,} decoltsdediffusionnuls estfortement
NP-difficile.

Preuve Demémequ’auchapitreprécédentousallonsréduirele probléeme’ N-partition”
auneinstancedu problémede disséminatiompréemptie sanscodtde diffusion. Rappelons

quele problemede décision” N-partition” admeten entréem entierszy, ... ,z,, etdoit
déciders’il existeunepartitionde{1,... ,m} enN sous-ensembles, ... , Iy, telleque:
1€l i€l

PosonsS =gef 21 + - - - + . Remarquongjuesi N nedivise pass, cetteinstancen’ad-
mettrivialementpasde solution.Nous supposerongoncque (S/N) estentier Considé-
ronsl'instancesuivantedu problémede la disséminatiorde messagesur un canal. Soit
'ensembleM, = {My, M,... , My} de(m + 1) messagesle coltsde diffusion nuls,

121



ORDONNANCEMENT POUR LA DISSEMINATION DE DONNEES

telsque:

58
My : KOZS/N et poza/(ﬁ—l)
(3.23)

ol « > 0 estchoisitelque: pg + - -+ + pm = 1.

D’aprésla proposition5.2du chapitreb. Il existeuncertainA* > 0 tel quela solutiont*
du problémede minimisationMN 4 (M) vérifie :

X —pi(4; — 1) =1
T = %, ou \* estl'unique solutionde: E == w (3.24)
(3

i=0 't

Or remarquonsgjuepour A = ¢, housavons:

s
N
482
= 4+z;—1)—(z; — 1 28
et 7'1(/\—04):\/(“C ’ )~ (@ ):_
T; T;
1
Et donc: E ﬂ = 1. Ainsi, le paramétrd_agrangien\* a pour valeur «, et la solu-
— 7l
=0

tion du min_orantMN4(Mz) estt* tel que: 7§ = 2 et = (z;/2S). Soit A la valeur
correspondantéabominablemaisrationnelle)du minorantMN4 (M;).

Notonsquetoutesles entréesp;, #; et A sontrationnelleset de tailles polynomiales
et que notammentes longueurssontbien entieres Considérongloncle problemede dé-
cision suivant “Existe-t-il un ordonnancemensur un canal des paquetsdes messges
My, My, ... , M, dontle coltestinférieurouégala A ?” . Notreréductionestbienpolyno-
miale.D’apresle lemme3.6,la réponseai cettequestionest‘oui” sietseulemensiil existe
unordonnancemergériodiqueS qui diffuselespaquetsiu messagéd/, dansdescréneaux
consécutifsexactementousles 75y = 2S/N, et les paquetsde chaquemessageV/;
dansdes créneauxconsécutifsexactementtous les 7;°¢; = 2S. Un tel ordonnancement

existesi etseulemensi I'on peutpartitionner’ensembledesmessaged/, ... , M,, enN
sous-ensemble$ty, ... , My telsque(cf. illustration Figure3.8)
Z b= = Z l;
M;eM;y M;eMn
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3.3.2 Existencad’ordonnancementsptimauxpériodiques

S/N +
. - 7 \ @ ,

5 :E\\\V‘r\ TAEE Z G = T t

TR Mo g My My My GV My MsE Mo 4--->

FiG. 3.8: Un ordonnancemergui satisfaitle problemede décision.
C.Q.FD.O

Remargue 3.6 L'extensiondela preuve aucasde W canauxpourdémontreta NP-dureté
du problémede décision“Existe-t-il un ordonnancemergur W canauxdespaquetsdes
messaged/ de coltsde diffusionnulset de probabilitésde demandeationnellesdontle
coltestinférieura A ?” estdirecte.ll sufit d’ajouteral’ensembleM,, (W — 1) messages
Mpi1,- .. s My w1 cOnstituésle (S+N¥y) paquetetdontlesprobabilitéssontajustées
desorteque: 7%, = 1.

Remarque 3.7 La preuwe de BarNoy, Bhatia, Noar et Schieberdans[BNBNS9§ dé-
montreégalementue ce problémeestNP-difficile. Cependantotre preuwe n’utilise pas
les colitsde diffusion. Ce résultatdémontredoncque mémeen présencale préemptiorle
casdeslongueurson-uniformegprésentainecompleité intrinseque.

3.3.2 Existenced’ordonnancementsoptimaux périodiques

Théoréme3.3 (Existenced’un ordonnancementoptimal périodique) Pour tout W et
tout ensemblede messges M = {M;,... ,M,,}, il existeun ordonnancemenvptimal
despaquetde My, ... , M, surW canauxqui soit périodique

Deplus,il existeun algorithmequi le construitentempsfini exponentiel.

Preuve La preuwe decerésultatreposesurla constructiond’'un graphed’'étatsimilaire a
celuidesthéorémed.3et2.2deschapitreprécédentsifin desimplifierlesnotationsnous
neconstruisonge graphed’étatuniquementande casd’un uniquecanaldedissémination.

Tout d’abord graceau lemme3.1 page104 nousne considérongjue les ordonnance-
mentspaquets-gcliques.Ensuite le lemmededensitépagel13nousassurguenouspou-
vons restreindrenotre rechercheaux ordonnancementgériodiques. un ordonnancement
optimal parmi les périodiquesestoptimal. Enfin, le lemme3.4 page113 nouspermetde
nousrestreindreaux ordonnancementsui diffusentun paquetde chaquemessageV; au
moinstousles K; créneauxpu K; estuneconstantejui nedépendjuedescaractéristiques
desmessages.

Pourl’ensemblede messaged/, nousdéfinissonde graphed’état G, fini et valué
suivant. Les sommetsde G sontles m-upletsé = (1,... ,d,), OU &; estun vecteur
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detaille ¢; avaleursdans{1,... , K;}. &; estappeléle vecteurd’état du messagel/;. On
noterao; x, la k'€Me coordonnéeded;, ou1 < k < ¢;. Etreausommets autempst signifie
quepourtouti = 1..m ettoutk = 1..4;, la k™ des¢; derniéredliffusionsd’un paquetu
messagé/; avantt, adémarréladate(t — (o, + - -+ + 04y;)) (cf. Figure3.10pagel28).
Nousdéfinissongleuxopérateursurlesvecteursd’état:

e «(d;) estle décalagei gauchedu vecteurd'étato; :
a(Gi)e; =0, et «a(fi)k = o (k41), POUrk < £;.
e ((&;) incrémentda derniérecoordonnéaed; :
ﬂ(&i)& =04 +1, et B(3)k = Oik, POUrk < 4.

Dansle grapheG)y, les arétessont étiquetées' X” ou “M;”, pour un certaini. Une
arétee )y, étiquetée M,” reliechaquesommets’ = (¢4, ..., 05, ... ,0m) aUSOMMeD’ =
(B(G1),...,B0a(di),...,B(Fm)). Suire cettearétee,,, durantle créneaut signifieque
I'on ordonnancde paquetdu messageV/; suvant dansl’ordre cyclique pendantle cré-

neaut. Nousdonnonsa cettearéteun coltégalau surcoQtinduit par cette“dif fusion”, que
nousdéfinissonsaturellementommele rétro-coltdu créneau

. - 1
cotitg,, (en;) =det¢i + 1 —pioi1 + ij stojit+o

; 2

j=1
Une aréteex étiquetée’ X” relie chaguesommets = (G1,... ,d,) ausommetsy’ =
(B(31),--.,B(Fm)). Suire cettearéteex durantle créneau signifie quel’on n’ordon-

nanceaucunpaqueturantle créneau. Nousdonnons cettearéteun colitégalausurcodt
induit, guenousdéfinissonsaturellementommele rétro-coltdu créneau

m
R 1
colitg,, (ex) =def ij (5 +oj1+-+ Uj’gj>
j=1
Nousdéfinissonglorsle coltd’un cycle y de G, commele coltmoyende cesarétes

N 1 N
cottg,, (v) = o Z cottg,, ()
ecy

Nousétablissonginside mémeguedansleschapitreprécédentsynesurjection(y —
S,) descyclesdu grapheG ,, verslesordonnancemenigériodiquespaquets-ycliques,et
qui diffusentun paquetdechaquemessagé/; aumoinstousles K; créneaux la surjection
associea tout cycle y 'ordonnancemens§,, obtenuenconcaténanies étiquettesiesarétes
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du cycle. Le théorémederéwersibilité nousdonnealorsquele codtdu cycle -y estle rétro-
codt,doncle codtdel'ordonnancemens’, :

COUT(S,) = colitg,, (7)

Larecherchal’'un ordonnancemengériodiqueoptimal seraménedoncala rechercheal’'un
cycle de coltminimal dansGy,. Or G, estdetaille finie, ainsiun tel cycle existe et peut
étre calculéentempsfini exponentiel(par exemple,avec I'algorithme de Orlin, Tarjanet
Young[YTO91]). O

3.4 Approximations a un facteur constant

Danscettesectionnousallonsproposerdesheuristiquegjui générentdesordonnance-
mentsdontle coltestinférieura (2 - MNgy,;5(M)) etdonca (2 - OPT(M)).

Nos heuristiquessontbaséesur la remarquesuivante: diffuser les paquetsdu mes-
sageM; réguliérementousles; aulieu delesdiffuserenbloctousles (7;4;), multiplie au
pluspar?2 le tempsde servicemoyenpource messagécf. Figure3.9). Nousobtenonsinsi
des2-approximations.

FiG. 3.9: Ordonnancetespaquetgégulieement.

Les minorantssuggérenune fréquencede diffusion optimale (1/7;) pour M;. Nous
allonsdoncdéelopperdifférentesheuristiquesjui réalisentesfréequencesptimalesNous
allonstoutd’'abordprésentecesheuristiquesurun canal,puis nousmontreroncomment
lesgénéraliseau casde plusieurscanauxen utilisantun résultatde Bar-Noy, Bhatia,Noar
et Schiebe[BNBNS98].

Note 3.1 L'extensionde cesheuristiquesau casde plusieurscanauxesttout particuliere-
mentintéressantar nousn’avons pasa I’heure actuelled’algorithmede performancega-
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rantie pourla disséminatiorsur plusieurscanauxde messagele longueursnon-uniformes

sangpréemption.

3.4.1 Ordonnancer sur un canal
Nouscommenconparprésentetuneheuristiqugandomiséguenousdérandomiserons

pourenfaire un algorithmedéterministequi produitun ordonnancemergeériodique.

Approximation randomisée

Proposition 3.1 (Approximation randomisée) L’algorithme randomisé 3.1 page ci-

contre génée un ordonnancemen$ desmessgesde M = {M;,... , My, } suruncanal,
tel que:
1 " Ci
E T =- il + — 3.25
couT(s) =5 +3° (pent+ %) (3.25)

Ainsi,siT = 7* estla solutiondu problémeMNs ;s (M), 'ordonnancemergénéréestune
2-appoximation:

E[COUT(S)] < 2-MN2bis(M)—g < 2-0PT(M)—%

Preuve Parla linéaritédel'espérancel’'espéranceadu coltestla sommedesespérances
dutempsdeserviceetdu coltdediffusion: E[COUT(S)] = E[TSM(S)] + E[CD(S)].
L'espérancedu colt de diffusion estla sommepondéréedes colts de diffusion des
paquetsde chaquemessageln paquetdu messageV; estdiffusé danschaquecréneau
avec probabilité (1/7;), ainsi le nombremoyen de paquetsde M; diffuséspar unité de
tempsest1/7;. Le coltmoyendediffusiondel’'ordonnancemens§ estdonc:

E[CD(S)] = y
=1

G
Ti

De méme,I'espérancedu tempsde serviceestla sommepondéréedestempsde service
pour chaquemessageConsidéronsinerequétepourle messagé\/; arrivantdurantle cré-
neaut. Elle attendtoutd’abordenmoyennel /2 la fin du créneaupuisseraservieunefois

qu'elle auratéléchager les ¢; paquetsde M;. Soit X; ;(u) la variablealéatoiredu temps
écouléentrelesfins des(k — 1)'®™e et k'*™€ diffusionsd’un paquetde M; depuisla fin du
créneaw. L'attentede la requéteestdoncla sommedesX; , pourk = 1..4;. Or X ;(u)

estindépendantieu etdek, etsonespérancestr;. L'espérancelu tempsde servicedela
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3.4.1 Ordonnancesuruncanal

Algorithme 3.1 Approximationrandomiségourla disséminatiorpréemptie surun canal

Entrées: (r;) vérifiant,pourtouts, ; > 0etd ", 1/7; < 1.

m

1
Si — < 1 alors
Ajouter un messagéfantome” My, avecly = 1, pg = ¢y = 0 etunevaleurr
telleque: 1/7o =1—->1", 1/7.
Sortie:

Pourt =1..00
Tirerauhasard € {0,1,... ,m} avecprobabilités; = 1/7;.
Sii = 0 alors
Nerien ordonnancedurantle créneaut.
Sinon

Ordonnancele paquetsuivant(dansl’ordre cycligue)dumessagé/; du-
rantle crénead.

requéteestdoncfinalement (1/2 + 4;7;). Ainsi :
1 m
E[TSM(S)] = 5 + ;pieiﬁ'

Ainsi, lorsquer = 7* estla solution du problémede minimisation MNy;s(M ), nous
avons: E[COUT(S)] < 2MNyyis(M) —3/2 < 20PT(M) — 3/2.0

Remarque 3.8 En pratique,il corvient de prendrer égala la solutiondu problémede
minimisationdu codtdel’'ordonnancememénéréCeprobléemedeminimisationala forme
génériquetudiéeauchapitreb.

Approximation gloutonne

Nous proposongdanscette sectionune versiondérandomiséele I'heuristique préceé-
dente.Pour cela, nousdéfinissond’état de I'ordonnancemené la fin du créneaut de la
faconsuvante:

Definition 3.3 (Etat) L'étatd(¢,.S) d'un ordonnancemergaquets-ygclique ala fin ducré-
neaut estle m-uplet(a(t,S),... ,dm(t,S)), oud;(t,S) estunvecteurdetaille ¢; dont
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la k'®™M€ coordonnéer; ;, estle tempsécouléentreles déhuts desk®™® et (k + 1) des
¢; dernierediffusionsd’'un paquetavantla datet (cf. Figure3.10).De mémequ’auxcha-
pitresprécédentgt qu’'a la définition du rétro-codt,nousconsidérongjuetousles paquets
sontfictivementdiffusésa la datet = 0 (il estéquivalentde dire qu’aucunerequéten’ar-
rive autempst = 0 ou encorequetouslesrequétegjui arriventavantt = 0 sontservies
instantanémentginsi: pourtouts, k, o; x(t = 0,.5) = 0.

Les ¢; = 3 derniéres diffusions d'un paquet de M;
Créneau [t — 1,1]

FiG. 3.10: Définitiondel'état (5;(t)) ala datet.

Proposition 3.2 (Algorithme glouton) L’algorithmeglouton3.2 page suivanteproduitun
ordonnancemerff desmessgesdeM = {M;,... , M,,} suruncanaldontle coGtvérifie:

1 " C;

i=1

Ainsi, siT = 7* estla solutiondu problemeMNy (M), I'ordonnancemerngénéréestune
2-apploximation:

E[COUT(S)] < 2-MN4(M)—% < 2-0PT(M)—%

Remarque 3.9 Il estintéressante noter quele choix glouton se fait uniguementur la
guantité (Zf;;l okt —1, SG)) qui estle tempsécoulédepuisla derniérediffusion du
paquetguel’on seproposedediffuser Cechoix estdoncindépendantiesdatesdesautres
diffusions.

Preuve Cetalgorithmeestla versiondérandomiséde I'algorithme 3.1 pageprécédente.
Nousallonsprocéderde la mémefaconqu’au chapitreprécédenen bornantle rétro-codt
cumulédel'ordonnancemenglouton S surtoutintenalle [0, ¢] par ((¢ + 1) - MOY) ou

MOY =gef <1/2 + > (piliTi + ¢i/ ;) | estl’espéranceadu coltde 'ordonnancement

randomiséCommele théorémederéwersibilité assurd’'égalité entrele coltetle rétro-colt
d’un ordonnancemenhousauronde résultatannoncénfaisanttendret versl’infini.
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3.4.1 Ordonnancesuruncanal

Algorithme 3.2 Algorithme gloutonde disséminatiopréemptie surun canal

m
Entrées: (;) vérifiant,pourtouti, 7; > 0,et» 1/7; < 1.
i=1

m

. 1
Sliz_;;i <1 alors

Ajouter un messagéfantdme” My, avecly = 1, pg = ¢y = 0 etunevaleurr
telleque: 1/7g =1—-3 ", 1/7.

Sortie:
Pourt =1..0c0
Calculerl’état & ala date(t — 1) del'ordonnancemeniDéfinition 3.3 pagel27).

£;
Choaisiri € {0,1,... ,m} qui minimisela quantité: (ci — piTi Zai,k).
k=1

Sii = 0 alors
Ne rien ordonnancedurantle créneatt.
Sinon

Ordonnancele paquetsuivant(dansli’ordre cyclique)du messagé/; du-
rantle créneau.

Pourcelanousallonsdémontremquele choix gloutonau tempst estle choix qui mi-
nimisela sommedu rétro-coGtRCOUT(Sq, [t — 2,t — 1]) surle créneaut — 1) etdela
variationd’unefonctionpotentiel® (¢, S¢). Cettefonctionpotentielnouspermetcommeau
chapitreprécédentle “payer” par anticipationl’attente desrequétesn attenteau tempst.
Nousla définissongdonc naturellementommel’espérancede I'attente desrequétegjui
n’ont pasétéserviesavantla datet. Considéronsin ordonnancemerf. Une requétepour
le messageV; n'a pasétéserviedansS autempst, si elle estarrivée apresle détut de
la premieredes/; derniérediffusionsd’un paquetde M; avantla datet (cf. Figure3.10).
Or, (pioi (t, Sa)) requétepourle messageV; sontarrivéesentreles déluts desk®™® et
(k + 1)Me dest; derniéregliffusionsd’un paquetde M; avantt, et serontserviesunefois
gu’ellesauronttéléchagé les k paquetsdde M; qui leursmanquenf cesrequétesievraient
doncattendre(k7;) en moyennesi 'ordonnancemenétait générépar'algorithme rando-
misé 3.1 aprésla datet. Nous définissongdonc notre fonction potentiel ®(¢, .S) pourun
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ordonnancemerf par:

m {;

O(t,5) =det Y D pioip(t,S) k7

i=1 k=1
Remarquonsgue: ®(t = 0,.5) = 0 etquepourtoutt : ®(¢,.S) > 0. Nousposonsdonc:
Y (t,S) =qet MOY —RCOUT(S, [t —2,t — 1)) + (¢t — 1,5) — (¢, S),

et nousallonsdémontremuetoutt : Y'(¢,S¢) > 0. Ainsiensommandet = 0 at = T,
nousauronsgue:

T - RCOUT(Sg, [0,T]) + (0, 5c) — ®(T, Sg) < (T +1) - MOY,

>0

cequi impliquerale résultat.Pourcelanousallonsdémontrerquel’espérancele Y (¢, S¢)
si le paquebrdonnancéurantle créneau étaitchoisialéatoirementestpositive, etquele
choix gloutonestcelui qui maximisela valeurde cettefonction.

NotonsS; I'ordonnancemenqui diffuseexactementes mémespaquetsjue S avantla
date(¢ — 1) etordonnancée paqueidu messagé/; suvantdansl’ordre cyclique,sij > 0
etn’ordonnanceiendansle créneau si j = 0.

Reprenonges notationsdesopérateursy et 8 surlesvecteursd’'état définispagel24
al'occasionde la preuwe de I'existenced’'un ordonnancemenptimal périodique.Ainsi
nous pouvons définir I'état 7(¢, S;) de I'ordonnancementS; a la datet en fonction de
I'état &'(t, S¢) aladate(t — 1) par:

di(t,S;) = B(Fi(t—1,5¢)), sij#i
et &Z(t,S]) :ﬁoa(&i(t—l,Sg)), Sl] = 1.

Un rapidecalculdémontregu’alors:

CI)(t—l,S) Sj,t ZPZETZ‘FPJZUJIC 1’SG)'T]

D’autre part, I'attenteen arrieremoyennepour le messageV/; dansle créneaut — 1) de
I'ordonnancemens§; (ou Si) vaut (o1 (t —1,5¢) 4+ + 05,1t — 1,5¢) + (016, (t —
1,5¢) —1/2)). Ainsi le rétro-cotde S; surle créneay(t — 1) estde:

RCOUT(S;, [t —2,t —1]) = ¢; + = +szZm —1,5¢)
i=1 =
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3.4.1 Ordonnancesuruncanal

Ainsi,
1 m
Y(t,5) = MOY —¢; — 5 — sz Zm —1,8¢) — Y _ pilii
=1 = =1
J
+ pj Zoj,k(t -1,5q) -7
Et donc,
= 1y
Ei/.[Y (¢, 5;)] — =0
T
Or,
Y(t,8) =Yt 5S) - | ¢ —p; Zajk —1,8¢) - 7

Par conséquente choix gloutonestbien celui qui maximiseY (¢, S;), etassuredoncque
pourtoutt, Y (¢, Sqg) > 0.
C.Q.FD.O

Approximation gloutonne périodique

Certainesapplicationsimposentque I'ordonnancemensoit périodique.Cela permet
d’'une partde déchager le seneur du calcul de I'ordonnancemenegt ausside rendrel’or-
donnancemenprévisible,ce qui permetde définir desstratégiesde gestionde cacheset
de préchagementplus efficace.Remarquonsgjue cettederniereremarqueétait'un desre-
prochesadresséaux ordonnancementeEompliqués”a performancebornéegar certains
papiersdela communauté&esbroadcastisks.Nousverronségalemenau chapitresuivant
gue I'existenced’ordonnancementpériodiquesefficacesseraa la basede notre schéma
d’approximation.

Ainsi, demémequedansle chapitreprécédenthouspouvonsarréter’algorithmeglou-
tonauboutd’'un nombrede pasquadratiquesnle nombretotal de paquetspourgénéreun
ordonnancememériodiquea un facteur2 de l'optimum. Il sufiit pour celad’étre prudent
lors du bouclagepour assuremue 'ordonnancementestepaquets-gclique. L'algorithme
estprésentgagesuivanteetillustré Figure3.11pagesuvante.
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Algorithme 3.3 Approximationdéterministeet périodiquesurun canal

Entrées: UnensembleV/ demessagestunentier? > 0. OnposeL =41 + --- + £,.

Calculerr* la solutiondu problémede minimisationMNy ;s (M).
Ordonnancetouslespaquetsle chacundesmessagesntrelesdatest = 0 ett = L.

ExecuterT’ pasdel'algorithmeglouton3.2pagel29avecr = 7*, danslescréneaux =
L+1lat=T+ L.

Trier lensembleX = {k7 : 1 < k < 4;}.
Pour r =1..m
Soit (k) le r®Me élémentde X .

Ordonnancedansle créneau = 7'+ m + r le paquetsuvantdu messageV/;
dansl’ordre cyclique.

Pouri =1..m
Soitn; le nombredediffusionsdespaquetsie M; entret = 0 ett = (T + 2L).

Ordonnanceles((4;—n;) mod ¢;) paquetslumessagd/; suvantsdand’ordre
cycliqueala suitedel’ordonnancement.

Théoréme3.4 (Ordonnancementpériodique) L'algorithme 3.3 construitun ordonnan-
cementSy paquets-cycliquetpériodique surun canal,decolt< 2 - MNy ;s (M) désque
sapériodeTs estsufisammentongue:

14 ”
Ts > ?EQ"}'ZZCZ'&H avecL=¥1+---+ 4.
i=1

Nousobtenonsioncentempspolynomialune2-approximationde périodequadiatiqueen
nombe total de paquetsetenlescoltsdesmessges.

Tous les paquets dans |'ordre

Tous les paquets des k - 7;' croissants
T
T T T = N t
4 —. .- —
My bee o M - -
t=20
T pas de I'algorithme glouton Jonction paquets-cyclique

FiG. 3.11: Uneappoximationdéterministeet périodique
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3.4.1 Ordonnancesuruncanal

Preuve Posond/ = Y7, ((¢; — n;) mod ¢;) < £ — m. L'ordonnancemens$' obtenu
estpaquets-yclique etpériodiquedepériode(T + 2L + U). Estimonde codtde cetordon-
nancemenéncalculantsonrétro-coqt.

D’apresl’analysede I'algorithme glouton Proposition3.2, le rétro-coltcumulésur la
période[L, T + L] estbornépar:

RCOUT(S,[L, T + £]) < (T + 1) MOY —&(T + L, S) + ®(L, )
Remarquongiue® (L, S) < Y%, pit L < LMOY. Ainsi :
RCOUT(S,[L, T+ L)) < (T+ L+1)MOY —®(T + L, S) (3.27)

Majoronsa présente rétro-coltsurla périodedetemps[T + £,T + 2£ + U] U [0, £]. Le
codtdediffusioncumulésurlespérioded0, £] et[T' + L£,T + 2L + U] estbornépar:

m
3 il (3.28)
=1

Notons(T +L+t; ) ladatedudéhut dela k'*Mediffusiond’un paquetiumessagé/; entre
(T + L) et (T + 2L) etposonst; o = 0 pourtout:. L'attenteenarrieremoyennepour M;
entrelesdateST+ L+1; y—1) €t(T+ L+ 1), vaut((t; g —tik—1)/2+ 00, (T+L)+- -+
0; k(T + L)). Ainsi lasommedel'attenteenarriérecumuléeet dutempsdetéléchagement
surcespériodesletempsestmajoréepar:

m Zi
tig — ti
S Y (g — tig—1) (% + 010, (T+L,8) + -+ 0i1(T+L,8) + 1)

cequel’on peutbornerpar:

m l;
Zpi Zti,k ok (T + L, S) + L2

Remarquonsjuepuisqudespaquetsontdiffusésparkr croissanetque) ;" | k/7° < k
nousavonst; ; < k7;. Or, ®(t,S) = > pi Zﬁ;l oi k(t, S). Ainsi nousmajoronscette
contritution aurétro-coltpar:

®(T + L) + L2 (3.29)

Enfinla sommedel'attenteenarrierepourlesmessaged/; etdutempsdetéléchagement
surles périodes[T + L + t; 4, T + 2L + U] U [0,T] estmajoréepar (2£). Ainsi leur
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contrilution aurétro-codtestinférieura:
6.L2 (3.30)

Ensommantesdifférentescontrikutions(3.27),(3.30),(3.29)et (3.30)nousobtenonglonc
que:

m
(T + 2L+ U)RCOUT(S) < (T + L+ 1) MOY +3 ) i + 7L?
=1
Ainsi :
3 7£2 +3 Z:il Ciei

RCOUT(S) < 2N[NZbis(]\/[) - 5 + T+2L+U

Et donc, nousobtenonsune 2-approximationdésquela période(T" + 2L + U) de S est
supérieur@ (2 L2+ 237" ¢;4;). O

3.4.2 Disséminationsur plusieurs canaux

Cettesectionse proposed’étendreau casde plusieurscanauxles heuristiquegprécé-
dentes.Cesrésultatssont particulieremenintéressantgar ils permettentd’ordonnancer
avec garantiede performancelesmessagesde longueurnon-uniforme .Nousavonsvu en
effet au chapitreprécédentjuele casde plusieurscanauxrestemal comprisen 'absence
de préemptionCesrésultatss’inspirentlargementde la méthodedéweloppéepar Bar-Noy,
Bhatia,Noaret Schiebedansle casdeslongueursuniformes|BNBNS9§.

Approximation randomisée

L'analysedesperformancesle I'algorithme randomisé&eposesur le fait qu’un paquet
de chaquemessageV/; estordonnancéavec probabilité (1/7;) danschaquecréneaude
temps.La généralisatiome cetteheuristiqueaucasdeplusieursconsistedoncatrouver une
distribution desprobabilitésde diffusion qui permetted’assureique:

1. Un paquetde chaquemessageV/; soit diffusé avec probabilité(1/7;) danschaque
créneaudetemps.
2. Au plusun paquetde chaquemessageV/; soit ordonnancé&anschaquecréneaude
temps.
Cettesecondecondition estnécessairg@our ne pashiaiserles probabilitéset assuremue
I'ordonnancemengénéréestbien paquets-gclique.

Dans [BNBNS98, Bar-Noy, Bhatia, Noar et Schieberproposentdansle cadredes

messagesle longueuruniforme unedistribution de probabilitéqui permetd’ordonnancer

134
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chaguemessagé//; auplusunefois etavecprobabilitél/7; surlesW canauxLa généra-
lisationdeleur méthodeau casdespaquetsie messagefait I'objet dulemmesuivant.

Lemme 3.7 (Algorithme 3.4,[BNBNS98]) Etantdonnér; > 1 pouri = 1..m, et W tel
qued ", 1/7; < 1, l'algorithme 3.4génée unordonnancemeraléatoire paquets-cyclique
sur W canauxou un paquetdu messge M; estdiffuséavecprobabilité 1/7; danschaque
créneau.

1,0 ;1‘% 170 lespaquetsde My = { My, M1, M>} surle premiercanal
S92 $\, T1 —
””””” IRV
1,0 82 ” lespaquetde M, et Mo = { M3, My} surle deuxiémeanal
84’5\ 83 1/7‘3
1.0 SQE 174 lespaquetde M4 et M3 = {M;5} surle derniercanal
’ S5 1 T5

FiG. 3.12: Distribution pourle multicanal.

Preuve L'idéedel’algorithme 3.4 estd’ordonnancetespaquetsi’'un mémemessagsur
auplusdeuxcanauxconsécutifsAu plus(W —1) messageserontdiffuséssurdeuxcanaux.
Ceux-cisontnumeérotés:(1), ... ,x(W —1). L'ensemblel’'indicesM; contientlesindices
desmessagequi serontdiffuséssurle premiercanal,etpourw > 2, M,, U {k(w — 1)}
estl’ensembledesindicesdesmessagequi serontdiffuséssurle canalw. Afin degarantir
quepourtoutw, deuxpaquetsiu messagé/,,,) nesoientpasdiffusésenmémetempssur
les canauxw et (w + 1), les probabilitésde diffusion desmessagesur le canal(w + 1)
sont moduléessuivant si un paquetde ce message été diffusé sur le canalprécédent.
L'algorithme 3.4 généredonchien un ordonnancemergaquets-gclique (en particulierau
plusun paquetde chaqueestdiffusédanschaquecréneawdetemps).

Il noussufiit de veérifier que cettedistribution estcorrecte(la sommedesprobabilités
vaut1) etordonnancéien un paquetde chaquemessagé\/; avec probabilité(1/7;) dans
chaquecréneauRemarquonsgjueparconstruction(cf. Figure3.12):

pourtouti & {k(1),... ,k(W —1)}, s; =1/7
pourtoutw € {1,... ,(W —1)}, s;+s;=1/7
etquepourtoutw > 2, sy, 1y + Sew 1)41 + + Sgw) = 1

Ainsi il noussufit de démontrerpar récurrenceque sur chaguecanalw, un paquetde
chaqueM;, i € M, U {k(w — 1)} estordonnancévec probabilités; sii # x(w —
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Algorithme 3.4 Approximationrandomiségourla disséminatiorsurW canaux

Entrées:

1. Unensemblelemessaged/ = {Mi,...,M,}.

m
2. Descoeficients(r;) vérifiant,pourtouti, ; > 1, etz 1/ < W.
i=1
W= 35 %]
Ajouter un messagéantdmeld,, avec: £y = 1, py = co = 0 ety tel que: % =W-r, Ti
S :=0etk(0) :=0.
Pour i = 0..m Il cf. Figure 3.12page précédente
Si(S+1/r) < [S] alors
s; = 1/7.
Sinon
w:=[S], k(w) =i etMy = {r(w-1)+1,...,s(w)}.
si=(w—S)ets, :=(S+1/r; —w).
S:=(S+1/n).
Sortie :
Pourt =1..00
Tireriy = ¢ € M avecprobabilités;.
Sii; =0 alors
Nerienordonnancependante créneau surle canalw = 1.
Sinon
Ordonnancele paguetsuivant (dansl’ordre cyclique)de M;, surle canalw =1
pendante créneadt.
Pour w :=2.W
Siiw—1 = k(w — 1) alors
Tireri, =i € M,, avecprobabilités; /(1 — s;(w_l)).
Sinon
Tireri, =i € My U {k(w — 1)} avecprobabilité:

S;(wfl)
1= Sk(w-1)
$i(1 = Su(w—1) = Sy(w_1))
(1- Sg(w_l))(l - sn(w—l))

Ordonnancele paquetsuivantde M;  surle canalw.

,pouri = k(w — 1)

, sinon.
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1), et probabilité s, sii = k(w — 1). La propriétéest évidentepour le premiercanal.

Supposons-laraieaucanal(w —1). Un paquetdu messagé/,,,_1) aétéordonnancévec

probabilités,,, 1y surle canal(w — 1). Ainsi un paquetdu messagéV/; estordonnancé
parl'algorithmesurle canalw avecprobabilité:

!
Sn(w—l) '

(1 - Sn(w—l)) ' 1_ Sw(w-1) = Sk(w—1)

D’autre partun paquetd’un messagé/;, i € M,, estordonnancé@vecprobabilité:

!
S; +a ) si(1— Sk(w—1) — S,i(w71))
Sk(w—1) 7 — Sk(w—1)) " 7 = 8
1- Sn(w—l) (1 - Sfe(w—l))(1 - Sn(w—l))
lorsqueM (1) estordo‘r;nancésurle canalprécédent si?1ron

C.Q.FD.O

Proposition 3.3 (Approximation randomisée) Soit M unensembl&e messgeset W un
nombe de canaux.Et soit 7* la solutiondu problémede minimisationMNy ;s (M). Soit
A={i:1 =1} etB = {i : 77 > 1}. Alors, I'algorithme qui diffusecontinimentes
paquetslechaquedemessge M; surle canal (W +1—1) pouri € A, etdiffuselespaquets
desmessges{M; : i € B} selonl'algorithme 3.4surlescanauxi, ... ,(W —|A|) estune
2-approximation.

Preuve Conséquencenmédiatedesanalyseslulemme3.7 etdela proposition3.1.0

Approximations déterministes

La généralisatiore I'algorithme gloutonesttrésintuitive. Nousavonsvu quela régle
gloutonnesur un canalconsistea ordonnancedurantle créneaut le paquetsuivant du
messagé/; qui minimisela quantité:

£;
Ci — PiTi Z Tik
k=1

ou g estl'étatautemps(t — 1).

Pourla disséminatiorsur plusieurscanaux,il s’agit de sélectionnetes (au plus) W
messagesui minimisentcettequantité,sachanigue si cettequantitéestnégatve, il vaut
mieuxnerien ordonnanceralgorithmeglouton3.5 obtenuestprésentgagesuivante.
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Algorithme 3.5 Algorithme gloutonde disséminatiorpréemptve surW canaux

m
Entrées: W canaux (r;) vérifiant,pourtouts, 7; > 0,et» ~1/7; < 1.
i=1

m

. 1
Sliz_;;i <1 alors

Ajouter un messagéf antbme”M,, avec:

1 1
lo=1,py=co :0et70telque: — :1—2—
0 =1 Ti
Sortie :
Pour ¢t =1..00
Soitd I'état autemps(t — 1) del'ordonnancemengDéfinition 3.3 pagel27).

Posonsf : (i — ¢; — piTy Zf;;l oik). Soit X = {i : i # Oetf(i) < 0} et
z = min(|X|, W). Soitiy,... ,i, € X, telsque: f(i1) < ... < f(ig).

Pourw = 1..z, ordonnancete paquetdu messagel;  suivant dansl’ordre
cyclique,surle canalw durantle crénead.

Nerienordonnancesurlescanaux(z + 1) aW pendante créneatt.

Proposition 3.4 (Gloutonnisation) L'algorithme glouton 3.5 génee un ordonnancement
paquets-cycliqudespaguetsdlesmessgesde M dontle coltestauplusdeuxfois|’optimal
lorsquer = 7* estla solutiondu problémede minimisationM Ny pis(M).

Preuve La preuwe estidentiquea celle de I'ordonnancemenglouton sur un canal.On
étudiedelamémefagonlesordonnancements;, .. ;. quidiffuseniesmémesgpaquetsjue
I'ordonnancemengloutonjusqu’autemps(t — 1) etqui ordonnanceniespaquetsuivants
desmessaged/;,, ... , M;, surlesW canauxautempst. Commedansle casd’un canal,
nousdéfinissonainefonctionY (¢, Sj, .. i), 0US;, . j, estlordonnancemententique
a S jusqu'a(t — 1) et qui ordonnancdes paquetssuvantsdesmessagesd/;,, ... , M;,,
durantle créneau. L'étude de sonespérancesur tousles W-uplets(ji, ... , jw) suvant
la distribution de I'algorithme randomisé3.4, démontrequ’elle vaut zéro, et quele choix
gloutonestcelui qui la maximise.On obtientainside la mémefaconqueprécédemmeria
bornesurla performancealel’algorithme.OC

Onobtientenfinunordonnancemegeériodiquesnarrétant'algorithmegloutonaubout
d’'un nombrequadratiquale pas.L'algorithmeestprésentéageci-contre.
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Algorithme 3.6 Approximationdéterministeet périodiquesur W canaux

Entrées: UnensembleV demessagestunentier?T > 0. OnposeL = 41 + - - - + £yy,.

Calculerr* la solutiondu problémede minimisationMNa s (M ).

Ordonnancetouslespaquetde chacundesmessagesntrelesdatest = 0 et = L sur
le premiercanal.

ExecuterT pasdel'algorithme glouton3.5 pageprécédentavec = 7*, danslescre-
neauxt =L+ 1at=T+ L.

Trier lensembleX = {k7) : 1 <k < 4}
Pourr =1..m
Soit (k77) le r'®Me élémentde X .

Ordonnancesurle premiercanalducréneau = T + m + r le paquetsuvantdu
messagé/; dansl’ordre cyclique.

Pouri =1..m
Soitn; le nombredediffusionsdespaquetsie M; entret = 0 ett = (T + 2L).

Ordonnancesurle premiercanalles((¢; — n;) mod ¢;) paquetsdu messagé/;
suivantsdangl’ordre cyclique ala suitedel’ordonnancement.
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Théoreme3.5 (Ordonnancementpériodique sur W canaux) L'algorithme 3.6 page
précédenteconstruit un ordonnancementSy paquets-cycliqueet périodique sur W
canauxdecolt< 2 - MNy;s(M) désquesapériodeTs estsufisammentongue:

14 n
Ts > —L*+2) cili, avecL =1L+ +bp.
3 =1

Nousobtenongdoncentempspolynomialune2-approximationde périodequadiatiqueen
nombe total de paquetsetenlescoltsdesmessges.

Preuve Lapreuw estidentiqueacelledel’algorithme3.3suruncanal.O

Remarque 3.10 Nous obtenonsdonc une 2-approximationen préemptantsystématique-
mentles messagedNousavonsvu Figure 3.9 pagel25 que ceci coltaitun facteur2 par
rapportaucodt“idéal” suggéréarle minorantqui proposeunordonnancemerfictif quine
préemptgamais.Pouramélioremosheuristiquesiousdevronsdoncremettreencausecette
procéduregnpréemptanmoinssouvent,ou bienmodifierle minorantpourtenircomptede
la nécessitéle préempter

Conclusionset Perspectives

Dansce chapitrenousavons introduit et présentéun modeélepréemptif naturel pour
la disséminatiorde donnéesD’un point de vue pratiguenous avons démontréque pre-
empterles messagepermetde réaliserun gain arbitrairesur le colt de la dissémination
d’'un ensemblale messagekrsqueles messagesnt destempsde transmissiortresdiffé-
rents.Notre étudedesordonnancemen@ptimauxpourle caspréemptifnousa révéléque
la disséminatiorde messagesle longueurnon-uniformeen présencale préemptionreste
NP-difficile de maniéreintrinséque,c’est-a-diresansque les coiltsde diffusions soient
impliqués (Théoréme3.2 page121). Le modélepréemptifcapturedonc une partie de la
compl«ité deslongueursion-uniformesienquelespaquetaientla mémelongueur Rap-
pelonsquela compleité (NP-dureté)de la disséminatiorde messagesde longueursuni-
formesde codtde diffusion nuls estencoreouvertea cejour. L'étudede la réalisabilitédu
minorantMN,4 nousa égalementévéléquele tempsde serviceestminimisé lorsqueles
messagese sontpaspréemptégLemme 3.6 pagell7). Nousavonsvu cependangu’il
étaitimpossibled’approcheice minorantsangpréemptiordansle casgénéralExemple2.2
page6l). Aussinousavonsproposélesheuristiques unfacteurconstandel’optimal pour
le casd’'un nombrearbitrairesde canaux(Algorithme 3.6). Notonsque nousne disposons
pasactuellemente garantiede performancegpour la disséminatiorde messagesle lon-
gueursnon-uniformessurplusieurscanauxsanspréemption.
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Nous avons vu égalemengue notre cadrepréemptifmodélisele casou les requétes
ne demandenplus desmessagesdividuelsmaisdemandentieslots de messagest sont
servieslorsquetousles messagesdu lot demandésonttéléchagés.Le casétudiédansce
chapitreestle casoulesmessagesntla mémeongueuretouleslots demessagesonttous
disjoints.Il seraitintéressantle voir commentnouspouwonsgénéralisenotreétudeaucas
ou leslots ne sontpastousdisjoints.Ce problémeseposede faconconcrétedansde nom-
breusespplicationsparexemplepourla diffusiondejournauxélectroniques parexemple,
siA, B, C, D et E sontrespectiementiesinformationsja météoJa pagedesport,labourse
etle résultatdescoursesa Vincenneset quedesutilisateurs4A demandeniesinformations,
la météoet la bourse c’est-a-direle lot { A, B, D}, quedesutilisateursB souhaitentece-
voir la pagede sport,la météoet le résultatdescoursesg’est-a-direle lot {B, C, E'}, et
gu’enfindesutilisateursC demandentesinformations,Ja météoetle résultatsdescourses,
c’est-a-direle lot {A, B, E'}, commentordonnancefes messagesi, B, C, D et E? Sur
cetexemple,leslots demandése sontplus disjoints.Notre approchedansce chapitreest
baséesur I'obsenation que les messages’un lot doivent étre diffusésde faconcyclique
lorsqueles lots sontdisjoints.C’est cetteobseration qu'il faudraitessayede généraliser
pourtraiterle casouleslots nesontplusdisjoints.Cetteétudefait partiede nosperspecties
proches.

Le chapitresuivant présentaune premiéreréponsea la questionde la complité dela
disséminatiorde messagesde longueursuniformesen proposantn schémad’approxima-
tion.
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Un schéma

CHAPITRE d’appr oximation
polynomial pour la
disséminationde
messagesle longueurs
uniformes

Intr oduction

Dansles chapitresprécédentsnpousnoussommesattaquésa I'étude de 'ordonnance-
mentpourla disséminatiorde donnéedorsqueles messageg’ont pastousla mémelon-
gueur Dansce chapitre nousrevenonssurle casdesmessagede longueursuniformesen
proposantun schémad’approximationpolynomial. Plus précisémennous présentonsin
algorithmequi pourtouteconstante etpourtoutensemblalem messagedecoltsdedif-
fusionbornésparuneconstante, calculeentemps®(m?) unordonnancememgériodique
surW canauxde période(m? + mC)/e, dontle coltesta (1 + €) ducodtoptimal.

Notonsquela NP-duretéde la disséminatiorde messagede longueuruniformeet de
coltsde diffusion bornés estunequestionencoreouverteaujourd’hui.Nousavonsvu aux
chapitregprécédentsependanguedifférentesvariantessontdesproblemeNP-difficiles :
lorsqueles coltsde diffusion ne sontpasrestreints(théorémel.2 page40, [BNBNS9§),
lorsqueles messages’ont pastousla mémelongueur(théoreme2.1 page77), ou en-
core lorsqueles messagesont découpésn paquetsde longueurunitaire (théoréme3s.2
pagel21)Jusqu’icilesmeilleursalgorithmegolynomiauxétaientdesapproximationgun
facteurconstantdontle meilleurgénérainordonnancememterapportdeperformancd/8,
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sansgarantiesur la taille de la période(théoremel.5 page52, [AW87, BNBNS9g). Ré-
cemmentKhannaet Zhou s'interrogeaientd’ailleurs dans[KZ98] sur I'éventuelle“non-
approximabilité”du problémedeslongueursuniformessanscodt de diffusion. Le résultat
présent@ansce chapitredémontrequenon: le problémedela disséminatiordesmessages
delongueurauniformesestapproximablea (1 + ¢) pres.

Notonsenfin que pour desraisonstechniquesle problemerestreintaux messagedes
longueursuniformesestle modéleprivilégié dansles domainesapplicatifs. En effet ce
modéleenglobecelui des“disquesdiffusants”’[en anglais,broadcastdiskg qui estappa-
remmenttrés utilisé dansles implémentationslessystémesle disséminatiofHGLW87,
BGH™92, Ach9§. Sinotrealgorithmenepeutétreutilisé directemenenl’état (carle temps
decalculesttréslargemenexponentielen1/¢), lesprincipesmis enévidenceparnotreme-
thodedevraientpermettred’obtenirdesheuristiqueperformantegnpratique.

4.1 Présentationgénérale

Notre étudepartde la remarquesuivante.Le minorantd’Ammar et Wong (Lemme1.2
page35, [AW85]) indiquequ’“idéalement’chaquemessageéV/; devrait étrediffusé pério-
diquementousles;, ou7* estla solutiondu problemede minimisationMN{ (M). Ainsi
I'attente moyennedesrequétespour chaquemessagéV/; est“idéalement”(r;*/2). Pour
approcherce minorant,ils proposentun algorithmerandomisé(algorithmel.2 page45)
qui diffusedanschaquecréneaude messagé\/; avecprobabilité(1/7;). Ainsi lesrequétes
pour chaquemessagél/; sontserviesen moyenneau boutde 7. lls obtiennentalorsune
2-approximation(équationl.27page46).

Supposonguenousayonsregroupéenun groupeGG desmessageayantmémeproba-
bilité dedemandeet mémecoit. Cesmessagepartagentlorsle mémer;” et sontdiffusés
avec la mémefréquencedansl’algorithme randomiséd’Ammar et Wong. Nous pouvons
alors amélioer la diffusiondesmessgesdu groupeenlesdiffusantcycliguementEn effet,
dangl’algorithmeinitial, unerequétepourun messagelu groupedoit attendreenmayenne
|G| diffusionsd’un messageugroupeavantd’étreservie Mais, silesmessagesontdiffusé
demaniérecyclique, cettemémerequéteattendreenmoyenne((1+ 2+ - - - + |G|) /|G|) =
((IG]+1)/2) diffusionsd’'un messagelu groupeG pourétreservie Nousréussissonainsi
a “sauver” quasimenun facteur2. Cetteversion“groupes-cycligue de I'algorithme ran-
domiséd’Ammar et Wong réaliseen fait une (1 + 1/|G|)-approximationdu codt “idéal”
pour chaguemessagele ce groupe.Ainsi, si nouspartitionnond’ensembledesmessages
en regroupantles messagesle méme probabilité et de méme codlt, nous obtenonsune
(1 + 1/ ming |G|)-approximation.Le minorant d’Ammar et Wong peut donc quasiment
étre atteintlorsquetouslesgroupessontde grandedailles.

Nousprocédongle la fagonsuivantepour étendrecetteapprocheau casgénéralNous
commencongar regrouperles messagegui ont uneprobabilitéet un codtidentiquea un
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petitarondiprés.Puisnouspartitionnondesgroupesentroisensemblesy = AL B L CY,
telsque(Lemme4.10pagel72):.

1. A contientun nombreconstantindépendantiem, p1,--. ,pm,c1,--- ,Ccm, demes-
sagesmportants

2. B contientdesmessagefaisantpartiedegroupegiegrandetaille, enparticuliertrés
grandedevantla taille de A.

3. C réunitdesmessagequi participentde faconnégligeableau coltdel'ordonnance-
ment.

L’ordonnancemengstalors construitde la faconsuivante.Nous commencongar or-
donnancetes messagesnportants: ceuxde A, importantspareux-mémeset ceuxde B,
importantspar leur nombre(Proposition4.2 page166). Pour cela, nousrecherchongdes
proportionsoptimalesdesmessagede A et desmessagede B dansun ordonnancement.
Formellementsi nousdéfinissonda fréquencede diffusiondansun ordonnancemerd’'un
ensemblale messagesommele pourcentagele créneawutiliséspourla diffusionde ces
messagedansl’ordonnancementousdevinonsla frequencex* desmessages! dansun
ordonnancemermjuasi-optimatle A LI B. Puisnousconstruisonsin ordonnancemergério-
diquequasi-optimale A defréquencalediffusion a*. Ensuite nousutilisonsuneversion
“groupes-gclique” et périodiquede I'algorithme gloutond’Ammar et Wong pour ordon-
nancedesmessagede B dansles“trous” (Lemme4.8 pagel64).Lesmessagede C sont
enfininsérés‘en force” tousles O(1/¢), sufisammentrarementpour ne quasimentpas
augmentefe tempsde servicedesrequétepour A et B (Propositiord.3pagel70).

La premiéredifficulté estdoncde trouver la bonnefréquencede diffusion o* pour A.
Pourcelanousutilisonsunegénéralisatiomdu minorantd’Ammar et Wongau casou I'on
imposeunefréquencemaximalede diffusion. Ensuite,il s’agit detrouver un ordonnance-
mentde A defréquencex* ettel quel’on puisseparla suitediffuserlesmessagede B dans
les emplacementbbres. Pourcela,nousavonsbesoinqueles emplacementbbres soient
bien répartis: notre ordonnancemerde A estpériodiquede périodetrés petite devant la
taille du plus petit groupede B. Ainsi, commeles messagesont diffuséscycliquement
dansleur groupe,les emplacementsides sontrépartisa peuprésrégulierementiu point
de vue de chaquemessagele B. L'ordonnancemengue nousobtenondinalementa une
période®(m?) quadratiqueen le nombrede messagedJne derniéreétapepermetde ré-
duirela constantenultiplicative et d’obtenirun ordonnancemente période(m? + mC) /e
exactementnextrayantle meilleurbloc de cettetaille dansl’'ordonnancemenprécédent.

Les sectionsqui suiventdécrivent I'algorithme par étapesTout d'abordla section4.2
présentd’algorithme groupes-gcliqguesqui serviraa ordonnancetes groupesde grandes

!OnnoteX LI'Y poursignifierquel’union de X etdeY estdisjointe.
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tailles (Algorithme 4.3 pagel54),ainsiquesonanalysgPropositiord.1 pagel53).La sec-
tion4.3démontrecommenbrdonnancelesensembledemessaged et B (Propositiord.2
pagel66).Nousverronsensuiteala sectiond.4 qu’introduire“en force” lesmessagede C
tousles O(1/¢e) permetd’obtenirun ordonnancemerde M = A U B LU C apartir d'un
ordonnancemeresmessagede A etde B (Propositiord.3). Enfinla derniéresection4.5
démontrea I'aide du lemmede partition (Lemme4.10 pagel72) commentnouspouvons
mettrebout-a-boutles résultatsdessectionsprécédentepour obtenir notre schémad’ap-
proximation(Algorithme4.5).

4.2 Ordonnancer desgroupesde messages

Considéronsin ensemblele messagesa/.

Definition 4.1 (Groupes) Nousdironsqu’un ensemblele message\l estpartitionnéen
g groupesM = G U --- U G, silesmessagedechaquedegroupeG; ontlamémeproba-
bilité dedemandeg); etle mémecoltc;. Onnoteraalorsg; = |G| la taille du groupeG.

Nous allons voir danscette sectionque nous pouvons améliorerles heuristiquesdu
chapitrel lorsquequelesmessagesontregroupes.
4.2.1 Ordonnancementsgroupes-cycliques

Le lemmesuivantvalidel’approchegénérale.

Definition 4.2 (Groupes-cyclique) Un ordonnancemerff estdit groupes-cycliquéorsque
lesmessagede chaquegroupeG; sontordonnancédefagoncyclique.

Lemme 4.1 (Ordonnancementgroupes-cyclique) Soit M un ensembl@&e messgespar-
titionnéeng groupesM = G U--- LU G, etS unordonnancemerde M. Alorsiil existe
un ordonnancemergroupes-cycliques’ de M dontle coltestau plusceluide S :

COUT(S") < COUT(S)
Deplus,si S estpériodiqueetn’estpasgroupes-cycliquealors: COUT(S’) < COUT(S).
Pourla démonstrationle celemmeet pourla suite,posonda définitionsuivante.

Definition 4.3 (emplacement) L’'emplacementw, t) d’un ordonnancemerf correspond
aucréneauediffusiondu canalw durantla périodedetemps[t — 1, ¢]. Nousdironsqu’un
emplacementw, t) de S estvide si S ne diffuseaucunmessagesurle canalw durantle
créneau. Un emplacementide seraaussiappeléuntrou.
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4.2 Ordonnanceidesgroupesde messges
4.2.2 Approximationgroupes-cyclique

Preuvedu Lemme4.1. L'argumentesttres semblablea celui du lemme3.1. Soit S un

ordonnancemerdesmessagede M. PourchaquegroupeG;, considéronsinerequétear-

rivantauninstantt qui demandein messageléatoiredu groupeG ;. L'attentemoyennede
cetterequéteestminimiséesi et seulemensi les g; messagesdu groupeG; sontdiffuses
dansles g; emplacementseservésa la diffusion desmessageslu groupeG; justeapres
la datet dansS. Ainsi s'il on réordonnancdes messagesle chaquegroupede maniere
cycligue dansles emplacementséservésa la diffusion de ce groupedanssS, I'ordonnan-
cementgroupes-gclique S’ obtenua le mémecoltde diffusionque S etauplusle méme
tempsde service.De plussi S estpériodiquede périodeT’, S’ estaussipériodiquede pé-
riode inférieurea (T’ H?Zl g;). Enfinsi S estpériodiquemaisn’estpasgroupes-yclique,
alors S’ eststrictemenmmeilleur O

Remarque 4.1 (Réécriture du minorant d’Ammar et Wong avecdesgroupes) Soit M
un ensemblede messagegpartitionnéen ¢ groupesM = G U --- U G,. Considéronde
problémede minimisationMN; (M) (lemme1.2 page35) définissanuun minorantsur le
codtde tout ordonnancemerde M surun canal.La solutionT* de MN; (M) estunique.
Or, les g; messageslu groupeG; ont les mémesprobabilitéset les mémescodts.Donc,
par unicité de la solution, ils ontle mémer;". Ainsi nouspouons définir 7 = (7;"/g;)
pourchaquegroupeG'; ou M; estun messagguelconquale G, etréécrirele problemede
minimisationMN; (M) dela fagonsuiante:

MN; (M) = (4.1)

4.2.2 Approximation groupes-cycligue

Nousl'avonsexpliquéci-dessusnouspouwonsoptimiserlesalgorithmesd’approxima-
tion en ordonnancantle faconcyclique les messages’'un mémegroupe.Nousobtenons
alorsl'algorithme randomisé4.1 pagesuivantepour la disséminatiorsur un canal.Nous
verronsdansla sectionsuivantecommentouspourronssimplementransposecetordon-
nancemensurplusieurscanaux.

Lemme 4.2 (Algorithme groupes-cycliquerandomisé) SoitM = G; U--- LU G4 unen-
semblede messges partitionnéen groupes.L'algorithme 4.1 page suivantegénée un or-
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Algorithme 4.1 Approximationgroupes-gclique randomiséeurun canal

Entrées: Unepartitioneng groupesiesmessages/ = G LU --- U Gy etry,... , 7,4 Stric-
tementpositifsettelsque: >37_, 1/7; < 1
Poserry > 0telque: 1/mo =137, 1/7;.
Sortie:
Pourt=1..0
Tirerj € {0,... ,q} avecprobabilitél/7;.
Sij =0 alors
Neriendiffuserpendante crénead.
Sinon
Diffuserle messagsuvantdu groupeG; dansl’ordre cyclique.

donnancemerdléatoire S suruncanaldontle colta pour espéance:
gilgi +1) gg 1) g
E[COUT(S)] = = - 4.2
[ + § ( it (4.2)

Si(7§)j=1.q = (T;)jzl__q estla solutionde la version “gr oupes” du minorant MN; (M)
(remague 4.1 page précédente),alors l'algorithme 4.1 est une (1 + 1/min;g;)-
appmoximation.

Preuve Soit S I'ordonnancemengénérépar l'algorithme 4.1. Dans S, un messagelu

groupeG; estordonnancé&anschaquecréneawde tempsavec probabilité(1/7;). L'espe-
rancedela fréquencelesmessagedechaquegroupeG; estdonc(1/7;). Ainsi, I'espérance
du codtdediffusionmoyende S vaut: E[CD(S)] = >77_, 1/7;.

L'analysedu tempsde servicea déjaété esquissé&ectiond.1. Commenousl’avons
vu, I'optimisation groupes-gclique va nouspermettred’améliorerle tempsde servicedes
requétesPourtout j, un messagelu groupeG; estdiffusé avec probabilité (1/7;) dans
chaquecréneaul e tempsmoyen pour téléchager le prochainmessagelu groupeG; a
partir d’'une datet entiéreestdonc ;. Une requétedemandeavec probabilité (g;p;) un
messagéiré uniformémentdansle groupeG;. Elle attendalorsen moyenne(1/2) la fin
ducréneatcourantSil'on note(Xx)x=1.,, lesvariablesaléatoiresiutempsnécessairau
téléchagementdu k'°™® messagelu groupeG; a partir dela fin de ce créneaula linéarité
del'espérancedonneque: E[X] = (k7;). Ainsi commela requétedemandehacundes
messageavecla mémeprobabilité elle attendenmoyenne((1 + - - - + g;)7;/9;) = (g5 +
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1)7;/2. Le tempsde servicemoyendel'ordonnancemen$ estdonc:

1 a gilg; +1
E[TSM(S)] = 5 + ijij( j2 )Tj
j=1

Ainsi siT = 7* estla solutiondela version“groupes”deMN; (M), alors:
E T < (1 1 o'
[COUT(S)] ( + i g]> + Z (p] T+ )

<(1+ 1 )MN1(M),
mlnjgj

etnousobtenonsine(1 + 1/ min; g;)-approximatiorrandomiséer

Remarque 4.2 Si tous les groupessontde tailles supérieuresi 1/, nousobtenonsune
(1 + ¢)-approximation.

4.2.3 Dérandomisation

Ordonnancement glouton. Nous souhaitonsobtenir une approximationdéterministe
pour pouvoir garantird’'une partunebornesurla taille dela périodede I'ordonnancement
généréetd’autrepartuntempsde calculpolynomial.Nousallonsdoncentreprendrele dé-
randomiset’heuristiquegroupes-gclique précédentgarla méthodeguenousconnaissons
bienmaintenantNotonsquebienquela techniquesoitsimilaire,l'analyseestdifférentedu
caspréemptif(chapitreprécédentpuisqud’on cherchepasatéléchagertouslesmessages
d’'un groupe maisl’'un enparticulier

Definition 4.4 (Etat) L'état a la datet d’un ordonnancemenf groupes-gcliqgue dun
ensemblede messagesV/ partitionnéen groupesM = G;U---UG, estle g-uplet
F(t) = (F1(t),-.. ,F,(t)) ou F;(t) estle vecteurde taille g; dontla k'*™ coordonnée
aj.x(t) estle tempsécoulédepuisle délut dela k'™ desg; derniéreddiffusionsd’un mes-

sagedu groupeG; jusqu’ala datet, commeillustre Figure4.1.

Lemme 4.3 (Algorithme groupes-cycliqueglouton) Soit M = G;U---U G, un en-
semblede messges partitionnéen groupes.L'algorithme 4.2 page suivantegénée un or-
donnancemen$ suruncanaldontle colGtestmajorépar :

1 ! 9ilgi +1) g] +1) cj
COUT(S) < 5+ ( Tj + —) (4.3)

.y
j=1 J
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Algorithme 4.2 Approximationgroupes-gclique gloutonnesurun canal

Entrées: 7,...,7, strictemenpositifsettelsque: 23:1 /1 <1

Posempy = ¢y = 0 etry > O telque: 1/79 =131, 1/7;.
Sortie :
Pourt=1..0
Soit & I'état de 'ordonnancemené la date (¢ — 1) (Définition 4.4 pagepréceé-

dente).
Choisirj € {0,1,... ,q} quiminimisela quantitésuivante:
g
(- nm 3o
k=1
Sij =0 alors

Ne rien ordonnancedurantle créneau

Sinon

Ordonnancedurantle créneau, le messageuvantdu groupeG; dans
I'ordre cyclique.
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Les g; = 3 derniéres diffusions d'un message du groupe G;

.
Créneau [t — 1,1]

. s

. O0j,9,=3 t) !
: oja(t) = “ ‘

FiG. 4.1: Définitiondel'état &';(¢).

Si(7)j=1.q = (T;)jzl_,q estla solutionde la version “gr oupes” du minorant MN; (M)
(remague4.1page 147),alors I'algorithme 4.2 estune(1 + 1/ min; g;)-appoximation.

Preuve Le principedela preue decetteheuristiqueestle mémequ’auxchapitregréce-
dents.Soit Sg, 'ordonnancemengloutongénérépar I'algorithme groupes-gclique glou-

ton4.2.Posons MOY =def 3+ 7, (pjwfj + i—j) Nousintroduisonda fonction:
Y(S,1) —det MOY — CD(S, [t — 1, £]) — ARM(S, [t — 2, £ — 1]) + 1+ B(S, £ — 1) — B(S, 1)

ou & estunefonctionpotentiellepositive etnulle ent = 0, quenousallonsdéfinir al'ins-
tar deschapitresprécédenteommel’espérancale I'attente cumuléedesrequétesarrivées
avantla datet et qui n'ont pasété serviesa cettedate,si I'ordonnancemenétait généré
par I'algorithme groupes-gclique randomisé.1 aprésla datet. Le but estde démontrer
quepourt, Y(Sg,t) > 0. Ainsi, ensommantdet = 1 at = T + 1, nousauronsque
STHYY (Sq,t) > 0, c’est-a-direque:

T+1
(T + 1) RCOUT(S,[0,T]) < > (CD(S, [t — 1,#]) + ARM(S, [t — 2,¢ — 1]) + 1)
t=1
< (T +1)MOY — (S, T + 1)
N————
>0
Cequiimpliquera,graceauthéorémeleréwersibilitéque: COUT(S¢) = RCOUT(Sg) <
MOY.

Considérondétat 5(S,t) d’'un ordonnancemertf ala datet. A la datet, p;o; (S, 1)
requétesont demandde £'°™® messagelu groupeG; et seraientserviesen moyenneau
boutde (k7;) tempssi 'ordonnancemenétait générépar I'algorithme randomiséapresla
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datet. Nousdéfinissongloncla fonctionpotentiellepar:

deprJZUJ, (S,t) - k;
j=1 k=1

Remarquonsjuepourtoutt, ®(S,t) > 0 etque®(S,0) = 0.

Pour0 < I < g, soitS; 'ordonnancemententiqueal’ordonnancemengloutonSg sur
I'intervalle [0,¢ — 1] etqui, sil > 0, ordonnancée messagasuiantdansl’ordre cyclique
du groupe(@, durantle créneau, et qui n’ordonnanceien sinon.Nousallonsdémontrer
que:

IE:1/71 [Y(Sla t)] =0,

puisquele choix gloutonestbiencelui qui maximiseY (S, t) cequi terminerda preuse.
Notonsqued(t — 1,S;) = &(t — 1, Sg). Ainsi, l'attenteen arrieremoyennepourle £'*™¢
messagelu groupeG; surla période[t — 2,¢ — 1] vaut (o x(t — 1, S¢) — 1/2). Donc:

ARM(Sg, [t — 2,1 — 1]) =——+ZpJZojk - 1,56) (4.4)
j=1 k=1

L’étatautempst del’'ordonnancemens; s’exprimepar:

pourj #1, o;k(t,S) =o;k(t—1,S¢)+1, pourk=1.g;
etpourl #0, oy4(tS) =1
et O’l’k(t, Sl) = Jl,k+1(t -1, Sg) +1, pourk = 1.-(gl — 1)

Nousobtenonsalorsque:

a1
(S, t—1) — @(S), 1) Z rj +pm Y oje(t—1,5¢)  (4.5)
j=1 k=1

Ainsi ensommanteséquationg4.4) et (4.5), nousobtenongjue:

q

9
Y(Sq,t) = Z ~ - - Zpg Z%k —1,86) +pim Y ouk(t—1,50)
Jj=1 =

=T k=1

Comme)_7_, 1/7; = 1 nousobtenonsalorsque:

M-
Q=

Y (S,,t) =0
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Notonsfinalementgque:

g1
Y(t,5) =Y, 5) - (Cl —pm Y okt —1, 5G)>

k=1

Nous reconnaissongonc que le groupeG; choisi par I'algorithme glouton et qui mini-
mise (cl — T Zi’zl o (t—1, SG)), maximiseY (¢, S;). Le choix gloutonassuredonc
que: Y (S¢q,t) > 0 pourtoutt. O

Remarque 4.3 (De bonnesperformances“en pratique”) L'algorithmegloutonl.3aex-
périmentalemerd’excellentegperformancefAWS85, AW87], bienmeilleureqquele facteur
deperformance démontréarBar-Noy, Bhatia,Noaret Schiebeidans|BNBNS9§,.
Enfait, lesdistributionsde probabilitésutilisésdansles testsd’Ammar et Wong suiventla
distribution de Zipf. Lesmessagekes plusimportantsont doncdesprobabilitéssimilaires.
Or, l'algorithme gloutond’Ammar et Wongsélectionnde messagelontl'attenteenarriere
cumuléeest la plus grande.Ainsi, lorsqueplusieursmessagesnt mémeprobabilité,ils
sontnaturellemenbrdonnancésle faconcyclique. L’analyseprécédentgermettraitdonc
d’expliquerlesbonnegerformanaceexpérimentales.

Générationd’'un ordonnancementpériodique. Afin d'obtenirunedescriptiorcourtede
I'ordonnancemengénérénoussouhaitongiénéreun ordonnancemengériodique L’algo-
rithme 4.3 pagesuivanteprocedecommedansl’algorithme 4.2, enfaisantbouclerl’ordon-
nancemensurlui-mémeauboutd’'un nombrequadratiquele pas.

Proposition 4.1 (Algorithme glouton périodique) SoitM = G U --- U G4 unensemble
de messges partitionné en groupes L’'algorithme 4.3 page suivantegénée un ordonnan-
cementS surun canalpériodiquede période(T 4+ 2m) etdontle coltestmajorépar :

COUT(5)<1+§q: 9ilgi Tl <
X pa pj 9 Tj 7 ,

m
lorsquela période(T' + 2m) del'ordonnancementérifie: T + 2m > 9m? + 4 c;.

i=1
Ainsi,si T = 7* estla solutionde la version “gr oupes” du minorant MN; (M), etqueT
vérifiela conditionci-dessuspousobtenonsine(1 + 1/ min; g;)-approximation.

Preuve La preuwe estessentiellementa mémequ’aux chapitresprécédentsL’idée est
d'utiliser le coltprépayéande potentielpourcompensele surcodtdial’'ajout desm mes-
sagesauxextrémitésdela période.
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Algorithme 4.3 Approximationgroupes-gclique périodiquesurun canal

Entrées: T un entier et des nombresy,... ,7, strictementpositifs et tels que :
23:1 1/7; <1
Sortie :
Pourt =1..m
Ordonnancele messagé/; dansle créneau.
ExécuterT’ pasdel'algorithmeglouton4.2danslescréneaux = m + 1 at =T + m.
Trier parordrecroissant'ensembleX = {k7; : 1 < j < ¢;1 <k < gj}.
Pourr=1..m
Soit (k7;) le r®Me élémentde X .
Ordonnancedansle créneayT + m + r) le messagsuivantdu groupeG; dans
I'ordre cyclique.

Tous les messages de chaque groupe

Tous les messages par ordre de k7 croissants
)
Z ] t
i . . —... —
2. SE il b

T pas de |'algorithme glouton groupes-cyclique entre t =mett =T+ m

FiG. 4.2: Constructiondel'ordonnancemeniériodique

Notonsque contrairementau chapitrenousn’avons pasbesoind’assurera groupes-
cyclicité de 'ordonnancementar nousavons prouvéla réversibilité du colt pourtout or-
donnancemerdt passeulemenpourlesordonnancemengroupes-gcliques.

Nousallonsestimere coltde cetordonnancemergn majorantsonrétro-codtD’apres
I'analysedel’algorithmeglouton,le rétro-coltcumulésurla période[m, T+ m] estmajoré
par:

RCOUT(S, [m,T +m]) < (T + 1) MOY +&(S,m) — ®(S,T +m)

Remarquongjue ®(S,m) = >1_, pjm Y 3L, k - ojk(m, S) < Z?lej’rjw - m.
Ainsi :

®(S,m) < mMOY (4.6)
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Considéronsx présentle rétro-coltsur la période[T' + m,T + 2m] U [0,T]. Le coltde
diffusionestclairement

CD(S, [T +m,T +2m]U[0,T]) =2 ¢ 4.7)
=1

Ensuitenotons(T+m-+t, ;) ladatedudéhut dela diffusiondus®™® messagelugroupeG;

apréda datet = (T + m) dansS. L'attenteenarrieremoyennepour le k™ messagelu
groupeG; i, surlapériode[T +m, T +m+t; ;] vaut(t; /2 + 0, (S,T +m)). Lasomme
del'attenteenarrieremayennesurcespériodeset du tempsdetéléchagementestdonc:

q
>_p;

j=1 k=

95
ts
tj,k (%k + O’j,k(S,T + m) + 1)
1

or, >25_1pig; = let (tixg+1) < min(m, k7j) parconstruction(3~7_, 1/7; < 1), nous
pouvonsdoncmajorercetteexpressiorpar:

2 q 9j 9
m m
& +Z:pj;10j,k(s,:r+m)k7j <GS, T+ m) (4.8)
j= =

Enfin,considérons$attenteenarriérepourlesmessagesurlespériode§T +m+t; 5, T +
2m] U [0,T]. La sommede['attenteenarriéremoyenneet du tempsde téléchagementest
majoréepar2m. La contritution aurétro-coltde cettepériodeestdoncmajoréepar:

4m? (4.9)
Ensommanteséquationg4.6),(4.7),(4.8)et(4.9),nousobtenongloncle majorantsuivant
surle rétro-coltetdoncsurle coGtdel’ordonnancemenpériodiques :

9m? -
(T + 2m) COUT(S) < (T +m + 1) MOY +—— +2 D e
i=1

Ainsi :

q 2 m
gi(g; +1) Im=/2+23 "¢ 1
T(S) << 1 I\ 1) _ -
Ccou (5)\{ +j§::1pg g iyt T +2m 2

Nousobtenongioncbienl'approximationsouhaitéelesqueT + 2m > 9m? + 437", ¢;.
O
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Noussavonsdoncconstruireun ordonnancemerguasi-optimab’un ensemblele mes-
sagegartitionnéengroupedetaille supérieuréi 1/¢. La sectionsuvanteétudiecomment
ordonnanceenmémetempsun nombreconstantle messages.

4.3 Ordonnancer desgrands groupeset un nombre constantde
messages

Cettepartie estle coeurde I'algorithme. Nousy exposonscommentconstruireun or-
donnancememuasi-optimald’un ensemblede messaged/ supposéartitionnéen deux
sous-ensemble® = A LI B, telsque:

1. A estconstituéd’'un nombreconstantde messages.

2. B estpartitionnéeng groupesB = G LI --- U G, degrandetaille : pourtout1 <
j < g, nousavonsg; > k(e)|A|?, olik(e) seradéfiniplustard.

L'idée estdedeviner la bonnefréquencalediffusion a* pourlesmessagele A, puisd’or-

donnancemuasi-optimalemenles deux ensemblesd et B a fréquencesTrouver o* se
fait essentiellemerpar rechercheexhaustve. Pourchaquefréquencer, il fautestimerles
contributionsde A et B aucodtdel’'ordonnancementourestimera contrikution aucolt
desmessagede B nousallonsutiliserunevariantedu minorantd’ Ammar etWong, puisque
nousavonsvu a la sectionprécédent@ue ce minorantesttrésprochede I'optimal. L'es-
timation de la contritution de A estplus délicate.Nousallonsdémontremqu’il existe une
constantequi bornela périoded’ordonnancementguasi-optimawqui diffusentles mes-
sagede A quasiment cettefréquenceNouspourronsdoncestimerla contritution de A

parsimpleénumératiordesordonnancement&erésultatnouspermettraégalementde dé-
montrerque I'on peut ordonnancetes messagesle B dansles emplacementsides de
I'ordonnancementle A al'aide del'algorithmegloutongroupes-gclique et périodique4.3
dela sectionprécédente.

4.3.1 Fréquencesde diffusion

SoientM un ensemblede messagesd C M et .S un ordonnancemerdesmessages
deM.

Definition 4.5(Contribution) La contribution au colt de 'ordonnancemenst' desmes-
sagesie A, notéeCOUT(S, A), estdéfiniepar:

COUT(S,4) = Y (pi TSM(S, M;) + CD(S, M;))
MiEA
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de sortequele colt d'un ordonnancemen$' estla sommedescontributions de A et de
(M~ A)=B.

Definition 4.6 (Fréquencede diffusion) Si I'on note n(S, A, I) le nombre d’emplace-
mentsutilisés pour la diffusion d'un messageade A dansl'ordonnancementS pendant
I'intervalle de diffusion I, la frequencede diffusiondesmessagesle A dansl’ordonnan-
cementS, notéen(S, A) € [0, 1], estdéfiniecomme:

. n(4,S,[0,7])
a(S,A) = limsup ————*
(5, 4) = limsup ===

Si S estpériodiquede périodeT’, la fréequencalediffusionde A sesimplifieen:

n(S, A,[0,T])

a(S,A) = WT

La fréquenceade diffusiond’'un ordonnancemerf, noté«/(.S) estle pourcentage’empla-
cementsutiliséspourla diffusiondesmessagesa(S) = a(S, M).

Definition 4.7 (Contrib ution optimale a fréequencefixée) La contribution optimalea fré-
quencedediffusiona d’'un ensemblele messaged, notéeOPT(A, «), estle coltminimal
induit parlesmessagede A s'ils sontdiffusésala frequencex dansun ordonnancement

OPT(4,0) = inf  COUT(S,A)

Le minorantsuivant, qui généraliséégeremente minorantMN/, page37,vanousper
mettred’estimerla contritution desmessagede B.

Lemme 4.4 (Minorant) Soit M un ensemblede messge et B C M un sous-ensemble
partitionnéengroupesB = G U - - - LI G,,. Alorsle problémede minimisationMN; (B, «)
suivantestunminorantsurla contributiondel’ensembleB aucoltdetoutordonnancement
qui diffuselesmessgesde B avecunefréquenceanférieure ou égalea « :

q 2

G T .

min 1+ (p—JgJ L+ C—J)

>0 — 2 Tj

MNi5(B, @) =, (4.10)
. 1

Surle domaine: Z “<La-W

=17
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Ceproblemede minimisationadmetuneuniquesolution7*, telle que:

1 [2¢c; + M*
Th=— G aveeht >0,
gj b;

avec: si 3 1, gj\/pj/(2¢c;) < W, alors * = 0; etsinon,\* estl'unique solutionde

Péquation: 3 9_; gj\/pj/(2¢cj + X*) = aW.

Preuve Il s’agit d’'une généralisatiorimmédiatedu minorantd’Ammar et Wong. Pour
celanousavons besoinde démontrerde nouwaula densitédesordonnancementgério-
diquesd’unefréquencedonnéeautourdel’optimal. La démonstratiomle celemmededen-
sité estsimilaire auxlemmesde densitégdeschapitregprécédents.

De mémequeprécédemmenE;’.:1 1/7; estle nombremoyend’emplacementstilisés
pourla diffusion desmessagede B parunité detemps.Commela fréquencede diffusion
de B estmajoréepara nousobtenonsgienla contrainte: 23-21 /7 < aW.O

4.3.2 Borner la période d’un ordonnancementquasi-optimal de A

Nousallonsdémontrerdanscettesectionquenouspouvonsnousrestreindrea I'explo-
rationd’'un nombreconstantd’ordonnancementdesmessagede A.

Lemme4.5(Borner la périodede A) Soit M un ensemblale messges de coltsde dif-
fusionbornéspar C, et A C M. Pourtout0 < e < 1 ettoutefréquencede diffusion
0 < a < 1, il existeunordonnancement périodiquesur W canauxdesmessgesde A tel
que:
1. LafréquencedesemplacementgidesdansS estapproximativemenau moins(1 —
a):
1—a(S) > (1-e)(1—-a) et «afS)€0,1]

2. Lecoltde S estquasi-optimal
COUT(S,A) < (1+¢)OPT(4,a) +¢/2

3. LapériodeTs de S estquadiatiqueenla taille de A :

801n(1 + 4/¢)

Ts <
5N Tl (1= ¢/6)

ax(C,1) - |A[?

Remarque 4.4 La conditionl garantitqu’il restesufisammentde placepourordonnancer
lesmessagede B.
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La preuwe de ce lemmereposesur un coupercoller aléatoireavec desmorceauxd’un
ordonnancemenjuasi-optimalde A. Un agumentprobabilisteva nousdémontrerqu’il
sufiit d’échantillonneiun nombrefini de morceauxde cetordonnancemengour obtenirun
ordonnancemerngériodiquequasi-optimalayantquasimenta bonnefréquencePourcela,
nousavonsbesoinde pouwir “découperen morceauxndépendantsun ordonnancement.
Le lemmesuivantdémontrequel’on peutinsérerdestrousdetaille arbitrairea intenalles
réguliersdansun ordonnancemergourun surcoQtfaible. Pourprouver le lemme4.5,nous
remplironscestrous avec tous les messagesle A de sortea créerdesblocs qui auront
une“interface” communeet serontdoncindépendantéct. illustration Figure4.4 pagel62).
Nouspourronsalorséchantillonnecesblocset démontrete lemme.

Le lemmesuiantmontrequ’on peutfaire unepausedansun ordonnancementnefois
detempsa autrepourun surcolinégligeable.

Lemme 4.6 (Etir er un ordonnancement) Soit0 < ¢ < 1/2, S un ordonnancement
deM = {M;,... , My} surW canauxetdeuxentieis y etx telsque:

Yty
£

K=

\

SoitS’ 'ordonnancementibtenua partir de.S eninsérnty créneauwidesauxdatesr, =+
Ky.oo T+ u-K,...,0U0z esttiré au hasad uniformémentans{0,... ,x — 1} (cf. illus-
tration Figure 4.3 page suivante) Alors :

E[TSM(S")] < (1 + ¢) TSM(S)

En particulier il existezy € {0,... ,x — 1} tel quele tempsde servicede 'ordonnance-
mentS’ soitinférieura (1 + ¢) TSM(S).

Preuve Commengongarremarqueiquele coltde diffusionde S’ eststrictementinfé-
rieuraceluidesS.

DansS’, considéronsinerequétey pourle messagé/;. Soit&; I'événementue( arrive
endehorsdescréneauwidesinsérésle tempsde servicemoyende cetterequétevaut:

E[TSM(Q, §)] = —

/ Y e
” E[TSM(Q, §)|&x] + — ” E[TSM(Q, §)[&1]
SiQ arrive danslescréneauwidesinsérésdanss, elle attendreenmoyenne(y/2) lafin du
bloc de créneauwides.Puissi 'on note/, le nombrede créneaujusqu’aula diffusiondu
messagé//; dansS a partir du pointd’insertion,et ¢ la longueurcorrespondantdanss’,
nousavonsque: ¢’ < (1 + y/k)L. Ainsi larequéteseradoncservieauboutde (¥ + £(1 +
2)+1) < y(3+¢) auplustarddansS’. Commele pointd'insertionestchoisialéatoirement,
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ﬁ‘>t
Y
Yy Y
FiG. 4.3 Etirer unordonnancement.
E[2 + ¢ = TSM(S, M;) etdonc:
E[TSM(Q, §")|&1] < y TSM(S, M;) (4.11)

Si @ arrive endehos descréneauxidesinsérésdanssS,soit ; larequétearrivantdansle
mémecréneataumémemomentdanss. @), estservieenmoyenneauboutde1/2 + 4+ 1,
ou/ estle nombrede créneauwjusqu’audétut de la diffusion suivantede M;. L’'espérance
du tempsde servicepourla requéte@ dansS’ estdonc3/2 + E[¢'], ou /' estl'équivalent
de/ dansS’. En moyenne Jintervalle entrechaquecréneatestaugmentée y/x, et donc
parlinéaritédel'espérance E[¢'| = £+ (£ + 1)y/x. Ainsi le tempsde servicemoyen pour
larequéte vaut: 3/2 + £(1 + £) + £ < TSM(Q1, S)(1 + 2£). Nousenconcluongjue:

E[TSM(Q, S")|€1] < TSM(S, M;) - (1 + 2%,) (4.12)

La sommepondéréaleséquationg4.11)et (4.11)donnefinalementgue:
E[TSM(S’, M;)] < (14 ¢) TSM(S, M;), parconstructiorde k.

C.Q.FD.O

Preuvedu Lemme4.5.

Réduction. Toutd'abord,remarquongjuenouspouvonssupposequea < (1 — ¢/10),
quitteadaugmentele coltoptimalde (1+¢/10). Eneffet,sia > (1—¢/10), considéronsin
ordonnancemerdptimal S defréquencex desmessagede A etdecoltOPT(A4, «). Soit
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S’ 'ordonnancementonstruita partirde S eninsérantun créneawide tousles (10/ — 1)
apartird’un pointde départaléatoire Le lemmed’étirement(y = 1 etk = 10/e — 1) nous
assuregu’il existeun pointdedéparttel que:

COUT(S") < (1 +¢/5) OPT(4, a)

Et, la densitéde S’ estexactement (1 — ¢/10)a < (1 — £/10). Remarquongjue cette
suppositiorfacilite I'obtentionde premierfait du lemme.

Découperl’ordonnancement en blocsindépendants. Considéronspar densité,S* un
ordonnancemerguasi-optimalpériodiquede A ayantpourfréquenceale diffusion « ettel
que:

1+2¢/3
(1+¢/3)(1 +¢/4)
Nousallonsconstruireun ordonnancemerfi; dontle coltseraguasimenteluideS etdont
la fréquencedescréneauwidesseraquasimeni{1l — «), maisqui seraconstituéde blocs
indépendantguenouspourronséchantillonneparla suite.
Soit T* la périodede S*. Afin d’allégerles notations,supposongjueC > 1 (Rappel:
C = max¢;).

COUT(S*, A) <

OPT(A4, )

2
Posond’ = 14
un multiple deT€.

Construisongordonnancemens; eninsérantdansS* touslesT', unblocde|A| créneaux
videssurtousles canaux.a partir du point d’insertionqui minimisele surcodt.Le lemme
d’'étirementnousassurejue:

— |Al. Quitteamultiplier T* parT', nouspouvonssupposegueT™ est

COUT(Sy, A) < (1 +¢/3) COUT(S*, A)

EtlafréquencesS; vaut: a(S;) = (1 — W)a.

Nousconstruisonslors S, a partirde S; eninsérantdanschaquebloc de créneauwides
deles|A| messagede A dansunordrefixé. Le tempsde servicede Sy estinférieuracelui
de S;, et 'augmentationdu co(t de diffusion de S; a S, estmajoréepar % < ¢/6.
Ainsi :

COUT(S2,A4) < COUT(S1,A4) +¢/6
La fréquencalescréneauwidesdiminueenrevanchede S, a S; etvérifie:
(1 —a(S2)) =2 (1—¢/6)(1 — )

Nousavonsdoncconstruitnotreordonnancemerfi, dontle coltestquasi-optimakt dont
la fréquencedescréneauxidesestquasimentl — «). L'intérét estque S, estconstitué
de Z blocsindépendantsy, . .. , Bz delongueur(T + |A|) délimitésparlesdéhits des
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blocs de créneauxinsérésdansS (cf. illustration Figure 4.4). Commechacundesblocs
commencearla diffusiondetouslesmessagede A dansun ordrefixé, nouspouvonsles
permutersansmodifierle coltde'ordonnancemens ni le tempsde servicedesrequétes
qui arrivent danschacunde cesblocs. Nous définissongdoncle coit de chaquebloc B,
commele colt moyen de S, surlintervalle de tempsde ce bloc. Par définition, le colt
de Sy estalorsexactementa moyennedescodtsdesblocset de mémequela fréquence
dediffusionde S, estexactementa moyennedesfréquencesle diffusion desblocs.Nous
allonsdoncpouwir échantillonnedesblocsde S, etobtenirainsiun ordonnancemertont
le coltetla fréquencale diffusion sontquasimenteuxde Ss.

NS

N
| e S| S|ERY||S
Une période de I'ordonnancement S*

— =

Q
N

\
W)
\
NN
N
-
’
’
’

- Phd - 4 A ! N
Une période de§;'|‘| SH e % L.l4 SHERRES LAY § Al S
I'ordonnancement Sz& S § /i§
S @ <§ f@ﬁ 1&&v
_ /111// g \Ir;; — II n \ T -
R S G T BN
_ Zblocsgl.:.\%l\ \ S 1‘\1:4\ - 1:|:A| S 1.:.|{1| S AN S %gm\ S
indépendants
et permutables ‘ S S| S S E& = S

Une période de | 1'%
I'ordonnancement aléatoire S,

S

FiG. 4.4: Le processusl’échantillonnage dela preuvedu lemme4.5.

. . 40In(1 + 4/¢)
Echantillonner. Soitn = —————
3e3(1 —€/6)

toire S,,, enconcaténant blocstirés uniformémentetindépendammerdansS,. L'espé-
rancedu coltde chaqueblocestCOUT(S2). Doncl'inégalité de Markov donned’une part

que:

. Nousconstruisonsin ordonnancemerdléa-

Pr{COUT(S,) > (1 + £/4) COUT(Sy)} < ﬁ (4.13)
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D’autre part,I'espérancealesfréquenceslesemplacementsidesde chaquebloc vaut (1 —
a(S2)). Et puisqudesfréquencesliffusionssontbornéesivaleurdans|0, 1], I'inégalité de
Chernof impliqueque:

Pr{(1 - a(Sh)) < (1 - 5¢/6)(1 — ()} < e~ (3/0)"n(L —al$2))/2 (4.14)
Ensommantesdeuxinégalitég4.13)et (4.13),nousobtenonslors:

Pr{COUT(Sn) > (14 ¢/4) COUT(S,) ou (1 — a(Sy)) < (1 — 5¢/6)(1 — a(5'2))}

1 —3e2n(1 — a(Sy)) /4
< 2
X 1+€/4+€

<1, parconstructiorden,

car(l — a(Ss2)) = (1 —¢/6)(1 —a) > (1 — e/6)e/10.
Nousenconcluongqu'il existeuntiragepourlequelS,, alespropriétéssuivantes
1 (1—a(Sn) > (1—2)1 - £)(1 — a). Cest-a-dire

(1—a(Sy) > (1—e)(1—a)
Deplus,commelesfréquenceslediffusiondechacurdesblocssontnonnulles,nous

avonsbien: «(S,) €]0, 1].
2. COUT(S,) < 1+ %)(1+ £) OPT(A4, ) + (1 + £)&, c'est-a-dire

COUT(S,) < (1+¢)OPT(4,a) +¢/2

3. Enfin, S,, estparconstructiorpériodiquede périoden(T" + |A|).
C.Q.ED.O
Celemmea deuxconséquencesssentiellepourl’'obtentionde notreapproximation

1. CommeA estde taille constantenous pouvons construireen tempsconstant,par
recherchexhaustve, un ordonnancenemerst quasi-optimatle A avecquasimenta
bonnefréquence.

2. Et commeS estde périodenégligeabledevant la taille desgroupesde B, lestrous
de S sontuniformémentépartisdu pointdevuedesmessagede B. Nouspourrons,
par conséquentrdonnanceefficacementes messagede B danslestroussuivant
I'algorithme gloutonpériodiqued.3 quenousavonsdécritprécédemment.

4.3.3 Ordonnancer dansdesemplacementgéservés

L’objet de cettesectionestde montrercomment,a partir d’'un ordonnancemerde B
surun canalde fréquencel, nousconstruisonsin ordonnancemerte B danslestrousde
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I'ordonnancemendle A dela sectionprécédente.

Lemme 4.7 (Dilatation) Soientun ensemblel de messges, B C M, un ordonnance-
mentS desmessgesde B, etuneconstanter > 0. Soit.S, I'ordonnancemendesmes-
sagesde B construita partir del’ordonnancemerff endilatantle tempsd’un facteurl /o :
pourtoutt, S, diffuseala date(t/«) lesmessgesquesS diffusea la datet, surlesmémes
canauxqueS. Alorsla contribution de B aucoltde S, estdonnépar :

TSM(S,, B) = 1 + é .(TSM(S,B) —1) et CD(Sa,B) = a-CD(S,B)

Preuve La propriétéestévidente.D’une part,la frequencede diffusion de chaquemes-
sageest multipliée par o donc le codt de diffusion est multiplié par «. Et d’autre part,
I'attentemoyennedesrequéteshorstempsdetéléchagementestmultipliéeparl/c. O

Lemme 4.8 (Ordonnancer dansdesemplacementgéseneés) SoientM un ensemblale
messges et B C M un sous-ensemblée messges partitionné en ¢ groupesB =
G1 U+ UG, SoientS un ordonnancemengroupes-cycliguelesmessgesde B sur un
canalet Z unesuitepériodiqued’emplacementseservésur W canauxdefréquencex et
depériodeT.

SoitS’ I'ordonnancemerdonstruitenordonnancantS danslesemplacement®servés
de Z, degaudea droite : S’ ordonnancedansle z'*™ emplacementéservédela suite Z,
le messge diffusédanscréneaur de S (cf. illustration Figure 4.5 page suivante).

Alors, silesgroupesde B sonttousdetaille supérieue a (7" - W), la contribution de B
auco(tde S’ estbornéepar :

1 q
!
TSM(S',B) <1+ aw (TSM(S,B) — 1) + TjE_l 9;Dj

et CD(S',B) = oW - CD(S, B)

Preuve Soit S, I'ordonnancemenbbtenuen dilatantle tempsde 1/(aW). S’ estob-
tenua partir de S, endéplaganthacunalesdiffusionsde S, d’auplusT. Le coltde
diffusionde S’ estdoncidentiqueaceluide S, :

CD(S') = oW - CD(S), d'aprésle lemmededilatation.

Etudionsa présenta variationdu tempsde servicede S,y a S’. PourtoutedateU > 0,
notonsn;(U) le nombrede diffusionsdu message/; dansS,yy durantla période[0, U]
ettl,..., t;”(U) les longueursdesintenalles entre deux diffusions consécuties de M;
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Une période de la suite Z d’emplacements
réservés

T="17

I
Z NN

il

I A A A A A A —

FiG. 4.5: OrdonnancerdansdesemplacementséservésSur cetexemple la suite
d’emplacementséservésZ estpériodiquede périodeT = 7 et de fré-
quencenr =5/(2 x 7).

dansS, durantla périgde[O, U], telsque: ZZ":(? tk = U. Nousdéfinissonglela méme
fagonn!(U) et#}, ... t’?i(U) dansl’ordonnancemen$’.
Remarquonsjueparconstruction t’f =tk + x4, 0lzy, € [T, T etzzi:(?) zp = 0.
Commen!(U) etn;(U) différentd’une constantqau plus 1, car les groupessontde
tailles> WT), nousavonségalement

i(U)
1 n
TSM(S', M;) < 1+limsup - > (#'})?

Or, nouspouvonsmajorercettesommede la fagonsuivante:

1 k 1 J i
ap 2 (19 < ﬁ{ S+ Y w2t +wk)}

k=1 k=1 k=1

1 ni(U) n;(U)

k=1 k=1
n;(U) 9
1 2T

< == A2 4

5T ; () + T + =

carpourtoutk < n;(U), ladistanceentrela k'*Metla (k+-1)'®Me diffusiondumessages/;
estsupérieurea la taille du groupedivisé par le nombrede canaux(car S estgroupes-
cyclique)etdonc: t* > |groupede M;|/W > T.
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Nousobtenongloncbien,lorsquel tendverslinfini :

TSM(S', M;) < TSM(Spw, M;) +T < 1+ ﬁ(TSM(S, M;)—1)+T

Corollaire 4.1 (Casdesgroupesde grandestailles) Lorsqueles groupesde B sonttous
detailles supérieuesa (2T'/¢), la contribution de B au coltde S’ estbornéepar :

COUT(S",B) < (1+¢) {1 + ﬁ - (TSM(S,B) — 1) + aW - CD(S,B)}

Preuve ImmédiatecarTSM(S,B) > 3/2.0

4.3.4 Un ordonnancementquasi-optimal

Nous pouwons a présentconstruireun ordonnancemenguasi-optimaldes messages
deAetB.

801n(1 + 4/¢)

mmax(c, 1), etr(e) =def 2WT(e)/e.

Notations. Posond’(e) =gef

Proposition4.2 (Ordonnancer A LI B) Soient0 < ¢ < 1/7 et un ensemblede mes-
sages M partitionnéendeuxsous-ensemble® = A LI B, ou B estlui-mémepartitionné
engroupesB = G U - -- U G, detailles supérieuesa x(g)| A|.

Alors, I'ordonnancemen$ générépar I'algorithme 4.4 page ci-contre estpériodique
depériodeinférieure & ((9m? + 4Cm) - T(e) - |A|?), etsoncoltestbornépar :

COUT(S) < (1 + 5¢) OPT(M)

Preuve Lapreuw sefait endeuxétapes

1. Nousallonsutiliser le lemme4.8 pourdémontreigu’ordonnancelesmessagede B
danslestrousde S,, avecl'algorithmeglouton4.3 génereun ordonnancemerdont
le codtestunebonneapproximatiorde COUT(S,,, A) + MN5(B,1 — ay).

2. Puis,nousdémontrerongue COUT(S,,, A) + MN5(B,1 — ag) estunebonneap-
proximationdu coltoptimal.

166



Chapitre4 Un schémal’approximationpourle casdeslongueurainiformes
4.3 Ordonnanceidesgrandsgroupeset un nombe constantde messges
4.3.4 Unordonnancemerguasi-optimal

Algorithme 4.4 Ordonnancelesmessagede A et B

Entrées: Une constantes et un ensemblede messagesVf partitionné en deux sous-
ensembles\/ = A U B, ou B estlui-mémepartitionnéengroupesB = G, U --- UGy
detaillessupérieuresix(c)|Al.

Pour tout z € {1,... ,W - T(¢)|A> — 1}
Calculerl'ordonnancemenpériodiqueoptimal S, desmessagesle A, de fré-
quencex = z/(W - T(g)| A|?) etdepériodeinférieurea T'(¢)| A|?.

Choisirag qui minimisela quantité:
COUT(Sqy; A) + MN5(B,1 — )

Calculerla solution7* du problémede minimisationMN5(B, 1 — ay).

SoitT la périodede S,,,.

Calculer S I'ordonnancemenglouton périodiquedes messagesle B sur un canal

avecT = (7*(1 — a)W)), etdepériodel’s = ((9m? +4Cm) - (1 —ag) - W - T4).
Sortie :

Retourner’ordonnancemens 4z périodiquede période(9m? + 4Cm) - T4 obtenuen

ordonnancan$z dansesTz emplacementgidesde (9m? + 4Cm) périodesdel'ordon-
nancemensb,,,.
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Etapel. NotonsSp I'ordonnancemengénéréarl’algorithme4.4.La contritution des
messaged aucodtdel'ordonnancemergstCOUT(S,,, A). Considérons$ I'ordonnan-
cementgloutonpériodiquesur un canalobtenuavec = (7*(1 — ) W). L'ordonnance-
mentS4p estobtenuenordonnangantp danslestrousde S,,. Commetouslesgroupes
ontunetaille supérieur@2WT ()| A|? /e etquela périodede S,,, estinférieureaT'(e)| A|?,
le lemme4.8assurague:

COUT(S4B,B) < (1 +¢) {1 + (TSM(SB) — 1) + (1 — )W CD(SB)}

(1 —ag)W

Or, commela périodedel'algorithme Sp estsufisammentongue,nousavonsque:

- gilgi+1)
TSM(Sp) < 1+ ij%@fu — ag)W

le T]* (1- ao
Ainsi,
COUT(Sap,B) < (1 +¢) 1+Z 9i\9; T 7) gﬂ T*+ZC_J
J J e T]*

(1+¢) (1+1/m1ngj MN;5(B,1 — o)

<1+1/5(e)
< (14 2¢) MN5(B, 1 — ay)

Nousenconcluongjue:
COUT(S4ap) < (14 2¢){COUT(Sy,, A) + MN5(B,1 — ) }

Démontronsa présentuecetteestimationestprochedel’'optimal.

Etape 2. Soit S* unordonnancemerdptimalde M = A LI B (d’apresle théoremel.3)
etposonsy* la fréquencalediffusionde A dansS*. Nousavons:

OPT(A U B) = COUT(S*) > OPT(4, a*) + MN5(B,1 — a*)
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4.3 Ordonnanceidesgrandsgroupeset un nombe constantde messges
4.3.4 Unordonnancemerguasi-optimal

Le lemme4.5 assurgqu’il existe un ordonnancement desmessagede A périodiquede
périodeinférieurea T'(¢)| A|? etdefréquencedediffusiona €]0, 1], tel que:

(l-a)>2(1-¢)1—-a)
et COUT(S, A) < (1+¢) OPT(4,a") +¢/2

Or, parconstructiorde ay :
COUT(SaO, A) + MN;5(B,1 — ap) < COUT(S,A) + MN;5(B,1 — «)

Considéronsloncla solution7* du problémede minimisationMN5(B, 1 — a*) etposons
T =71*/(1 — ¢). Nousavons:

i lI-e)l-a" W< (Q—-—a)W
Tj

MQ

J=1

Doncr satishit lescontraintesiu problémede minimisationMN5 (M, 1 — «), ainsi:
cj 1 a cj

N0 <143 (it 2) <10 £ (i + )
j=1 T 7j=1 J

1
< 7o MN5(B,1- o)

1—
Ainsi :
COUT(S,,,4) + MN5(B, 1 — ag) < (1 + ) OPT(4, o*) + (B,1—a*)
< 1 i 8 OPT(AUB)+¢OPT(AU B), puisqueOPT(A UB)>3/2
< iEOPT(AuB)

Finalementnousconcluongjue:
(1+2)(1+¢)

1—¢
< (1+5¢) OPT(AUB), puisques < 1/7.

COUT(S4p) < OPT(AL B)

C.Q.FD.O

La section4.4 vadémontrecommentnouspouonsintroduiredesmessagede contri-
bution négligeabledansl’'ordonnancemenguenousvenonsde construire.
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4.4 Le casde messagesle contribution négligeable

Danscettesectionnoussupposonguel’ensembledesmessagesstpartitionnéendeux
sous-ensembled! = AB LI C ou C aune“contribution négligeable’O(e OPT) aucodt
del'ordonnancementCommencongarformalisercettenotion.

Definition 4.8 (Contrib ution négligeable) Soit M un ensemblede messagestC C M,
nousdisonsqueC' aunecontribution négligeablesi sacontritution dansle minorantMNj
estdel'ordre de O(¢), lorsqu’il estordonnancévec unefréquencele diffusionde l'ordre
deO(e/C) suruncanal,i.e. :

MNs 1 (C, £/(10C)) < 25—5 OPT(M)

Les constanted /10 et 2/5 sontarbitraireset leurs valeurssontfixéespour améliorerla
lisibilité deslemmessuiants.

L'idée estquesi unepartie C desmessagesstde contritution négligeablealorsleur
contritution au co(t d’'un ordonnancementestenégligeablemémesi on les ordonnance
rarementLa propositionsuvantedémontrequel’on peutalorsordonnancetes messages
deC parinsertion“en force” dansl’'ordonnancementiesautresmessages.

Proposition 4.3 (Insertion d’un ensemblede contribution négligeable) Soit0 < € < 1,
et M unensemblele messge partitionnéendeuxsous-ensemble® = AB LI C, ouC est
de contribution négligeable Alors, pour tout ordonnancemen$ périodiquedesmessges
de AB, on peutconstruie entempslinéaire un ordonnancemen$’ périodiquedesmes-
sagesde M tel que:

COUT(S") < (1 + %) COUT(S, AB) + % OPT(M)

De plus, si la périodede S estsupérieue a %(Qm2 + 4Cm), alors la périodede S’ est
inférieurea (1 + ¢)7.
SiCOUT(S, AB) < OPT(M), nousobtenonslors une(1 + ¢)-approximation.

Preuve SoitT la périodede.S. Nousutilisonsle lemmed’étirementpour construireun
ordonnancemerf; apartirde S eninsérantun créneawide tousles (10C/e — 1) a partir
dumeilleurpointdans{1,... ,10C/e — 1} (seulun nombreconstande pointdoiventétre
testés)Le lemmed’étirementassurejue:

COUT(Sy, AB) < (1 + ¢/5) COUT(S, AB)
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4.5 Unsdchémad’approximationquadmatique

Soit 7* la solutiondu problemede minimisationMNs5 17— (C, €/(10C)). Quitte & consi-
dérerplusieurspériodesde S, on peutsupposeique T’ estsupérieurd %(Qm2 + 4Cm).
Soit S¢ I'ordonnancemenpériodiquede périodeT’ ;5= générépar I'algorithme 4.3 avec
T =e7*/(10C). Nousconstruisonss’ enréordonnancanf danslesemplacementeéser
vésde S;. Commelesemplacementggservégpourlinsertion desmessagede C' dansS,
sontuniformémentépartistousles10C /¢, le lemmededilatationnousassureguela contri-
bution de C au colt de I'ordonnancementS’ est majoré par 2MN5 =1 (C, 10C/e) <
4 OPT(M), puisqueC estde contritution négligeable.
Finalement)e co(tdel'ordonnancemens$’ estbornépar:

COUT(S') < (1+ ¢/5) - COUT(S, AB) + 4 /5 - OPT(M)

etla périodede S’ estauplusT'(1 + 57). O

4.5 Un schémad’approximation quadratique

Nous considéronsa présentle cas général d'un ensemblequelconqueM =
{M,... ,M,} demessages.

4.5.1 Arrondir et partitionner

Nouscommencongarregrouperesmessagede caractéristiquesimilairesenutilisant
desméthodesl’arrondistandard.

Lemme 4.9 (Arr ondir) Pour0 < ¢ < 1, nouspouvonssanspertede généalité supposer
quelesprobabilitésde demandép;) sontmultiplesdespuissancesle1/(1 + ¢) etqueles
coltsdediffusionsontdesmultiplesdee /W :

r

pi=—, pouruncertainj > 1etoul < r < 1+ ¢ estune
(1+e) o
constantele normalisation.
£ .
¢ =k —, pouruncertaink € {0,... ,C-W/e}.

w

Preuve Pourchaquemessagé/;, nousarrondissons

e saprobabilitép; ala puissancede 1/(1 + ¢) immédiatementnférieure puis nous
normalisongde sortequela sommedesprobabilitéarrondievaille toujours1. Nous
obtenonauneprobabilitéarrondiep; = r/(1 + )7, otj > 1etoul < r < (1 +¢)
estla constantele normalisation.

e puis son co(t de diffusion ¢; au multiple immédiatemeninférieur de ¢/WW. Nous
obtenonsun coltarrondi¢; = ke/W, pouruncertaink € {0, ... ,CW/e}.
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Nous obtenonsalorsun nouwel ensemblede messagearrondisM = {M;, ... , M,} tel
que:
P <rp; < (1+€)].7i et ¢<g< éi+€/W

Pourtout ordonnancemert desmessagese M, notonsS I'ordonnancementorrespon-
dantdesmessagearrondlsdeM (etréciproquement)Considéronss; unordonnancement
optimalde M et S, un ordonnancememptlmaldeM Etudionsle coltdeI'ordonnance-
mentS,, instancenonarrondiede S. Nousavonsque:

r COUT(Ss, M) < (1 4 €) TSM(Sa, M) + 7(CD(Sa, M) + ¢)
< (14¢) COUT(Sy, M) +re

< (14¢) COUT(Sy, M) +re

< (L +¢e)(r TSM(S1, M) + CD(S1,M)) + re
< (14¢)rCOUT(S1, M) +re

Ainsi, commeOPT(M) >

N[

COUT(Sy, M) < (14 2¢) OPT(M)

Ainsi I'arrondi descaractéristiquedesmessagesoltedoncunfacteur(1 + 2¢) surle colt
d’'un ordonnancemerdptimal. O

Notations. PosonsdoncG,; le groupedesmessagesjui ont probabilitér/(1 + £)7 et
codtdediffusionke/W. Nousnoterongy; ;. la taille du groupeG .

Le lemmesuiantestla clé pourenchaineavecsuccédesdifférentscasquenosvenons
d’étudier Il partitionnel’ensembledesmessagesntrois sous-ensemble® = AL B LI C
telsque: A contientunnombreconstantlemessagedy contientdesmessageappartenant
adesgroupeddetresgrandetaille, et C estun ensemblele messagedontla contritution
estnégligeablele principede la démonstratiorde ce lemmeestqueles probabilitésune
fois arrondiesformentune suite exponentielledécroissanteAinsi, saufpour un nombre
constantde groupeses groupessoit sontde trés grandetaille, soit contrituent de facon
négligeableaucodtdel’'ordonnancement.

Lemme 4.10(Partition) Etantdonnédesconstanted) < e < 1,k > 0etW > 1, etun
ensembleM = {M,...,M,,} demessgesde coltsde diffusionbornéspar C, on peut
construie entempdinéaire enm unepartition desgroupesG; ;, de M, entrois ensembles
A, BetC,telsque:
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4.5 Unsdchémad’approximationquadmatique
4.5.1 Arrondir etpartitionner

1. A contientautotal unnombe constantde messges:

Al =det Y ik = Ocncw(l), indépendantem, (p;) et(c;).  (4.15)
Gj,kEA

2. Lesgroupesde B sonttousde grandetaille :
pourtoutGjx € B, gjx > k- |Al? (4.16)

3. LesmessgesdeC ontunecontribution négligeable:

MNsw-1(C, &) < = - OPT(M) (4.17)

’

Preuve Posonsi=1/(1+¢) < 1.

Pour borner la contritution de I'ensemble C' nous introduisons la va-
riante. MN5 coat=0(X, ) du minorant de la contritution au codt d'un sous-
ensembleX C M de densitéa €]0,1], en supposangue les codts de diffusion (c;)
sontnuls. Commeles coltsde diffusiondesmessagesontbornésparla constante, nous
avons:

MN5,coﬁt:0(X7 a) < MN5(X’ Ot) < MN5,coﬁt:0(Xa CY) +alW
Enl'absenceale coltdediffusion,noussarzonsexprimersousformealgébriquda valeurdu

problémede minimisationMNj5 (M) (cf. Lemme2.2 page72 parexemple).Nousobtenons
alorsl'expressiorsuvantepour MNs c,q1—0 (X, ) :

1 2 T . 2
MNs5 coit=o (X, @) = W( Z \/p_z> = W( Z gj,ka]/Q)
Mq;EX

Gjr€X

Nousallons nousservir de cesexpressiongpour majorerla contritution au codtde I'en-
sembleC.

Construction de la partition. La constructionde la partition est illustrée Figure 4.6
pagel7s.

Commengcongar considéreres indices (7, k) telsque: g;; < a~9/*. Soit jo, une
constanteque nous définirons plus tard. Nous partitionnonsces indices en deux sous-
ensembles

Av={(,k) 15 <o, gip <@} et Ci={(j,k) 1§ > jo, gjx <a”I*}

Considéronsles groupes de tailles g;, > a77/4 Soit 4 une constanteque
nous définirons par la suite. Nous partitionnonsleurs indices en (20v/CW /¢) blocs
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A, .. ’A20W/s dela faconsuiante:

X
(i k) u2VOW /e i o 1420VCW
AQO\/CW/g - {(.77 Y /e g i< /6}.
Nousavonsvu que:
2W 20VCW /e
N S Tl Sl o T
Lk h=1 " (j;k)€An

Ainsi, le principedestiroirs [en anglais pingeonholeprinciple] donneunindiceh tel que:

- € 2w
Z gj,lcaj/2 < W\/T MNS,COﬁt:O(Maa =1)
(4,k)EA

Nousdéfinissonslors:

A2 = {(Ja k) .7 < uha 94,k > a_j/4}
Cy = Ay,

Nousposondinalement(cf. Figure4.6):

A=A U4, et C=CUC, et B={(k}~(ALC)

Analyse. Vérifionsaprésentuecettepartitionvérifie bienlespropriétésannonceesXour
cela,nousdéfinissondesconstanteg, et u par:

, 20C32W (1 +¢ _ CWk
Jo = 410g1/a < 62(1 — 6(11/4) )) et M = max (]0 + 1,410g1/a (6—2> + 8)

Remarquonsjuejy = O(1) ety = O(1).

1. A estdetaille constante Puisquela sommedesprobabilitévaut 1, nousavons:
Z]}l’k gj,ka’ < 1, etdoncpourtouty, g;, < a™’.Or, > p > jo, donc:

cw . CWa "
|A] < Z gj,k<TZaJ<672
12j<pul k 1<t
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log g;.k

4.5 Unschémad’'approximationquadiatique
4.5.1 Arrondir etpartitionner

FiG. 4.6: lllustration dela partition.

ik =a J/2
r=a I/4
Cy
\ 0
SN
A —Jjloga
SSANESSS >
JOMM2M3
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Ainsi comme h < 2YEW 3 taille de A dépencuniquementlee, x, W etC, etest
doncconstante.

2. Lesgroupedde B sontdegrandetaille. Soit (j, k) € B. Nousavons: g; ;. > a4 >
a=H""/4, Ainsi :

95,k

= wiigg CWe e o
A

>a F )
~ a,ZNh/CW

caru > 8eth>1

Ainsi, parconstructiorde i, nousavonsbienque: g; x > x| A|?.
3. C est de contribution négligeable Nous avons : MN5,W:1(C,ﬁ) <

MN5 w=1,cont=0(C, 15¢) + 15
Par constructiorde C etdej,, nousavonsd’unepart:

10C7"
MNSW 1,colit= O(Claloc ( Z 9.k G’J/)

(4,k)EC
5C3W2( +e) [ alo/t \? < £
S g3 1—al/t) T80
D’autrepart,parconstructiorde Ay, :
10C7‘
MNS W=1,coiit= 0(C2a 10@ ( Z g],lca]/Z)
(ﬂyk)eAh
— OPT( )

40

Ainsi comme(z + y)? < 2(z? + y?), nousenconcluons

&
MNs w—1(C, 15¢) < E + o5 OPT(M) + 3

< E OPT(M), carOPT(M) > 3/2.

Ainsi C estbiendecontritution négligeable.

C.Q.FD.O
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4.5 Unsdchémad’approximationquadmatique
45.2 Leschéma

Algorithme 4.5 Le schémad’approximationpolynomial

Entrées: Uneconstante > 0, etunensembleV demessaged/, ... , M,, decoltsde
diffusionbornéparcC.

1. Arrondir lesprobabilitésetlescoltsdesmessagesuivantle lemme4.9. Regrouperles
messagede mémeprobabilitéet mémecodts.PartitionnerM entrois sous-ensembles
M = AU B U C conformémenaulemme4.10.

2. Calculerl'ordonnancemenpériodiqueSap sur W canauxdes ensemblesle mes-
sagesA et B, de périodeT g inférieured ((9m? + 4Cm) - T(e) - |A]?) = O(m?)
avecl'algorithme4.4pagel67.

3. Calculerl’ordonnancemengloutonpériodiqueSc desmessagede C suruncanal,de
périodeTc = (e/(10C) - Tap) = ©(m?) avect = (10C/e - 7*), ou 7* estla solution
du problémede minimisationMN5 -1 (C, €/(10C)).

4. Choisirle meilleur point de départz € {1,... ,% — 1} pour étirer 'ordonnance-

mentS,p d'un créneauousles(% — 1). Insérerdanslestrous,surle premiercanal
I'ordonnancemenSc. Soit Sy, 'ordonnancemenpériodique,de période®(m?) ré-
sultant.

5. Choisirle meilleur pointdedépartz € {1, ... ,M — m} pour étirerl'ordonnan-

7 2 . . ,
cementSy, dem creneauXousIes(%mc — m). ConstruireS}, eninsérandansles
créneawlibresdel’étiré de Sy, lesn messagedansun ordrefixé. S}, sedécompose

deblocsindépendantde Iongueur@ etdecoltmoyenCOUT(S),).
Sortie :

6. Retourneni’ordonnancemenpériodiqueS dontla périodeestle bloc de coltminimal
deS),.

45.2 Leschéma

Nouspouwnsdonca présentécrirenotreschémal’approximationpourla dissémina-
tion demessagedelongueursuniformesetde coltsdediffusionbornés.

Théoréme4.1(Schémad’appr oximation polynomial) Etantdonnésun ensembleV/ de
messges de colt bornépar uneconstanteC et0 < ¢ < 1/27, l'algorithme 4.5 génée
entempsquadatique ©(m?), un ordonnancemen$ sur W canauxdesmessgesde M,
périodiqueet de périodeinférieure a (m? + mC) /e, etdontle coltestquasi-optimat

COUT(S) < (1 + 10e) OPT(M)
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Preuve

Analysedesperformances. Soit M I'ensembledesmessagearrondis.D’aprés lespro-
positions4.2 pagel66et4.3pagel70,nousavons:

COUT(Sy) < (1 +¢€)(1 + 5¢) OPT(M)
Or, le lemme4.9indiqueque:
OPT(M) < (14 2¢) OPT(M)

Ainsi,
COUT(Sm) < (14¢€)(1 4+ 2¢)(1 + 5¢) OPT(M)

Enfin,le lemmed’étirement4.6 donneque:
COUT(S) < COUT(SY,) < (1 +¢) COUT(Swn)
Etdonc,poure < 1/27:
COUT(S) < (1 +10¢) OPT(M)

Complexité entemps. L'étapel s’exécuteen O(m) et chacunedesétapes?2—6 s’éxe-
cutenten©®(m?). Le tempsdecalculestdoncquadratique.
C.Q.FD.O

Conclusionset Perspectives

Dansce chapitre,nousavons présentéun schémad’approximationpolynomial pour
la disséminatiorde messagese longueursuniformeset de coltsde diffusion bornés.Le
meilleur algorithmepolynomialavant nostravaux était une approximationa 9/8 de I'op-
timum. Remarquonn particulier qu’avec notre approche ordonnancesur un canalou
plusieursrevient essentiellemerdu mémepour desmessagesde longueursuniformes(cf.
Lemme4.8 pagel164). Ceciesta opposeravec les exemplesque housavons donnésaux
chapitre2 page61 etpage72 pourle casdeslongueurdréshétérogénesl existedoncbien
unegrandedifférencede compleité entrecesdeuxvariantesde la dissémination.

Notonsquela dépendancen ¢ du tempsde calcul de notre algorithmeestlargement
exponentielle Aussi,cerésultatestessentiellemerd’intérétthéorique Cependaniies prin-
cipespourraientse révélertres utiles en pratique: seulun nombreconstantde messages
sontimportantspar eux-mémes cesmessagepeuent étre ordonnancésle fagconquasi-
optimaleavecunepetitepériode lesautreanessagedoiventétreregroupégarsimilarités
etpeuwentétrediffusésquasi-optimalemermiarunalgorithmeglouton.Nousobtenonslors

178



Chapitre4 Un schémal’approximationpourle casdeslongueurainiformes
Conclusionset Perspectives

un ordonnancemerguasi-optimaken recherchantes bonnesréquencesle diffusion pour
cesdeuxcatégoriesle messagedPesheuristiqueperformantegnpratiquepourraientétre
dégagéedecesidées.

Il seraitintéressantl’étudierégalemensi cesprincipespourraienttreportésavecsuc-
cessurlesdifférentesvariantesde la disséminationCommenousl’avonsvu auchapitre2,
le casou les messagesontde longueursnon-uniformesembletrés différent desautres
variantes aussinousne pensongasque celasoit possiblepour cettevariante.Une autre
extensiomaturelleestl’étudedescoltsnon-bornésNousavonscependanttilisé adenom-
breuseseprisede fait quelescoltsétaientbornéstout particulieremenpourlespointsclé
(e.g. pourbornerparuneconstantda périoded’un ordonnancemerguasi-optimatiesmes-
sagede A). Notre méthodeestnotammenincapablede résoudrde casou tousles mes-
sageontlesmémegrobabilitésamaisdescoltsdediffusiontresdifférents Cetteextension
nécessiteraloncuneétudeparticuliérede l'influence descodts.En revanche 'étude dela
portabilitéde notreschémaau casde la disséminatiorpréemptie noussembleétreun axe
raisonnablalerechercheé courtterme.

Enfin une questiontres intéressanteesteouverte : le problemede la dissémination
sanscodtsde diffusion est-il NP-difficile ? La preuwe donnéepar Bar-Noy, Bhatia, Noar
et Schieberdans[BNBNS98] de la NP-duretéen présencale coltde diffusion utilise les
co(ts(en particulier la réductionest faite sur les instancesu tous les messagesnt les
mémesprobabilités).Cette questionresteun axe trésintéressante recherchede méme
guel'appartenancele ce problemea NP. En effet, nousne sasonstoujourspass’il existe
un ordonnancemertptimal pour ce problémedont|a taille estpolynomialeenle nombre
demessages.
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CHAPITRE

Résolutiondesproblemes
de minimisation
définissantnos minorants

Intr oduction

Dansleschapitreprécédentaousavonsrencontréesproblémesieminimisationnon-
linéaires(MN; page35, MNsy;s pagell6,MN, pagell7)dontlaformegénériqueest:

¢ m
. b;
min a;T; + —
7>0 =1 T
(A) ¢ Surledomaine: (i) (Vi), 7; >1 (5.1)
1
(11) —<W
\ izl
olai,... ,a, etW sontdesnombresstrictemenpositifs,etby, ... , b,, sontdesnombres

quelconquesNousavonségalementencontréuneformerelaxée(A’) deceprobléme(A)
(MN, page70, MN3 page75) oula contrainte(i) estéliminée:

(4

m
. b;
min a;T; + —
7>0 P T;
m (5.2)
Surle domaine: Z — <KW

-
i=1 '*

Nousavonsaffirmé quechacunde cesproblémesadmetune solutionunique.Cefait esta
la basede nosrésultatspour deuxraisons.Tout d’abord,la conceptionde nosalgorithmes
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d’approximationgeposesurla résolutionde cesproblémes leurssolutionsproposengen
effet desfréquencesidéales” pour la diffusion desmessagesjui lorsqu’onles suit nous
donnentdesheuristiguesvecgarantiede performanceg§parfoisexcellentescf. Chapitred).
Ensuite l'unicité dela solutiondonnedesinformationssurl’'ordonnancementptimal.Ces
informationssontessentiellepour nospreuvesde NP-dureté.Dansce chapitrenousnous
proposongledémontref’existenced’'une solutionuniqueauxproblemeg A) et (A’).

Nousavonsvu auchapitrel que Bar-Noy, Bathia,Noar et Schieberavaientrésoluces
problémedorsqueles coeficients (b;) étaientpositifs. L’objet de ce chapitreestd’étendre
leur méthodeau casou les (b;) ont dessignesarbitraires.La difficulté estquela fonction
objectif n'est plus corvexe et I'unicité n’est plus immédiate.La méthodeconsistedonc
a commencepardémontrerguela solutionexiste, puisa démontrera I'aide du probléme
relaxé(A’) qu'elleestunique Cetteméthodeaboutita unalgorithmedecalculdela solution
qui nécessitda résolutiond’équationsalgébriquesge pourquoinousdonnerondrievement
uneméthodenumérique.

5.1 Reésolutiondu problemerelaxé

Le principe dela relaxation Lagrangienne. D’aprésle théorémealesextremaliés, lors-
qu’on cherchea minimiserunefonction f (Z) sousla contrainteg(z) = 0, si le minimum
estatteinten z* al'intérieur du domaine alorsles gradientsde f et g sontcolinéairesen
e Y

xZ
grad f(Z*) = Agrad g(Z*), pouruncertain\.

La Il s’agit alorsd’introduire le paramétreA commeune nou\elle variabledu probleme
de minimisationenposantF' (&, A) =qet(f(Z) — Ag(%)). Noussommesalorsramenésila
recherchalescouples(z*, \*) telsque:

grad f(@*) = A" grad g(Z*) et g¢g(Z*) =0,

cequel’on peutréécriredefaconéquialente: grad F(*, \*) = 0. Cetteméthodepermet
de réduirela recherchedu minimum z* et du parameétre\* correspondan la résolution
d’un systémed’équations.

Nousallonsvoir quecetteméthodepermetd’obteniruneexpressioralgébriquepourla
solutiondu problémerelaxé(A’).
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5.1 Résolutiordu problemerelaxé
5.1.1 Expressionalgébrique

5.1.1 Expressionalgébrique

Proposition 5.1 (Résolutiondu problemerelaxé) Etantdonnédesréelsstrictemenposi-
tifsay,...,a, etW, etdesréelsarbitrairesb, ... , b, le problemede minimisation:

o 7
min a;7; + —
7>0 Z L T;
=1
"1
Surle domaine: E —<W

T
i=1 '*

(4"

admetuneuniquesolution’, telle que:

b + N .
=4[~ R pouruncertain\’ > 0, (5.3)
a;

avec: sipourtouts, b; > 0 etd ", \/a;i/b; < W,alors X' = 0; etsinon, )\ estl'unique

solutionpositivede: > 7" | \/a;/(b; + ') = W.

Preuve Soit f(7) =def Y ;2 (ai7; + b/ 7;) lafonctionobjectif. Notonstoutd’abordque:
lim 7,00 f(7) = 00, ainsilafonctioncontinuef admetun minimumsurle domaingflerme
défini parlescontraintesNousallonsconsidéredeuxcas:

1. les(b;) sonttouspositifs,[BNBNS98]. Danscecasla fonction f estcorvexe, etn’est
constantesur aucunsegment,donc f admetun uniqueminimum 7’ surle domaine
corvexe et fermé défini par les contraintes Notonsque chacundestermes(a;r; +
b;/;) admetun uniqueminimum TZ-# = y/bi/a; sur[0,oo|. Ainsi deuxcassonta
envisager.

1.a) 7# appartienaudomainedéfini parla contrainte; alorsr’ = 7#.

1.b) 7# ne vérifie pasla contrainte.Commechacundestermes(a;7; + b;/7;) est
unimodulairé, rapprocherchacunedescoordonnées; de T,L-# diminue stric-
tementla valeurde f(7) etdoncle minimum 7’ de f estatteintsurla fron-
tiere du domaine: Y 7", 1/7/ = W. Noustrouwnsalorsle minimum 7’ de
f surla surfaceg(r) =get W — >_;2, 1/7; = 0, enintroduisantle paramétre
Lagrangien tel quegrad f(7') = Agrad g(7'), commenousl'avonsvu au
déhut de cettesection.Remarquongju’'ent = 7/, g et f augmententorsque
7 entredansle domaineg(r) > 0, ainsiA > 0. La résolutiondu systeme
grad F (7', ') = 0 donnequer, = /(b; + X')/a;, ou X estl'unique solution
deléquation) " | \/ai/(bi + X') =W.

lUnefonctionestdite unimodulaie si elle changede sensde variationauplus unefois.
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2. Il existeiy, tel queb;, < 0. Alors nousn’avonsplus directement’unicité du mini-
mumde f surle domaineg(r) = 0. Soit7’ unminimumde f, si >>1", 1/7] < W,
alorsdiminuer;, diminueraitstrictementa valeurde f. Ainsi lesminimade f ap-
partiennenta la frontiére du domaine.Nous obtenonsalors|'expressionalgébrique
et I'unicité de la solutiondu problemede minimisationen procédande mémeque
précédemmerygarrelaxationLagrangienne.

5.1.2 Résolutionnumérique du probleme

La résolutionde ce problémede minimisationnécessitale trouver I'unique solution
positive del’équationsuivanteen\ :

m

a;
>/ = > —b; .
2. T w, a\/ec)\/lglizg;l b; (5.4)

Cetteéquationpeutseréécrirecommela recherchedu zéropositif d’'un polynémede de-
gré2™. Cependantgettefonction estclairementcorvexe et strictementdécroissanten ).

Un algorithmetrésperformantonsisteutiliserla méthodedeNewton. Pourdémontreque
I'algorithme produit en tempspolynomial (enfait sous-logarithmiquedine approximation
ace présde X, il sufit doncdebornerla valeurdela solution\’. Or :

m
[ a
W < >
Z_z::l A + min; b;
m

2
1 m
P
Ainsi, X < max —b; + W2 <z; \/(1_1) < lrgnizgn —b; + W2
1=

1<i<m

Ainsi I'algorithme de Newton permetde trouver la solutionen tempssous-logarithmique
(enO(loglog{1/e, max;(—b;), W,m})).

On obtientainsiuneapproximationr dela solution7’ ae pres.La valeurdu probléme
de minimisationen 7 estalorsa ¢ présde la valeur optimalepour ¢ sufisammentpetit,
puisque:

f(7 = Z (aﬁi + %) < flr)+ Z (ais + @E) <f(r*)+e (.A—l— BWQ)
' ¢ i=1 Ti

OUA=>"" a;etB=3"" |bl
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5.2 Résolutiondu problemefort

La résolutionde (A) utilise le probléemerelaxéprécédent.

Remarquonstout d’abord que comme précédemment,f est continue et vérifie
lim| (|00 f(T) = 00. Ainsi, f admetbienunminimumsurle domainefermedefiniparles
contrainteq) et (i7) de(A). L'unicité du minimumde f vientdulemmesuivant:

Lemme5.1 Soientr*, unesolutiondu problémede minimisation(A) et 7’ la solutiondu
probléemerelaxé(A’) etsoit1 <49 < m. Si7y < 1,alors 7 = 1.

Preuve Cette propriété a été proposée par Bar-Noy, Bhatia, Noar et Schieber
dans[BNBNS9§ pourtrouver la solutiondu probleme(A) lorsqueles (b;) sonttouspo-
sitifs. Nousallonsmontrerici que cette propriétéesttoujoursvraie et permetde prouer
I'unicitédela solutionde (A), lorsqueles (b;) ontdessignesarbitraires.

Supposongjuela solutiont’ de (4’) et i tel queri’0 < 1. Sanspertede généralité,
considérongjueiy, = 1. D'apréesla proposition5.1, il existe A’ > 0 tel que: pourtout,
7, = /(b + X')/ai.

Supposongar I'absurdequ’il existe unesolution7* de (A) telle que: 7* # 1, ainsi
7 > 1. Remarquongjue la contrainte(iz) estalorsuneégalité " 1/77 = W, car
sinonon peutdiminuer ;" et améliorerstrictementia solutionpuisque: 1) sib; > 0, le
terme(a;m + b1/m1) estunimodulairede minimum /by /a1 < 71 < 1;2)sib <0, le
terme(a;m + b1 /m1) eststrictementcroissanten ;. Ainsi, comme) ", 1/7) < W =
Yo, 1/7f, il existeunindicei;, sangpertedegénéralité; = 2, tel que: 75 < 73.

Considéronsloncle problemede minimisation(B) suvant:

( . Ui b; + N
min a;T; +
>0 pa— T;
(B){ Surledomaine: (i) (Vi), 7 >1 (5.5)
1
g L ew
\ (44) Z; P

<

Pourtouts, (b; + \') > 0, doncchaqueterme(a;; + (b; + \')/7;) dela fonctionobjectif
estunimodulaireet admetr; = /(b; + A’)/a; = 7] pour minimum sur [0, co[. Du fait
de leursunimodularitéschacundestermesestminimiséindépendammersur le domaine
défini par les contraintes(i) et (7) de (B), au point 7]’ le plus prochedu minimum 7; :
7' = max(1,7]) (notonsque: >, 1/ max(1,7}) < Y_iv, 1/7] < W). Ainsi, (B) admet
pouruniquesolutiont” = max(1,7").

Ainsi commer* # 7" (rf > 1 =7 > 7 etl < 75 < 7 = 1), 7* n'estpas
solutionde (B). De plus, chacundestermes(a;7; + (b; + X')/7; estunimodulaire,donc
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n'importequellevariationd; < 0 (resp.dz < 0) dey (resp.7y) telle quela contrainte(iz)
soit vérifiée,rapprocher* du minimum 7" du probleme(B) etamélioredoncla valeurde
la fonction objectif. Considérongloncd, < 0 etd, > 0 telsque: (51/Tik2 + 52/75*2 =0,
de sorteque (i) soitvérifiéeen (7* + ¢). La variationde la valeurde la fonction objectif
de(B) det* a(r* + d) estdoncstrictemennégatve etvaut:

b N b N
a151+a2+52—< 171_2 01+ 21_2 52><0

1 To

Or, celasesimplifieen: a1d1 + ag + 02 — (b161/71*2 + bgég/fé"?) < 0. Ainsi la fonction
objectifduprobléme( A) diminuestrictementler™* a(7*+4), cequi contredila minimalité
der*. O

Proposition5.2 Le problemede minimisation(4) admetuneuniquesolution* quel’al-
gorithmeb5.1 calculéentempspolynomial.

Preuve Considéronsinesolutiont* de (A4). Soit 7’ I'unique solutiondu problémere-
laxé (A'). S'il existeunindicei tel quequer; < 1, alorsnousavons7; = 1. Onretire
donccettevariabledu probléme(A) enfixant savaleura 1, etonitére.Sinon,pourtouts,
7/ > 1 etdoncla solution7’ du problémerelaxé(A’) estaussila solutionde (A) qui est
doncunique: 7* = 7. D’ou I'algorithme5.1.0

Algorithme 5.1 Calculdela solutiondu problémede minimisation(5.1),[BNBNS98

Entrées: ai,...,am,,b1,... by, W, 0Uayq,... ,a, etW sontdesnombresstrictement
positifs.

Répéter
Calculerla solution7’ du problémerelaxé(A’).
Test:=T, Z:={1,...,m}.
Pour tout i € Z tel que 7} < 1
=1 I:=I~{i}, W:=W-1, Test= 1.

Jusqu'aceque Test=T.
Pour tout: € 7
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Conclusionset perspecties

Nousavonsvu dansce chapitrecommentrésoudrdes problémesde minimisationque
nousavonsrencontréglansnotreétudede la disséminatiorde donnéesUne extensionin-
téressantele cesproblémesde minimisation seraitd’ajouter des contraintesde délai de
servicemaximalafin d’éviter quecertainautilisateursattendentrop longtempsavantd’étre
servislorsgu’ils demandentes messagetes moins populaires Dansles chapitresprécé-
dentsnousavonsvu quenouspouvionsgarantirun délai de servicemaximalen générant
desordonnancementgériodiquesde périodequadratiquesn le nombredesmessagest
indépendantele la popularitédesmessaged! seraitcependantntéressant’inclure ces
contraintedirectemendansle calcul desfréquenceslesmessagedijouter unetroisieme
contraintedu type 7; < T; dansle problémede minimisationguarantiraitqu’en moyenne
les requétessontserviesau plus tard avant 7;, indépendammerdespopularitésdesmes-
sagesla difficulté estalorsd’obtenirla solutiondu problémede minimisation(relaxer cette
contraintene permetpasde déduirela solutiondu problémeinitial entempspolynomial).
Une solution seraitalors d'utiliser desméthodesde minimisationnumériquesgénériques
et non plus dédiéesau probleme .Cesméthodegpermettraientinside résoudrdes casou

la fonction estcorvexe, maispas,a notreconnaissancee casgénéralou certainsdes(b;)
peuentétrenégatifs.
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Conclusionset perspectves

Dansla premierepartie de cettethése,nousavons étudiéle problémede I'ordonnan-
cementpour la disséminatiorde donnéegansles réseauxsansfil, ou plus généralement
danslesréseawasymeétriquesNousavonsdéfiniun modélesimple,offrantdenombreuses
varianteset unifiant les différentesapprochegrécédentesssuesde différentsdomaines
(disquediffusantsmaintenancele machines, .. ). Le principal outil de cetteunification
estle théoremealeréwersibilité du calculdu colt(Théorémed.1et3.1).

Nousavonsdéfini et explore différentesextensionsnaturellesdu problemeinitial dela
disséminatiorde messagesde longueursuniformes.Nousavonsdémontréquelorsqueles
messagesontdelongueursion-uniformesprdonnancelesmessagesstun problemeNP-
difficile, avec ou sanspréemption(Théorémeg.1 et 3.2). Nous avons égalemenproposé
différentesheuristiquesvecgarantiede performancesa unfacteurconstandel’optimal et
générantlesordonnancementietaille polynomiale(Algorithmes2.3 et 3.6).

Enfin, nousavons proposéun schémad’approximationpolynomial pour le probléme
initial (Algorithme 4.5). Bien que cet algorithmene soit pasutilisableen|'état du fait de
sadépendancéargementexponentielleen e, les principesque nousavons présentéper
mettrontpeut-étrede déelopperdesheuristiguesion garantiesmais affichantde bonnes
performancegnpratique.

Lesperspectiespourla poursuitede cestravaux sontnombreusedNousles avonsdeé-
tailléesa chaquefin de chapitre,rappelonsci les plus intéressanteslout d’abord, nous
avonsvu quele casdesmessagesde longueurnon-uniformesanspréemptiorrestelarge-
mentmal compris,particulierementorsquela disséminatiora lieu sur plusieurscanaux.
Nousaimeriongréussiragarantirlesperformances’heuristiquegpourla disséminatiorsur
plusieurscanaux Ensuite,nousavonsvu quenotre minorantdu caspréemptifsuggerede
nepaspréempteralorsqued’une partil estimpossibledel’approcheraunfacteurconstant
sanspréemptelles messagesdansle casgénéral.et qued’autre part nosheuristiquegéa-
lisentun facteurconstand’approximationen préemptansystématiquemenés messages.
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Nouspouwnsdoncespéreaméliorersoitlesheuristiquegnpréemptanplusprudemment,
soitle minorantenle modifiantpourtenir comptedela nécessitéle la préemptionL’étude
del’adaptationaucaspréemptifdesidéesutiliséespourla conceptiordu schémal’approxi-
mationdu problémeinitial pourraitétre égalementine possibilitéintéressanteRappelons
quele probléemepréemptifmodéliseaussiun casparticulier d’une autrevariantedu pro-
blémeinitial ou lesrequétesie demandenplus un messagemaisun lot de messaged.e
caspréemptifestle casou ceslots sontdisjoints. L'étude de casplus générauxest une
perspectie intéressantejui fait partiede nosprojetsde recherche courtterme.Enfin, la
NP-duretédu problémeinitial sanscoltsde diffusion ainsi que son appartenanca NP,
restentouverteset leursdéterminationgpermettraientle mieux comprendrda compleité
“intrinséque”du probléme.

190



BIBLIOGRAPHIE DISSEMINATION DE DONNEES

Bibliographie
Disséminationde données

[AAB +98]

[AAFZ95]

[Ach9s]

[AFZ96]

[AFZ97]

[AGH94]

[AGH95]

[AiIr97]

D. Aksoy, M. Altinel, R.Bose U. CetintemelM. Franklin,J.Wang,etS.Zdo-
nik. Researcltin databroadcasanddisseminationin Proc. of the Internatio-
nal Confeenceon AdvancedMultimediaContentProcessinAMSP) Osaka,
Nov. 1998. Disponiblea / /www.cs.brown.edu/research /ddg/.

S. Acharya,R. Alonso, M. J. Franklin,et S. Zdonik. Broadcastlisks: data
managementor asymetriccommunicationgrvironment. In Proc. of ACM
InternationalConfeenceon Managemenof Data (SIGMOD’95) SantaCruz,
CA, Juin1995. Disponiblea / /www.cs.brown.edu/research /ddg/.

Swarup Acharya. BroadcastDisks: Dissemination-baseanagementfor
AssymmetricCommunicatiorErvironments Thése,Brown University Mai
1998. Disponiblea / /www.bell-labs.com /~acharya/.

A. Acharya,M. Franklin,etS. Zdonik. Prefetchingrom abroadcastisk. In
Proc.oftheConfeenceon DataEngineeringNew Orleans;1996.Disponible
a//www.cs.brown.edu/research/ddg/.

A. Acharya, M. Franklin, et S. Zdonik. Balancing push and pull for
data broadcast. In Proc. of ACM International Confeence on Manage-
ment of Data (SIGMOD97) Tuscon, Arizona, Mai 1997. Disponible a
/ /www.cs.brown.edu/research /ddg/.

S. Anily, C. A. Glass,et R. Hassin. Schedulingof maintenanceservicesto
three machines. PrépublicationOR58, Faculty of MathematicalSciences,
Southamptoruniversity 1994.

S. Anily, C. A. Glass,et R. Hassin. The schedulingof maintenanceervice.
Disponiblea / /www.math.tau.ac.il/~hassin/, Juil. 1995.

Airmedialnc.,1997. //www.airmedia.com/.

191



BIBLIOGRAPHIE DISSEMINATION DE DONNEES

[AmMm87]

[AWSS]

[AWS7]

[BB97]

[BCY6]

[Bes96]

[BGHT92]

Mostah H. Ammar. Responsetime in a teletext system : An
individual users perspectie. IEEE Transactions on Communi-
cations COM-35,11 :1159-1170, Nov. 1987. Page d’accueil a
//www.cc.gatech.edu/fac/Mostafa.Ammar/.

M. H. Ammar et J. W. Wong. The designof teletext broadcastycles. In
PerformanceEvaluation volume5(4), pages235-242,1985. Paged’accuell
a //www.cc.gatech.edu/fac/Mostafa.Ammar/.

M. H. AmmaretJ. W. Wong. On the optimality of cyclic transmissionn te-
letext systemsIn IEEE Trans.on Comm, volumeCOM-35(11) pagesl159—
1170,1987.Paged’accueila / /www.cc.gatech.edu/fac/Mostafa.Ammar/.

S. Baruahet A. Bestaros. Pinwheelschedulingfor fault-tolerantbroadcast
disksin real-timedatabaseystems. In Proc. of IEEE International Confe-
renceon Data Engineering(ICDE’97), Birmingham, England,Avr. 1997.
Disponiblea //cs-www.bu.edu/~best/.

A. Bestaros et C. Cunha. Senerinitiated documentdisseminatiorfor the
www. |IEEE Data EngineeringBulletin, 19(3):3—-11,Sept.1996. Disponible
a//cs-www.bu.edu/~best/.

Azer Bestaros. Speculatre datadisseminatiorandserviceto reducesener
load, network traffic andservicetime in distributed informationsystems.In
Proc. of the 1996InternationalConf on Data Engineering(ICDE’96), Mars
1996. Disponiblea / /cs-www.bu.edu/~best/.

T. G.Bowen,G. Gopal,G. E. Herman,T. M. Hickey, K. C. Lee,W. H. Mans-
field, J. Raitz,et A. Weinrib. The Datag/cle architecture Communicationsf
the ACM, 35(12):71-81,Déc.1992.

[BNBNS98] A. Bar-Noy, R. Bhatia,J. Naor, et B. Schieber Minimizing serviceandope-

[BNS99]

[CC92]

[CC93]

[Dir97]

192

ration costsof periodic scheduling. In Proc. of the 9th Annual ACM-SIAM
Symp.on Discrete Algorithms(SODA'98), pagesl1-20,1998. Disponiblea
//www.eng.tau.ac.il/~amotz/.

Amotz BarNoy et Yaron Shilo. Optimal broadcastingof two files over

an asymmetric channel. In Proc. of Infocom 1999. Disponible a
//www.eng.tau.ac.il/~amotz/.

M. Y. ChanetF. Chin. Generakcheduler$or the pinwheelproblembasecbn
double-intger reduction. IEEE Transactionon Computes, 41(6):755-768,
Jun.1992.

M. Y. Chanet F. Chin. Schedulergor larger classesf pinwheelinstances.
Algorithmica 9 :425-462,Juin1993.

DirecPCInc.,1997. //www.direcpc.com/.



BIBLIOGRAPHIE DISSEMINATION DE DONNEES

[Ent99]
[FZ97]

[FZ98]

[Gec83]
[Gif90]
[GJ79]

[Gui95]

[HGLWS7]

[HMR +89]

[HR87]

[HV99]

[HW63]
[1B94]

[IR84]

EntryPointinc., Aot 1999. //www.entrypoint.com/.

M. Franklin et S. Zdonik. A framework for scalable dissemination-
basedsystems. In Proc. of the International Confeence Object Orien-
ted Programming Languaes Systemspages94—-105,1997. Disponiblea
/ /www.cs.brown.edu/research /ddg/.

M. Franklin et S. Zdonik. ’'Data in your face’ : Push technologyin
perspectie. In Invited paper to ACM International Confeence on Ma-
nagementof Data (SIGMOD’'98) Seattle, WA, Juin 1998. Disponible a
/ /www.cs.brown.edu/research /ddg/.

J. Gecsei. Thearchitectue of Videotex Systems PrenticeHall, Englevood
Cliffs, N. J.,1983.

D. K. Gifford. Polychannebystemdor massdigital communicationsCom-
municationsof the ACM, 30(2):141-151Fév 1990.

M. R. Garg et D. S. Johnson. Comptes and intractability, A guideto the
theoryof NP-completenesdV. H. Freemarandco.,1979.

M. Guignard. Lagrangearnrelaxation: A shortcourse. Belgian Journal of
Operation Reseath, SpeciallssueFrancon, 35(3—4):5-21,1995.Paged’ac-
cueila //www.upenn.edu/.

G.E.HermanG. Gopal K. C. Lee,etA. Weinrib. Thedatagcle architecture
for very large high throughputdatabaseystemsin Proc. of ACM Internatio-
nal Confeenceon Managementof Data (SIGMOD’87) pages97-103,San
FransiscoCA, Mai 1987.

R. Holte, A. Mok, L. Rosier I. Tulchinsky, et D. Varwel. The pinwheel: A
real-timeschedulingproblem.In Proc.22ndHawaii InternationalConfeence
on SystenBciencepage$93—702Kaillua-Kona,Jan.1989.

M. Hofri etZ. Rosbheg. Paclet delayunderthe goldenratio weightedTDM
policy in a multiple-accesghannel.In IEEE Trans.on Information Theory
volume11(33),pages341-349Mai 1987.

S.Hammeed:tN. H. Vaidya. Efficientalgorithmsfor schedulingdatabroad-
cast. ACM-BaltzerWirelessNetworksJournal (WINET) 1999. A paraitre,
disponibled/ /www.cs.tamu.edu/faculty/vaidya/Vaidya.html/.

G.Hadley etT. M. Whitin. Analysisof inventorysystemsPrentice-Hall1963.
T. Imielinski et B. Badrinath. Mobile wirelesscomputing: Challengesn
datamanagementCommunication®f the ACM, 37(10):18-28,0ct. 1994.
Disponiblea / /www.cs.rutgers.edu/~imielins/.

A. Itai et S. Rosbeg. A goldenratio control policy for a multiple-access
channel.lEEE Transactionon Autom.Contr, AC-29:712—-718 Ao(t 1984.

193



BIBLIOGRAPHIE DISSEMINATION DE DONNEES

[IVB94a]

[IVB94b]

[IVHO4]

[KL98]

[Knu73]

[KS99]

[KSYO00]

[KZ98]

[Mar97]
[P0i97]
[SchoQ]

[Sig80]

[SL96]

194

T. Imielinski, S. Viswanathanget B. Badrinath. Enegy efficientindexing on
air. In Proc of ACM InternationalConfeenceon Managementof Data (SI1G-
MOD’94), Mai 1994. Disponiblea / /www.cs.rutgers.edu/~imielins/.

T. Imielinski, S. Viswanathan,et B. R. Badrinath. Power filtering
of data on air. In Proc. of International Confeence on Extending
Database Technolagy (EDBT), Cambridge, Mar. 1994. Disponible a
/ /www.cs.rutgers.edu/~imielins/.

Intelligent vehiclehighway systemsrojects. Rapportde recherchePepart-
mentof TransportationMinnesotaMars 1994.

S.Khannaet V. Liberatore.On broadcastlisk paging.In Proceeding®f 30th
Sympon Theoryof Computing(STOC'98), volume30, page$34-6431998.
Disponiblea //cm.bell-labs.com/~sanjeev/.

D. E. Knuth. Theart of computerprogramming Addison-Weéslg, 1973.
Reading.

C. Keryon et N. Schabanel. The data broadcastproblem with non-
uniform transmissiortimes. In Proc. of the 10th Symp.on Discrete Algo-
rithms (SODA'99), pages547-556,Jan.1999. Disponiblea //www.ens-
lyon.fr/~nschaban/.

C. Keryon, N. Schabanelet N. E. Young. Polynomial-timeapproximation
schemdor DataBroadcastin Proc. of the 32ndACM Symposiunon Theory
of Computing(STOC 2000) Mai 2000. A paraitre Disponiblea / /www.ens-
lyon.fr/~nschaban/.

S. Khannaet S. Zhou. On indexed databroadcast.In Proceedingof 30th
Sympon Theoryof Computing(STOC’98), volume30, pagest63—4721998.
Disponiblea //cm.bell-labs.com/~sanjeev/.

Marimbalnc., 1997. / /www.marimba.com/.
Pointcasinc., 1997. / /www.pointcast.com/.

N. Schabanel. The databroadcasproblem with preemption. In LNCS
1770 Proc. of the 17" Symp.on Theoktical Aspectsof ComputerScience
(STACS’2000) pagesl81-192 Lille, Fév 2000. Rapportde recherche P
RR1999-4qisponiblea / /www.ens-lyon.fr/LIP/.

E. Sigel. Videotet : Thecomingrevolutionin Home/Ofice InformationRe-
trieval. KnowledgelndustryPublicationsWhite Plains,1980.

S. Shekharet D. Liu. Genesis An approachio datadisseminatiorin Ad-
vancedTraveler Information SystemgATIS). IEEE Data EngineeringBul-
letin, Specialissueon Data Dissemination19(3), Sept.1996. Disponiblea
/ /www.cs.umn.edu/~shekhar.



BIBLIOGRAPHIE DISSEMINATION DE DONNEES

[ST974]

[ST97b]

[ST99]

[SV96]

[TS99]

[TX96]

[VHO6]

[VHO7]

[VHO9]

[Vis94]

[WL83]

[YTO91]

C.-J. Su et L. Tassiulas. Broadcastschedulingfor information dis-
tribution. In Proc. of IEEE INFOCOM, 1997. Disponible a
//www.ece.umd.edu/~leandros.

C. J. SuetL. Tassiulas.A methodto designbroadcasschedulegor infor-
mationdisseminatiorthroughbroadcastingln Proc. of IEEE InfoCom 1997.
Disponiblea / /www.ece.umd.edu/~leandros.

C.-J.SuetL. TassiulasJointbroadcasschedulingandusers cachemanage-
mentfor efficientinformationdelivery. ACM Journal on WrelessNetworks
1999. Disponiblea / /www.ece.umd.edu/~leandros.

N. Shivakumaret S. VenkatasubramaniarEnegy-eficient indexing for in-
formationdisseminationn wirelesssystems ACM-BaltzerJournal of Mobile
Networksand NomadicApplications(NOMAD), Déc. 1996. Disponiblea
www.stanford.edu/~shiva.

L. Tassiulaset C.-J. Su. Optimal memorymanagemenstrat@iesfor a mo-
bile userin a broadcastelivery system. IEEE Journal on selectedareasin
communicationsl999. Disponiblea / /www.ece.umd.edu/~leandros.

K. TanetJ. Xu. Enegy efficientfiltering of nonuniformbroadcast.in Proc.
of the 16™ Int. Conf in Distributed ComputingSystempages520-527,1996.

N. H. Vaidya et S. Hameed. Data broadcastin asymetric envi-
ronments. In Proc. of the first International Workshop on Satellite-
based Information Services (WOSBIS) Nov. 1996. Disponible a
//www.cs.tamu.edu/faculty/vaidya/Vaidya.html/.

N. H. Vaidyaet S. Hameed. Log time algorithmsfor schedulingsingleand
multiple channeldatabroadcast. In Proc. of the 3rd ACM/IEEE Cont on
Mobile Computingand Networking(MOBICOM), Sept.1997. Disponiblea
/ /www.cs.tamu.edu/faculty /vaidya/Vaidya.html/.

N. H. Vaidya et S. Hammeed. Scheduling data broadcast in
asymetric communication ervironments. ACM-Baltzer Wire-
less Networks Journal (WINET) 1999. A paraitre, disponible a
//www.cs.tamu.edu/faculty/vaidya/Vaidya.html/.

S. Viswanathan. Publishingin wirelessand wireline environments Thése,
RutgersUniversity 1994.

W. Wei et C. Liu. On aperiodicmaintenanc@roblem. Operation Reseath
Letters, 2 :90-93,1983.

N. E. Young,R. E. Tarjan,et J. B. Orlin. Fasterparametricshortespathand
minimumbalanceslgorithms.In Networksvolume21(2),Mars1991.

195



BIBLIOGRAPHIE DISSEMINATION DE DONNEES

[ZFAA94]

[Zip49]

196

S. Zdonik, M. Franklin, R. Alonso, et S. Acharya. Are ’disks in the
air’ just pie in the sky? In Proc. of IEEE Workshopon Mobile Compu-
ting Systemsand Application SantaCruz, CA, Déc. 1994. Disponiblea
//www.cs.brown.edu/research/ddg/.

G. K. Zipf. HumanBehaviourand the Principle of LeastEffort. Addison-
Wesley, 1949.



Index
Disséminationde données

Algorithmesd’approximation Flat~, v. Disqueddiffusantdinéaires
Casde la disséminatiorpréemptie,

125-140 Cotd’'un ordonnancemen®6—27 103

Gloutons,128,138
Périodiques]132,139
Randomisés] 26,137
Cas des longueurs non-uniformes,
83-94
Gloutons,87
Périodiques92
Randomisés33
Casdeslongueursuniformes
basésurle nombred’or, 51-54
Gloutons 48-51
Groupes-gclique glouton,150
Groupes-gclique périodique 154
Groupes-gcliquerandomisé 148
Partition d’'un ensemblede mes-
sages]l72
Randomisés}4-46
Schémad’approximationpolyno-
mial, 177
Extension & plusieurs canaux, 51,
134-140

Contrilution au~, 156
Négligeable 170
Optimale, 157

Expression27-30,105-113

Fidélitéd’'un minorant,61

Gainparajoutdecanaux63

Minorants
d’Ammar etWong,v. MN;
Fidélite,61
FidélitédeMNy, 61-62,72—75
MN;, 35, 35-39,147
MN/, 37
MNs, 70, 77
MNs s, 116
MN3, 75
MNy, 117
MNs5, 157
Résolution181-186

Représentatiographique29, 107

Régledelaracinecarré,25,61,72

Réwersibilite, 109

Arrondir, 171

AsymétriquegErnvironnements-), 4

Attenteenarriére,30,108
Définition, 30-34

Coltdediffusion,26
Créneau35

DataBroadcasty. Disséminatiorde don-
Broadcastlisks,v. Disqueddiffusants nées

197



INDEX

Diffusiondedonnéesy. Disséminatiorde
données
Dilatationd’'un ordonnancement,64
Disqueddiffusants,11
linéaires,11
Disséminatiordedonnées3-14
Applications,3—7
Contrikutions,12-13,54-57
Etatdel'art, 9-12,34
Exemple,24-25,99-102
Modéele,7-9,25-27
~ préemptif,100-103,103-104
Débitd’information, 8
Découpagenblocsindépendants] 61
Dérandomisatiorgloutonne,46—48 87,
138,151

Echantillonner162
Economied’énegie, 7, 11-12
Emplacement] 46
Ordonnancedansdes ~s réserves,
164
Etat
Casde la disséminatiorpréemptie,
123,127
Cas des longueurs non-uniformes,
81,87
Casdeslongueurauniformes 41
En présencelegroupes;149
Graphed’'~
Casde la disséminationpréemp-
tive, 123
Casdeslongueursnon-uniformes,
81
Casdeslongueursuniformes 41
Extensiona plusieurscanaux42
Etirerun ordonnancement59
Existenced’un optimal périodique
Casde la disséminatiorpréemptie,
123

198

DISSEMINATION DE DONNEES

Casdeslongueursuniformes 40—43

Fidélité,v. Coltd’'un ordonnancement

Fonctionobijectif, v. Coltdel'ordonnan-
cement

Fréquenceal'un message37

Fréquencealediffusion, 145,157

Groupedemessaged,44,146 172
Groupes-gcliqgue (Ordonnancement.),
144,146

Indexage,7
Interactif(Protocole~), 4, 6

Lotsdemessaged,03

Maintenancele machines9
Mixte (Approche~), 4

NP-dureté
Casde la disséminatiorpréemptie,
121
Casdeslongueursion-uniformesy7

Ordonnancemergptimal
Algorithmesentempsfini
Cas de la disséminationpréemp-
tive, 123
Casdeslongueursnon-uniformes,
82
Casdeslongueurauniforme,43
asymptotiquemeraptimal, 73
Borner la période d’émission, 66,
113
Densitédesordonnancementgério-
diques,65,79,113
Existenced’un optimal périodique,
59,80,82,123
Existenced’'un~, 79
Existencedetrous,63



INDEX

Paquets99,103

Paquets-gclique (Ordonnancement.),
104

Popularitéy. Probabilitésdedemande

Probabilitésdedemande?

Profil utilisateur 7, 25

Préchagement3, 11

Pseudo-interactifProtocole~), 4, 6

Pull-Basedy. Interactif

Push-based; Pseudo-inteactif

RelaxationLagrangiennel4,38-39 182
Réappreisionnemente stocks,9
Résolutiondes problemesde minimisa-
tion, 181-186

Numérique 184

Problémedorts, 185-186

Problemeselaxés182-184
Rétro-codt31,108

Tempsdeservice 26
Time slot,v. Créneau

DISSEMINATION DE DONNEES

199






Index descitations
Disséminationde données

[Amm87],9, 35

[AAFZ95], 11

[AFZ96, Ach9g, 11

[AFZ97,FZ97,FZ98],6

[AGH94], 10

[AGH94, AGH95],9

[AGH95, 9-11,41

[AGH95 BNBNS99, 30,54

[Air97], 5

[Aws85g], 9, 10,12,13, 25, 34, 35,46, 55,
95,144

[AW85, AwW87], 10,153

[AW85, BNBNS94, 35

[AWST7], 9, 41,51,54

[AW87, AGH95],43

[AW87, BNBNS9§, 144

[Bes9q, 6

[Bes96 BC96],7

[BNBNS9§, 9,10,13,14,35,37,39,40,
44,46,48,51,52,78,102,117,
123, 125, 134, 135, 143, 153,
179,183,185,186

[BNS99],11,13,103

[BNS99,KS99,Sch0Q KSY00], 30,54

[Dir97], 3
[Ent99, 5
[FZ97],6

201

[FZ98], 6

[Gec83, 9,44
[Gif90], 5
[Gui9g], 14

[HGLW87,BGH*92], 5
[HGLW87,BGH+92, Ach9g, 144
[HMR*89, CC92,CC93 BB97], 8

[1B94, IVB94b, IVB944], 11
[IR84, HR87, 10,52
[IVH94, SL96],3,5

[Knu73], 10,52
[KL98g], 11
[KZ98], 12,56,144

[Mar97], 5
[P0i97, 5,7

[Sig8d, 5,9
[ST973 ST97b],10,46
[SV96], 11

[Vis9d, 7
[VH96, VH97, VH99, HV99], 12,59, 69

[WL83], 9
[YT091],43,82,125

[Zip49], 10,46
[ZFAA94], 11






Deuxiemepartie

Allocation statique de fréguences

203






CHAPITRE

Allocation statique de
frequencessur la grille
triangulair e

Intr oduction

Dansce chapitrequi constituela secondepartie du documentnousabordonde pro-
bléemede ! allocation statiquede fréquence®n proposanun algorithmed’approximation
pourlessous-graphemduitsdela grille triangulaire.

La problématique

Nousavonsvu dansl'introduction decedocumen{pagesl4—20)quele problemed’al-
locationdefréquenceslansunrésealcellulairesemodélisgparun graphedontlessommets
sontlestransmetteurstdontlesaréteseprésenteriespossibilitésd’interférencesntreles
transmetteursChaquetransmetteudoit recevoir sufisammentde fréquencegour satis-
fairela demandalesutilisateursdanssondomainede couverture.Lesfréquencesllouées
doivent vérifier descontraintesd’interférenceafin d'éviter que descommunicationgif-
férentesne se brouillent entreelles. En particulier deux fréquencesffectéesa un méme
transmetteuou a deux transmetteursoisins ne doivent pas étre trop proches.Les fré-
guencessontcodéesar desentierset les contraintesd’interférencesontreprésentéegar
unesuitedécroissanté’entierscy > ¢1 = ¢2 > ... : ¢, appeléecontrainted’interférence
co-site estl'’écart minimalimposéentredeuxfréquencesllouéesa un mémetransmetteyr
etlesc;, pouri > 1, appeléesontraintesnter-site, sontles écartsminimauxentredeux
fréquenceaffectéesa desémetteursa distance: I'un de l'autre dansle graphed'interfé-
rence.Le premierindice D tel quecp = 0, appelédistancederéutilisation estla distance
apartirdelaquelledeuxtransmetteura’entrentpluseninterférencel’objet del'allocation
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defréquencegstd’optimiserl'utilisation du spectradefréquencesNousrecherchonsionc
uneaffectationdesfréquencesurles sommetsiu graphequi minimisela taille totaledela
plage defréquencesitilisée[enanglais spar, c’est-a-dirda différenceentrelesfréquences
maximaleet minimaleallouéesauxtransmetteur€n considérantuechaqueréquenceest
unecouleurausenshabitueldela théoriedesgraphesnoussommegamenés unegénéra-
lisationdu problémede coloriagede graphesguenousappelleronde multi-coloriage sous
contraintes

Dans ce chapitrenous nousintéressons I'allocation de fréquencegour les sous-
graphesinduits de la grille triangulaire 7 définie commele réseau(au sensmathéma-
tique) du plan engendrépar les vecteurs(0, 1), (—1,v/3)/2 et (1,1/3)/2 (cf. illustration
Figure 6.1). Cetteclassede graphesestfréquentedansles réseauxcellulairesréels (voir
parexemple[Hal80, Mac79 KN96]) carelle correspona un positionnementlestransmet-
teursdansle plan qui maximisela couverturedu réseautout en limitant lesinterférences.
McDiarmid et ReedontdémontréansMR97] quele problémedu multi-coloriagesousles
contraintes:y = ¢; = 1 (¢; = 0 pours > 2) estNP-difficile pourcetteclassedegraphes.

F1G. 6.1: Définition la grille triangulaire 7. Nous représentongn pointillé son
graphedual (la grille hexagonale)qui correspondau graphede couver
ture destransmettews placésselonla grille 7.

Nousétudionsdansce chapitrele casou la distancederéutilisationvaut2 (c; = 0 pour
i > 2) etlescontraintesco-siteet inter-site vérifient: ¢ > ¢; = 1. Nousproposonsine
approximatioraunfacteur4/3 del’optimum lorsquela contrainteco-sitevautcy = 1 ou 2
etunel-approximatiofh lorsquecy > 3 (Théoréme$.1,6.3et6.4). Nousdémontronsiga-
lementquenouspouvonsameéliorerle facteurde performancele notreheuristiqudorsque
co = 1 sousunecertainecontrainted’uniformité desdemandeslesdifférentstransmetteurs
guenousverronsau Théorémes.2.

1C’est-a-direuneapproximatioroptimaled uneconstantedditive prés.
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Chapitre6 Allocation statiquedefréquencesurla grille triangulaire
Introduction
Définitiondu modéleétudiédansce chapitre

Définition du modeéleétudié danscechapitre

Dansce chapitre,nous considéronde multi-coloriagedansle casou les contraintes
d’interférencevérifient: ¢y > ¢; = 1 ete; = 0 pouri > 2. Le modéleestalorsle suivant:

Definition 6.1 (Multi-coloriage souscontrainte) Soientun graphé G = (V, E), unen-
tier ¢ > 1 etunefonctiond : V. — N représentantes demandesn fréquencesles
différentstransmetteurplacéssurles sommetgu grapheG. Un multi-coloriage (ou allo-
cation de fréequencesdu grapheG sousla contrainteco-sitecy (et la contrainteinter-site
c1 = 1) estuneapplicatiol F : V — p(N), telle que:

(1) (VueV) |[f(u)|=d(u), Satishctiondela demandeenu,
(i) (VueV)(Nf,ffeF) f£f =|f-Ff|>co, Contrainteco-site,
(i19) (Vuv € E) fe F)etf € Flv)= f#f, Contrainteintersite.

F(u) estl'ensembledesfréquencesllouéesau sommetu. La plage P(F') dela fonction
d’allocationF' [enanglais spar] estdéfiniecommela taille dela plagetotaledefréquences
utilisée:

P(F)=maxF(V) —minF(V)+1, ouF(V)= ] F(u).
ueV

La plage minimaleP(G, d, ¢y) du grapheG muni d’'une demandel sousla contrainteco-
sitecy estalorsdéfiniecommela valeuroptimalede la plaged’un multi-coloriagede G :

P(G,daCO) = P(F)

min
F multi-coloriagede G
L’objectif de l'allocation statiquede frequence®stdoncde trouver uneallocationde fré-
guenceF' deplage minimalequi satishssdes contraintesd’interférence.

Remarque 6.1 Si on cherchaita minimiserseulemente nombrede fréequencest nonla
taille de la plagede fréquence)a valeur de ¢y seraitsansimportance puisquel’on ob-
tiendraitunesolutionoptimalepourle problemesouscontraintecy a partir d’'une solution
optimaleau probléemesouscontraintec;, = 1 enmultipliant touteslesfréquenceparc.

Le problémeétantNP-difficile pourla classede graphesgue nousallons considérer
I'obtentiond’un minorantdela plageminimalede G nousserautile pourévaluerlesperfor

2| es définitions et propriétésélémentairesies graphesne sont pasredéfiniessystématiquemerdansce
documentaussien casde doutenousconseillonsau lecteurde seréféreraux ouvragegBM76, Wes9§ par
exemple.

30Ondésignepar p(X) 'ensembledespartiesde'ensembleX .
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mancegiesalgorithmesjuenousallonsproposerRemarquonsgjuela plageminimaled’un
grapheG estminoréparla plageminimalede sessous-graphemduits. Aussi,un minorant
natureldela plageminimaled’un grapheestla valeurmaximaledela plageminimaled’une
de sesclique$. La valeurde la plageminimaled’une clique a fait I'objet de nombreuses
études.Gamstproposeen particulier dans[Gam8§ une longueliste de valeurspour ce
parametreenfonction desdemandegt descontraintesNousrappelleronsesrésultatsau
Lemme6.2.

Definition 6.2 (Plagemaximale descliques) Pour tout graphe G, nous définissonsla
plage maximaledescliquesde G dedemandel souda contrainteco-sitec, (etla contrainte
¢ = 1), notéew(G, d, ¢p), commele maximumdesplagesminimalesdescliquesde G.
Ainsi :

G,d = P(K,d
w( ) aCO) Kcﬁgggije(; ( ; \KaCO)

ol d, k désignda restrictiondela fonctiondedemandel auxsommetsie K.

La plagemaximaledescliquesde G munid’'unedemandel estunminorantdela plage
minimaledeG :
P(G,d,cp) > w(G,d,cp)

En 'absenced’ambiguitésur la fonction de demandel ou la contraintecy, nousnoterons
simplementP(G) etw(G) pourla plageminimalede G et pourla plagemaximalede ses
cliquesrespecttement.

Nousévaluonsles performanceslie nosalgorithmesen fonction de la plagemaximale
descliquesdu graphe Commelescliquesde 7 onttoutestaille 1, 2 ou 3, ce minorantest
facile a calculerpourlessous-graphemduitsde 7. Ce parametrgpeutcependanétreaun
facteurconstante la plageminimaledu graphe En effet considéronsin cycle Cy delon-
gueur9 etdedemandeuniformé d = n sousla contraintec, = 1. Lescliqguesmaximales
deCy onttaille 2 etla plagemaximaledescliquesde Cy vautw(Cy) = n +n = 2n. Nous
pouwonscependanminorerla plageminimaledu cycle enremarquantu’elle estnécessai-
rementsupérieureau rapportdu nombretotal de fréquences allouer (9n fréquencesyur
le nombremaximumde fois quel’on peutréutiliserunefréquencedansle cycle (4 fois au
plus).Ainsi, P(Cy) > 28 > 3w(Cy). Il existedoncdesgraphespourlesquels

P(Gadaco = 1) P

| ©

w(Ga da Co = 1)

“Unecliqued’'un grapheG estun ensemblale sommetsie G tousconnectéentreeuxdansG.
*Onnotef = Ctepoursignifierque f estla fonctionconstantelevaleurCte.
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Chapitre6 Allocation statiquedefréquencesurla grille triangulaire
Introduction
Un premierexemple: Multi-coloriage optimal desgraphesbipartis

Le cycledelongueur9 estun sous-graphénduit dela grille triangulaire7 (cf. Figure6.2).

Aussi9/8 estle meilleurfacteurd’approximatiorquel’on puisseespéreobtenirenutilisant
cetteminorationpour le multi-coloriagedessous-graphemgduitsde 7. Havet a démontré
récemmentiangHav99] quel’on pouait trouver unmulti-coloriagesouscontraintey = 1

deplage%w(G, d, 1) pourlessous-graphesangrianglede7 . Et, fautedecontre-aemples,
McDiarmid etReedconjecturentuela plageminimaledessous-grapheisiduitsde7 pour

rait étremajoréqoar%w(G, d, ¢y = 1) 4+ Cte. Cependanta notreconnaissancéa meilleure
borneacejour pourcecasest;w(G,d,co = 1) + 1.

FiG. 6.2: Lecycledelongueur9 estun sous-gapheinduit dela grille triangulaire 7.

Un premier exemple: Multi-coloriage optimal desgraphesbipartis

Le casdesgraphesviparti€ estélémentaireet nousservirapar la suite. Considérons

doncenguised’introduction,ungrapheG = (X, Y, E) bipartidedemandel. Puisqu’iln’y
apasdetrianglesJesseulexliquesde G sontlesarétedeG.
Sicy = 1, la plagemaximaledescliqguesw(G) de G estla valeurmaximalede la somme
desdemandeslesextrémitésd’une arétede G. L’affectationde fréquencegjui consistea
attribuer aux sommetsu de X lesfréquencedl,... ,d(u)} etauxsommetsy deY les
fréquencedw(G) — d(v) + 1,... ,w(G)}, estbienun multi-coloriagede G qui satishit
touteslescontraintest dontla plageestoptimale.Nousavonsdonc:

P(Gbiparti) =w(G), lorsquecy =1

Supposonsa présentquecy > 2. L'idée estd’entrelacer les fréquencegjue nousallons
affectera dessommetsvoisins. Notonsdy,,x = max,cy d(u). S'il existe deuxsommets
adjacentsledemandel,,,x, alorsl'arétequilesrelie estla clique de plageminimalemaxi-
maleet: w(G) = co(dmax — 1) + 2. Sinon,toutearétepartantd’un sommetde demande

SUn grapheG = (V, E) estdit biparti s'il existe unepartitiondeV endeuxsous-ensemblé§ = X LI'Y
telsquequetouteslesarétede G relientun sommeide X aunsommetdeY.
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maximaleestdeplageminimalemaximaleet: w(G) = cp(dmax—1)+1. Or, onpeutprouver
demaniéreémmédiatequesi X contientun sommeide demandenaximale 'affectationde
fréquencesgui attribueauxsommets: de X lesfréquences1,1+cy,... ,1+(d(u)—1)co}

etauxsommets deY lesfréquenceg$2, 2+cg, . .. ,2+(d(v)—1)co } estunmulti-coloriage
optimalqui satishit lescontraintesAinsi :

w(G) < P(Gpipart) < w(G) +1, lorsquecy > 2

A la derniéreétapede notre algorithme®6.1, le graphea multi-colorier estbiparti. Nous
utiliseronsalorscerésultat.

Plan du chapitre

Aprés une premiére section préliminaire présentantles méthodesutilisées pour
construirenotre algorithme,nousprésenteronS$ection6.2 notre 4/3-approximationpour
co = 1, quenousétendronsSection6.3 au casou ¢y = 2. Nous proposerongnfin une
1-approximatiorSection6.4 pourle casoucy > 3. Le théorémes.2démontreguel’on peut
amélioren’algorithme pourobtenirune (4 — «)/3-approximatioriorsquecy = 1 sousune
certaineconditiond’uniformité desdemandegntreles noeudsiu graphe ot o € [0, 1] est
le rapportde la demandeninimalesurla demandanaximaledesnceudsiu graphe.

Nousnheconsidérerona présentjuedessous-graphesduitsdela grille triangulaire7 .

6.1 Préliminaires

Danscettesection,nousdéfinissonsleuxopérationsgjui nousserontfort utiles parla
suite,le coloriageRouge-\ért-Bleuet 'empruntde couleurs Nousverronssurun exemple
tréssimplecommentcesopérationpermettentde calculerun multi-coloriageefficace.La
derniéresectionprésentdesvaleursde la plagemaximaledescliquespour notreprobléme
enfonction de la contrainteco-site.Cesvaleursnouspermettrontd’établir les rapportsde
performanceale nosheuristiqueslanslessectionssuivantes.

6.1.1 Coloriage Rouge-\ert-Bleu et emprunt de fréequences

Sile multi-coloriagede la grille triangulaire7” estNP-difficile, soncoloriageoptimal
entrois couleursRouge Vertet Bleuestimmédiat(cf. illustrationFigure6.3 pagesuivante).
Nousréféreronsa cettepartitiondessommetsntrois couleursJorsquenousdironsqu’un
sommetde 7 estrouge,vertou bleu.

Definition 6.3 (Coloriage Rouge-\ért-Bleu) Nousdironsparla suitequenouseffectuons
z coloriages Roug-\ért-Bleu (RVB en abrégé)si nous construisongrois ensembleor-
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6.1.2 Unpremierexemple ¢p =1 etw(G) =3

-~ V—B—R—V —B—
./ N/ N/ N/ N/ N\,
B—R—V-—B—R—V
"N/ N/ N/ N/ N/
-~ V—B—R—V —B—
/S N/ N/ N/ N/ N\,
B—R—V-—B—R—V

"N/SNSNSNSNS

—V—B—R—V —B—
FiG. 6.3: 3-coloriage dela grille triangulaire 7.

donnéset disjoints R, V, et B de cardinalz et contenandesfréquencesespectiement
“rouges”,“vertes’et“bleues”etsi nousattribuonsatouslessommets; rougegresp.verts,
bleus)du graphemin(z, d(u)) premiéredréquenceslel’ensembleR (resp.V, B).

Unetelle affectationrespectdes contraintes!’interférencenter-site etréduitlesdemandes
dechaquesommetdu graphede z. L'opérationsuivanteva nouspermettrede réutiliserles
fréquencegjui n’ont pasétéutiliséeslors d’une étapede coloriagesRVB.

Definition 6.4 (Emprunt) Aprésuneétapede z coloriagesRVB, nousdironsqu’un som-
metw de couleurrouge(par exemple)satisfaitsademandeenempruntan@ sesvoisinsde
couleurvert (parexemple)lorsqu'il lui estallouémax(0, d(u) — z) fréquencesle V parmi
cellesqui n’ont pasétéattribuéesa sesvoisinsvertslors del'étapedecoloriageskRVB.

Cesoutils vont nous permettrede réduirela complité du graphecommelillustre
'exemplesuiant.

6.1.2 Un premierexemple: co = 1 etw(G) = 3

Lemme 6.1 (Exemple) SoitG un sous-gapheinduitde7 . Sicy = 1 etw(G) = 3, alors
la plage minimalede G satisfait: P(G) < 4.

Preuve Commela plagemaximaledescliquesde G vaut3, aprésuneétapede coloriage
RVB, le grapheH induit parlessommetsie G dontlesdemandesesteninsatishitesapres
cetteétape,n’a plus de triangle. Ce grapheest mémeconstituéuniqguementde sommets
isolés(sinonil existeraitdeuxsommetsadjacentsledemandesupérieuré 2 dansG cequi

contrediraitw(G) = 3).
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Un sommetde H dontla demandensatishite vaut2, étaitisolé dansG etsademande
peutdoncétresatishite enempruntantesdeuxfréquencesion-attrituéesa sesvoisinslors
del'étapedecoloriageRVB.

Enfin, les sommetsde H dontles demandesnsatishitesvalent1, sontisolés, et leur
demandgpeutdoncétre satishite en leur attribuanttousune mémequatriemeet derniére
couleurO

Notonsquecetteborneestoptimalecommele démontrde grapheFigure6.4.

F1G. 6.4: Un exemplede graphe G avec18 sommetgour lequelw(G) = 3 et
P(G) = 4. Lessommet®t lesarétesde G sontreprésentégngras.Les
demandeslessommetsontreprésentées I'intérieur dechaguesommet:
G compteun sommetledemande et 17 sommetsledemandd .

6.1.3 Expressiondela plage maximale descliquesde G

Lesvaleursdela plageminimaled’unecliquepourlescontrainteguenousconsidérons
ontétécalculéeparGamstdans|Gam86].Lesseulexliquesd’un sous-grapheduitde7
sontlessommetssolés lesarétesetlestriangles Quittearajouterdessommetsiedemande
nulles,nouspouvonssupposeque ce sonttoutesdestriangles.NotonsdoncT I'ensemble
destrianglesdeG.

Lemme 6.2 (Plagemaximale descliques,[Gam86]) SoitG un sous-gapheinduit de 7T,
munidedemandel. Notonsd,,.x = maxycy d(u). Alors:

e Sicg =1, w(G,d,1)= urﬁuaexT(d(u) +d(v) + d(w)).

e Sicg =2, w(G,d,2) = max(2dmax — 1, max (d(u) + d(v) + d(w))).

uvweT
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e Etsicy > 3,
co(dmax — 1) + 1, silesnoeudsiedemandel,,,x sontisolés.
co(dmax — 1) + 2, sila plusgrandecliqguedenceudsie
w(G,d,cy) = demandel,,,, estdetaille 2.
co(dmax — 1) + 3, s'il existeuntriangle denceudsle
demandel,,x.

Preuve Nousprésentonsapidementapreuwe élémentairelecettepropriétécarellenous
permettrad’expliqguercommeniousdéfinissonsesensemblelefréequencefRouge Vertet
Bleu parla suite.

e Lorsquecy = 1, l'unique contrainteestque les fréequencesllouéesaux sommets
d'unecliquesoienttoutesdistinctesd’ou le résultat.

e Lorsquecy = 2, I'idée estd’entrelacelesfréquencesattribuéesaux différentssom-
metsd’un triangle. Considéronain triangleuvw € T avecd(u) > d(v) > d(w).
Si d(u) > d(v) + d(w), alors on satishit optimalementies demandesavec une
plagede fréquencede taille (2d(u) — 1), enattribuanta u les fréquencesmpaires
{1,3,...,2d(u) — 1}, en attribuant & v les fréquences{2,4, ... ,2d(v)} et en-
fin les fréquences{2d(v) + 2,2d(v) + 4,...,2d(v) + 2d(w)} @ w. Si d(u) <
d(v) + d(w), alors on peut satishire les demandeswvec une plage de taille opti-
male(d(u) + d(v) + d(w)) enattribuantcycliguementesfréquencesmpairespuis
paires: sil'on numérotdesfréquencesle{1, ... ,d(u) 4+ d(v) + d(w)} encommen-
cantparlesnombresmpairspuislespairs,on attribue du lesd(u) premieresawv les
d(v) suvanteseta w lesd(w) derniéres le multi-coloriageobtenusatishit bienles
contraintesd’interférence.

e Enfin,sicy > 3, onobtientuneplagedetaille minimaleenchoisissantesfréquences
attribuéesau '™ sommetutriangle(l < = < 3) touslescy apartirdez.

6.2 Algorithme d’approximation pour ¢y = 1

Notrealgorithmed'approximationdécritpage217,construit’allocation defréquences
entrois étapesUne premiéreétapeéliminelestrianglesdu graphe: ala fin de cetteétape,
lessommetsle demandaon-satisite formentun graphesangriangle.La deuxiemeétape
cassdes cyclesde ce nouveaugrapheen éliminantau moinsun sommetde chacund’eux.
Les sommetsencorenon-satisdits formentalorsun graphebiparti, quela troisiemeétape
colorie avec l'algorithme que nousavons vu dansl’introduction. Notonsque seulecette
derniéreétapen’estpaslocale.
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Plusprécisémentl’étape 1 diminue les demandeslesnceudsen effectuantplusieurs
coloriagesRVB de sortea ce qu’aucuntriangle ne “survive”. Aprés cetteétape,le sous-
grapheH induit parlessommetsiontlesdemandes’ont pasétésatishites,estdoncsans
triangle.Un exempled'un tel sous-graphenduitde7” estprésentd-igure6.5pagesuivante.

L'étape2 seproposealorsde satishire les sommetsie cegrapheH enleursattribuant
les fréquenceslesensemblesk, V' ou B qui n'ont pasété utiliséeslors descoloriages
RVB deI'étapeprécédenteUn sommetne peutcependanemprunterdesfréquencesians
I'ensembleR, par exemple,quesi sesvoisinsrougesont pu étre satishits avec une partie
seulementlesfréquencesle cetensembleNoussommesioncamenés posera définition
suiante:

Definition 6.5(Sommetlibr e pour une couleur) Si~ désigneune couleurdans{rouge,
vert, bleu}, nousdironsqu’'un sommetu estlibre pour la couleury dansG siu n'estpas
decouleury dansle 3-coloriagede 7 (Figure6.3page211)etquesesvoisinsde couleury
dansG ontunedemandenulle.

Le fait qu’'un sommetsoit libre pour une couleurn’est cependanpassufisant, car il
fauts’assurequ’il restesufisammentdefréquencesle cettecouleurpoursatishire sade-
manderestanteEn étudiantles propriétéggéométriqueslu 3-coloriagede 7, nousverrons
au Théoreme6.2 que nouspouvons garantirce fait pour les sommetdibres de degré au
moins2, quenousappelleronsoinsparla suite.

Definition 6.6 (Coin) Nousdésignerongarcointoutsommetibre pourunecouleury, de
demandaon-nulleetde degré aumoins2.

Du fait de la structuredu 3-coloriagede 7 (Figure 6.3), une étoile forméed’un coin
rouge(resp.vert, bleu) et de sesvoisinsbleus(resp.rouges,verts)dans7 pointetoujours
versla gauche(cf. illustration Figure 6.8). De mémeune étoile forméed’un coin rouge
(resp.vert, bleu) et de sesvoisinsverts(resp.bleus,rouges)dans7 pointetoujoursversla
droite.

Definition 6.7 (Orientation d’'un coin) Nousdistinguonsioncdeuxtypesdecoins(cf. Fi-
gure6.8) : lescoinsdroits de couleursrouge,bleuou vert et libres pourles couleursbleu,
vert et rougerespectiement, etlescoinsgauhesde couleursrouge,bleuouvert et libres
pourlescouleursvert, rougeet bleurespectiement.

Nouspouwnstirer deuxobserationsutilesa proposdescoins.

Lemme 6.3 Pour tout sous-gapheinduit dela grille 7 sanstriangle (cf. Figure 6.6 page
suivante) 'ensemblede sescoinsgauteset 'ensemblede sescoinsdroits de G forment

214



Chapitre6 Allocation statiquedefréquencesurla grille triangulaire
6.2 Algorithmed'approximationpourcy = 1

Fic. 6.5: Ala fin dela premiée étape le sous-gaphe H induit par les sommets
dontla demandeesteinsatisfaiteestsanstriangle.

p—
W
— )
C)
NIV
- - R les demandes des coins
/ N \7( K\ gauches sont satisfaites

en empruntant aux voisins
éliminés a I'étape 1

F1G. 6.6: L'étape?2 briselescyclesde H ensatisfaisanpar empruntiesdemandes
descoinsgaudes(représentésngrisé).

des sommets isolés

_ \.
) - une presque-étoile
\ —

> des chemins

FiG. 6.7: A la fin de I'étape 2, le sous-gaphe K induit par les sommetgdont la
demandeesteinsatisfaite n’est plus constituéquede sommetssolés,de
cheminsgetdepresque-étoiles.
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v-—(B)y RV B
(B—r) (V) B R -V
v (B (R—)(B)
B— R (V) (B—R)—V
V-—B—R —V (B

F1G. 6.8: Un exemplede trois étoilescentréesen un coin rouge: les deuxétoiles
forméesaveclesvoisinsbleuespointentvers la gaude etI'étoile formée
aveclesvoisinsvertspointevers la droite.

deuxensemblemdépendants

Lemme 6.4 Tout cycle d’'un sous-gaphe induit de 7 sanstriangle passepar un coin
gaude

Dansnotrealgorithme6.1, nouschoisissongle satishire a I'étape 2 lesdemandesles
coins gauchesen empruntandesfréquenceshezleurs voisins (cf. exempleFigure 6.6).
A lissuedel’étape2, d'aprésle lemme6.4, le sous-graphénduit parles sommetde de-
mandenon-satisdite (cf. exempleFigure6.7)n’estplusconstituéquedesommetssolés,de
cheminsgtdepresque-étoileGinepresque-étoilestun arbreadmettantinuniquesommet
dedegré supérieunu egalea 3). L'étape3 consistedoncenfina multi-colorierdesgraphes
bipartisdisjoints.

L’algorithmecompletestdécritpageci-contre.

Théoréme6.1 L'algorithme6.1 génée un multi-coloriage detout sous-gapheG de7T de
demande, dontla plage defréquencesaut3p + ¢ < (4w(G) + 2)/3. Cetalgorithmeest
doncune4/3-approximation.

Corollaire 6.1 Lorsquecy = 1, nousobtenondes bornessuivantessur la plage minimale
dugrapheG :
4w(G)+2

w(G@) < P(G) < 3

"Un sous-ensembl& desommetsle G estdit indépendansi le sous-gaphede G induit par X esttotale-
mentdéconnecté.
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Algorithme 6.1 Algorithmed’allocationdefréquencegourla contrainteco-sitecy = 1

Entrées: UngrapheG = (V, E) etunefonctionde demandel surlessommets.

Posong = [@] etg = w(G) — 2p.

Définir quatreensembleslefréquences
R={1,...,p},V={p+1,...,2p},B={2p+1,...,3p}
etN={3p+1,...,3p+q}.

Etape 1.
Effectuerp coloriagesRVB de G avec les ensemblesRk, V et B. (cf. Définition 6.3
page210)

Etape 2.

Pour tout coin gaucheu € H, ou H estle sous-graphénduit parles sommetde de-

mandenon-nulle

Siu estrouge,alorson satishit sademandeaestanteen empruntant sesvoisins
verts.(cf. Définition 6.4 page211)

De méme,si u estvert, on emprunted sesvoisinsbleuset si v estbleu,on em-
pruntea sesvoisinsrouges.

Etape 3.a

Pour tout sommetisolé u € K, ou K estle sous-graphénduit par les sommetsde
demandenon-nulle

Attribuera v autantdefréquencesioiresdansN quenécessairetsiu n'esttou-
jours passatishit, satishire sademanden empruntant sonvoisin dedemande
maximale.

Etape 3.b

Soit L le sous-graphénduit parle sommetsie demandencorensatishite. L estbiparti.
SoientX etY lesdeuxindépendantpartitionnaniessommetsie L.

Satishire les demandeslessommetsu € X de demandeestanter en leursaffectant
les z premiéredréquencesioiresde N, puis cellesdessommetsy € Y de demande
restantey enleursaffectantlesy derniéredréquencesioiresde N.
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Preuvedu Théorémes.1.

Etapel. Soit H le grapheinduit parles sommetsde demandenon-nulleaprésl’étapel.
H estun graphesanstriangle, sinonil existeraitun triangle dansG dont la sommedes
demandeseraitsupérieur@w(G).

Etape2. Commenousl’avonsobservésaulemme6.3,deuxcoinsgauchesepeuentétre
voisins.Aussi,il noussufit devérifierquelesfrequencesllouéesichaquecoinu n’entrent
paseninterférencevec cellesallouéesa sesvoisinslors dela premiéreétape Considérons
doncle casd’un coin gaucheu de couleurrougeetdonclibre pourla couleurvert. Comme
u recoit desfréquencesertes,il ne peutentreren interférenceavec sesvoisins bleus. Il
sufiit doncdedémontrequ’il restesufisammente couleursvertespour satishire u. Soit
v sonvoisinvertdedemandenaximaledansG. u estuncoindoncil admetunvoisinbleuw
dansH qui estaussiadjacentiv. Par définitiondep :

d(u) +d(v) <2p+qg—dw)<p+qg—1

Ainsi (d(u) —p) +d(v) < ¢—1 < p, etonpeutallouersansconflitles(d(u) — p) derniéres
fréquenceserteslesplusgrandesausommetu sansconflit.
Etape3.a. Soit K le sous-graph&le G (ou de H) induit par les sommetsqui ne sont
passatishits apresl’étape2. Soit u un sommetisolé dansK. Lesfréquencesoiresn’ont
pasencoreété attribuées.Nous pouvons donc sansrisquede conflit les allouera u. Si la
demandeleu n’estpasencoresatishite,alorsnousavonsd(u) > p+q dansG. Considérons
alorssonvoisin v de demandemaximaledansG, nousavons: d(u) + d(v) < 2p + ¢ et
donc(d(u) —p — q) + d(v) < p. Enparticulierv a étésatishit désl'étapel etu peutse
satishire enempruntantibrementlesfréquenceslela couleurdew.
Etape3.nh SoitL le sous-graphdeG induit parlessommetsie demandeon-nulleapres
I'étape 3.a. L n'admetplus de sommetisolé, ni de coin gauche.L estdonc une union
disjointesde cheminset de presque-étoiledontlesbranchesontrectilignes.

Lesfréquencesioiresn’ont été attribuéesqu’aux sommetssolésde K. Il noussufit
doncdevérifierquelesfréquencesoiressontennombresufisantpourcolorierlesgraphes
bipartisconstituantZ. Or pourtoutearéteuv de L, nousavons: (d(u) — p) + (d(v) —p) <
g =|N|.C.Q.ED.O

En fait nouspouwons améliorerles performancesle cet algorithmepour peu que les
demandesoienta peuprésuniformes.

Definition 6.8 (Demanderelativementuniforme) Etantdonnéun grapheG, nousdirons
gu’'unefonctionde demandesurles sommetgle G estrelativemenuniformesi la somme
desdemandeslesextrémitésde toute aréteestmajoréepar (w(G) — dmin), OU dmin =

mingey d(u).

Cettedéfinition estmotivée parI'étude desgraphes'épais” danslequeltoute aréteappar
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tient a un triangle dont les sommetsne sont pasde demandesulles. Tout grapheépais
muni d’une fonction de demanderérifie cettepropriétéde relative uniformité qui sufiit en
fait pour améliorerles performancesle notrealgorithme.Nousnousétionsintéressésiux
graphe®paiscarnousavionsremarquéguecequi poseproblémedansle grapherigure6.4
page212estla doublearétecentrale Cetteétudenousapermisd’obtenirle résultatsuivant:

Théoréme6.2 (Casdesdemandes elativementuniformes) Lorsquecy = 1, la plage
minimaled’un sous-gaphe G induit de 7 muni d’'une demanded relativemenuniforme
vérifie:

w(G,d) < P(G,d) < (4-— a)wéG’d) +92

ola = dmin/dmax € [Oa 1]'

Preuve Nous pouwons supposerque G n'a pas de sommetisolé. Nous commencons
par appliquerdn,i, coloriagesRVB. Apres cette étape,la plage maximale des cliques
du grapheG’ induit par les sommetsdont les demandesi’ont pas été satishites, vaut :
w(G') = w(G) — 3dmin, puisquela demandeestrelatvementuniforme. Appliquer I'al-
gorithme 6.1 au grapheG’ produit alors une allocation de fréquencesde G de plage
< dpin + 4(“’(G)*§d‘“i“)+2 < (4*‘“)‘;(6’”2, enutilisantquew(G) < dpax. O

Notonsen particulier que notre algorithmeestalors optimal & une constanteadditive
préslorsquelesdemandesontuniformeset quele grapheest“épais”.

6.3 Extensionau casoucy = 2

Nous allons voir que nous pouwons adapter’algorithme 6.1 au casou la contrainte
co-sitevautcy = 2, en précisantcorvenablementa répartitiondesfréquenceglansles
différentsensemblegle couleurs.Commencongar remarquete fait suivant qui estune
conséquencenmédiateduLemme6.2:

Lemme 6.5 Lorsquecy = 2, nousavons:  dmax < [—M(QG)]

La difficulté estd’adapten’étape2 pourréussiraréutiliserlesfrequencesllouéegnais
non-utiliséedors de I'étape de coloriageRVB. Pourcela,nousproposonsie partitionner
les ensemblesle fréquencegle chaquecouleurR, V et B endeuxpartiesR; et Ry, V4
et Vs, By et By, detaille w(G)/6, que nousentrelagonsen prenantgardea ce que tout
sommetouge(resp.vert, bleu) puissed’emprunterdansla partitionV, (resp.Bs, R3) sans
introduire d’interférenceso-site.La figure 6.9 présenteun tel agencementlescouleurs.
Nousobtenonslorsl'algorithme 6.2 page220.
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Algorithme 6.2 Algorithmed’allocationdefréquencegourla contrainteco-sitecy = 2

Entrées: UngrapheG = (V, E) etunefonctiondedemandel surlessommets.

Posermp = @ .
Définir les huit ensembledlisjoints de fréquencegle taille p (cf. Figure 6.9 pagesui-
vante):

Ry={1,3,...,2p—1} Ry ={2p+1,2p+3,... ,4p—1}
Vi={2,4,...,2p} By ={2p+2,2p+4,...,4p}

Vo={4p+3,4p+5,... ,6p+1} Ny ={6p+3,6p+5,...,80+1}
By ={4p+2,4p+4,... ,6p} Ny ={6p+4,6p+6,...,8p+ 2}

Etape 1.

Effectuerp coloriageRVB deG aveclesensembled;, V7 et By, puisp coloriagesRVB
aveclesensemblediy, V5 et Bs.

Etape 2.

Pour tout coin gaucheu € H, ou H estle sous-graphénduit parles sommetgde de-
mandenon-nulle

Siu estrouge,alorson satishit sademandeaestanteen empruntant sesvoisins
vertsparmilescouleursde V5.

De méme,si u estvert,on empruntea sesvoisinsbleusdansB; et si u estbleu,
asesvoisinsrougesdansRs.

Etape 3.

Soit K le sous-graphénduit parlessommetsde demandeion-nulle. K estbiparti eton
satishit lesdemandedessommetgle K enattribuantlesfréquencesle N1 auxsommets
del'une desdeuxpartitionsdessommetsie K etcellesde Ny al'autre.
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Fréquences de R, R, Vs N

Fréquences paires % % %
= = =

Fréquences de

FiG. 6.9: Entrelacementiesensembledefréquencepour I'algorithme 6.2.

Théoréme6.3 L’algorithme 6.2 génée un multi-coloriage sousla contrainte co-sitecy =
2 pour tout sous-gaphe G induit de 7 muni d’'une demanded, dansune plage de fré-
qguencede taille inférieure a 8[@] < (4w(G) + 20)/3. Cetalgorithmeestdoncune
4/3-appoximation.

Preuve Remarquonguelesfréquencedp+1 et6p+2 nesontpasutiliséesLesstratégies
d’empruntet d’attribution desfréquenceslécritesdansl’algorithme ne peuvent doncpas
introduired’interférenceco-site.ll noussufit doncdevérifier quecesstratégiepermettent
effectivementde satishire lesdemandesle touslessommets.

Etapel. A lafin del'étapel, touslessommetsnsatishits ont unedemandamajoréepar
(dmax — 2p) < p d’aprésle lemme6.5.Et H estsanstriangle.

Etape2. Soit » un coin gauchede H, rougepar exemple.Soientv sonvoisin vert de
demandemaximaledans@G, et w un sommetbleu de H adjacenta u et v. Nous avons
d(u)+d(v)+d(w) < w(G), etdonc: (d(u) —2p)+d(v) < dp—d(w) < 2p—1 < |V1UV|.
Or, (d(u) — 2p) < p < |Vo|, ainsiu peutsatishire sademandesn empruntanti v des
fréquencesle IV, uniqguement.

Etape 3. Les fréquencesoiresn’ont pasencoreéte utilisees.Commeprécédemment
I'étape 2 a cassétousles cyclesde H et noussommesramenésau multi-coloriaged’un
graphebipartiou chaquesommetdemandeuplusp fréquencesl’étape3 réalisedoncune
allocationcorrecte 0

La sectionsuivanterésoude dernierpourlescontrainteso-site.

6.4 Algorithme d’approximation pour le casoucg > 3
L’allocation de fréquencessttriviale pour ce derniercaspuisquenousobtenonsune

1-approximationen allouantsystématiquement,,x fréquencesiux sommetsde chaque
couleurs
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o {1,1+c¢co,...,1+ (dmax — 1)co} pourlessommetsouges.
o {2,2+¢g,...,2+ (dmax — 1)co} pourlessommetsrerts.
e {3,3+cp,...,3+ (dmax — 1)co} pourlessommetdleus.

Le lemme6.2 nouspermetde conclureque:
Théoreme6.4 Lorsquecy > 3, pourtout sous-gaphed induit deT" nousavons:
w(G@) € P(G) € w(G)+2

Cequi terminenotreétudedescontrainteso-sitearbitraires.

Conclusionset perspectives

Dansce chapitrequi cl6t la secondepartie de cettethése ,nousavons présentéun al-
gorithmed’approximationpourl'allocation statiquede frequencesurla grille triangulaire.
Nousavonsobtenuwine4 /3-approximatiororsquelescontrainteco-sitevalentcy = 1 ou 2
et une 1-approximationpourle casou ¢y > 3. Notonsquedesrésultatssimilairespourle
casol ¢y = 1 ont étéobtenuindépendammerar Narayanaret Shendedans[NS97], et
McDiarmid et Reeddans|[MR97]. Nousavonségalementdémontréguel’on pouvait ame-
liorer le facteurd’approximationpourle portera (4 — «)/3, oU & = dmin/dmax € [0,1],
lorsqueles demandesontrelatvementuniformes(ou que le grapheestépais)et que la
contrainteco-sitevautcy = 1. Cetteoptimisationréponden particulieraux questiongjui
nousont étéposéedors desprésentationge cesrésultats.

A la suite de nostravaux, Jansseret Narayanaront proposéune 4/3-approximation
pourle multi-coloriagesousles contrainteggénéralegy > ¢; > 1. Dans[KK98], Khanna
et Kumaranproposenune premiéreétudedescontraintesd’interférenceavec distancede
réutilisation3 (co = ¢1 = co = 1 ete¢; = 0 pouri > 3), casqui inclut quelques'Phila-
delphiaexamples”(cf. [And73]). De nombreuxprobléemegestentouverts. Tout particulié-
rement,I’éventualitéd’'une approximatiora 9/8 pourla grille triangulaire.Dans[Hav99],
Havet proposeune premiérepiste sousforme d’une approximationa 7/6 pour les sous-
graphessanstriangle.L’obtentionde multi-coloriagessouscontraintesggénéralegour les
graphedipartisetlescyclessontaussidesaxesderecherchemtéressantsar cesgraphes
sontinclus danstous les graphesélémentaireskEnfin, le choix de I'étude de la grille tri-
angulaireétait initialementguidé par un besoinréel de mieux comprendrd’allocation de
fréquencesurcegrapheresutilisé enpratique.L’algorithmequenousavonsproposépour
cegrapheeposesurlarégularitédu 3-coloriagesous-jacentlela grille triangulairell serait
intéressant’étudiera présentsi notrealgorithmepeutse porterefficacemensur d’autres
graphegourlesquelsousconnaissonsgn k-coloriagesufisammentégulier
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Résumeé

Cettetheseétudiedeuxproblémesssusdestélécommunicationsla disséminatiore donnée%tI'alloca-
tion defréquences

La disséminationde donnéesestuneréponsepportéeila surchage desréseauwetseneursd’'information.Le
fait estquela plupartdesclientsdemandéda plupartdu tempsles mémesnformations.Aussi, afin d'éviter de
saturerala fois le seneuretle réseawvecla diffusiondespagedesplus populaires|’approchedela dissémi-
nationproposederéseneruncertainnombrede canauxd’émissionala diffusionsystématiquéesinformations
lesplus populairesCescanaux(typiquementertzien, TV parcable,...)sontaccessiblesnsimultanépartous
les clients. Le problémeestalors d’ordonnanceta diffusion desdifférentespagesd’information. Un client,
intéresséarl’'une de cespagesn’émetpasde requétemaisseconnectesur cescanauxréservé®t attendque
I'information qui I'intéressesoit diffusée.ll s’agit doncde trouver un ordonnancemergui minimisel’attente
moyennedesclients.

Ce problémeestun problemede minimisationquadratiquequi modéliseégalement’autresproblémes
d’'ordonnancementels la planification de maintenancesle machinesou le réappreisionnementde stocks.
Cettethésedémontreque trouver un ordonnancemenoptimal est NP-dur en général,et proposedesalgo-
rithmesd’approximationavecgarantiesle performancgrouvées un schémal’approximationpourle casdes
messagesde longueuruniforme,et deuxapproximations un facteurconstanpour le casou lesmessagesnt
deslongueurdifférentesavec et sanspréemption.

L’allocation de fréquencesconsistea allouerdesfréquencesuxtransmetteurd’un réseaicellulairede sorte
a ce quedeuxtransmetteurs’entrentjamaisen interférenceDanscettethése housproposonsain algorithme
d’approximationavec garantiede performancepourle casNP-durou lestransmetteursontdisposésuiantla
grille triangulaire.

Mots-clés: Algorithmique, Optimisationcombinatoire Approximation,Algorithmesrandomisést dérando-
misation,Télécommunicationsandil, DisséminatiordedonnéesMulticoloriage.

Abstract

This thesisdealswith two problemsissuedfrom telecommunication data disseminatiorand frequency
planning

Data disseminationis ananswetto reducetheload of informationsenersandnetworks. A factis thatmostof
theclientsrequiremostof thetime the samenformationpageslIn orderto reducethe sener andnetwork loads
dueto the broadcasbf the mostpopularpagesdatadisseminatiorreseres somespecialchannelgo broad-
castsystematicallythe mostpopularpagespbliviously from the effective requestsThosechannelgtypically
wireless,cableTV,...) canbe monitoredsimultaneoushpy all the clients.The problemis now to schedulehe
broadcastef the differentmessagesver thesespecialchannelsA clientinterestedn oneof thesepagesdoes
not senda requestbut connectsand monitorsthe specialchannelsuntil the informationhe is interestedn is
broadcastThe problemconsistdn finding a schedulghatminimizesthe expectedwaiting time of the clients.

This problemis a quadraticminimization problemthat also modelsother schedulingproblemssuchas
machinemaintenancechedulingr stockssupplying.In this thesis this problemis shavn to be NP-hardin ge-
neralandwe give approximatioralgorithmswith provenperformanceguaranteesapolynomialapproximation
scheméfor the casewhereall the messagebave the samelength,andtwo constanfactorapproximationgor
the casewherethe messagebave differentlengths with andwithout preemption.

Frequencyplanning consistsin allocatingfrequenciedo the transmittersof a cellular network so asto en-
surethatno pair of transmitterdnterferes.n this thesis,we proposean approximationalgorithmwith proven
performanceguarantyfor the NP-hardcasewherethe transmitterareplacedon thetriangularlattice.

Keywords : Algorithmic, Combinatorialoptimization,Approximation,Randomizedalgorithmsandderando-
mization,WirelesstelecommunicatiorDatadisseminatiorandpush-basedystemsMulticoloring.



