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¹
lº l» i¼ l½ o¾r¿sÀdÁuÂdÃéÄpÅaÆrtÇdÈeÉCÊlËaÌ ireÍ,ÎaÏuÐsÑeÒiÓnÔdÕ eÖt× oØ nÙéÚ qÛuÜ iÝ pÞeß ,àdáaânsãläaåqæ uçeèléléeêjë’aì iíeîuïlðañcòhóaôncõedö e÷tø rù oúuû vü eýrþlÿ e�d� y� n�a�m�isme�,�l�e	s
e�n�cou�r�a�g�e�m�e�n�t�s�

(� p�

a� r� f� o� i� s� a c! e" r# b
$

e% s& ;' -)
(
)

) e* t
+ l

,
e- s. m/ o0 y1 e2 n3 s4 q5 u6 i

7
o8 n9 t: p; e< r= m> i

?
s@ l

A
aB rC é

D
aE l

F
i

G
sH aI t

J i
K
oL nM d

N
eO m

P eQ sR t
S rT aU vV aW uX xY .Z

U
[

n\ g] r^ a_ n` d
a

mb ec rd ce i
f

é
g
gh ai l

j
ek ml em nn t

o
àp mq er ss tt ru ov i

w
ss rx ay pz p{ o| r} t

~
e� u� r� s� M

�
i

�
c� h

�
e� l

�
H

�
a� b

�
i

�
b

�
,� P

�
h

�
i

�
l

�
i

�
p� p� e� J

�
a� c� q� u� e� t� ,� e� t  S

¡
a¢ n£ j

¤
e¥ e¦ v§ K

¨
h

©
aª n« n¬ a d

®
’a

¯ v° o± i
²
r³ a´ cµ c¶ e¶ p· ţé¹ dº e»
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Intr oduction

1





Les télécommunicationssansfil sontde nos jours au centredesmoyensde commu-
nicationet sontappeléesà sedévelopperdansles annéesà venir. Le développementdes
réseauxsansfil a, bien entendu,permis la prolifération destéléphonesmobilesavec la
“liberté”1qu’ils procurent.Mais cesréseauxont égalementrévolutionnéla façondediffu-
serl’information, tout simplementcar ils sontcapablesdeservir la mêmeinformation,en
masse,à un nombrearbitraire2 d’utilisateurs,sanssurcoût.Le développementdesréseaux
satellitepar exempleoffre à présentune capacitéet unecouvertureinégalées.Depuisle
début desannées1980,nousavonsvu apparaîtreles systèmesd’information “à chaud” :
systèmesinformatisésd’informationstrafic et touristiques(e.g. ATIS, AdvanceTraveller
InformationSystem[IVH94, SL96]) qui permettentauxvoituresspécialementéquipéesde
choisir le meilleur itinéraireen fonctiondesconditionsde trafic; systèmesradiodeflashs
d’informationsboursières,météoou sportives; ou encorelessystèmesvidéodefilms à la
demandesur les chaînesde télévisioncâblées,ou de formationsà l’intérieur mêmed’une
entreprise.Cessystèmesdoiventpouvoir servirenmêmetempsuntrèsgrandnombred’uti-
lisateurs: parexemple,ATIS estamenéàservirjusqu’à100000clientsenmêmetempsaux
heuresdepointesdanslesgrandesvilles. Cesnouveauxsystèmesont pu êtreréaliséseffi-
cacementpardesmoyensdediffusiondemassedesinformations: parvoie hertzienne,ou
encorepardesréseaux“naturellementdiffusants”commeEthernet.A causedeleur carac-
tèredediffusiondemasse,la particularitédetelsréseauxestla faiblecapacitéd’interaction
avec l’utilisateur. En effet, si la diffusion de l’information du serveur versles clientsdis-
posed’une large bandepassante,celle desclientsvers le serveur estsouvent faible, voir
nulle : pour lesconnexions à Internetvia satellite,parexempleavec DirecPC[Dir97], les
connexionsmontantes(del’utilisateurverslesserveurs)sefont partéléphoneà56Kbps(au
mieux!) contre400Kbpspourlescommunicationsdescendantes; un terrainextrêmed’ap-

1Libertéproclaméeparlesdifférentsopérateursà grandrenfortdebonshommesqui volent...
2A modérersansdoutepardesrésultatsdephysiquequi doivent interdirela trop grandeproliférationd’an-

tennes,maisdansunebienmoindremesurequepourlescircuitscâblés.

3



INTRODUCTION

plicationestcelui duchampdebataillemilitaire où lessoldatssurle terrainnepeuventpas
émettreversle serveur, depeurderévélerleurposition.Onparlealorsdesystèmesdecom-
municationsasymétriques. Pourde telssystèmes,l’approchetraditionnelleinteractive [en
anglais,pull-based], parémissionderequêtesde l’utilisateur auserveurestinefficace: en
effet lestempsdetransmissionsonttroplongsetsurtoutle trèsgrandnombredeclientsrend
irréalisablela gestiondesrequêtesindividuelles.Aussiaudébut desannées1980,pour les
réalisationsdu Teletext et du Videotext enEurope,et pour le projetdu BostonCommunity
InformationSystem(BCIS,1982)auxEtats-Unis,unenouvelle approcheaétédéveloppée,
dite pseudo-interactive [en anglais,push-based]. Le serveur émetles différentesinforma-
tions indépendammentdesrequêteseffectivesdesclients,qui seconnectentsur lescanaux
d’émissionet attendentqueles informationsqui les intéressentsoientdiffusées.L’utilisa-
teur a seulementl’illusion d’interagir, en choisissantquel messageattendre.Ce protocole
pseudo-interactifestappeléDisséminationdedonnées[enanglais,DataBroadcastouDis-
seminationBasedInformationSystem]. Pourle castrèscourantoù la majoritédesclients
demandela plupartdu tempsle mêmepetit nombrededonnées,ceprotocoleestextrême-
mentefficace,aussibienentermesdechargeréseau,quedechargeserveur, oudetempsde
réponseauxclients: le serveur réserve alorsdescanauxspéciauxpourla disséminationde
cepetit nombrededonnéeset consacreainsi le restedela bandepassanteafin deservir in-
dividuellementlesrequêtespourlesdonnées“atypiques”.Onparlealorsd’approchemixte,
pseudo-interactive pourlesdonnéeslespluspopulaires,et interactive pourlesautres.

Du fait descaractéristiquesdediffusiondemasse,un“effet debord” del’émissionsans
fil estla présenced’interférences. Uneétapeimportantelors de la conceptiondesréseaux
sansfil estdoncla configurationdesémetteurs.Cetteétapeestnotammentcrucialepour la
téléphoniemobile,où l’on compteprèsd’un émetteurparpâtédemaisonsdanslesgrandes
villes (e.g. plusieurscentainesd’émetteurssurParisen1997).Chaqueémetteurdoit pouvoir
émettreet recevoir danssazonedecouverture,surun certainnombredefréquences,sans
interféreravec lesautres.Le nombredefréquencesd’un émetteurcorresponddirectement
au nombremaximald’utilisateursen simultanédanssazonede couverture.Maximiserle
nombrede fréquencesdisponiblespar émetteurdansuneplagede fréquencesdonnée,ou
encoreminimiser la plagede fréquencesutiliséepour un nombredonnéde fréquencesà
chaqueémetteur, estdoncunemotivation essentielledesopérateursde téléphoniemobile,
et plus généralementde tout systèmehertzien.Il s’agit doncde placerjudicieusementles
émetteursafind’unepartd’obtenirunebonnecouvertureàmoindresfrais,etd’autrepartde
garantirla qualitédeserviceenévitantles interférences,tout enminimisantla taille de la
plagedefréquencesutilisée.Lesgraphesdecouvertureet d’interférencesontsouvent très
différents.Les zonesde couverture,où le signalestsuffisammentélevé pour assurerune
bonnetransmission,sont en généralplus petitesque les zonesd’interférence,délimitées
par la frontièreoù le signaldevient négligeable.La planificationdesréseauxestaucentre
despréoccupationsdesopérateursde téléphoniemobile afin de faire faceà la demande
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sanscessecroissante,et plus généralement,de tout utilisateurde systèmeshertziensde
communications.

Danscettethèse,nousétudionschacunde cesdeuxthèmeset plus particulièrement:
l’ ordonnancementpour la disséminationdedonnées, et l’ allocationstatiquedefréquences.

Disséminationdedonnéesen envir onnementsasymétriques

Un petit historique

L’approchepseudo-interactive de la diffusion desdonnéesest néeau début desan-
nées1980.Aprèsquelquesannées,cetteapprochea pris un essorconsidérableà la suite
du développementdestéléphonesmobilesetdel’extensiondesréseauxsatelliteset câblés.
Noustrouvonsà présentdifférentesoffrescommerciales,comme: dessystèmesdedissé-
minationde l’information, telsPointcastInc. [Poi97] sur Internet(nouvellementrenommé
EntryPointInc. [Ent99], suiteà safusionavecle servicedeportefeuilleélectroniqueeWal-
let Inc.), Airmedia Inc. [Air97] par émetteursradio; ou encoredessolutionsréseau“dé-
diées”,tellesMarimbaInc. [Mar97].

L’une destoutespremièresétudesdessystèmesde disséminationd’information a été
le BostonCommunityInformationSystem(BCIS, 1982),développépar le Massachusetts
Instituteof Technology(MIT) : il s’agissaitd’un systèmed’information“à chaud”destiné
àdesutilisateursdumétroBostonien,spécialementéquipésderécepteursradio.A la même
époque(début 1980)lessystèmesdeTeletext etdeVideotext [Sig80], utilisantla télévision
commemoyenderéception,ontconnuunsuccèsàgrandeéchelleenEurope(enAllemagne
enparticulier)[Gif90]. L’applicationaudomainedesbasesdedonnéesaétél’objet du pro-
jet Datacycle [HGLW87,BGH6 92] àBellcoreaudébut desannées1990: dansceprojet,la
basededonnéescirculetouteentièresurunbusdetrèslargebandepassante(140Mbps); et
lesutilisateursobtiennentlesinformationsenfiltrant lesdonnéesdiffuséesavecunappareil
dédiéderéception,massivementparallèle,capabledetrier jusqu’à200millions deprédicats
parseconde; il estégalementpossiblepourl’utilisateur d’adresserdesrequêtesauserveur.
Depuisquelquesannées,le systèmed’informationstrafic et touristiquesATIS (Advanced
Traveller InformationSystem,1997[IVH94, SL96]) estun exempled’applicationtypique,
par le nombrede clientsservissimultanément(plus de 100 000) : ce systèmepermetaux
conducteursspécialementéquipés,de choisir le meilleur itinéraireen fonction descondi-
tionsdetrafic,oubiendedécouvrirlessitestouristiques,derechercherunhôtel,unestation
service,etc....

L’un dessujetsde développementtrèsprometteursactuelsest l’application à Internet
de cestechniques: en effet l’explosiond’Internet,dueà la baissedu prix d’achatdesor-
dinateurs,(e.g. le nombrede machinesconnectéesà Interneta augmentéde 70% entre
janvier 1996et janvier 1997),posele problèmede la surcharge serveur dessitesles plus
populaires,commelessitesdesgrandstournoisdetennis(e.g. 78787�9 7;:=<.>@? ACB@DFEG9HDGIKJ ) ou les
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sitesolympiques.Commele souligneBestavros[Bes96], si lesserveurswebproposentplu-
sieursmilliers depages,un trèspetit nombreréunit la trèsgrandemajoritédesrequêtes: il
cite, parexemple,le casdu serveur L�MONP78787�9Q>@RG9HACBSR qui proposeplusde2000pages,mais
dont seulement0,5%despagessontdemandéespar 69% desrequêtes,et 10% despages
concentrent91%desrequêtes.Disposerdemoyensdecommunicationsdemasse(sansfil
oudetypebusEthernet)permettraitd’unepartdesoulagerlesserveursdela chargedutrai-
tementdesrequêtespourlespageslespluspopulaires,etd’autrepartdelibérerdela bande
passante,enconfinantla disséminationdespageslesplusdemandéessurunpetitnombrede
canauxréservés.Lors desimulations,Acharya,Franklinet Zdonik [AFZ97, FZ97,FZ98],
ont démontréquepour lessystèmesdecommunicationasymétriques,lesstratégiesdedis-
séminationpseudo-interactive permettentd’améliorerconsidérablementles performances
pourun nombreélevé d’utilisateurs.La figure1 présentel’un deleursrésultats: un même
serveur diffuseun lot de donnéessurun bus à desclientsdeprofil identiquesuivant deux
stratégies; la première,pseudo-interactive, suit un ordonnancementcycliquefixé, et la se-
condetraitelesrequêtesdesutilisateursenFIFO.
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FI G. 1 : Evolution du tempsde réponseen fonction du nombre de clients lors de
simulations(source: [FZ97]).

Alors quele tempsd’attenteestconstantpour le serveur pseudo-interactif,le serveur
à la demandeestdébordéà partir d’un certainnombred’utilisateurset l’attenteaugmente
dramatiquement,poursestabiliseràunevaleurbienplusélevéequepourle serveurpseudo-
interactif.La stabilisationfinale,qui donnecetteformeen“S”, s’expliqueparle fait quela
file d’attentedesrequêtesadresséesau serveur à la demandecontientfinalementtous les
messagesdansun ordrecycliquedonné.

Commele soulignentFranklinet Zdonik dansleur étatde l’art de l’approchepseudo-
interactive [FZ98], lestechnologiesutiliséessurInternetnepermettentpastoujoursdetels
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moyensde dissémination.Aussi l’approchepseudo-interactive proposéeestréaliséepour
l’instant parmiseà jour descachesdesserveurslocaux,cequi imposedetenir comptede
la topologiedu réseauet desdépendancesgéographiquesdesrequêtes[Bes96, BC96]. Un
exempled’applicationest le systèmePointCast[Poi97] de diffusion de journauxélectro-
niquespersonnaliséssurInternet.

L’enjeuprincipaldel’introductiondesprotocolesdedisséminationdedonnéesestdonc
deréduirel’attentedesutilisateurs,enréduisantla bandepassanteoccupéeparlesdonnées
les pluspopulairessansaugmenterleur attentepourcesinformations.Il s’agit donc,pour
le serveur, detrouver un bonordonnancementdecesdonnéessur lescanauxréservés,afin
deminimiserl’attentedesclientsqui seconnectentdetempsàautreetattendentl’émission
desdonnéesqui lesintéressent.

Domainesd’étude

Un serveurdedisséminationd’informationsestchargédediffusersurdescanauxspé-
cialementréservés,un certainnombredemessages(typiquementlespagesles pluspopu-
lairesd’un siteweb,lesdifférentsflashsd’unprogrammed’information,etc...), àdesclients,
qui seconnectentdetempsà autresurcescanaux,et attendentquelesmessagesqu’ils de-
mandent,soientdiffusés.Danscettethèse,nousemploieronsindifféremmentlestermesde
messages,données, informations, pages, pourdésignerlesdonnéesdiffusées.Etantdonné
queles requêtesdesutilisateursne sontpastransmisesau serveur, ce derniersebasesur
un profil de l’utilisateur moyen, pour calculerl’ordonnancementdesmessages.Le profil
estdéterminépar les popularitésdesdifférentsmessages,c’est-à-direla distribution des
requêtessurlesmessages.Cesprobabilitéssontcalculées,parexemple,enétudiantla trace
desrequêtessur le serveur, ou bienendemandanttout simplementauxutilisateursdesou-
mettreleurscentresd’intérêt(e.g. PointCast[Poi97]). Dans[Vis94], Viswanathanprésente
quelquesméthodespourdéterminerle profil pourun ensemblededonnées.A partir dece
profil et descaractéristiquesdesmessages,le serveur chercheà déterminerun ordonnan-
cementsur les différentscanaux,qui minimise,d’une part le tempsde réponsemoyendu
système(quel’on appelleraaussile tempsde service), c’est-à-direl’attentemoyennedes
clients— qualitédeservice,etd’autrepartle coûtd’émission— coûtduservice.Cesdeux
fonctionscaractérisentla fonctiondecoûtdel’ordonnancement.

Avecla proliférationdesportables(e.g. téléphonesmobiles,Palm-pilot,etc...), d’autres
axesderechercheont étéétudiésà partir du milieu desannées1990,qui cherchentà mini-
miserla consommationd’énergie desappareilsderéception: eneffet, l’écoutedescanaux
consommedel’énergie et doncenémettantde tempsà autreun index desprochainsmes-
sagesdiffusés,le serveurpeutpermettreauxappareilsà l’écoutedesedéconnecterpourse
reconnecteraumomentexactdela disséminationdumessagequi lesintéresse,économisant
ainsisubstantiellementlesbatteries.

La miniaturisationaidant,les appareilsde réceptionont gagnéen capacitémémoire,
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permettantainsidedévelopperdesalgorithmesdegestiondecachelocal. Ainsi aumilieu
desannées1990,afin de réduirel’attented’un client qui “surfe” différentsmessagesou
pages,desaméliorationsduprotocolederéceptionduclientontpuêtreproposées: à l’aide
deprobabilitésconditionnellesetd’indexage(entreautres),l’appareilclient décidede télé-
charger par anticipationlesmessagesencoursdediffusion,alorsquel’utilisateur nelesa
pasencoredemandés,afind’écourterl’attenteparla suite.

Il existeaussiuneautrebranchedela disséminationdedonnéesenmilieu asymétrique,
dont le but n’est pasdirectementde minimiser l’attentede clients,maisde satisfaire des
contraintesde“tempsréel”. Il esteneffet parfoiscritiqued’assurerun débitd’information
constant,notammentpourlesserveursvidéo.Il s’agitdanscecaspourle serveurdegénérer
un ordonnancementqui satisfassedescontraintessur le débit du type : “au moins vingt
imagesdu film A doiventêtrediffuséesdanstout intervalle d’uneseconde”.Le problème,
[en anglais,pinwheel], est alors très différent et sort du cadrede cettethèse; le lecteur
intéressépourraseréférerà [HMR 6 89, CC92, CC93,BB97].

La disséminationde donnéesmet donc en jeux de nombreuxcritèresd’optimisation
(e.g. tempsd’attente,économied’énergie, stratégied’anticipationauchargement,etc...) et
proposedoncde nombreusesvariantes,dont quelquesunesn’ont étéenvisagéesquetrès
récemment(à partir de 1994essentiellement),et dont la plupartsontencoreouvertes.Ce
problèmeprésentedenombreusesoriginalitésparrapportauxproblèmestraditionnelsd’or-
donnancement(parallélisation,planificationd’emploi du temps,etc...). Tout d’abord,l’or-
donnancements’étendsuruneduréeinfinie, et lesquantitésà minimisersontdoncdéfinies
demanièreasymptotique. Ensuite,commenousle verrons,le tempsderéponsedu système
estunefonctionquadratique, alorsquelesproblèmesd’ordonnancementusuelscherchent
à minimiserunefonctionobjectif linéaire(attentemaximale,attentetotale,tempsdecom-
plétion,etc......). De plus, trouver l’optimum est ��� -difficile3 dèsles casles plus simples
(e.g. s’il n’y a aucunedépendanceentrelesmessages,ou aucuncoûtd’émission).Lespro-
blèmesdegestiondecachesontaussitrèsdifférents.En effet, le coûtd’unefautedepage
n’estpasconstant,commepour lescachesmémoire,maisdépendde la datede la fauteet
del’ordonnancementàvenir. Aussijusqu’aumilieu desannées1990etencoreaujourd’hui,
seulslescaslespluscontraintsontétéétudiés.

3Un problèmededécision TKUWV estdit XZY -difficile si pourtout problèmededécision TK[\V solubleentemps
polynomial non-déterministe,toute instancede TK[]V peut se réduireen tempspolynomial à une instancedeTKUWV telle qu’une instancede TK[\V admetunesolutionsi et seulementsi l’instancecorrespondantede TKUWV en
admetune.D’un point devuepratique,un problèmeest XWY -difficile s’il estaumoinsaussidur quedespro-
blèmesréputéstrèsdifficiles (e.g. ^ -SAT, le voyageurdecommerce,etc...) donton neconnaîtpasdesolutions
polynomialesà l’heureactuelle.
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Un problèmed’ordonnancementgénérique

La problématiquede la disséminationde messagesne se limite pasau simple cadre
desréseauxsansfil maismodéliseaussideuxautresproblèmes,dontla correspondanceest
détailléedans[BNBNS98] : la planificationdela maintenancedemachineset le réappro-
visionnementdestocks. Pourle problèmedemaintenance,introduit parWei et Lu [WL83]
et reprisparAnily, GlassetHassin[AGH94, AGH95], l’équivalentdel’ensembledesmes-
sagesàdiffuserestunensembledemachinesàmaintenir(parexemple,desphotocopieurs).
La probabilitéinstantanéede défaillancede chaquemachineaugmentelinéairementavec
le temps(parexemple,avec le nombredecopieseffectuées).Il s’agit decalculerl’emploi
du tempsdesdifférentsopérateursou agentsde maintenance(correspondantaux canaux
dansle cadrede la disséminationdemessages)defaçonà minimiserà la fois le risquede
défaillanceet le coût de maintenance.Dansla problématiquedu réapprovisionnementde
stocks,nousdisposonsd’un nombrelimité decamions(lescanauxde la disséminationde
messages)qui doivent réalimenterdifférentsstocks(lesmessages); lesstocksdoiventho-
norerdescommandes(lesrequêtesdesclients); lescommandesnon-honoréesont un coût
proportionnelà la duréed’attente; il s’agit alorsde minimiser le coût de revient de l’ex-
ploitation.Une part importantedestravaux sur le domainea étéréaliséeparAnily, Glass
et Hassindans[AGH95], puis par Bar-Noy, Bhatia,Noar et Schieberdans[BNBNS98],
dansle cadrede la maintenancedesmachines; nousprésenteronsleurs résultatsdansle
cadredela disséminationdemessages.Lesrésultatsprésentésdanscettethèses’appliquent
naturellementàcesdifférentsdomainesd’application.

Etat de l’art

La problématiquedela disséminationdedonnéesestapparueaudébut desannées1980
avec le développementdu Teletext et du Videotext [Sig80]. Jusqu’en1996,les étudesse
limitent aucasoù touslesmessagesont le mêmetempsdetransmission.Le tempsestdis-
cretet l’unité de tempsestla longueurcommunedesmessages.Commele soulignealors
Ammardans[Amm87], “[this hypothesis]is requiredto rendertheproblemunderconside-
ration tractable”4. En 1983,dans[Gec83], Gecseidémontreque,si l’on tire aléatoirement
la pageà diffuserà chaquetop selonunedistribution fixée, le meilleurchoix consisteà la
tirer avec uneprobabilitéproportionnelleà la racinecarréede sa popularité. Cetterègle
estconnuedansle domainesousle nomdela règledela racinecarrée[en anglais,square
root-rule]. Nousverronsqu’elle s’étendà d’autrescas.Deux annéesplus tard,Ammar et
Wong obtiennent,en étudiantles ordonnancementspériodiques,un minorantsur le coût
de tout ordonnancementpériodiquedans[AW85]. Ils justifient par la suitedans[AW87]
quecetterestrictionauxordonnancementspériodiquesnesoitpaslimitative,endémontrant

4Enfrançais;-), “[cettehypothèse]estnécessairepourpermettrel’étudeduproblème”.

9



INTRODUCTION

l’existenced’un ordonnancementoptimalpériodique,qu’ils décriventà l’aide d’un proces-
susMarkovienfini. Uneautrepreuvedecerésultat,baséesurl’étudedescyclesd’un graphe
valué,seraproposéeparAnily, Glass,et Hassindans[AGH95].

Deux observationscrucialessont tiréesde l’étude du minorantd’Ammar et Wong :
“idéalement”, c’est-à-direenoubliant lescontraintesdenon-recouvrementdesmessages,
chaquemessagedoit êtrediffusépériodiquementà intervalles réguliers, et avec une fré-
quenceproportionnelleà la racinecarréedesapopularité.Cesdeuxobservationssontà la
basedetouteslesétudesfaitesdansle domaine.

Ce minorant leur permetde plus de prouver que l’algorithme de Gecseiest une ' -
approximation5. En effet “idéalement”,chaquemessageestdiffusédansun intervalle de
longueur_ proportionnelleà la racinecarréedesapopularitéet doncchaquerequêteatten-
drait _a`b' . Dansle casde l’algorithmedeGecsei,touterequêteattendenmoyenne_ unité
detemps,etdoncauplusle doubledel’optimum.

Ils proposentdeplusdeuxautresheuristiquesdéterministes.La premièreestgloutonne
et choisit à chaquetop d’ordonnancerle messagedont l’attentecumuléeest la plus éle-
vée.L’autreutiliseunepropriétédu nombred’or, miseenvaleurparKnuth [Knu73, vol. 3,
pp.510–511]dansle cadreduhachage,puisutiliséeparItai, Hofri etRosberg [IR84, HR87]
dansle cadredesréseauxTDM : lesmultiplesdu nombred’or modulo � serépartissentle
plusuniformémentpossibleentrec et � . AmmaretWongutilisentcettepropriétépourobte-
nir unordonnancementpériodique,tel quelesintervallesentredeuxémissionsconsécutives
d’un mêmemessagesoientà peuprèsréguliers.Cesdeuxheuristiquessonttestéesempiri-
quementsurdeslotsdemessages,pourlesquelsla distribution despopularitésvérifie la loi
deZipf [Zip49], qui semblemodéliserassezbien la réalitédesdemandes.D’autresétudes
empiriquesdecesheuristiquesserontreprisesdansle cadrede“la toile” parSuetTassiulas,
dans[ST97a,ST97b].

En1994,le problèmedel’ordonnancementestreprisdansle cadredela maintenancede
machinesparAnily, Glass,etHassinqui, dans[AGH94],donnentune �bdec@%f% -approximation
pourle casdetroismachinesdemêmeduréedemaintenance.Dans[AGH95], ils proposent
etanalysentune 'gdih -approximationbaséesurunarrondiàdespuissancesde ' deslongueurs
idéalesdesintervallesentrelesmaintenancesd’unemêmemachine,calculéesàpartirdumi-
norantd’Ammar et Wong[AW85]. Dans[BNBNS98], Bar-Noy, Bhatia,Noaret Schieber
démontrent,dansle cadrede la maintenancede machines,que le problèmede l’ordon-
nancementdemessagesde longueuruniformeavec coûtdediffusion,est ��� -difficile. Ils
analysentégalementlesheuristiquesproposéesparAmmaret Wongdans[AW85,AW87].
Ils démontrentquel’algorithme gloutonesten fait la dérandomisationde l’algorithme de
Gecsei,et estdoncune ' -approximation.Ils montrentaussique l’algorithme basésur le
nombred’or estenfait une j@`bk -approximation.De plus,ils étendentcesdeuxheuristiques

5Une l -approximationd’un problèmedeminimisationestunalgorithmepolynomialquigénèreunesolution
decoûtégalà auplus l fois le coûtoptimal.
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au casdesmessagesde longueuruniforme avec coût de diffusion sur plusieurscanaux.
Dans[BNS99], Bar-Noy et Shilo étudientcomplètementle casde deuxmessagessur un
canal.Ils démontrentque quellesque soientles requêtespour les messages4 et 5 ( 4 ,
5 , 4 ou 5 , 4 et 5 , 4 puis 5 , 5 puis 4 ), quelsquesoientleurstempsde transmission,
l’ordonnancementoptimalestpériodiquedepériode�14�5nmCmCmo5p" ou �14qmCmCmr4�5p" .

Durantla mêmepériode,aumilieu desannées1990,Acharya,Alonso,FranklinetZdo-
nik, dans[ZFAA94], proposentun modèlesimplifié,plusrestreint,pourdéterminerlesor-
donnancements: lesdisquesdiffusants[enanglais,broadcastdisks]. Il s’agitdedécomposer
l’ordonnancementdesmessagesenséried’ordonnancementscycliques.Lesmessagessont
partitionnésengroupesselonleur importanceparuneméthodead hoc. Lesmessagesd’un
groupesontdiffuséscycliquement,unefois par cycle. Chaquecycle estvisualisécomme
un disque,qui tourneà unecertainevitesse,d’autantplus élevéeque les messagesqu’il
contientsont populaires.L’ordonnancementfinal est obtenuen fusionnantles différents
cyclesavecdifférentesdensités,donnéesparlesvitessesderotationdesdisques[AAFZ95].
Cetteapprochepermetdegarantirquechaquemessageseraordonnancéà intervallesrégu-
liers,etquel’ordonnancementserapériodique,maisinterditd’atteindrel’optimum. Notons
quela méthodedesdisquesdiffusantsprésentedenombreusessimilaritésavecl’heuristique
développéepar Anily, Glasset Hassindans[AGH95]. Dans[AFZ96, Ach98], Acharyan,
Franklinet Zdonik proposent,danscecadre,uneétudedesstratégiesdegestiondecache:
ils démontrentempiriquementquel’algorithme classiqueLRU (éviction de la pagelue le
plusanciennement)n’estpasadaptéàcecontexte et qu’il fautlui préférerunestratégiequi
tient comptede l’ordonnancementen cours.La stratégiedéclaréela meilleureconsisteà
éliminerla pagequi serala moinsdemandéeenmoyenneparla suite,i.e. dontle produitde
la popularitéparl’attentejusqu’àsaprochainedisséminationestle pluspetit.Dans[KL98],
Khannaet Liberatoredémontrentque,pourun disquediffusantcycliquements messages
(onparlededisquediffusantlinéaire [enanglais,flat broadcastdisk]), aucunalgorithmeen
ligne déterministenepeutobtenir, avecun cachedetaille t , un rapportdeperformancein-
férieurà uv�wsxty" surle nombreoptimaldefautesdepage,etaucunalgorithmerandomiséne
peutobtenirunrapportdeperformanceinférieurà uv�ws{z}|f~]ty" . Ils proposentparailleursdes
algorithmesqui atteignentcesminorantsà uneconstanteprès: �p�wsxty" pour l’algorithme
déterministeet �p�ws{z}|f~\ty" pourl’algorithmerandomisé.

Parallèlement,à partir de 1994,desétudessur l’économied’énergie, réaliséeen dif-
fusantrégulièrementun index desprochainesémissions,sontdéveloppéespar Babrinath,
Immielinski et Viswanathan[IB94, IVB94b, IVB94a] pour le casd’un disquediffusant
linéaire. Ils obtiennent,pour un disquediffusant linéaire de s messages,une �O�����b" -
approximationpourle tempsd’attenteetatteignentla borne���1zK|f~�s," surle tempsd’écoute,
imposéeparla théoriedel’information, enstructurantl’index à l’aide detablesdehachage.
Cesétudessont poursuivies sur le casde plusieurscanaux,par Shivakhumaret Venka-
tasubramaniandans[SV96] qui obtiennentégalementla borne ���1zK|f~�s," pour le casde
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�p�1z}|f~]s," canaux.En 1998,Khannaet Zhoudans[KZ98] étendentcesrésultatsenpropo-
santun algorithmed’ordonnancementdesmessagessurun canalqui permetd’obtenirune
�bdih -approximationpour le tempsd’attentemoyen tout enréalisant,à uneconstant,prèsle
tempsd’écouteminimal ���1z}|f~]s," .

Les seulesétudesdu casdeslongueursnon-uniformes,antérieuresà nostravaux, ont
étémenéespar Hameedet Vaidyadans[VH96, VH97, VH99, HV99]. Ils proposentdes
heuristiquespourl’ordonnancementdemessagessanscoûtdediffusion,baséessurl’exten-
sion naturelledu minorantd’Ammar et Wongde [AW85]. Leursheuristiquessonttestées
empiriquementsurdeslotsdemessagesdontla distribution dela popularitévérifie la loi de
Zipf.

Notre contribution pour la disséminationde données

La contribution du présentdocument,pour le domainedela disséminationdedonnées,
concernela conceptiondel’ordonnancementà partir duprofil del’utilisateur, indépendam-
ment de l’existencede cacheou d’indexation. Nous noussommesattachésd’une part à
améliorerles résultatsprécédentsen proposantun algorithmeplusefficacepour le casoù
touslesmessagesont la mêmelongueur; et d’autrepartà étendrele domainederecherche
aucasoù lesmessagesà diffusern’ont pastousla mêmelongueur. Cetterestrictionesten
effet trèscontraignanteen pratiquepuisqueles donnéesà diffusersontle plus souvent de
taille variable(e.g. lespageswebd’un serveur; les infos, la météo,la bourseet le bulletin
desportd’un journal).Nousavonsdoncétudiécecassousdeuxaspects: non-préemptifet
préemptif.Nousavonsdémontréquecesdeuxcassont ��� -difficiles,mêmesi lesmessages
n’ont pasdecoûtdediffusion.

Nousmontronsaussique,commel’avaientsuspectéAmmaret Wongdans[AW85], le
casoù lesmessagessontdelongueursdifférentessanspréemption,estbeaucouppluscom-
pliqué quele casdeslongueursuniformes.En effet, si l’ajout d’un canaldansle casuni-
formen’améliorel’attenteoptimaledesutilisateursqued’uneconstante,il l’améliored’un
facteurarbitrairedansle casnon-uniforme(v. exemple2.2page61).Enparticulier, l’exten-
sionnaturelleduminorantd’AmmaretWong[AW85] aucasdeslongueursnon-uniformes,
est inefficace: le coût de l’ordonnancementoptimal en est arbitrairementéloigné.Nous
avons donc développéun nouveauminorantqui nousa permisd’obtenir un algorithme
d’approximationd’un facteurconstant,pour le casd’un canal.Si, commenousle verrons
pour le schémad’approximationpour le casdeslongueursuniformes,le casde plusieurs
canauxneprésentepasdedifférencedecomplexité avecuncanal,l’explorationdeplusieurs
canauxresteun problèmeouvert pourle casdeslongueursnon-uniformes.

La questionde savoir si l’extensionnaturelledu minorantd’Ammar et Wong au cas
deslongueursnon-uniformesaunsens,amotivé l’introductionet l’étudeducaspréemptif.
Nousen proposonset étudionsun modèle,où les messagessontdécoupésen paquetsde
mêmelongueur. Le client intéressépar un messagedoit télécharger tous les paquetsdu
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message.Le problèmereste��� -dur. Nousdérivonsunnouveauminorantdontla valeurest
assezsimilaire à l’extensionnaturellede celui d’Ammar et Wong.Et nousobtenonspour
ceproblèmeune ' -approximationqui démontredoncquela préemptionpermetd’améliorer
d’un facteurarbitrairele tempsderéponsedel’ordonnancementdemessagesdelongueurs
non-uniformes.

Notre étudedu caspréemptifpeutégalementêtrevue commeuneextensiondu pro-
blèmedel’ordonnancementdesmessagesdelongueursuniformesaucasoù lesutilisateurs
nedemandentpasdesmessagesseuls,maisdeslots demessages(parexemple,différentes
partiesd’un journal).En effet lespaquetsconstituantun message,peuventêtreconsidérés
commedesmessagesde longueurunitaireréunisenun lot quelesutilisateurspeuventde-
mander. Notre étudeestle casparticulierde cetteextension,où les lots sontdisjoints.En
cesens,cestravauxsontdoncaussiunegénéralisationdecertainsdesrésultatsde l’étude
de toutesles requêtespossiblespour deuxmessagessur un canal,réaliséeparBar-Noy et
Shilo dans[BNS99].

Nous avons aussiétudié le cas des messagesde longueursuniformes.Nous avons
amélioréles résultatsexistantsen proposantun schémad’approximationpolynomial6. Le
meilleur algorithmepolynomialprécédent[BNBNS98] était uneapproximationà j@`bk de
l’optimum. Notrealgorithmes’étendégalementaucasoùlesmessagesontdescoûtsdedif-
fusionbornésparuneconstante.Il présenteaussil’avantagedegénérerunordonnancement
périodiquedepériodebornéequi soit quadratiqueenle nombredemessages.

Organisationde la première partie du document

Nostravauxsur« l’ordonnancementdela disséminationdedonnéesenenvironnements
asymétriques» font l’objet dela premièrepartiedecedocument.Cettepremièrepartieest
découpéeencinqchapitres.

Le premierchapitredéfinit le modèleet saproblématique,et présentedansle détail les
travaux antérieursqui sontà la basedestravaux de cettethèse.Principalement,le travail
d’Ammar et Wong[AW85] sur le calculdu minorantet sur la preuve de l’optimalité d’un
ordonnancementpériodique,etceluideBar-Noy, Bhatia,NoaretSchieber[BNBNS98] sur
la ��� -dureté,l’analysedesapproximationset leursextensionsaucasdeplusieurscanaux.
Leslecteursfamiliersdudomainepourrontpasserdirectementauchapitresuivant.

Notre étudedu casoù les messagesn’ont pastous la mêmelongueurfait l’objet du
deuxièmechapitre.Nousy présentonsleschangementsavec le casuniforme.Un nouveau

6Un schémad’approximationpolynomiald’un problèmede minimisation(resp.de maximisation)estune
suite calculabled’algorithmes TKUW�w�fV � ������������!� , qui en un tempspolynomial calculeune solution réalisable

dont la valeurestauplus T1�����o�/V fois (resp.aumoins T1�W�p�o�/V fois) la valeuroptimale.En clair, unesuite
d’algorithmespolynomiauxqui calculentdessolutionsarbitrairementprochesdel’optimal.
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minorantestprésenté,qui nouspermetd’obtenirunalgorithmed’approximationpourle cas
d’un canal.

Le troisièmechapitreétudiel’extensionau caspréemptif.L’existenced’un ordonnan-
cementpériodiqueoptimaly estdémontréeet nousprésentonsun nouveauminorantpour
cecas.Nousobtenonségalementun algorithmed’approximation.

Nousprésentonsnotreschémad’approximationpour le casdesmessagesde longueur
uniformeet decoûtdediffusionbornéauquatrièmechapitre.

Le dernierchapitrede cettepartieestconsacréà la résolutionde nosminorants.Nos
minorantssont tousprésentéssousforme de problèmesde minimisationcontraintenon-
linéaire.Nousy présentonsl’extensiondela méthodedéveloppéeparBar-Noy, Bhatia,Noar
et Schieberdans[BNBNS98]. La résolutionutilise à la baseunerelaxationLagrangienne.
Nousenprésenteronsrapidement,audébut decechapitre,lesprincipesgénéraux.Le lecteur
intéressépourrasereporteraucours[Gui95] proposéparGuignardsurla question.

Allocation statiquede fréquencesdanslesréseauxcellulaires

La secondepartiedecettethèseestconsacréeà la conceptiond’algorithmesd’approxi-
mationpourl’allocationstatiquedefréquencesdanslesréseauxcellulaires.

La problématique

Dansun réseausansfil, l’accèsdesutilisateursauréseausefait parvoie hertziennevia
un transmetteur. Chaquetransmetteurcouvreunecertainezone,dite de couverture, dans
laquelleles utilisateurspeuvent émettreet recevoir sur le réseauen communiquantavec
ce transmetteursurunecertainefréquence.Plusprécisémentla communicationestétablie
surun canaldetransmission.Un canalde transmissioncorrespondà unegestionpartagée
desfréquencesdont le but estdepouvoir augmenterle nombred’utilisateursconnectésen
mêmetempsà un mêmetransmetteur: un canalest une suite de créneauxde tempsde
communicationà intervallesréguliers(dansle casd’un multiplexageentemps,TDMA) sur
uneou plusieursfréquences(dansle casd’un multiplexageenfréquences,FDMA) munie
d’un codedetransmission(casd’unemodulationparcodage,CDMA). Par exemple,dans
la normeGSM, chaquefréquenceest partagéeen huit canauxcomposésde créneauxde
cFdih@�b�fj ms( �{�bh@`g��%bc ms)répartisuniformémentdansle temps; lesfréquencessontrépar-
tiestoutesles cFdi' MHz danslesbandeskfjbc –jF��h MHz (pourlescommunicationsmontantes,
du mobileversle transmetteur)et jf%fh –jf�bc MHz (pourlescommunicationsdescendantes).
Deuxutilisateurspeuventcommuniquerdefaçonsimultanéesurdescanauxdifférents.Ce-
pendant,dufait desinterférences,deuxcommunicationsdistinctes(avecle mêmetransmet-
teurou avecdeuxtransmetteursdifférents)nepeuvent pasavoir lieu sur le mêmecanalsi
lesutilisateurssonttrop prochesl’un del’autre,carleurscommunicationssebrouilleraient
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mutuellement.Le nombrede canauxdisponiblessur un transmetteurcorresponddoncau
nombremaximumd’utilisateursqui peuventaccéderauréseaudanssazonedecouverture.
L’allocationdescanauxauxtransmetteursestdoncuneétapecritiquedela conceptiond’un
réseausansfil. Pourdesraisonstechniquesdesynchronisationtemporelle,il esttrèsdifficile
departagerunemêmefréquencesurdeuxtransmetteursdifférents.Aussi,le problèmel’al-
locationdescanauxseréduitàattribueràchaquetransmetteurslesfréquencessurlesquelles
lescommunicationsvont êtreétablies(notonsquepourle casdeprotocoleCDMA, cesont
lescodesqui formentla ressourcecritique).Nousoublieronsdoncàpartir demaintenantla
notiondecanauxpourseconcentrersur le problèmede l’allocation desfréquencessur les
émetteurs.
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FI G. 2 : Un exemplede réseaucellulaire et de songraphede couverture (en poin-
tillé). Pour accéderau réseau,les utilisateurs (représentéspar despetits
rondsnoirs) seconnectesur le transmetteurdela zonedecouverture où ils
setrouvent.

Rapidement,dèslesannées1980,il estapparunécessairederéutiliserautantquepos-
siblelesfréquencespourfairefaceà l’augmentationsanscessecroissantedunombred’uti-
lisateursdesréseauxsansfil. Aussi,lespremiersréseauxà basedetransmetteurspuissants
couvrantunelargezonedecouvertureont étéprogressivementremplacéspardesréseaux,
dits cellulaires, constituésde transmetteursde puissanceplus faible couvrantdeszones
plus petites.Il estalorspossibled’allouer les mêmesfréquencesà destransmetteurpour
peu qu’ils soientsuffisammentéloignés.L’enjeu de l’allocation de fréquenceest en ef-
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fet d’assurerla qualitéde la communication,c’est-à-direle rapportsignal-sur-bruit pour
chaquefréquenceutilisée[en anglais,CIR Carrier-to-Interference ratio], en utilisant une
plageminimaledefréquences.L’atténuationd’un signalestprogressive avec la distanceÆ
à l’émetteurselon ÆyÇaÈ , où É varieentre Ê et h suivant lesmilieux. Par exemple,ÉqËÌÊgdih à
l’intérieur d’un bâtiment[KN96], cequi impliqueunediminutionde j@Í dusignalàchaque
fois quel’on doublela distanceautransmetteur. Il estdoncpossibled’allouerdesfréquences
identiquesàdestransmetteursdifférentspourpeuqu’ils soientàunedistancesuffisantel’un
de l’autre,quel’on peutcalculerenfonctionde la qualitédecommunicationrequiseet du
réseauconsidéré.

Le problèmedel’allocation defréquencesconsistealorsà attribuerà chaquetransmet-
teur un nombresuffisant de fréquencespour qu’il puisserépondresansinterférenceaux
demandesd’accèsdesutilisateursdanssazonedecouverture,tout enminimisantla plage
de fréquencesutilisée.Si nousrelionsles transmetteurspouvantentreren interférencepar
unearête,nousobtenonsle graphed’interférencedu réseau.Le problèmede l’allocation
de fréquencesseramènealorsà attribuer à chaquesommetdu grapheun certainnombre
de fréquenceségal à la demandedansla zonede couverturedu transmetteurcorrespon-
dant,tel queles fréquencesallouéesà deuxsommetsreliéspar unearêtesatisfassentdes
contraintesd’interférence,sachantquecescontraintesvarientavec la distance(physique)
entrelestransmetteurscorrespondants.En considérantlesfréquencescommedescouleurs
ausensclassiquede la théoriedesgraphes,noussommesramenésà unegénéralisationdu
problèmedecoloriagedegrapheclassique.

Modèle(s)

Nousavonsvu quenouspouvionsreprésenterle réseaucellulaireparun grapheÎÐÏÑ!Ò dÅÓÕÔ dontlessommetsÖØ× Ò sontlestransmetteurs,etoùunearêteÙÚÖØ×ÛÓ signifiequ’il
existe unepossibilitéd’interférenceentreles transmetteursÙ et Ö . Les demandesen fré-
quencesdestransmetteurssontdonnéesparunefonction Æ,Ü ÒÞÝàß

. Lesfréquencessont
codéespardesentiers,quel’on appelleraaussicouleurs. Il s’agitdoncd’attribueràchaque
transmetteurÙ unensembledefréquences(oucouleurs)á Ñ ÙâÔ\ã ß detaille ä á Ñ ÙâÔCäGÏnÆ Ñ ÙâÔ
et tels que les fréquencesde á Ñ ÙâÔ n’interfèrentni entreelles,ni avec cellesdesvoisins
de Ù , toutenminimisantla taille dela plagedefréquencesutilisée,c’est-à-direla différence
entrela plusgrandeet la pluspetitefréquenceutilisée.Si chaquetransmetteurdemandeune
uniquefréquence( Æ Ñ ÙâÔ�Ïæå pour tout Ù ) et si les contraintesd’interférencesontsimple-
mentquelesfréquencessoientdifférentes,nousreconnaissonsle problèmedecoloriagede
graphesclassique,dont l’ouvrage[JT95] de Jensenet Toft présententunegrandepartdes
travaux.

Différentsmodèlesontétéproposéspourlescontraintesd’interférence.Le principeest
que plus les transmetteurssont proches,plus les fréquencesqu’ils utilisent doivent être
éloignées[BP90]. Aussi un premiermodèleconsisteà pondérerles arêtesÙÚÖç×nÓ par la
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différenceminimale è Ñ ÙÚÖFÔ entredeux fréquencesallouéesaux sommetsÙ et Ö (voir par
exemple[Gam86]). Danscertainscas,seulescertainesdifférencesentrefréquencessontin-
terditeset si l’on note é l’ensemblededifférencesinterdites,le é -coloriage, proposépar
exempledans[Hal80], consisteà attribuerà chaquesommetÙ un ensembledefréquences
tel quelesdifférencesdesfréquencesde Ù entreelleset aveccellesdesesvoisinsn’appar-
tiennentpasà é . Dans[Rob91] et [Rob93], Robertsprésenteun étatde l’art desrésultats
sur le é -coloriage.Dansd’autresapplicationspratiques,les plagesde fréquencesauto-
riséesvarientd’un transmetteurà l’autre (proximité d’un aéroport,fréquencesde police,
présenced’autresopérateurs,etc...). Aussi le coloriage par listes, introduit indépendam-
mentparErdös,RubinetTaylordans[ERT79] etVizing dans[Viz76], proposed’attribuerà
chaquesommetÙ uneliste ê Ñ Ù�Ô defréquencesautoriséesen Ù . Il s’agitalorsdechoisir Æ Ñ ÙâÔ
fréquencesdansê Ñ Ù�Ô pour le transmetteurÙ . L’état de l’art trèscompletdeTuza[Tuz97]
présententlesnombreuxtravauxsurcesmodèlestrèsgénéraux.Notonsquele coloriagepar
liste modéliseégalementdifférentsproblèmesgénériquesd’ordonnancementsclassiques
souscontrainte,commela planificationd’horairesd’avions dont lesdatesdemaintenance
sontfixées.Cesmodèlesposentcependantle problèmedeleurcomplexité dueàleurgrande
généralité.En fait mêmepour les graphesles plus simples(par exemple,un simplecycle
delongueurimpaire)le casgénéraldecesproblèmesdevient trèsdifficile voir inextricable,
si bien queseulsles casélémentairesont étéétudiés(e.g. uneligne de transmetteurspar
exemple[GGS93],ou bien desschémasde demandestrèssimplese.g. [Gam82]). Le fait
estquede trèsnombreuxproblèmesindustrielsrestentsanssolution.Lescélèbres“Phila-
delphiaexamples”présentéspar Andersondans[And73] sont,par exemple,desgraphes
trèssimples(sous-graphesinduitsde la grille triangulairecomptantà peineunevingtaine
desommets)pourlesquelsla recherchedesolutionsoptimalesamobilisépendantplusieurs
annéeset mobiliseencorede nombreuxchercheurspour desvaleursde demandesfixées
et connues! Les “Philadelphiaexamples”n’ont pu êtrerésolusde façonoptimalequepar
desheuristiquesad-hoccoupléesavecdesminorantsadéquats,commeparexemplelestra-
vaux de Gamstdans[Gam86],de Janssenet Kilakos dans[JK96], ou de Smith et Hurley
dans[SH97]. L’obtentiondeminorantsfiablesestd’ailleursunecontribution essentiellede
cesmodèles: ils permettentd’évaluersurlesproblèmesréelslesperformancesdesheuris-
tiquesutiliséesalorsqueleuranalysemathématiqueestdésespéréeactuellement,mêmesur
lesgraphesélémentaires.

Aussi, depuisle milieu de années1990,desmodèlessimplifiéssont étudiéssur des
graphesdecomplexité modéréequi permettentd’obtenirdesrésultatsplusprécis.Ils per-
mettentnotammentdegarantirlesperformancesd’heuristiquessurdesclassesdegraphes
non-triviales,toutparticulièrementcellesprochesdesgraphesutilisésdanslesréseauxréels.
Un decesmodèlessimplifiéssemblesedémarquerdepuisquelquesannéescaril correspond
assezbien aux problèmespratiquestout en offrant de nombreusespossibilitésthéoriques.
Danscemodèle,quenousappelleronsle problèmedu multi-coloriage souscontraintes, le
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grapheconsidérén’estplusle graphed’interférencedu réseau,maisle graphedevoisinage
géographique. Lesarêtesdecegrapherelientdestransmetteursqui sontprochesgéographi-
quement.Lescontraintesd’interférencesontalorscaractériséesparunesuitedécroissante
d’entiers èÁëíìÐè/îxìïè�ðñìæmCmCm où è�ë , appeléecontrainteco-site, est l’écart minimal im-
poséentredeuxfréquencesallouéesà un mêmesommetet où les èÁò , pour ó�ìôå , appelées
contraintesinter-site, sontlesécartsminimauxentredeuxfréquencesallouéesàdeuxsom-
metsà distanceó dansle graphede voisinagegéographique.Le premierindice õ tel que
è�ö÷Ïøc , appelédistancede réutilisation dansle graphe,correspondà la distancedansle
grapheàpartirdelaquelledeuxsommetspeuventpartagerdesfréquencessansinterférence.
Le problèmeconsistealorsà trouver uneallocationdesfréquencessurlessommetsqui mi-
nimise la (taille de la) plagede fréquencestotaleutiliséeet qui satisfassed’une part les
demandesdessommetset d’autrepart lescontraintesd’interférence.Notonsquesi l’on se
restreignaità minimiserle nombredefréquences,lesvaleursdesconstantesd’interférence
èùî�dCúCúCúûdÅè ö Ç î non-nullesseraientsansimportancepuisquel’on obtiendraitunesolutionop-
timaleàpartird’unesolutionduproblèmeavec è/î\ÏÌmCmCmgÏ&è ö Ç î\Ï2å enmultipliant lesfré-
quencesparla contraintemaximaleè�ë . Lorsqueè�ë�Ïüè/îýÏþå et que èròwÿað)Ï{c , ceproblème
estconnusousle nomdumulti-coloriage. Le problèmedumulti-coloriageestunproblème
assezancienenthéoriedesgraphes[CGJ78, HRS73] qui connaîtun regaind’intérêtdepuis
quelquesannéesdu fait decesapplicationspour la conceptiondesréseauxcellulaires.Le
modèledu multi-coloriagesouscontraintesestcelui quenousadopteronsdansla suitedu
document.

Etat de l’art

La majorité destravaux actuelsporte sur le multi-coloriage“simple” où la distance
de réutilisationvaut � ( èrò Ï�� pour ó,ì�� ) et où è�ë Ï è/î Ï å . Ce problèmeest ��� -
difficile pourdenombreusesclassesdegraphes,notammentpour lessous-graphesinduits
de la grille triangulaire[MR97]. Mêmepour desgraphesélémentairescommeles cycles
delongueursimpaires,le multi-coloriagesouscontraintesgénéralesresteun problèmeou-
vert. Différentesclassesde graphesont donc été étudiéessuccessivement.Narayananet
Shendedans[NS97] puis Khannaet Kumarandans[KK98] proposentindépendamment
desmulti-coloriagesoptimauxpourlesgraphesbipartiset lescyclesdelongueursimpaires.
Dans[NS97, MR97, SUŽ98],Narayanan,Shende,McDiarmid, Reed,Schabanel,Ubéda,
Žerovnik proposentindépendammenttrois algorithmessimilairespour le multi-coloriage
dessous-graphesde la grille triangulairequi réalisentdesapproximationsà �	�bÊ de l’op-
timum. Nousverronsau chapitre6 que l’on peut réduirele facteurd’approximationjus-
qu’à å suivant l’uniformité desdemandesdesnœudsdu graphe.Cetteclassede graphes
susciteun grand intérêt : d’un point de vue théorique,car le problèmeest ��� -difficile
dèslesplussimplescontraintes; maisaussicarelle esttrèsutiliséeenpratique.Placerles
transmetteursselonla grille triangulaireoffre en effet d’une part une excellentecouver-
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ture et desinterférencesréduites,et d’autre part une régularitéqui facilite la réalisation
du réseau[Mac79, KN96]. Dans[KK98, Hav99], Khanna,Kumaranet Havet démontrent,
indépendammentégalement,quel’on peutmulti-colorieravec 
 couleurslessous-graphes
induitssanstrianglede la grille triangulairelorsquelesdemandessontuniformes7 Æ��� .
Havet utilise cerésultatpourdémontrerquel’on peutapproximerle multi-coloriagedeces
sous-graphesinduits sanstriangle de la grille triangulaireà un facteur ���b� de l’optimal.
Certainesde cesheuristiquesadmettentdesversionsdistribuées.Dans[JKNS98], Jans-
sen,Krizanc,Narayananet Shendeproposentdifférentesapproximationsdistribuéespour
le multi-coloriage( è�ë Ï è/îxÏàå ) dessous-graphesinduits de la grille triangulairedont
le facteurd’approximationvarie en fonctionde la taille du voisinageconsultépar chaque
nœud: une Ê -approximationlorsqu’aucunvoisin n’est consulté; une Ê���� -approximation
lorsqueles voisinsconsultéssontà distanceå ; une å����gå�� -approximationpour un rayon
de � ; etune�	�bÊ -approximationenconsultantdesvoisinsàdistanceauplus � . Dans[HŽ99],
Havet et Žerovnik proposentune 
���� -approximationdistribuéepourle multi-coloriagedes
sous-graphesinduitssanstriangledela grille triangulaire.

Dans[SUŽ99], nousétendonsnotreapproximationpour lessous-graphesinduitsde la
grille triangulaireaucasd’unecontrainteco-sitearbitraire è ë ì è î ÏÞå . Nousconservons
le facteurd’approximation�	�bÊ lorsqueè�ë�Ï�� etobtenonsunmulti-coloriageoptimalàune
constanteadditive prèslorsqueè�ëvì&Ê . Khannaet Kumaranproposentdans[KK98] une � -
approximationpourcettemêmeclassedegraphesdansle casoù la distancederéutilisation
vaut Ê avec è�ë)Ïüè/î;Ï è�ð)Ïþå (et èÁòwÿ��)Ï�� ), problèmequeSimona démontré��� -difficile
dans[Sim88]. A la suitedenostravaux,Janssenet Narayananproposentdans[JN99] uneÑ �	�bÊ��Ìå��gå����GÔ -approximation pour cettemêmeclassede graphesdansle casgénéraldes
contraintesinter-sitelorsquela distancederéutilisationvaut � et è�ë)ì è/î . NotonsqueGerke
proposedans[Ger99] un algorithmeoptimal pour le multicoloriagedesgraphesbipartis
lorsquela distancederéutilisationvaut � et è�ë)ì è/î .

A l’instarducoloriageclassique[Vis92, Ira94, LST89], il existeunevariantedynamique
du problèmeoù les demandesdesdifférentsnœudsvarientavec le temps[CR82]. Le but
decettevarianteestd’étudierle comportementd’un algorithmed’allocationsur unesuite
dedemandes(correspondantparexempleà uneséried’appelstéléphoniquepourun réseau
de téléphoniemobile). Il s’agit de testerla réactivité de l’algorithmeet sespossibilitésde
blocage.Katzelaet Nagshinehproposentdans[KN96] un étatde l’art desméthodesutili-
séesenpratiquepourla réallocationdynamiquedesfréquencesainsiqueleursévaluations.
Dans[JKM95], Janssen,Kilakoset Marcotteproposentpourlesgraphes� -coloriésoù l’on
ne s’autorisequ’à recolorierles sommetsà distanceau plus å desmodificationsdesde-
mandes,un algorithmedemulti-coloriageen-lignequ’ils démontrentoptimaldans[JK95]
au sensque l’algorithme utilise le nombreminimal de couleurspour ne jamaisbloquer

7Onnote � � Ctepoursignifierque � estla fonctionconstantedevaleurCte.
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quel que soit le nombrede modifications.Lorsqueles contraintesd’interférencevalent
èÁëxÏ è/î�Ï è�ðxÏ å et èÁòwÿ��xÏ!� , Federet Shendeproposentuneapproximationen-ligne
pourlessous-graphesinduitsdela grille triangulairedans[FS98].

Notonsenfinl’approcheoriginalepourceproblèmedeVandenHeuvel, Leeseet She-
perdqui proposentdans[HLS98] deconsidérerunedistancecycliquemoduloun entier "
pourétablir lescontraintesentrelesfréquences.Le problèmeconsistealorsà trouver la va-
leur " minimalequi permetted’attribuerunevaleur ó$# modulo " àchaquesommetÙ d’une
grille infinie triangulaireou carrée,telle que " ìÌè ë et quepour toutepairedesommetsÙ
et Ö àdistanceÆ , lesvaleursqui leurssontaffectéesó$# et ó&% sontàdistanceaumoins è(' mo-
dulo " , où è�ë.ì è/î�ì*)�)�) . Avecunetelle allocation,chaquesommetÙ peutalorssatisfaire
unedemandearbitraireens’allouantlesfréquencesdontla valeurest ó$# modulo " .

Notre contribution pour l’allocation statiquede fréquences

Dans la secondepartie de cette thèse,au chapitre6, nousproposonsun algorithme
d’allocationdefréquencespourlessous-graphesinduitsdela grille triangulairedansle cas
d’une distancede réutilisation � et pour descontraintesco-sitearbitrairesè�ëíì è/îÛÏ å
( èròwÿað.Ï*� ). Notrealgorithmeréaliseun facteurd’approximationde �	�bÊ quenouspouvons
porter, sousconditiond’une certaineuniformité desdemandes,à

Ñ �,+nÉ$Ô-�bÊ , où É est le
rapportde la demandeminimalenon-nullesur la demandemaximaledessommets.Notre
contribution [SUŽ98,SUŽ99] a étéobtenueindépendammentdestravaux de Narayanan,
Shende,McDiarmid et Reed[NS97,MR97] pour lescontraintesè�ë�Ï è/îýÏþå et enestune
premièreextensionà descontraintesd’interférenceplusgénérales.Notonsqu’à la suitede
nostravaux,JanssenetNarayananproposentdans[JN99] unalgorithmed’approximationà
unfacteur

Ñ �	�bÊ.� å��gå����GÔ del’optimal pourle casgénéraldescontraintesco-siteet inter-site
à distanceå , où è ë ì è î (et è ò Ï/� pour ó�ì0� ).
Organisationdu document

Ce documentestprésentéen deuxparties.Chaquepartieestcomplètementindépen-
danteet possèdesa propreconclusion.La premièrepartie (chapitres1–5) est consacrée
à l’ordonnancementpour la disséminationde données.Son organisationa été présentée
page13.La secondepartie,composéed’un uniquechapitre(chapitre6) estconsacréeàl’al-
locationstatiquedefréquencessur la grille triangulaire.Aprèsunebrève introductionaux
méthodeset résultatsmisenœuvre,nousy présenteronsnotrealgorithmeainsiquesonana-
lyse.Nousconcluronsenfinparlesperspectivesquenousenvisageonset lesprolongements
possiblesdenostravaux.
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Première partie

Ordonnancementpour la
disséminationdedonnées
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CHA PI TRE

Ordonnancer la
disséminationdedonnées

L’objet de la premièrepartiedu présentdocumentest l’obtention d’ordonnancements
efficacespour la disséminationdedonnéesdanslesréseauxasymétriques.

Danscechapitre,nouscommençonsparintroduiresection1.1, la définitiondu modèle
dela disséminationdedonnées.Puis,la section1.2exposelesrésultatsantérieursqui sontà
l’origine denostravaux.Enfinnousprésentonsnotrecontributionparrapportàcesrésultats,
dansla section1.3.

1.1 Définition du modèleet notations

1.1.1 Contexte

Le serveurdedisséminationd’informationdiffuseuncertainnombredemessagesàdes
clients.Cesmessagessontdéterminésparcertainescaractéristiques,dontle tempsdetrans-
mission(qu’onappelleraaussilongueur) et le coûtdechaquediffusion. Le serveurcherche
un ordonnancementpour la disséminationdesmessagesqui minimisedeuxquantités: le
tempsdeservicemoyendu système(on parleraaussidu tempsderéponsemoyen), c’est-à-
dire l’ attentemoyennedesutilisateurs— qualitédeservice; et le coûtmoyendediffusion
— coûtduservice.Dansunprotocolepseudo-intéractif,lesrequêtesdesutilisateursnesont
plustransmisesauserveur, maislesutilisateursseconnectentsur lescanauxd’émissionet
attendentla diffusiondesmessagesqui lesintéressent.Aussi,le serveurconnaîtlesutilisa-
teursparleurprofil, c’est-à-direla distribution desrequêtessurlesdifférentsmessages.Les
requêtesdesutilisateursarriventselonun processusdePoissonet sontserviesdèsqu’elles
ont téléchargé le messagedemandé.
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ORDONNANCEMENT POUR LA DISSÉMINATION DE DONNÉES

Considéronsl’exemplesuivantpournousfamiliariseravecle problème:

Exemple1.1 Considéronsun serveurqui doit diffuserdeuxmessages1 et 2 detempsde
transmissionidentiqueså�34� s et de coûtsde diffusion nuls : 1 estdemandépar 5��GÍ des
requêtes,2 par ���GÍ . Commentdoit-il diffuser cesdeux messagessur un canal? 1 est
quatrefois plus demandéque 2 , un premièreidéeseraitdonc de diffuser 1 quatrefois
plusque 2 . Calculonsdoncle tempsdeservicemoyendel’ordonnancement

Ñ 1�1�1�1�2pÔ&6 ,
Figure1.1: 7 7 77 7 77 7 77 7 78 88 88 88 8 9 9 99 9 99 9 99 9 9: : :: : :: : :: : : ; ; ;; ; ;; ; ;; ; ;< << << << <

=�>@?BADCFEG>IHKJML�A�NPO
Q Q Q Q R Q Q Q Q R Q Q Q Q R STMTDTTMTDT UWVUMXTMTDT TMTDT

FI G. 1.1: L’ordonnancement
Ñ 1�1�1�1�2pÔ 6

Unerequêtedemande2 avecprobabilité ���GÍ . Commel’intervalle entrelesdiffusions
de 2 estconstantde longueur 
P34� s, elle attendle début de l’émissionde 2 en moyenne
P34�Y����Ï��P3Z
 s,auxquellesil fautajouterle tempsdetéléchargementde 2 : å�34� s.Demême,
unerequêtedemande1 avecprobabilité 5��GÍ . Elle tombedansl’intervalle [¼î de longueur�P34� savecprobabilité����
 etattendle début del’émissionde 1 enmoyenne: �P34�Y���#Ï�å�34� s.
Et elle tombedansl’un destrois intervalles de longueur å�34� s, qui composent[ ð , avec
probabilité Ê���
 et attendalors en moyenne å�34�Y���&Ï\�]3Z
 s, auxquellesil faut ajouter le
tempsde chargement å�34� s. Ainsi, une requêtepour 1 est servie,en moyenne,au bout
de å�34�^� ð_a` å�34�b� �_c` �]3Z
nÏ å�3d� s. Le tempsde réponsemoyen à une requêtepour
l’ordonnancement

Ñ 1�1�1�1�2pÔ&6 estdonc:�]3Z5�� ` å�3d�e�f�]3Z��� ` ÊP3Z
.Ï��P34��g s

Comparonscerésultatà l’ordonnancementpériodique
Ñ 1�1�2pÔ&6 , Figure1.2:h h hh h hh h hh h hi ii ii ii ij j jj j jj j jj j jk k kk k kk k kk k kl l ll l ll l ll l lm mm mm mm m Q Q RQ Q RQ Q R TMTDT STMTDT U X U VTDTDT TMTDT

FI G. 1.2: L’ordonnancement
Ñ 1�1�2�Ô&6

Pourcetordonnancement,unerequêtepour 2 estservieenmoyenneauboutde å�34�n�
å�3Z
xÏo�P3Z
 s; et unerequêtepour 1 aubout de å�34��� ð� ` å�34��� î� ` �]3Z
 úÏ å�3Z5fÊ s. Ainsi
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Chapitre1 Ordonnancerla disséminationdedonnées
1.1 Définitiondumodèleetnotations

1.1.2 Le modèleet lesnotations

l’attentemoyenned’un client estde:�]3D5�� ` å�3Z5fÊ��f�]3Z��� ` �P3Z
 úÏ�å�3Zp�� s

Ainsi, l’ordonnancement
Ñ 1�1�2pÔ 6 estmeilleurque

Ñ 1�1�1�1�2pÔ 6 . En fait
Ñ 1�1�2�Ô 6 estl’or-

donnancementoptimal; il fautdoncdiffuser 1 deuxfois plusque 2 , lorsque1 estquatre
fois pluspopulaireque 2 . Il s’agit, commenousle verronsdansla sectionsuivante,d’une
règlegénéralepourceproblème,connuesousle nomdela règledela racinecarrée[enan-
glais,square-root rule], miseenévidenceparAmmaretWongdans[AW85] : lesmessages
doivent “idéalement”êtrediffusésavec uneprobabilitéproportionnelleà la racinecarrée
deleur popularité.

Nousallonsà présentdéfinir le modèlegénéralet lesnotationsqui serontutiliséestout
aulongdecettepremièrepartiedu document.

1.1.2 Le modèleet lesnotations

Les messages. L’entréedu problèmeestun ensembleq Ïsr�q î�3CúCúCút3Wqvuxw de y mes-
sages. Chaquemessageqqò estcaractérisépar: sontempsdetransmissionz�ò , qui seraappelé
aussilongueurde q ò ; soncoûtdediffusion è ò ì{� — chaquediffusionde q ò coûte è ò ; et
sapopularité|aòZì}� , c’est-à-direla probabilitéqu’unutilisateurdemandele messageq ò :|�îK�{)�)�)���|�unÏ�å
Nousemploieronspar la suiteindifféremmentles termesdonnées, informations, ou pages
(web)pourdésignerlesmessagesàdiffuser. La distribution

Ñ |aò!Ô desdemandessurlesmes-
sagesseraaussiappeléele profil del’utilisateur.

L’ordonnancement. Etant donné un nombre ~ de canauxde diffusion identiques,
un ordonnancement� des messagesq î�3CúCúCú�3Wq�u est formellement une suite de
couples

Ñ����\Ñ "ûÔM3-� � Ñ "ûÔ�Ô , où " ì å et � ×�rGå�3CúCúCúK3M~�w . Pour tout " ì å , on définit� � Ñ "ûÔ,Ï ó si q ò est le " ième messagediffusé sur le canal � et � � Ñ "ûÔ est le tempsau-
quelcommencecetteémission.Commesurun canaldonnéla diffusiond’un messagedoit
êtreterminéeavant le début de la suivante,nousavonsla contrainte denon-recouvrement
suivante:

Ñ�� �)Ô Ñ�� "ûÔ�� �\Ñ ",� åùÔ\ì}� �]Ñ "ûÔt�vz��F���d��� (1.1)

Durant la diffusion, les utilisateursse connectentsuivant un processusde Poissonà un
instantaléatoire(continu),se mettentà l’écoute desdifférentscanauxet téléchargent le
messagequi lesintéressentdèsqu’il estdiffusésurl’un descanaux.
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ORDONNANCEMENT POUR LA DISSÉMINATION DE DONNÉES

La fonction de coût. Le serveur chercheà minimiserla combinaisonde deuxquantités
surl’ordonnancement� : le tempsdeservicemoyendu système,et soncoûtdediffusion.

Le tempsdeserviced’un ordonnancement� , quel’on appelleraparfoisle tempsderéponse
moyen,noté ���]� Ñ �8Ô [enanglais,ExpectedServiceTime], correspondà l’attenteasympto-
tiquemoyennedesrequêtesdesclients,où la moyenneestpriseà la fois surle tempsetsur
la distributiondesdemandes

Ñ | ò Ô . Endéfinissantpourtoutintervalledetemps[ , ���]� Ñ �K3W[FÔ
commele tempsdeservicemoyend’unerequêtearrivantdans[ , on pose:���]� Ñ �8Ô8Ï/�������W������x  ���]� Ñ �K3�¡ éâë�3Oée¢wÔ , pourtout éâë .

De mêmesi ��� Ñ �K3Wq ò-3-�ÅÔ désignele tempsde serviced’une requêtepour qqò arrivant au
temps(continu) � , alorsle tempsdeservicemoyend’unerequêtepour q ò arrivantdansun
intervalle detemps[ est,enprenantla moyennesurle temps:���]� Ñ �K3WqqòI3W[FÔ8Ï å

ä [�ä £P¤ ��� Ñ �K3Wqqò@3-��ÔûÆ��
En prenantla moyennesurla distribution desdemandes,on obtientfinalementle tempsde
servicemoyend’unerequêtequelconquearrivantdans[ :���]� Ñ �K3W[FÔ8Ï u¥

ò�¦ûî |aòB���]� Ñ �K3Wqqò-3W[gÔ
Le coûtdediffusiond’un ordonnancement� , noté §©¨ Ñ �8Ô , estle coûtmoyenasymptotique
par unité de tempsde la diffusion desmessagesselon � . Par définition, la diffusion de
chaquemessageqqò coûte èÁò . Pourtout intervalle de temps [ , le coût de diffusion moyen
sur l’intervalle [ , noté §ª¨ Ñ �«3W[gÔ , estégalà la sommedescoûtsdediffusiondesmessages
dontl’émissioncommencedans[ , diviséeparla longueurde [ :§©¨ Ñ �K3W[gÔ]Ï å

ä [ ä ¥�¬�Y � �G® ¯ � �¬����° ¤ è�� � �d���
Ainsi, §©¨ Ñ �8Ô8Ï/�������W������x  §©¨ Ñ �K3�¡ é ë 3Oée¢wÔ , pourtout é ë .

Le coût d’un ordonnancement� , noté §e±³²�� Ñ �8Ô , estalorsdéfini dansle problèmede la
disséminationde données,commela sommedu tempsde servicemoyen et du coût de
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1.1 Définitiondumodèleetnotations

1.1.3 Expressionalgébriquedu coût

diffusion: §e±n²��x´$�¶µ¸·/���]�¹´$�¶µ���§©¨º´$�¶µ
Notonsqu’enjouantsurlescoûtsdediffusion,nouspouvonsobtenirn’importequellecom-
binaisonlinéairedecesdeuxquantités.

Remarque 1.1 Il est impossiblede minimiser séparément,en mêmetemps,le tempsde
serviceet le coûtdediffusion.En effet minimiserle tempsdeserviceimposedemaximi-
ser le taux de diffusion, alors quecela maximisele coût de diffusion. C’est pourquoile
compromisdela minimisationdela sommeestutilisédanscedomaine.

Le casdesordonnancementspériodiques. Dansle casd’un ordonnancement� pério-
diquedepériodel’intervalledetemps[ , cesexpressionssesimplifientdela façonsuivante:�����¹´$�¶µ¸·/���]�¹´$�K3W[Pµ§©¨º´$�¶µ¸·»§©¨º´$�K3W[Pµ§e±n²��x´$�¶µ¸·/���]�¹´$�K3W[Pµ¼��§©¨º´$�K3W[Pµ (1.2)

Restreindrel’étudeauxordonnancementspériodiques,permetdoncd’éliminer le caractère
asymptotique. Nousverronsparla suitequecelaestsouvent trèsutile.

1.1.3 Expressionalgébriquedu coût

En regardantattentivementla méthodequenousavons employéedansl’exemple1.1
page24,pourcalculerle tempsdeserviced’un ordonnancement,nousnousrendonscompte
quenousutilisonsles longueursdesintervallesdélimitéspar les débuts desdiffusionsde
chaquemessage.En effet, les longueursdesintervallesentredeuxdiffusionsconsécutives
de 1 dansl’ordonnancement́G1�1�1�2^µ 6 , Figure1.1 page24, sont: �P34� s, å�34� s, å�34� s, et
å�34� s. Et le tempsde serviced’une requêtepour 1 , hors tempsde téléchargementde 1 ,
vaut: îð�½ _  ë )¾´-´��P3W�Yµ ð ��´Oå�3W�Yµ ð �v´Oå�3W�Yµ ð �v´Oå�3W�Yµ ð µ s.Etudionsàprésentle casgénéral.Nous
avonsbesoinpourceladequelquesnotations.

Notations. Soit � un ordonnancementsur ¿ canauxet [ un intervalle de tempsborné.
Pourchaquemessageq ò (cf. illustrationFigure1.3pagesuivante):À "âò estle nombredediffusionsde qqò qui commencentdans[ .À � ò î est le tempsécoulédu début de [ au début de la premièrediffusion de qqò . Et,

pour Ápì}� , � òÂ estla longueurdel’intervalle detempsentrelesdébutsdes ´ÃÁ�+qå�µ ième

et Á ième diffusionde qqò aprèsle début de [ .
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ÀÅÄ � ò estla longueurdel’intervalle entrela fin de [ et le début dela premièrediffusion
de q ò après[ .

Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ ÆÆ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ ÆÆ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ ÆÆ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ ÆÆ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ ÆÆ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ
Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç ÇÇ Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç ÇÇ Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç ÇÇ Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç ÇÇ Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç ÇÇ Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç Ç

È È È È È È È È È È È È È È È È È È È È È È È
É É É É É É É É É É É É É É É É É ÉÊ Ê Ê
Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë ËË Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë Ë
Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì ÌÌ Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì

S$Í X TDTMTS$ÍV
U

S$ÍÎ

Ï S Í
S$ÍÐ S$ÍÑ

TDTMTTDTMTTDTMT TMTDTTMTDTTMTDT
Ò Í Ò Í Ò Í

Ò Í Ò ÍÒ Í
S

FI G. 1.3: Illustration desnotationsde la section1.1.3. Ici, ".Ób·ÕÔ émissionsdu
message q�Ó commencentdans[ .

Avec ces notations,on obtient l’expressionsuivante pour le coût de l’ordonnance-
ment � :

Lemme 1.1(Expressionalgébriquedu coût) Le tempsdeservicemoyend’un ordonnan-
cement� desmessages q}Ö¾3�×�×�×¼3Wq�u , surunintervalledetemps[ borné,aveclesnotations
définiesci-dessus,est:���]�¹´$�K3W[PµØ· u¥ ÓÃ¦¼Ö |�ÓÙz¾Ó�� å�ÛÚ [ÜÚ u¥ Ó�¦¼Ö |�Ó(Ý �BÞÙß Ö¥Â ¦¼Ö ´à� ÓÂ µIá©+0´ Ä � Ó µIá�â (1.3)

Et le coûtdediffusionde � vaut:§ª¨ã´$�«3W[Pµ¸· åÚ [ÜÚ u¥ Ó�¦¼Ö ".Óàä(Ó (1.4)

Remarquonsquel’on retrouve bienl’expressiondel’exemple1.1page24,pourtemps
deservicemoyensurunepériodedel’ordonnancement´G1�1�1�1�2^µ 6 , d’unerequêtedeman-
dantle message1 .

Preuve. Considéronsune requêtepour le messageqvÓ . Pour Á�å\".Ó , avec probabilité� ÓÂ ��Ú [�Ú , elle tombeuniformémentdansl’intervalle delongueur� ÓÂ et attendle début du mes-
sageen moyenne � ÓÂ ��� temps.Et avec probabilité ´à� Ó��ÞÙß Ö + Ä � Ó µ-��Ú [�Ú , elle tombedansle

dernierintervalleetattendle début dumessageenmoyenne:
¯ Þæ ÞGç]è@é�ê ¯ Þá � Ä � Ó · ¯ Þæ ÞÙç�è ß ê ¯ Þá .
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1.1.3 Expressionalgébriquedu coût

En ajoutantle tempsde téléchargementz Ó de q Ó , puis en sommantsur les différentesre-
quêtes,onobtientl’expression(1.3)pageci-contre.

Par définition, le coût de diffusion est la sommedescoûtsde diffusion desmessages
dontl’émissioncommencedans[ , diviséepar Ú [�Ú ; d’où l’expression(1.4)pageprécédente.ë

Le coûtd’un ordonnancementestdoncunefonctionquadratiqueen les longueursdes
intervallesdélimitéspar lesémissionsconsécutivesd’un mêmemessage,cequel’on peut
interpréterpar“plusl’intervalle estgrand,pluson a dechanced’attendre longtemps”.

Remarquonsquel’on peutreprésenter, commele montrela figure1.4, le tempsdeser-
vice de chaquemessage,cumulésur un intervalle, par la sommedessurfacesde triangles
rectanglesisocèles,dontle dernieresttronqué.Cettereprésentationnousserautile plustard
pourl’obtentiond’un algorithmeentempsfini etpourl’analysedesalgorithmesgloutons.

ì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ìí í í í í í íí í í í í í í î î îî î îï ïï ïð ð ðð ð ðñ ññ ñò ò ò ò ò òò ò ò ò ò òò ò ò ò ò òò ò ò ò ò òò ò ò ò ò ò
ó ó ó ó óó ó ó ó óó ó ó ó óó ó ó ó óó ó ó ó ó
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FI G. 1.4 : Le tempsdeservicedesrequêtespour le message q�Ó , cumulésur un in-

tervalle [ , estla sommedessurfacesdetrianglesrectanglesisocèles,dont
le dernier est tronqué,et du tempsde téléchargementde q Ó . Lestemps
deservicededeuxrequêtessontillustréspar destraits épais,lesparties
griséescorrespondentauxphasesdetéléchargement.

L’expressionalgébriquede Lemme1.1 sesimplifie dansle casd’un ordonnancement
périodique:

Corollaire 1.1 Si � est un ordonnancementpériodique de période  des mes-
sages q}Ö�3�×�×�×�3Wqvu , alors :§e±³²��x´$�¶µ¶· u¥ Ó�¦¼Ö |�Ó�z¾Ó�� å u¥ Ó�¦¼Ö Ýt|�Ó ��Þ¥Â ¦¼Ö ´à� ÓÂ µ á� �¹".ÓGä(Ó(â (1.5)
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où " Ó estle nombredediffusionsde q Ó par période, et � ÓÂ désignela longueurdel’intervalle
entre la ´ÃÁx+ å�µ ièmeet la Á ièmediffusionde qvÓ d’unepériodede � .

Cesexpressionsnousseronttrèsutiles pour obtenirun minorant.Cependant,comme
nousle verrons,il estsouvent plus efficacederaisonnerdirectementsur les requêtes.Les
preuvesensontsouventpluscourtesetplusintuitives.

1.1.4 Renversementdu temps

Cettesectionadopteun point de vue particulierqui nousserautile par la suitepour
analyserfacilementlesalgorithmesgloutonsparexemple.La difficulté,à l’usage,dela dé-
finition du tempsde serviced’une requêteestquecelui-ci dépenddu futur. Ainsi, on ne
peutpasévaluer le coût à un instant � avec la seuleconnaissancede ce qu’il s’estpassé
avant � . Or, lorsquenousregardonsl’expressiondu tempsdeservicepourun ordonnance-
ment périodique,Corollaire1.1 pageprécédente,nousconstatonsqu’elle ne dépendque
deslongueursdesintervallesentredeuxdiffusions.Nouspourrionsdoncdéfinir de façon
équivalentele coût instantanéautemps� enfonctiondela datede la dernièrediffusionde
chaquemessage.

Nousdémontronsici quede tempsde servicede tout ordonnancementestréversible,
c’est-à-direquesavaleurestinchangée,quel’on définissele coûtenfonctiondela diffusion
suivantedu messageou bien de la diffusion précédente.(Remarquonsquecettepropriété
esttriviale pourle coûtdediffusion).

Cerésultatpermetenparticulierdedémontrerquelesdifférentsarticlestraitantdu do-
mainedéfinissentbienle mêmemodèle: ceuxqui définissentle coût“en arrière”[AGH95,
BNBNS98], et ceuxqui définissentle coût“en avant” [BNS99,KS99,Sch00, KSY00].

Definition 1.1 Pour un ordonnancement� , nousdéfinissonsl’ attenteen arrière pour le
messageqvÓ à la date � , notée!#" ´$�K3WqvÓ@3-�-µ , commele tempsécoulédepuisle début de la
dernièrediffusionde q�Ó . Si �FÓ estla datedu début de la dernièrediffusionde qvÓ avant � ,
nousavons: !$" ´$�K3Wq Ó 3-�Wµ¶·{�K+ � Ó (1.6)

Nousconsidéreronsquetouslesmessagessontdiffusésàla date�¶·&% (l’équivalentdecette
hypothèsepourle tempsdeserviceestqu’aucunerequêten’arrive avant �Ø·'% ). Ainsi, si il
n’y aeuaucunediffusionde q Ó avant � , nousavons: !$" ´$�K3Wq Ó 3-�Wµ¶·{� .

De la mêmefaçon,l’ attenteenarrière moyennepour q�Ó surun intervalleborné[ , noté!$"��f´$�«3Wq�Ó@3W[Pµ , estdéfinieenprenantsurle temps:!#" �Å´$�K3WqvÓI3W[]µ¶· åÚ [ÜÚ £P¤ !$" ´$�K3WqvÓI3-�Wµ)(�� (1.7)
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Puisenprenantla moyennesur le profil de l’utilisateur, nousobtenonsl’attenteenarrière
moyennesurl’intervalle borné[ :!#" �Å´$�K3W[]µ¶· u¥ Ó�¦¼Ö |�Ó*!#" �f´$�K3WqvÓ@3W[Pµ (1.8)

L’attenteenarrière moyenned’un ordonnancementenestalorsla valeurasymptotiquedé-
finie par: !#" �f´$�¶µ¶·��������W�Û�����  !#" �f´$�K3�¡  ,+�3� e¢àµM3 pourtout  ,+ . (1.9)

Nousdéfinissonsfinalementle rétro-coût "e§e±³²�� d’un ordonnancementcommela somme
de l’attenteenarrière,du coûtdediffusionde l’ordonnancement,et du tempsdetéléchar-
gementmoyendesrequêtes:"ª§ ±³²��{·&!$"�� ��§©¨ � u¥ ÓÃ¦¼Ö |�Ó�z(Ó (1.10)

Le théorème1.1suivantdémontrequele coûtd’un ordonnancementestidentiquequ’il
soit défini à partir de !$" ´$�K3-�Wµ ou bien à partir de ���Ü´$�K3-�Wµ . Ainsi, !$" ´$�K3-�Wµ permetde
définir un coût instantanéen � d’un ordonnancement,déterminéenfonctiondesdiffusions
ordonnancéesavantla date� , c’est-à-diresurl’intervalle borné ¡ %]3-�&¢ .

Commençonspar évaluer l’attenteen arrièremoyenne.L’attenteen arrièremoyenne
sereprésentede la mêmefaçonqueprécédemmentà l’aide detriangles,identiquesà ceux
du tempsde servicemais renversés,commele montrela figure 1.5 pagesuivante.Cette
figure met, de plus, en évidenceunecorrespondancegraphiqueétroiteentrel’attenteen
arrièreet le tempsde servicehors tempsde téléchargement: le tempsde serviced’une
requêteautemps� correspondà la sectionhorizontale, débutantautemps� , du triangle“en
cours”,alorsquel’attenteenarrièrecorrespondla sectionverticaledu mêmetrianglesous
le temps� .

La propositionsuivantedémontrela propriétéannoncée.

Théorème1.1(Réversibilité) Pour tout ordonnancement� desmessages q�Ö�3�×�×�×�3Wqvu ,
nousavons: ���]�v´$�¶µ¸·&!$"��¹´$�¸µ�� u¥ Ó�¦¼Ö |�Ó�z¾Ó (1.11)
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FI G. 1.5: Représentiongraphiquede l’attente en arrière et de sa correspondance
aveccelledutempsdeservice. Lesrequêteset leurs tempsdeservice(hors
tempsdetéléchargement)sontreprésentésennoir. L’attenteenarrière à
cesdatesestreprésentéeengrisé.Nousconstatonsquel’attenteenarrière
correspondà la sectionverticaledu triangleà la verticalede � .

Preuve. Soit � unordonnancement.Il s’agit doncdeprouver que:�������W������x  ���]�¹´$�gf�¡ %hf� e¢àµØ· u¥ ÓÃ¦¼Ö |�ÓÙz¾Ójif�������W������x  !#" �Å´$�gf�¡ %hf� e¢àµ
Nousadoptonslesnotationsdela sectionprécédente,rappeléesFigure1.5 :Àlk Ó@´m ³µ estle nombredediffusionsde qvÓ qui démarrentdans ¡ %hf� e¢ .À � ÓÂ estla longueurde l’intervalle de tempsdélimitépar les débuts des ´ÃÁon&å�µ ième etÁ ième diffusionsde qvÓ .ÀÅÄ � Ó ´m ³µ estla longueurde l’intervalle entre  et la diffusion de qvÓ immédiatement

après .
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Nousavons(cf. illustrationFigure1.5pageprécédente):

!$"��f´$�af�¡ %hf� e¢àµ¸· åp  u¥ Ó�¦¼Ö |�Ó qr �BÞ$� � �¥Â ¦¼Ö ´à� ÓÂ µIá�i�´à� Ó��ÞG� � ��ß Ö n Ä � Ó ´m ³µ-µIá�st
et, ���]�f´$�gf�¡ %hf� e¢àµ¸· u¥ Ó�¦¼Ö |�ÓÙz(Óui åp  u¥ Ó�¦¼Ö |�Ó qr ��ÞG� � ��ß Ö¥Â ¦¼Ö ´à� ÓÂ µ á n{´ Ä � Ó ´m ³µ-µ á�st

Ainsi :���]�f´$�gf�¡ %hf� e¢àµanv!$"��¹´$�gf�¡ %hf�  ¢àµTn u¥ Ó�¦¼Ö | Ó z Ó · å u¥ Ó�¦¼Ö | Ó Ä � Ó ´m nµ�´à� Ó��ÞG� � ��ß Ö n Ä � Ó ´m ³µ-µw xzy {
surfacedu petit rectanglegrisédu triangletronqué,Figure1.5

| %
(1.12)

Ainsi, �����v´$�gf�¡ %hf� e¢àµ | !#" �Å´$�gf�¡ %hf� e¢àµ)i u¥ ÓÃ¦¼Ö |�ÓÙz¾Ó et :

���]�v´$�¶µ | !$"��¹´$�¸µ�i u¥ Ó�¦¼Ö | Ó z Ó
En particulier, si !#" �f´$�¶µ¶·~} , alors ���]�v´$�¸µ¶·~} etnousavonsfini.

Supposonsque !#" �Å´$�¶µ���} . La difficulté de la preuve, ici, est que les quantités!$"��f´$�af�¡ %hf� e¢àµ et ���]�¹´$�af�¡ %hf� e¢àµ oscillentdefaçondéphasée.Nousallonsdoncprocéder
en deuxétapes.Nouscommençonspar bornerla distanceentredeuxcrêtesconsécutives
de cesquantitésen démontrantqueles intervalles � Ó��ÞG� � � sontpetitsdevant  . Puis,nous
borneronsla valeurde ���]�¹´$�gf�¡ %hf� e¢àµ avecla valeurdecrêtesuivantede !#" �f´$�gf�¡ %hf� e¢àµ .

Commençonsparborner� Ó�BÞG� � � . Comme!#" �f´$�¶µ��&} , il existe � tel quepourtout  :!$"��f´$�af�¡ %hf� e¢àµ©å�� . Ainsi, pourtout  et pourtout � :��ÞG� � �Ùß Ö¥Â ¦¼Ö ´à� ÓÂ µ á i�´à� Ó�BÞ�� � �Ùß Ö n Ä � Ó ´m ³µ-µ á å p �| Ó��  
Enparticulier, pourtout  : ´à� Ó��ÞG� � ��ß Ö n Ä � Ó ´m nµ-µ á å á��� Þ �  . Ainsi, enconsidérantla date +
telleque Ä � Ó ´m + µ¶·&% , nousconstatonsque,pourtout  : ´à� Ó��ÞG� � �Ùß Ö µ á å á��� Þ � ´m �i,� Ó�BÞG� � ��ß Ö µ .
Nousenconcluonsque,pourtout � :� Ó��ÞG� � ��ß Ö ·~�����  �� etdonc Ä � Ó ´m ³µ¶·������  $�
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Maintenantque nousnoussommesassurésque l’espaceentreles crêtesest négligeable
devantla périodeconsidérée,nouspouvonsbornerla valeurde ���]�v´$�gf�¡ %hf�  ¢àµ parla valeur
decrêtesuivantede !#" �Å´$�gf�¡ %hf� e¢àµ :!#" �f´$�gf�¡ %hf� e¢àµgi u¥ Ó�¦¼Ö | Ó z Ó å}�����¹´$�gf�¡ %hf�  ¢àµ· u¥ ÓÃ¦¼Ö |�ÓÙz¾Óji åp  u¥ Ó�¦¼Ö |�Ó qr �BÞ$� � �Ùß Ö¥Â ¦¼Ö ´à� ÓÂ µ á n0´ Ä � Ó ´m ³µ-µ á�st

å  �i ���*�Ö��ÛÓ��Ûu Ä � Ó ´m ³µ � ���� u¥ Ó�¦¼Ö |�ÓÙz(Óui åp ´m �i �o�*�Ö��ÛÓm�Ûu Ä � Ó ´m ³µ-µ u¥ Ó�¦¼Ö |�Ó �BÞ�� � �Ùß Ö¥Â ¦¼Ö ´à� ÓÂ µ á� �¡¢
å  �i ���*�Ö��ÛÓ��Ûu Ä � Ó ´m ³µ � £ !$"��¹´$�af�¡ %hf� ¤i �o�*�Ö��ÛÓ��Ûu Ä � Ó ´m ³µ&¢àµ)i u¥ Ó�¦¼Ö |�ÓÙz(Ó`¥å¦�Gå�i¤�¨§oåª©«�  $¬ª� � £ !#" ��B�gf�®b%hf� ¤i¤�¨§��  #¬�¯°��i u¥ ÓÃ¦¼Ö |�ÓÙz¾Ó ¥

Et donc,enprenantleslimitessupérieures,lorsque tendversl’infini :!#" �f´$�¶µ¶·����]�f´$�¶µ�i u¥ Ó�¦¼Ö |�Ó�z¾Ó
C.Q.F.D.

ë
Cettepropositionseraparticulièrementutile pour analyserles performancesdesalgo-

rithmesgloutons,Section1.2.4parexemple.Car, nouspourronscalculerleurscoûtsàl’aide
del’attenteenarrièremoyenneetdoncenfonctiondesmessagesqui sontdéjàordonnancés.

La sectionqui suit, retracelestravauxantérieurspour le casdesmessagesdelongueur
uniforme,qui sontà la basedenostravaux.Elle présenteenparticulierle minorantd’Am-
maret Wong[AW85] et différentsalgorithmesd’approximationquenousétendronspar la
suite.

1.2 Travaux antérieurs

Parmi les travaux antérieurssur l’ordonnancementde la disséminationd’information,
seul le casdesmessagesde longueuruniformea fait l’objet d’uneétudeapprofondieme-
nantà desalgorithmesavecgarantiedeperformance.Commele souligneAmmaren1987,
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1.2 Travauxantérieurs

1.2.1 Un minorantsur le coûtdesordonnancements

dans[Amm87], “[this hypothesis]is required to renderthe problemunderconsideration
tractable”1.

Danscecadre,lesauteursfont l’hypothèsequelescanauxsontsynchronisésetémettent
aux datesentièreset queles messagesont tous longueur ± : ainsi, en reprenantles nota-
tions de la section1.1.2 page25 définissantle modèle,pour tout ordonnancement²´³µ�¶�·�¸¹µ k)º f�» ¸¹µ k)º�¼[ºR½«¾ Ö�¿ ¸ÁÀ Ö�Â�Â Ã , lesdatesdedébut dediffusion » ¸¹µ k)º sontentières.

Remarquonsquel’hypothèsedutempsdiscretinduit unsurcoûtinférieuràuneunitéde
temps.En effet, il suffit dedécalertouteslesdiffusionsdemessagequi necommencentpas
à unedateentière,sur le tempsentierimmédiatementsupérieur. Le coûtdediffusion reste
inchangéet le servicedesrequêtesestretardéd’au plusuneunitédetemps.

Definition 1.2 Le » ième créneau[en anglais,timeslot] d’un canaldésigneral’intervalle de
temps Ä »)nÅ±�f�»RÆ surcecanal.

Il s’agitdoncdetrouverunbonordonnancementdesmessagesdanscescréneaux.Cette
sectiondétaillelesrésultatsqui ontétéobtenusdanscedomaine.

1.2.1 Un minorant sur le coût desordonnancements

Uneétapeclé lorsdela conceptiond’algorithmed’ordonnancementdela dissémination
de donnéesestla recherched’un bon minorantsur le coût d’un ordonnancementoptimal.
Non seulementcelui-ci permetdegarantirlesperformances,maisil serévèleêtretrèsin-
formatif sur la forme “idéale” d’un ordonnancementoptimal,en proposantune fréquence
“optimale” à respecterpourla diffusiondechaquemessage.

Le lemmesuivantprésentele minorantqu’Ammaret Wongont proposédans[AW85]
pour le cas d’un ordonnancementsur un canal sans coût de diffusion. Nous don-
nonsce lemmedansle casgénéralde la disséminationde messagesde longueursuni-
formessur Ç canaux.Cettegénéralisationest due à Bar-Noy, Bhatia,Noar et Schieber
dans[BNBNS98].

Lemme 1.2(Un minorant pour le casdeslongueursuniformes,[AW85, BNBNS98])
Le problèmede minimisationnon-linéaire È�ÉËÊ µ`Ì º suivantest un minorant du coût de

1Enfrançais;-), “[cettehypothèse]estnécessairepourpermettrel’étudeduproblème”.
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tout ordonnancement² desmessages
Ì Ê f�Í�Í�Í�f ÌÏÎ delongueur ± , sur Ç canaux:

È�ÉËÊ µ`Ì º
�ÐÐÐÐÐÐ� ÐÐÐÐÐÐ� ÑoÒbÓÔ*Õ�Ö ±�i Î× Ø À ÊËÙ,Ú

Ø�ÛzØp i�Ü ØÛzØzÝ
Surle domaine:

µ � º µßÞ � º f ÛzØ | ±µ �à� º Î× Ø À Ê ±ÛzØ#á Ç (1.13)

Ce problèmede minimisationadmetuneuniquesolution

Ûuâ
. Et ÈãÉËÊ µ`Ì º estatteint si et

seulementsi il existeunordonnancement² qui diffusechaquemessage
Ì Ø

périodiquement,
exactementtousles

ÛuâØ
.

Remarque 1.2 Ceminorantestparticulièrementintéressantpourdeuxraisons.D’unepart,
il suggèreunefréquence±ª© µ Ç � ÛuâØ º pourchaquemessage

Ì Ø
. D’autrepart, il donneune

conditiond’optimalité : ce minorantn’est atteintqu’à la conditionquel’on puisseordon-
nancerchaque

Ì Ø
périodiquement,exactementtousles

Û âØ
. Le premierpointvanousservir

à concevoir et garantirdesapproximations,enparticulierdurantle chapitre4, où nouséta-
blironsl’existenced’un schémad’approximationpolynomialpourceproblème.Le second
point vanouspermettred’établir la É$ä -duretédu problème.

Preuvedu Lemme1.2. Nousverronsdansla sectionsuivantequ’il existe un ordonnan-
cementpériodiqueoptimal.Aussi,nouspouvonslimiter notreétudeauxordonnancements
périodiques.

Soit ² un ordonnancementpériodiquede période å . Reprenonsles notations k Ø etµ » Øæ º æ À Ê�Â�Â ½�ç définiespour chaquemessage
Ì Ø

au corollaire1.1 page29. D’aprèsce corol-
laire, le tempsdeservicemoyend’unerequêtepour

Ì Ø
est:è$é È µ ²gê Ì Ø º ³�±�ë ±ì å ½�ç×æ À Ê µ »
Øæ ºîí

Relaxonsles contraintessur l’ordonnancement² en optimisantle tempsde servicepour
chaquemessage

Ì Ø
indépendammentdesautres,sanstenir comptedescontraintesdenon-

recouvremententrelesmessages(définiespar (1.1) page25). Etantdonnéque ï Îæ À Ê » Øæ ³å , la stricteconvexité de ð&ñò ð í implique quela sommedescarrésestminimiséesi et
seulementsi tous les termessont égaux2 à å�©ôó Ø , c’est-à-diresi et seulementsi le mes-

2Cettepropriétéestdirectementreliéeàunautreproblèmedeminimisationd’énergiedephysique.Eneffet,
la sommeõ¨ö÷Røjù�úcû ç÷	ü�ý correspondà l’énergie de þ ç ressortsde raideuridentiqueet de longueurà vide nulle,
attachésà la queuele leu, entredeuxclousdistantsde ÿ . L’énergie estalorsminimiséeà l’équilibre, lorsque
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1.2.1 Un minorantsur le coûtdesordonnancements

sage
Ì Ø

estdiffusépériodiquement,tous les å��ôó Ø exactement.Posons

Û Ø ³ å��ôó Ø , nous
obtenonsque: è#é È µ ²aê Ì Ø º�� ±�ë Û Øì
etdonc,ensommantsurlesdifférentstypesderequêtes:è$é È µ ² º�� ±�ë Î× Ø À ÊgÚ

Ø�ÛzØì
D’autrepart,le coûtdediffusionseréécrit:��� µ ² º ³ Î× Ø À Ê Ü Ø ó

Ø
å ³ Î× Ø À Ê Ü

ØÛzØ
Notonsque ±	� µ Ç 
 Û Ø º ³ ó Ø � µ Ç 
 å º correspondà la fréquence(à valeur dans Ä �hê�±�Æ )
du message

Ì Ø
dansl’ordonnancement,c’est-à-direau pourcentagede créneauxqui sont

consacrésà sadiffusion.Commechaque» Øæ vérifie » Øæ � ± , on a :
µ� º Û Ø � ± . Et, commeï ÎØ À Ê ó Ø á Ç~å , on a :

µ��� º ï ÎØ À Ê ±	� ÛzØ á Ç . Ainsi en minimisantsur

Û
sur le domaine

défini parcescontraintes,nousobtenonsbienun minorantsur le coûtdetout ordonnance-
ment.

La fonctionobjectif � µ Û º ³�±�ë ï ÎØ À Ê µ Ú
Ø Û Ø � ì ë Ü Ø � Û Ø º estconvexe,entantquecombi-

naisonlinéairepositive defonctionsconvexes.Le domainedeminimisationestégalement
convexe (c’est l’intersectiond’ensemblesconvexes).Ainsi, comme� ÒbÑ ��� Ô ��� ��� �

µ Û º ³��
et comme � n’estconstantsur aucunsegment,la fonctionobjectif admetun uniquemini-
mum

Û â
surle domainedeminimisation.

Finalement,d’aprèscequi précède,ceminimumestatteintsi etseulementsi il existeun
ordonnancementqui diffusechaquemessage

Ì Ø
périodiquement,tousles

Û âØ
exactement.�

Onnesaitpasdonnerd’expressionalgébriquedela solution

Ûuâ
duproblèmedeminimi-

sation È�ÉËÊ µ`Ì º . Aussi,poursarésolution,Bar-Noy, Bhatia,NaoretSchieberutilisentune
versionrelaxéeÈãÉ�� Ê µ`Ì º du minorantÈ�É Ê µ`Ì º , enéliminantla contrainte

µ� º . On obtient
alorsun nouveauminorant,plusfaiblequele précédent,maisdontnoussavonsdécrireal-
gébriquementla solution

Û � . Cettesolutionpermetdeconstruirela solution

Ûuâ
de È�ÉËÊ µ`Ì º ,

commenousle verronsaulemme1.4page39.

Lemme 1.3(Minorant relaxépour le casdeslongueursuniformes,[BNBNS98]) Le
problèmede minimisationnon-linéaire ÈãÉ�� Ê µ`Ì º suivantestun minorant du coût de tout

lesressortsont tousla mêmelongueurÿ��	þ ç .
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ordonnancement² desmessages
Ì Ê ê�Í�Í�Í�ê ÌvÎ , delongueur ± , sur Ç canaux:

È�É � Ê µ`Ì º �ÐÐÐÐ� ÐÐÐÐ ÑoÒbÓÔ*Õ�Ö ±�ë Î× Ø À ÊËÙ,Ú
Ø�ÛzØì ë�Ü ØÛzØzÝ

Surle domaine:

Î× Ø À Ê ±ÛzØ á Ç (1.14)

Ceproblèmedeminimisationadmetuneuniquesolution

Û � , telleque:Û �Ø ³ ì Ü Ø ë"! �Ú
Ø ê pourun certain ! � � � , (1.15)

défini par : si ï ÎØ À Ê$# Ú
Ø � µ ì Ü Ø º á Ç , alors ! � ³%� ; et, sinon, ! � est l’unique solution

positivede: ï ÎØ À Ê&# Ú
Ø � µ ì Ü Ø ë"! � º ³~Ç . Deplus,ceminorantestatteintsi etseulementsi

il existeun ordonnancementqui ordonnancechaquemessage
Ì Ø

périodiquement,tousles
Û �Ø exactement.

Preuve. Comme ÈãÉ � Ê µ`Ì º á ÈãÉ Ê µ`Ì º , È�É � Ê µ`Ì º estclairementun minorantdu coût.
De même,la fonctionobjectif estconvexe surun domaineconvexe, et n’est constantesur
aucunsegment.Donc ÈãÉ�� Ê µ`Ì º admetuneuniquesolution

Û � . Par construction,ÈãÉ�� Ê µ`Ì º
estréalisési et seulementsi il existe un ordonnancementqui diffusechaquemessage

Ì Ø
périodiquement,tousles

Û �Ø .
La résolutionde ce problèmede minimisationnon-linéaireutilise unerelaxationLa-

grangiennedontnousallonsdétaillerlesétapesafind’enjustifierrigoureusementla validité.
Soit � µ Û º ³ ï ÎØ À Ê Ú

Ø Û Ø ë ì Ü Ø � Û Ø , la fonctionobjectif (épurée).Remarquonsquechacune
desfonctions

Û Ø ñò µ Ú
Ø Û Ø ë ì Ü Ø � Û Ø º estunimodulaire3 et admetun uniqueminimum

Û('Ø ³# ì Ü Ø � Ú
Ø
, sur ) â* . � admetdonc

Û '
pouruniqueminimumsur ) â Î* .

Soit + µ Û º ³ Ç , ï ÎØ À Ê ±	� ÛzØ , la contrainteprincipale.Les contraintesdéfinissentun
domaine- de ) â Î* . Deuxcassontàconsidérer:. Si

Û '0/ - , alors

Û � ³ Û '
, eton pose! � ³1� .. Si

Û '32/ - , alorscommechacundestermes

ÛzØ ñò µ Ú
Ø�ÛzØ ë ì Ü Ø � ÛzØ º estunimodulaire,

le minimumde � estatteintsurla frontièrede - , définiepar: + µ Û � º ³4� (sinon,nous
pouvonsdécroîtrel’un des

Û �Ø pourle rapprocherde

Û('Ø
, etaméliorerainsila solution).

Le théorèmedesextremaliés donnequeles gradientsde � et + sontcolinéairesau
minimum

Û � . Remarquonsquelesgradientsde � et + pointentdansla mêmedirection
en

Û � , puisque� croît lorsque

Û
entredansle domaine+ µ Û º65 � . Ainsi il existe un

3Unefonctionestditeunimodulaire si elle changedesensdevariationauplusunefois.
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1.2.1 Un minorantsur le coûtdesordonnancements

paramètre! � � � , appeléparamètrede Lagrange,tel que
µ Û � ê7! � º soit solution du

systèmesuivant: 839;:=<;> � µ Û � º ³?! � 9;:7<;> + µ Û � º+ µ Û � º ³1� (1.16)

Cesystèmepeutêtreréécritde la façonsuivanteen introduisantla fonction,dite de
Lagrange,@ µ Û ê7! º ³1� µ Û º ,A!B+ µ Û º :

(1.16) C �Ð� Ð µßÞD� º ê�E @E ÛzØ µ
Û � ê7! � º ³4�E @E ! µ Û � ê7! � º ³4� i.e.

µ Û � ê7! � º estun pointcritiquede @ . (1.17)

Or, @ admetununiquepointcritique4 µ Û � ê7! � º , tel que:

Û � ³ # µ ì Ü Ø ë"! � º � Ú
Ø
, ! � � �

et ï ÎØ À Ê&# Ú
Ø � µ ì Ü Ø ëF! � º ³~Ç , C.Q.F.D.�

Connaîtrela valeur de la solution

Û � de È�É�� Ê µ`Ì º permetde déduirela valeur de la
solution

Û â
de ÈãÉ Ê µ`Ì º , commel’indique de lemmesuivant, qui seradémontrédansle

cadreplusgénéraldecettethèseauchapitre5.

Lemme 1.4(Résolutionde ÈãÉ Ê µ`Ì º , [BNBNS98]) Soient

Û â
, la solutionde È�É Ê µ`Ì º et

Û � , la solutionde ÈãÉ � Ê µ`Ì º . Pour tout ± á � Ö á"G , si

Û �ØIH�J ± , alors

Û âØIH ³�± .
Remarquonsquesi

Û �Ø � ± , pour tout
�
, alors

Û � vérifie lescontraintesde È�ÉËÊ µ`Ì º et
Û â ³ Û � . Nousobtenonsainsi un algorithmede résolutiondu minorant È�É Ê µ`Ì º : nous
commençonsparcalculerla solution

Û � de È�É�� Ê µ`Ì º ; s’il existeun indice
� Ö , tel que

ÛzØIH J± , alorsnousfixons la valeurde

Û âØIH
à ± , et nousitéronssur le problèmeoù cettevariablea

étéretirée; sinon,nousavons

Ûuâ ³ Û � . L’algorithmecomplet(1.1)estdécritpagesuivante.
Pourl’étudedesextensionsprésentéesdanscedocument(toutparticulièrementcelledu

chapitre3),nousauronsbesoind’étendrela méthodequeBar-Noy, Bhatia,NaoretSchieber
ontproposéepourla résolutionduproblèmedeminimisation ÈãÉ Ê µ`Ì º . Cesrésultatsétant
plutôt techniques,nousavonspréféréleursconsacrerunchapitreséparé,le chapitre5.Nous
y présenterons,entreautreslapreuvedenotregénéralisationduLemme1.4ainsiquel’étude
du calculapprochédessolutions

Û � et

Û â
de È�É � Ê µ`Ì º et È�É Ê µ`Ì º , respectivement.

Commenousl’avons vu Remarque1.2 page36, le minorantproposeune fréquence
“idéale” ±	� µ Ç 
 Û âØ º pour chaquemessage

Ì Ø
et une conditiond’optimalité qui est que

chaquemessage
Ì Ø

soit ordonnancépériodiquementtousles

Û âØ
exactement.Cettecondi-

tion vanouspermettred’établirquele problèmeavecdescoûtsdediffusionest É#ä -difficile.

4Un point critiqued’unefonction K úIL ùNMNONONOPM L;Q ü estunpoint LSR tel que: úUT�V ü MXW7YW7Z\[ úILSR ü^]`_ .
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Algorithme 1.1Calculdela solutionduminorantÈ�É Ê µ`Ì º
Entrées: Un entier Ç et un ensemble

Ì ³ba Ì Ê�ê�Í�Í�Í�ê Ì ÎXc demessagesdelongueur ± ,
deprobabilités

µ Ú
Ø º et coût

µ Ü Ø º .
Répéter

Calculerla solution

Û � du problèmerelaxéÈãÉ�� Ê µ`Ì º .
Pour tout

Ì Ø / Ì
tel que

Û �Ø J ±Û âØ`d ³�± , Ì d ³ Ìfe a Ì Ø c , Ç d ³~Çg,Å± .
Jusqu’à ceque

Ì
resteinchangé.

Pour tout
Ì Ø / ÌÛ âØ d ³ Û �Ø

1.2.2 hji -dureté

Nousdonnonsle résultatsuivant,sansendétaillerla preuve qui nenousserapasutile
parla suite.

Théorème1.2( kml -duretédu caslongueursuniformesaveccoûtsde diffusion, [BNBNS98])
Le problèmedel’ordonnancementdela disséminationde

G
messages

Ì Ê�ê�Í�Í�Í�ê Ì Î , avec
descoûtsdediffusion,sur Ç canaux,est É$ä -difficile.

Principedela preuve. Le principeestdedémontrerquedécidersi l’on peutréaliserle mi-
norantÈãÉËÊ µ`Ì º , c’est-à-diresi l’on peutordonnancerchaquemessage

Ì Ø
périodiquement

tousles

ÛuâØ
, est É#ä -difficile. Ceciestobtenuendémontrantqu’enjouantsurlescoûtsdedif-

fusion Ü Ø , nouspouvonsobtenirn’importequellesvaleurspour les

Û âØ
. Noussommesalors

rameneràmontrerla É#ä -duretédesavoir s’il estpossibled’ordonnancerdesmessages,sans
recouvrement,à intervallesréguliersde longueursfixées.La É$ä -duretédecedernierpro-
blèmeestalorsobtenuepar réductiondu problèmedu coloriagedesgraphes[BNBNS98].�
Remarque 1.3 La É$ä -duretédu problèmede la disséminationde messagesde longueur
uniformesanscoûtdediffusion,estencoreunproblèmeouvertactuellement.

1.2.3 Existenced’un optimal périodique

Pourétablir le minorantLemme1.2, nousavons fait l’hypothèsequenouspouvions
nousrestreindreauxordonnancementspériodiques.L’objetdecettesectionestdedémontrer
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1.2.3 Existenced’un optimalpériodique

qu’il existeunordonnancementoptimalpériodique,dansle casoùle tempsestdiscret,etoù
touslesmessagesont le mêmetempsdetransmission.Cerésultataétéobtenuunepremière
foisparAmmaretWongdans[AW87], enprésentantleproblèmesousformed’unprocessus
Markovienfini. Nousexposeronsici la preuved’Anily, Glass,etHassinqu’ils ontproposée
dansle cadredela maintenancedemachines[AGH95].

Le principeestdecommencerpardémontrerquenouspouvonsbornerl’intervalleentre
deuxdiffusionsconsécutivesd’un mêmemessage(Lemme1.5)etainsidémontrerquel’on
peutserestreindreà l’explorationd’un nombrefini d’“états” possibles.Cettepreuve utilise
un graphed’étatsvaluédont les cheminsinfinis et leur fonction de coût associéesonten
bijection avec les ordonnancements.Afin de clarifier les notations,nousne considérerons
quele casd’un canal; la généralisationaucasdeplusieurscanauxestimmédiate.

Definition 1.3(Etat) Pourchaquecréneaun op,jq�ê\osr d’un ordonnancementt , nousdéfinis-
sonsl’ état uvxw ozy à la dateo commele

G
-uplet { v Ê w ozy�ê�Í�Í�Í�ê v Î w ozyz| , où v Ø w ozy � q estle temps

écoulédepuisle début dela dernièrediffusionde
Ì Ø

jusqu’autempso (cf. Figure1.6).

} } } } } } } } } } } } } } } } } } } }} } } } } } } } } } } } } } } } } } } }} } } } } } } } } } } } } } } } } } } }} } } } } } } } } } } } } } } } } } } }~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~�B�U�=�=�N����� ûB��� M û�������������������� �7�=��P�������4�7�=�
�� � � � � ��7�=� �7�=�

FI G. 1.6 : Définitiondel’état uvxw ozy à la date(entière) o pour le casdesmessagesde
longueurs uniformes.

Definition 1.4(Graphe d’états) Le graphed’états �X� d’un ensembledemessages
Ì �a Ì Ê�ê�Í�Í�Í)ê Ì ÎXc est le graphevalué suivant. Les sommetsde � � sont les états uv �{ v Ê�ê�Í�Í�Í�ê v Î | / w¡  â y Î . Etre au sommet uv à la date(entière) o , signifie que la dernière

diffusion de chaquemessage
Ì Ø

a commencéà la date w o�, v Ø y . Les arêtessontde deux
types.Pour q á � á¢G

, les arêtesqui relient les sommets { v Ê�ê�Í�Í�Í�ê v Ø ê�Í�Í�Í�ê v Î | aux
sommets{ v Ê ë4q�ê�Í�Í�Í�ê�q�ê�Í�Í�Ígê v Î ë4q	| sontétiquetées“

Ì Ø
”. Et cellesqui relient lessom-

mets { v Ê�ê�Í�Í�Í)ê v Î | auxsommets{ v Êgë4q�ê�Í�Í�Í)ê v Î ë4q�| sontétiquetées“ £ ”. Passerparune
arêteétiquetée“

Ì Ø
” (resp.“ £ ”) entreles dates w o�,¤q	y et o signifie quel’on a diffusé le

message
Ì Ø

(resp.rien) durantle créneauo . Nousassocionsà chaquearêteun coût, cor-
respondantausurcoûtinduit par la diffusionencours,quenousdéfinissonsnaturellement
commele rétro-coûtmoyen sur le créneau.Or, l’attenteen arrièremoyennepour le mes-
sage

Ì Ø
durantuncréneaud’état { v Ê�ê�Í�Í�Í)ê v Î | est w¡v Ø ,¥q	� ì y . Ainsi, le coûtd’unearête¦¨§

41



ORDONNANCEMENT POUR LA DISSÉMINATION DE DONNÉES

étiquetée“ £ ” joignant { v Ê ê�Í�Í�Í�ê v Î | à { v Ê ë©q�ê�Í�Í�Ígê v Î ë4q	| vaut:ª¬«®¯(°7±³² w ¦¨§�y � q´, qì ë Î×æ7µ Ê Ú æ v æ (1.18)

Et, pourunearête¦ � ç joignant { v Ê�ê�Í�Í�Í�ê v Ø ê�Í�Í�Í�ê v Î | à { v Êgë4q�ê�Í�Í�Í�ê�q�ê�Í�Í�Í)ê v Î ë©q�| , éti-
quetée“

Ì Ø
” : ª¬«®¯(° ± ² w ¦	� ç y � Ü Ø ë qì ë × æ·¶µ Ø Ú æ v æ (1.19)

Nousdéfinissonsalorsnaturellementle coûtd’un cheminfini ¸ commele coûtmoyen
desesarêtes: ª¬«³¯(°=±³² w ¸®y � q¹ ¸ ¹ × ºz»�¼ ª¬«®¯B°=±³² w ¦�y (1.20)

Le coûtd’un chemin ¸ � w ¦ Ø y Ø½ Ê infini estalorsdéfini commela valeurasymptotiquedu
coûtdesessegmentsfinis :ª¬«³¯B° ± ² w ¸®y � � ÒbÑ

¾ ¯B¿À ��� ª¬«³¯B° ± ²¥Á w ¦ ØIH ê�Í�Í�Í�ê=¦ À yNÂPê pourtout
� Ö . (1.21)

Ainsi si on note t ¼ l’ordonnancementdesmessagesÃFÄzê�Í�Í�Í)êzÃ Î sur un canal,obtenu
en concaténantles étiquettesdesarêtesdu chemin ¸ , nousavons unebijection entreles
cheminsinfinis ¸ de � � et les ordonnancementst desmessagesÃ"Ä�ê�Í�Í�Í)êzÃ Î sur un
canal.Deplus,parconstruction,le coûtde ¸ estexactementle rétro-coûtde t ¼ :

��� w t ¼ y«ëÅ�Æ�Ç w t ¼ y � ª¬«®¯B°=±³² w ¸³y . Ainsi, le théorème1.1 page31 sur la réversibilité du temps
assureque: ��ÈÊÉ è w t ¼ y � ª¬«³¯B° ± ² w ¸®y
Nousavonsdoncétabli unecorrespondanceentre lescheminsinfinis de �ÌË et lesordon-
nancementsdesmessages Ã Ä ê¨Í¨Í¨Í)êzÃ Ë sur uncanal.

Note 1.1 Pourle casdeplusieurscanaux,la définitiondel’état àunedateo resteinchangée,
seulela définitiondesarêtesdu graphed’étatdoit êtrerevue.Au lieu dediffuserauplusun
message,chaquearêtepeutdiffuserjusqu’à Î messagesetsontétiquetéesenconséquence
parautantdemessages.Leurcoûtrestedéfinidela mêmefaçon,commele rétro-coûtmoyen
del’ordonnancementsurle créneaucorrespondantauxdiffusionsdel’arête.L’uniquediffi-
cultéestalorsla lourdeurdesnotations.

Le lemmesuivantdémontrequel’on peutserestreindreà un graphed’étatsfini. Nous
donneronspar la suite deuxpreuves de ce résultatdansdeux casplus généraux: le cas

42



Chapitre1 Ordonnancerla disséminationdedonnées
1.2 Travauxantérieurs

1.2.3 Existenced’un optimalpériodique

où lesmessagesn’ont pastousla mêmelongueurd’unepart,et celui où lesémissionsdes
messagespeuventêtrepréemptées,d’autrepart.Aussi,nousnedonneronsici queleprincipe
dela preuve.

Lemme 1.5(Borner l’inter valle entre deux diffusions, [AW87, AGH95]) Pour tout or-
donnancementt desmessages Ã"Ä�ê¨Í¨Í¨Í�êzÃjË , il existeun ordonnancementt � , tel que:��ÈÊÉ è w t � y´Ï ��ÈÊÉ è w txy
et tel quepour tout

�
, tout intervalleentre deuxdiffusionsconsécutivesdu message ÃÑÐ soit

bornépar Ò Ð � w ì G ëÔÓ Ð y\�=Õ Ð .
Principe de la preuve. Pour chaqueintervalle, considéréde gaucheà droite l’un après
l’autre,delongueursupérieureà Ò Ð , danslequel Ã Ð n’estpasdiffusé,onchoisituncréneau
vide, ou un créneaucontenantun messageÃ×Ö diffuséplusieursfois, et on y ordonnanceÃÑÐ . On démontrepar le calculque,pour la valeurde ÒØÐ donnée,le coûtdel’ordonnance-
mentobtenuestmeilleursurtout intervalle Ù . Ondéfinitalors t � commel’ordonnancement
limite.

�
Théorème1.3(Existenced’un optimal périodique, [AW87, AGH95]) Lorsquele temps
estdiscret et quelesmessagesont tousle mêmetempsdetransmission,il existeun ordon-
nancementoptimalqui estpériodique,

Preuve. GrâceauLemme1.5,nouspouvonsnousrestreindreauxordonnancementst tels
quel’intervalledetempsentredeuxémissionsconsécutivesde ÃjÐ estbornéepar ÒØÐ . Soit t ,
untel ordonnancement.t correspondàunchemininfini ¸BÚ dansle sous-graphefini � � �ÛÒ
de � � induit parlessommetsv telsque v Ð / aPq�ê¨Í¨Í¨ÍgêzÒØÐ c . Cecheminsedécomposedonc
enunnombrefini decyclesdontcertainssontparcourusunnombreinfini defois.Le coûtde¸ Ú , et donccelui de t , estalorsla combinaisonbarycentriquefinie descoûtsdesdifférents
cyclesde � � parcourusuneinfinité defois par ¸BÚ . Ainsi, le coûtdetoutordonnancementt
estminoréparle coûtminimumd’un cycledu graphefini � � �ÛÒ .

Ainsi, soit ¸pÜ un cycle de �X�Ý�ÛÒ de coût minimum, l’ordonnancementcorrespon-
dant t ¼ÛÞ , périodique,estoptimal.

�
Remarquonsquenousobtenonsainsi un algorithmeen tempsfini (exponentiel)pour

calculerun ordonnancementoptimalbasésur la recherched’un cycle depoidsmoyenmi-
nimum.Un algorithmepermettantdecalculercetypedecycle,entempspolynomialen la
taille dugraphe,estdonnéparOrlin, TarjanetYoungdans[YTO91].
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1.2.4 Algorithmes d’approximation à un facteur constant

Les meilleurs résultatsjusqu’à nos travaux sont des approximationsà un facteur
constantpour ce problème.Commenousl’avons annoncéau début de cettesection,ces
algorithmesreposentsur les observations tiréesde l’analysedu problèmede minimisa-
tion

Çmß Ä w Ãày .
Algorithmes randomisés

Le premier algorithme,proposépar Gecseidans [Gec83] pour le cas d’un canal,
sanscoût de diffusion, proposed’ordonnancerdans chaquecréneauun messagetiré
au hasardsuivant une distribution wâá Ð y fixée : á Ä&ã 
¨
¨
 ã á Ë � q . Le tempsde ser-
vice de cet ordonnancementest alors le suivant : chaquerequêtedemandeÃjÐ avec
probabilité Õ^Ð , attend q	�·ä jusqu’à la fin du créneaucourant,puis attend en moyenneï©å ½ Ä^æ : a	ÃjÐ nesoit pasdiffuséavant o c � ï0å ½ Ä w qX, á Ðây å � q	� á Ðç,èq jusqu’à la diffu-
sionde ÃjÐ , auxquelsil fautajouterle tempsdechargement,q , de ÃÑÐ . Ainsi l’espérancedu
tempsdeservicedel’ordonnancementaléatoiret Gec généréest:é n ê�ë Ç w t Gecy�r � qä ã Ëì Ð µ Ä Õ^Ðá Ð (1.22)

En minimisantsur les á Ð , sousla contrainteá Ä$ã Í¨Í¨Í ã á Ë � q , (de la mêmefaçonque
nousavonsrésolule problèmedeminimisationrelaxé

Çmß Ä w Ãày page37)), il démontreque
la distribution wâá Ð y , qui minimise le tempsde service,choisit á Ð proportionnellement à la
racinecarréede la popularitédu messageÃjÐ , í Õ^Ð . L’espérancedu tempsde servicede
l’ordonnancementrandomiséestalorsde:é n ê�ë Ç w t Gecî¬ï�ð³ñ ò y�r � qä ãôó Ëì Ð µ Ä í Õ^Ð¡õXö (1.23)

Notonsquedu fait dela loi degrandsnombres,l’espéranceestatteinteavecprobabilité q .
Ammar et Wong démontrentquepour ce cas,la solution du problèmede minimisa-

tion
Çmß Ä w Ãày vérifie : ÷ ÜÐ � í øDù í Õ^Ð . Ainsi le tempsdeserviceoptimumestminorépar:Çúß Ä w Ãûy � q ã qä ó Ëì Ð µ Ä í Õ Ð õ ö (1.24)

L’algorithmedeGecseiestdoncune ä -approximation.
Bar-Noy, Bhatia,NoaretSchieberétendentdans[BNBNS98] cetteheuristiqueaucasdeÎ canauxaveccoûtdediffusion.Pourcela,ils proposentdediffuserchaquemessageÃÑÐ
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Algorithme 1.2Algorithmerandomisédedisséminationsurun canal

Entrées: w ÷¬Ð�y vérifiant,pourtout ü , ÷¬Ð$ýFþ , et

Ëì Ð µ Ä q ù ÷¬ÐçÏ?q .
Si

Ëì Ð µ Ä q ù ÷¬Ð ÿ¤q alors

Introduireun messagefantômeÃ � , avec Õ � � Ó � � þ et unevaleur ÷ � telleque:q ù ÷ � � q�� � ËÐ µ Ä q ù ÷¬Ð .
Sortie :

Pour tout o � q·ÍIÍ��
Tirer auhasardü��
		þ���q�¨Í¨Í¨Í������ avecprobabilité á Ð � q ù ÷¬Ð .
Si ü � þ alors

Ne rienordonnancerdurantle créneauo
Sinon

Ordonnancerle messageÃjÐ durantle créneauo
danschaquecréneausur chaquecanalavec probabilité á Ð � q ù w Î ÷(ÜÐ y , où ÷(Ü est la so-
lution du problèmede minimisation

Çúß Ä w Ãûy . Rappelonsque
� ËÐ µ Ä q ù ÷(ÜÐ Ï Î , ainsi� ËÐ µ Ä á Ð�Ï�q . ContrairementaucasdeGecsei,du fait de la présencedescoûts,la somme

desprobabilitésde diffusion wâá Ðây peutêtre inférieureà q ; celasignifie qu’avec probabi-
lité � � � w q�� � ËÐ µ Ä á Ð�y , on nediffuserien. L’analysedu tempsdeservicedel’ordonnan-
cementgénérét BNBNS, estalors,demanièreidentique:é n ê�ë Ç w t BNBNS y�r � qä ã Ëì Ð µ Ä Õ^Ð÷ ÜÐ (1.25)

Le coûtdediffusionestla sommepondéréedesfréquences.Par la linéaritédel’espérance,
l’espérancedu coûtdediffusionde t estdoncla sommepondéréedesespérancesdesfré-
quencesdechaquemessage,c’est-à-direá Ð�Î � q ù ÷(ÜÐ pourchaqueÃjÐ . Ainsi :é n���� w t BNBNS y�r � Ëì Ð µ Ä Ó Ð÷ ÜÐ (1.26)
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Ainsi le coûtdeservicemoyende t est:é n�� ÈÊÉ ê w t BNBNS y�r � qä ã Ëì Ð µ Ä � Õ Ð÷ ÜÐ ã Ó7Ð÷ ÜÐ�� Ï0ä Çmß Ä w Ãûy����ä Ï0ä È æ ê w Ãûy����ä
(1.27)

La difficultédela généralisationaucasdeplusieurscanaux,outrela résolutionduproblème
deminimisation,estalorsd’assurerqu’un mêmemessagenesoit pasdiffuséplusieursfois
sur différentscanauxdansle mêmecréneau,ce qui biaiseraitles probabilités.Bar-Noy,
Bhatia,NaoretSchieber, proposentpourcelaunedistribution particulièresurchaquecanal
quenousprésenteronssousuneformeétendue,auchapitre3.

Algorithmes déterministes

Algorithmes gloutons. Pourle casd’un canal,sanscoût de diffusion,Ammar et Wong
proposent,dans[AW85], desexpérimentationsde différentesheuristiquesgloutonnessur
desprofilsutilisateursuivant la loi deZipf [Zip49]. L’ordonnancementestcalculéde o � þ
à l’infini. La décisiongloutonneestpriseenfonctiondel’état courant uvxw ozy del’ordonnan-
cementaucréneaucouranto . Ils démontrentainsiexpérimentalementquechoisir, à chaque
créneau,d’émettrele messagede“délai moyencumulémaximum”[enanglais,MAD,maxi-
mizeMeanAgregate Delay], c’est-à-dire,avec nos notations,d’attenteen arrière cumu-
lée w Õ^Ð v öÐ y maximale, est la règlequi donneles meilleursrésultats.Desexpérimentations
similairesserontmenéesparla suitedans[ST97a, ST97b].

En fait, Bar-Noy, Bhatia,NoaretSchieberdémontrentimplicitementdans[BNBNS98]
quecetteheuristiquegloutonneestla versiondérandomiséede l’algorithmerandomiséde
Gecsei.Ils l’étendentdoncau casde la disséminationsur plusieurscanauxavec coût de
diffusionendérandomisant(implicitement)leurgénéralisationdel’heuristiquedeGecsei.

Le paragraphesuivantseproposedeprésenterle principedu paradigmeutilisé ici, que
nousappellerons: la dérandomisationgloutonne.

Dérandomisation gloutonne d’un algorithme randomisé. Considéronsun algorithme
randomisédont l’objectif estde produireunesolutionqui minimiseunecertainefonction
decoût.Le principedela dérandomisationgloutonneestderemplacerlestiragesaléatoires
de cet algorithmepar un choix gloutonqui garantisseà chaqueétapequel’espérancedu
coût, conditionnéeaux choix antérieurs,est toujoursinférieureou égaleà l’espérancedu
coûtdel’algorithmerandomisé.

Plus précisément,les différentesexécutions possiblesd’un algorithme randomisé
peuvent se représentersousforme d’un arbre des choix aléatoires(cf. Figure 1.7 page
ci-contre).Les nœudssont les partiesnon-randomiséesdu programme.Et les arêtesre-
présententlesdifférentschoix aléatoirespossiblesà la fin de l’exécutionde chaquepartie
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déterministe.Chaquearêteestvaluéeparla probabilitédu choix auquelellecorrespond(la
sommedesvaleursdesarêtessortantesd’un nœudestdonc q ).

Init
�

 
 "!#  "!%$

 !�$&!'  "!%$�!%$

$
$&!' $�!%$

$&!%$�!# $�!%$&!�(
$&!%(

)+* , )-* ./103254 * ) 47688)+* 4 )+* 4/1032 ,9* )�) 688:1;+<>= 0@?-A * BCB 688 )-* D )+* E/1032 D-* )�) 688:1;-<F= 0HG B7* BCB 688 :I;-<>= 03? B* BCB 688

)+* 2 )+* D )+* ./103254 * E 47688:1;+<>= 0KJ B* BLB 688 :I;-<F= 03? B* BCB 688)+* 4 )+* 4/10KM�M * 4 ) 688:1;+<>= 0ON B7* BCB 688 :1;+<>= 0HA * BCB 688
FI G. 1.7 : Un exemplede l’arbre desexécutionspossiblesd’un algorithmerando-

miséet,engras,la tracedesadérandomisationgloutonne.

Exécuterun algorithmerandomisérevient à parcouriraléatoirementun cheminde la
racineà unefeuille danscet arbre.Un tel cheminestparcouruavec uneprobabilitéégale
auproduitdesprobabilitésdesarêtesqui le composent.Ainsi, Figure1.7, la solution P·Í ä Í#P
coûtantä·þ�� þ;þ�QRR estatteinteavecprobabilité: þ��TSVU þ��%WXU þ�� �ZY þ�� þI[ .

Nousétiquetonschaquenœudpar l’espérance
é

desvaleursdessolutionsproposées
danssonsous-arbre.Ainsi, le nœudP·Í ä a uneespérancede: þ�� � Umä·þ�� þ;þ ã þ���\XU]P¨þ�� þ;þ YP � � þ;þ�QRR . De même,le nœud P a pour espérance: þ��%W^U_PCW&� þ;þ ã þ��%W`U_P � � þ;þ Y P-Sa� þ;þ�QRR .
Ainsi, si nousavonsfait le choix P , nouspouvonsespéreruncoûtmoyende P-Sa� þ;þ�QRR , cequi
estmeilleurquel’espéranceinitiale de PCW&� þIW�QRR ; et si nousfaisonsensuitele choix ä , nous
pourronsespérerun coûtmoyenencoremeilleurde P � � þ;þ�QRR . L’idée de la dérandomisation
gloutonned’un algorithmedeminimisation(resp.maximisation)randomiséestderempla-
cer les tiragesaléatoireslors d’une exécution,par la sélectiondu nœuddont l’espérance
estla plus faible (resp.la plusélevée).Cettestratégiepermetdegarantirquel’algorithme
glouton résultantproduit unesolutionde qualitéau moinségaleà l’espérancede l’algo-
rithme randomiséoriginal. Sur notre exemple,Figure 1.7, pour minimiser le coût, notre
algorithmegloutonfait successivementleschoix P , puis ä , puis P : la solutionobtenueaun
coûtde P¨þ�� þ;þ�QRR . Remarquonsquela dérandomisationgloutonneneproduitpasla meilleure
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solutionpossible, W&� þ;þ�QRR sur notreexemple,maisgarantitseulementquela solutiona un
coûtinférieurà l’espérancedel’algorithmerandomiséinitial.

Le point clé deceparadigmeestle calcul del’espéranceconditionnelledu coût. Dans
notrecas,le fait quel’ordonnancementsoit infini poseproblème.Si l’on chercheà mini-
miser le coût asymptotiquede l’ordonnancementglobal, tous les choix de messagessont
équivalentspour les premierscréneaux: leur influencesur l’espérancedu coût estnégli-
geable,puisqu’ils sonten nombrefini. Nous pouvons malgrétout restreindrela minimi-
sationauxordonnancementsdelongueurfinie b þ��dcfe puis fairetendrec versl’infini. Nous
préféreronscependantlaméthoded’analysedéveloppéeparBar-Noy, Bhatia,NaoretSchie-
ber dans[BNBNS98], baséesur l’utilisation d’une fonction potentielqui permetde tenir
comptedu surcoûtéventuelà venir. L’utilisation dela fonctionpotentielévited’avoir àgé-
rer lesproblèmesautourdela date c del’approchefinitiste. En fait leur fonctionpotentiel
estdéfiniecommel’espérancede l’attentecumuléeà venir desrequêtesarrivéesavant la
date g et qui n’ont pasencoreétéserviesautempsg . Nousverronsquecetteinterprétation
nouspermettradegénéraliserleur preuve auxdifférentesvariantesquenousétudionsdans
cettethèse.Nousobtenonsainsi quel’algorithme 1.3 pagesuivante,qui choisit à chaque
étapedediffuserle messagequi maximisel’espérancedel’attentecumuléeà venir desre-
quêtesnon-serviesh Õ^Ðji(Ð¡÷(ÜÐ �FÓ Ðlk , est la (une)dérandomisationgloutonnede l’algorithme
randomiséprécédent.

Commele soulignentBar-Noy, Bhatia,Naoret Schieber, ÷(ÜÐ estproportionnelà P ù í Õ Ð
lorsquelesmessagesn’ont pasdecoûtdediffusion.Ainsi, danscesconditions,l’algorithme
gloutonchoisitàchaqueétapedediffuserle messagequi maximiseí Õ Ðmi^Ð , c’est-à-direqui
maximiseÕ Ð hji Ð k ö : cetalgorithmeestdoncbienla généralisationdel’heuristiqued’Ammar
et Wong.

Théorème1.4(Algorithme glouton, [BNBNS98]) L’algorithme glouton 1.3 page ci-
contre génère unordonnancementn surun canal,dontle coûtestmajorépar :� ÈÊÉ êohlnpk�Ï Pä ã Ëì Ð#q3r � Õ Ð÷¬Ð ã Ó Ð÷ Ð � (1.28)

Ainsi,si ÷ Y ÷ Ü estla solutionduminorant s ß rthjuvk :�fw É êohlnpk�Ï0äyx7w æ êohjuvk�� � ù ä
Preuve. Nousallonsutiliser le théorèmede réversibilité page31 qui nousassurequele
coûtde n estégalà sonrétro-coût.Ainsi, nousallonspouvoir définir le coûtde n sur b þ���gze
uniquementenfonctiondesmessagesordonnancésavant g . Nousdéfinissonsdoncle coût{-|H}~�� hmg+��npk du créneaug qui diffusele messageujÐ ( þ ÏFü�Ï�� ) selon n , commela somme
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Algorithme 1.3Algorithmegloutondedisséminationsurun canal

Entrées: h¡÷ Ð k vérifiant,pourtout ü , ÷ Ð ýFþ , et

Ëì Ð#q3r P ù ÷ Ð Ï�P .
Si

Ëì Ð#q3r P ù ÷¬Ð ÿ�P alors

Introduireunmessagefantômeu � , avec Õ � Y Ó � Y þ , etunevaleur ÷ � , telleque:P ù ÷ � Y P�� � ËÐ#q3r P ù ÷ Ð .
Sortie :

Pour tout g Y P·ÍIÍ��
Soit �i l’état autemps hmg���PLk del’ordonnancement(Définition 1.3page41).

Choisir ü��
		þ��CP�¨Í¨Í¨Í������ tel que h¡Ó Ð�� Õ^Ðmi^Ð÷¬Ðlk soitminimal.

Si ü Y þ alors

Ne rienordonnancerdurantle créneaug
Sinon

Ordonnancerle messageujÐ durantle créneaug
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de l’attenteen arrièremoyennedurantle créneauprécédenthmg���PLk , du coût de diffusion
du messageujÐ et du tempsde téléchargementmoyen. Si l’on note �i�� åj� rz� hlnpk le vecteur
d’état au temps hmg���PLk , l’attenteen arrièremoyennepour chaquemessageu×Ö durantle
créneauhmg3��PLk vaut hji åj� rÖ hlnpk���P ù äIk , etdonc:{-|�}~�� hmg���n�k Y Ó Ð^ã���� s�hln��Lb g��Aä&��g���P+emk ã P Y Ó Ð^ã ËìÖ�q3r Õ Ö i åj� rÖ hlnpk ã Pä
Notonsquepour le premiercréneau,l’attenteen arrièredansle créneauprécédentvaut þ
simplementetdonc {-|�}~�� hdP��npk estdéfinicommela sommedu coûtdediffusiondu premier
messageet d’uneunitédetemps.D’aprèsle théorème1.1,nousavonsdonc:

��w É êohln�k Y��#�#��� ~a����o� Pc �ì å q3r {-|�}~a� hmg+��npk
Posonss
w�� Y P ù ä ã ���Ö�q3r h Õ Ö�÷zÖ ã Ó\Ö ù ÷zÖtk . Pourdémontrerque �fw ��êZhlnpkV¡¢s
w�� ,
nousutilisonsune fonction potentiel £¤hmg+��npk . Cettefonction potentielestdéfiniecomme
l’espérancedel’attentesupplémentairedesrequêtesarrivéesavant g etqui n’ont pasencore
étéserviesà la dateg , si l’ordonnancementsepoursuivait parl’ordonnancementrandomisé
après g . Comme¥&¦9i å¦ hlnpk requêtessont arrivéesdepuisla dernièrediffusion et devraient
attendreenmoyenne÷F¦ la prochainediffusionde u§¦ , nousposons:£¤hmg+��npk Y �ì¦+q3r ¥ ¦ i å¦ hlnpk�÷ ¦
Cettefonctionpotentielpermetdeprendreencompteparanticipationl’attenteà venir des
requêtes.Posons:̈ hmg+��npk Y s
w���� {-|�}~a� hmg+��npk ã £¤hmg3�_P��n�k���£¤hmg+��npk
Nous allons démontrerque pour tout g , ¨ hmg+��npk4ýfþ . Ainsi, comme £¤h¡þ���npk Y þ et£¤hmg���n�k�ýFþ , nousauronsensommantde g Y P à c :�ì å q3r {-|�}~�� hmg���n�k�¡©c�xCs
w��V�
ce qui donnerale résultat.Pourcela,nousallonscalculerl’espérancede

¨ hmg���npk en sup-
posantquele messagediffuséau tempsg soit choisi selonl’algorithme randomisé,et dé-
montrerqu’elle estpositive. Nousdémontreronsensuitequele choix gloutonestcelui qui
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maximisë hmg+��npk . Notons nKª , l’ordonnancementidentiqueà n sur b þ���gp��P+e et qui diffuse
le messageu ª durantle créneaug (si ü Y þ , n ª nediffuserien durantcecréneau).Alors,
commepour «^¬Y ü , iK¦ hln ª k Y i  � r¦ hlnpk�®�P et, iKª hln ª k Y P , nousavons:

£¤hmg���P��npk���£¤hmg���n�k Y ¥ ª i  � rª hlnpk�÷ ª � �ì¦�q3r ¥&¦	÷F¦
Ainsi, ¨ hmg+��n ª k Y s
w�����¯ ª � �ì¦+q3r ¥&¦9i  � r¦ hlnpk�� P° ®±¥ ª i  � rª hlnpk�÷ ª � �ì¦�q3r ¥&¦�÷F¦
Et donc,comme

� �ª q � P ù ÷ ª Y P , l’espérancede

¨ hmg+��n ª k vaut,ensupposantque ü esttiré
avecprobabilité P ù ÷ ª : �ì ª q � P÷ ª ¨ hmg���n ª k Y þ
Or, ¨ hmg���n ª k Y ¨ hmg+��n � k���²5¯ ª �³¥ ª i  � rª hlnpk�÷ ªµ´
Ainsi, le choixgloutonqui minimise hj¯ ª �y¥ ª i  � rª hlnpk�÷ ª k assurebienque

¨ hmg+��npk soitpositif.
C.Q.F.D. ¶
Note 1.2 La généralisationde l’algorithme glouton 1.3 page49 au casde plusieursca-
nauxconsistesimplementà modifier la règledesélectionpourchoisir, essentiellement,les·

messagesqui minimisentla quantitéhj¯3�¸¥Oi³÷�k . Ainsi, commepourle messagefantôme,
cettequantitévaut þ , nousne considéronspour chaquecréneauque les ¹ messagesu ª ,ü ý�P , telsque hj¯+ªK�^¥Oªmi�ª÷-ªlk�¡0þ , et nousdiffusonsles �X�#º hm¹3� · k messagesparmiceux-ci
qui minimisentcettequantité.

Approximation à » ù¼ de l’optimum. Une autre heuristiquepour de la dissémina-
tion de messagesde longueursuniformessur un canal,a été développéedès1987 par
Ammar et Wong, dans [AW87], puis analyséepar Bar-Noy, Bhatia, Noar et Schieber
dans[BNBNS98].Cetteheuristiqueproduitun ordonnancementpériodiquedepériodeex-
ponentiellesur un canalet de coût inférieur à : ½ ù¾ de l’optimum, lorsqueles coûtsde
diffusiondesmessagessontnuls; et à P�%WI\ de l’optimum, dansle cascontraire.L’idée est
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d’utiliser une propriétédu nombred’or ¿ Y rzÀ³ñ Áö mise en évidencepar Turán Sósen
1957(Théorème1.5) : les multiplesdu nombred’or modulo P serépartissentà peuprès
uniformémententre þ et P .
Théorème1.5(Vera Turán Sós,1957,[Knu73, vol. 3, pp. 510–511,543]) Soit Â , un
nombre irr ationnel.Si l’on placeles points hjÂ � |�Ã PLk , h ° Â � |&Ã PLk , Ä9Ä9Ä , hmÅ�Â � |�Ã PLk
sur le segment b þ��CP+e , les longueurs des hmÅ^®�PLk segmentsquel’on obtientsontau plusau
nombredetrois.Deplus,le pointsuivant h�hmÅy®ÆPLkÇÂ � |�Ã PLk tombera dansundessegments
delongueurmaximale.

En outre, si l’on dit que l’on a une mauvaise coupe lorsquel’on découpeun seg-
ment b È��F¯�e endeuxsegmentsb ÈO�>É>e et bTÉt�F¯�e dontl’un mesureplusdudoubledel’autre, alors
lesmultiplesde Â modulo P neréalisentaucunemauvaisecoupede b þ��CP+e si et seulementsiÂ estcongrumodulo P au nombre d’or ¿ Y rzÀ³ñ Áö ou à hdPy�©¿�k . Ainsi, le nombre d’or est
l’irr ationneldont lesmultiplesmodulo P découpentb þ��CP+e “le plusuniformémentpossible”
par cetteméthode.

Cettepropriétéfut d’abordutiliséepour la constructionde tablesde hachage[Knu73,
vol. 3], puis par Hofri, Itai, et Rosberg pour le traitementdesrequêtesdansles réseaux
TDM [IR84, HR87].Le principeestdecalculerà l’aide duminorantd’AmmaretWong,les
proportions“idéales” hdP ù ÷�Êª k desmessages,puisdesedonnerunepériodec et d’effectuerÅ ª YÌË c ù ÷ ÊªaÍ diffusionsdechaquemessageu ª dansla période.Lesdatesdediffusionde
chaquemessagesontdéterminéesdela façonsuivante.Chaquemessageu ª sevoit attribuer
un ensembleÎ ª Y 	ÏhmÅ � ®Ðx9x9x�®ÑÅ ª � r�®_«Ïkd¿ � |�Ã P�ÒfP�¡Ó«_¡ÔÅ ª � de Å ª “positions”
dans b þ��CP+e correspondantà desmultiplesconsécutifsde ¿ modulo P . Ensuite,l’ensemble
de cespositions Î Y Î r�Õ x9x9x Õ Î � sonttriéesparordrecroissant.Puison ordonnance
durantle créneaug la diffusion du messageu ª tel quela g ième positionappartienneà Î ª .
L’algorithmecomplet(1.4)estdécritpagesuivante.

Théorème1.6([BNBNS98]) Soit n � l’ordonnancementpériodiquede période c généré
par l’algorithme1.4page ci-contre.Lorsquec tendvers l’infini, le coûtde n � admetpour
limite :

�#�#�_� ~a��K�o� ��w ��Öohln � k�ÿ ½¾ xtw ×�ÖohjuØk�� lorsquelescoûtsdediffusiondesmessagessontnuls;�#�#�_� ~a��K�o� ��w ��Öohln � k�ÿ�P�%WI\ xtw¤×�Öohjuvk�� sinon.

Bar-Noy, Bhatia,Naoret Schieberproposentunegénéralisationpour la dissémination
surplusieurscanauxdansle casoùlescoûtsdediffusionsontnuls.Ils démontrentquela gé-
néralisationnaturellequi consisteà ordonnancer, sur les

·
canaux,lesmessagesselonles

positions,parblocsde
·

, donnele mêmerapportdeperformance.Cependant,Ammaret
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Algorithme 1.4Algorithmed’approximationbasésurle nombred’or

Entrées: Un entier c et un ensembleu Y 	Lu_rC�9Ä9Ä9Ä3�Fu � � demessagesde longueur P ,
deprobabilitésh�¥ ª k etcoût hj¯ ª k .
Soit ÷�ÊyÒ Y la solutionduproblèmeduminimisations§Ù r hjuØk surun canal.

Si

�Ú ª q3r P ù ÷ Êª ÿ�P alors

Introduireunmessagefantômeu � , avec ¥ � Y ¯ � Y þ etunevaleur ÷ Ê� , telleque:P ù ÷�Ê� Y P�� � �ª q3r P ù ÷�Êª .

Pour ü Y þ�ÄÛÄT�Å ª Ò Y¢Ë c ù ÷ Êª Í .Î ª Ò Y 	Ïh�hmÅ � ®�x9x9x7®�Å ª � r3®
«ÏkÇÂÏk � |&Ã P¤Ò�P¤¡Ü«Ý¡_Å ª � .
Trier l’ensembleÎ Y Î � Õ ÎÞr Õ x9x9x Õ Î � .

Sortie :

Pour g Y PÄÛÄ'hmÅ � ®ßx9x9x"®ÜÅ � k
Si le g ième élémentde Î appartientà Î ª avec ü�¬Y þ alors

Ordonnanceru ª le créneaug de l’ordonnancementpériodiquede pé-
riode c .

Sinon

Ne rienordonnancerdansle créneaug .
Ne rienordonnancerdanslescréneauxhmÅ � ®�x9x9x®ÜÅ � ®ÑPLk�ÄÛÄ c .
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Wongproposentdans[AW87] dessimulationsdontle résultatestqu’àpériodeégale,l’algo-
rithmegloutonproduitdemeilleurs ordonnancementsquel’algorithmebasésur le nombre
d’or, lorsqueles popularitésdesmessagessuivent la distribution de Zipf. La figure 1.8
présenteuneexécutionde l’algorithme 1.4 avec c Y ° þ , sur trois messagesde coût de
diffusionnul : u_r a pourprobabilité¥�r Y [·þ1à , u ö a pourprobabilité¥ ö Y�� þ1à et uÜá a
pourprobabilité¥ á Y P¨þ1à . Le minorantd’Ammar et Wongvautalors: s§Ù r hjuvk ÄY ° � � S .Et l’algorithmedu nombred’or donneun ordonnancementdontle coûtest

° �TSÏ\ .â@ã äLå9æçyæèCé�êIæ-ë�ìIí�èLî"é�ï�ð"ñë-í é�í ñ�èLëdò�ë9óIôpã æ�ëFæ-îaçyæèCé b þ��CP+e�õö  ÷÷ ÷÷÷ ÷÷ ÷÷ø øøø øø ùùù ùù
ú&û�ñIô'êIñ�è1ètäIètå9æç�æèCéoð"üôµí ñÏêaí ýaóLæ¤ê1æ¸ðüôlí ñ&êIæ ° þ å9ñIô5ô'æ-ë9ð"ñ�èLê1ä1èCé�æ-ë�é õhju ö u_r>u�á-u ö u�r>u ö u�r>uÜá9u ö u_r>u�á-u_r>u�r>u ö u�r>u�á9u ö u�r>uÜá-u�r+k5þ
FI G. 1.8: Le résultatdel’algorithme1.4page précédentepour c Y ° þ sur lestrois

messagesdecoûtsdediffusionnuls u_r , u ö et u�á telsque: ¥�r Y [·þ1à ,¥ ö YÓ� þ1à et ¥Oá Y P¨þ1à . Le coûtdel’ordonnancementobtenuest:
° �TSÏ\ ,

alors que s±ÙZrthjuØk ÄY ° � � S .
Nousnedétailleronspascetteheuristiqueplusavantcarnousnel’utiliseronspasparla

suite.Nousproposeronsd’ailleursauchapitre4 unschémad’approximationpourcemême
problèmedontle principeesttrèsdifférent.

1.3 Notrecontribution

Notrepremièrecontribution a fait l’objet de la premièrepartiedecechapitre.Il s’agit
d’avoir réunidansunmêmecadrelesapprochesprécédentesissuesdedifférentsdomaines,
tels le Teletext, la maintenancede machines,la diffusion de message,etc..., en unifiant
les notationset en les présentantdansuneproblématiquecohérente,qui permettrapar la
suite les extensionsenvisagées.Les points particulièrementcritiques concernentessen-
tiellement la fonction de coût : d’une part nousen donnonsune définition rigoureuseà
l’aide d’unelimite supérieure(et nonpasd’unelimite qui n’existepastoujours),et d’autre
part le théorèmede réversibilité du coût page31 permetd’assurerque les articlesdéfi-
nissantle coût en arrière(e.g. [AGH95, BNBNS98]) et ceuxdéfinissantle coût en avant
(e.g. [BNS99,KS99, Sch00, KSY00]) définissentbienle mêmemodèle.
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1.3.1 Disséminerdesmessagesdelongueursdifférentes

Noscontributionsprincipalesà l’ordonnancementdela disséminationdedonnéesdans
cedocumentsontlessuivantes:ÿ l’extensiondumodèleetdel’étudeaucasdesmessagesdelongueursnon-uniformes,

tout d’abordsanspréemption,puisavecpréemption.ÿ unschémad’approximationpolynomialpourle casoùlesmessagesont tousla même
longueur.

1.3.1 Disséminerdesmessagesde longueursdifférentes

Cetteétudefait l’objet duchapitre2. Commenousl’avonsvu dansla partieprécédente,
la conceptiond’un bonminorantdu coûtoptimalestunepartiedélicatedu problèmedela
disséminationdedonnées.La deuxièmeétapeimportante,maisplustechnique,estl’analyse
desperformancesdesalgorithmespuisleuréventuelledérandomisation.

Le casdesmessagesdelongueursnon-uniformesetdu tempscontinuprésentedenom-
breusessingularitésparrapportaucasdeslongueursuniformes.Parexemple,il n’existepas
nécessairementd’ordonnancementoptimal périodiquesur plus de deuxcanaux,mêmeen
l’absencedecoût.Il sepeutégalementquelesordonnancementsoptimauxaientdestrous
mêmesi lesmessagesn’ont pasdecoûtdediffusionet ont deslongueursentières.En fait
nousnepouvonsgarantirl’existenced’un ordonnancementoptimalpériodiquequesurun
canalet lorsquelesmessagesn’ont pasdecoûtdediffusion.En dehorsdececas,nousne
savons(même)pass’il existeun ordonnancementoptimaldescriptibleentempsfini.

Nous ne pouvons donc pas utiliser d’ordonnancementoptimal périodique pour
construirenotre minorant,commeAmmar et Wong dans[AW85]. Aussi, nousobtenons
notreminorantenprocédant“par densité”; enremarquantquele coûtdetout ordonnance-
mentpeutêtreapprochéarbitrairementparle coûtd’un ordonnancementpériodique.Nous
obtenonsainsiunpremierminorantsurle coûtoptimal,qui estl’extensionnaturelledecelui
d’Ammar et Wong.Nousdémontronsquece minorantpeutêtrecependantarbitrairement
loin ducoûtoptimal.Ceminorantnouspermettoutdemêmededémontrerquele problème
estfortementÙ�× -difficile5, enproposantuneréductionde � -partition.

Nous dérivons alors un nouveauminorantdu coût optimal desordonnancementssur
un canal,dont nousdémontronsqu’il approchele coût optimal à un facteurconstanten
proposantune � -approximationrandomiséequenousdéterminisons.La disséminationde
donnéessurplusieurscanauxdansle casoù lesmessagesn’ont pastousla mêmelongueur,
resteun problèmeouvert actuellement,contrairementaucasdeslongueursuniformes.

5Un problèmeestfortement��� -difficile, lorsqu’il n’admetpasdeschémad’approximation���	��
 totalement
polynomial,c’est-à-diretel que le tempsde calcul de � � soit polynomial en ���� et en la taille desentrées
(cf. [GJ79]).
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1.3.2 Disséminerdesmessagesavecpréemption

Au chapitre3,nousproposonsunnouveaumodèleoùlesmessagessontdécoupésenun
nombrefini depaquetsdetaille identique.Cemodèleesttrèsprochedesimplémentations
réellesde la disséminationde données,notammentde celle desserveursvidéo. Ici, les
requêtesdesutilisateurssont servieslorsquetous les paquetsdu messagedemandésont
téléchargés.

Uneobservationclé nouspermetderéduirele nombredeparamètres: lespaquetsd’un
mêmemessagesontdiffusésdemanièrecycliquedanstoutordonnancementoptimal.Nous
en déduisonsune expressionalgébrique“simple” du coût de tels ordonnancementsdont
nousétablissonsla réversibilité.Nousobtenonsalorsl’existenced’un ordonnancementop-
timal périodique.Nousen déduisonsà l’aide d’une relaxationLagrangienne,un minorant
pourle caspréemptifsousformed’un problèmedeminimisationnon-linéairedontcertains
coefficientspeuventêtrenégatifs.Le chapitre5 démontrecommentétendreàcecasl’étude
menéeparBar-Noy, Bhatia,Naoret Schieberdans[BNBNS98].

Ceminorantétablitunesingularitéintéressantedeceproblèmepar rapportauxautres
casétudiésjusqu’à présent: “idéalement” les paquetsd’un mêmemessagedoivent être
diffusésconsécutivementà intervalles réguliers.Car ceci optimisel’attente desrequêtes
pour ce message.Cetteobservation nouspermetd’établir quece problèmeest fortementÙ�× -difficile paruneréductionde � -partitionsimilaireànotrepreuveducasnon-préemptif.

Ce minorantprésenteunevaleur trèssimilaire à celle de l’extensionnaturelleau cas
desmessagesde longueursnon-uniformesdu minorantd’Ammar et Wong. Nouspropo-
sonsune

°
-approximationrandomiséequenousdéterminisonset qui démontreainsi que

préempterlesmessagespermetdegagnerun facteurarbitrairesurle coûtd’un ordonnance-
mentdemessagesdelongueursnon-uniformes.Deplus,il estintéressantdenoterquenotre
algorithmedisséminelesdonnéessurunnombrequelconquedecanaux.

Notonsqueceproblèmemodéliseuneautrevariantedela disséminationdemessages.
En effet, nouspouvonsconsidérerquelespaquetsd’un messagesontenfait desmessages
de longueur P réunisdansun lot. Ainsi le caspréemptifpeut être vu commele casoù
les requêtesne demandentplus un uniquemessage,mais peuvent demanderdeslots de
messageset nesontserviesquelorsqu’ellesont téléchargé le lot completdecesmessages.
Le caspréemptifétudiéici, est le casoù ceslots sonttousdisjoints.L’extensionde cette
étudeaucasoù leslotsnesontplusdisjointsfait partiedenosperspectivesproches.

1.3.3 Un schémad’approximation pour la disséminationdemessagesde lon-
gueursuniformes

Le chapitre4 estsansdoutele chapitrele plus“algorithmique”decettepartie,ausens
usueldu terme.Nousy développonsun schémad’approximationpour le casdesmessages
de longueursuniformes,répondantainsià l’interrogationdeKhannaet Zhoudans[KZ98,
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§1.2] sur l’éventuelle“non-approximabilité”du problème.Notre résultatdémontrequela
réponseest“Oui”, ceproblèmeestapproximablearbitrairementprèsentempspolynomial.

Pourdémontrercerésultatnousétudionsplusieurscasparticuliersdecomplexité crois-
sante.Tout d’abord le casoù l’on peut partitionnerles messagesen groupesde grandes
tailles danslesquelstousles messagesont la mêmeprobabilitéet le mêmecoût de diffu-
sion.Nousdémontronsquedanscecas,le minorantd’Ammar et Wongestessentiellement
optimal.Nousconsidéronsalorsle casoù l’on ajouteun nombreconstantdemessagesde
probabilitéimportante.Nous avons alors deux typesde messagesen compétition: ceux
de type � qui individuellementsontimportantset ceuxde type � qui en groupesontim-
portants.L’idée estalorsdecalculerla fréquenceoptimaledechacundecesdeuxtypeset
de lesordonnancerséparément: nousordonnançonslesmessagesde � defaçonoptimale
avec la fréquencedonnée,puis nousordonnançonsles messagesde � dansles trous.En
fait, nousdémontronsparun argumentprobabilistequel’on peutbornerparuneconstante
la périoded’un ordonnancementquasi-optimalde � qui respectequasimentla fréquence
demandée.Ainsi commela taille desgroupesde � estsuffisammentgrande,les trousde
l’ordonnancementde � paraissentquasimentuniformémentrépartispourlesmessagesde �
et l’algorithmeprécédentpourle grandsgroupesestquasi-optimal.Nousobtenonsdoncun
ordonnancementquasi-optimaldesmessagesde � etde � .

Pourtraiterle casgénéral,nouscommençonspararrondirsuivantunprocédédésormais
classique,lesprobabilitéset lescoûtsdediffusiondesmessages.Puisnouspartitionnonsles
messagesentrois sous-ensembles: � réunitdesmessagesimportantsindividuellement,�
réunitdesmessagespartionnésengroupesdegrandestailleset � réunitdesmessagesdont
le coûtestnégligeable.Lesmessagesde � et de � sontalorsordonnancéscommeprécé-
demmentet les messagesde � sontintroduits“en force” dansl’ordonnancementobtenu,
avec une fréquencesuffisammentfaible pour ne pastrop perturberle coût. Le lemmede
partitionentroissous-ensemblesestl’une despartieslesplustechniques.Sadémonstration
reposeessentiellementsurle fait quelesprobabilitésarrondiesformentunesérieexponen-
tiellementdécroissante,ainsilesmessagesdemêmeprobabilitésont: soit trèsnombreuxet
influentensemblesurle coût; soit peunombreuxetalorsnégligeables.
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Disséminationde
messagesde longueurs

non-uniformes

Intr oduction

Le chapitreprécédenta présentél’état de l’art de l’étude du casoù les messagesont
tous la mêmelongueuret où le tempsest discret.Nous nousproposonsici d’étudier le
casplus réalisteoù les messagesont deslongueursdifférentes,à valeursréelles,et où le
tempsestcontinu.Lesseulesétudesdu casdeslongueursnon-uniformesantérieuresà nos
travauxavaientétémenéesparHameedet Vaidyaqui testentempiriquement,dans[VH96,
VH97, VH99, HV99], différentesheuristiquesbaséessurl’extensionnaturelledu minorant
d’Ammar et Wong.Cetteétudeestdoncoriginaleen ce sensquec’est la premièreétude
rigoureusedu casdesmessagesdelongueursnon-uniformesmenantà desapproximations
avecgarantiedeperformance.

Commel’avaientsuspectéAmmaretWong,cecasprésenteunecomplexité structurelle
supérieure,quenousvousproposonsdedécouvrirsuruneséried’exemplesintroductifs.

L’existenced’un ordonnancementoptimal périodique n’est plus garantie

Toutd’abord,nousnepouvonsgarantirl’existenced’un ordonnancementoptimalpério-
diquequepourla disséminationdemessagessanscoûtdediffusion,et suruncanal.Du fait
dela continuitédutemps,nousnesavonspasactuellementgérerl’existenceet leslongueurs
despériodesoù rien n’estdiffusé.En cequi concernele casdeplusieurscanaux,contrai-
rementau casde messagesde longueursuniformes,il sepeutqu’aucunordonnancement
périodiquen’existe,mêmeenl’absencedecoûtdediffusion.
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Exemple2.1 Considéronsle casdela disséminationsurdeuxcanauxdedeuxmessages���
et ��� decoûtsdediffusionnulset telsque: � ����� , � ��� � �� À � � , et � � �"! ° , �#� � �� À � � .
L’extensionnaturelledu minorantd’Ammar et Wong,quenousverronsau Corollaire2.2
Section2.1,nouspermetde démontrerquepour ce casprécis,l’ordonnancementoptimal
a pour coût $±Ù%�'&)(*� �,+ ���.-./ � 0 � �� À � � , qui n’est atteintque lorsque � � estdiffusé tous

les 1 Ê� �2� et �3� tousles 1 Ê� � ! ° . Ainsi l’ordonnancementoptimal, illustré Figure2.1,
diffusecontinûmentle message� � suruncanaletcontinûment��� surl’autre.Comme! °
estirrationnel,l’ordonnancementestapériodique.

4�4544�454 4�4�44�4�46 6 6 6 6 6 66 7 8 7 87 8 7 8 7 8 7 86 9

FI G. 2.1: Il n’existepasd’ordonnancementoptimalpériodiquepour la dissémina-
tion sur deuxcanauxdesmessages � � et �3� de coûtsde diffusionnuls
avec� �:�;� , � �<� � ��)= � � , et �>� � ! ? , �@� � ��)= � � .

Cet exemplereposesur l’irrationnalité de ! ? et peutdoncparaîtreanecdotique.Ce-
pendant,il démontrequesi l’on veutprouver l’existenced’un ordonnancementpériodique
optimalsurplusieurscanaux,il faudraà un momentou un autreutiliser le fait quelesen-
tréessontrationnelles,cequi n’était pasle caslorsquelesmessagesavaienttousla même
longueuret quele tempsétaitdiscret.

L’exemple2.1posenaturellementle problèmedel’obtentiond’un minorant.Rappelons
qu’au chapitreprécédent,Ammar et Wong avaientobtenuleur bornesur le coût optimal
en minorant le coût desordonnancementspériodiques.Cetteapprocheétait justifiée par
l’existenced’un ordonnancementpériodiquequi estoptimal.Or, commenousl’avonsvu, il
n’existepasnécessairementd’ordonnancementpériodiquequi soit optimalpour le casdes
longueursnon-uniformes.

Nousvalideronsmalgrétout cetteapprocheen démontrantque les ordonnancements
périodiquessont “denses”parmi les ordonnancementsoptimaux: le coût de tout ordon-
nancementoptimalpeutêtreapprochéarbitrairementprèsparle coûtd’un ordonnancement
périodique.Ainsi tout minorantdescoûtsdesordonnancementspériodiquesseraun mino-
rantducoûtoptimal.

Cettepropriétéde densiténouspermettraégalementd’établir l’existenced’un ordon-
nancementoptimalenconcaténantunnombresuffisammentgranddepériodesd’ordonnan-
cementspériodiquesde plus en plus prochede l’optimal. Nousne savonscependantpas
actuellementsi dansle casgénéral,il existe un ordonnancementoptimal descriptibleen
tempsfini (autrementqueparla donnéedesentréesdu problème;-) ).
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L’extensionnaturelledu minorant d’Ammar et Wongpeut êtrearbitrair ementloin du
coût optimal

Nousobtenonsl’extensionnaturelledu minorantd’Ammar et WongauLemme2.3en
procédantdela mêmefaçonqueprécédemmentpour le casdesmessagesdelongueuruni-
forme. Pourcela,nousconsidéronschaqueordonnancementpériodiqueet minimisonsla
contribution au coût de chaquemessageà fréquencefixée, en relaxantles contraintesde
non-recouvrement.En minimisantsur les fréquencesdesdifférentsmessages,nousobte-
nonsalorsunminorantsurle coûtdesordonnancementspériodiquesetdoncsurle coûtop-
timal. Commedansle casdeslongueursuniformesceminorantsesimplifie enune“règle
de la racinecarré” lorsqueles messagesont tousun coût de diffusion nul (Corollaire2.2
Section2.2). L’ordonnancementfictif (fictif, car il ne vérifie pasles contraintesde non-
recouvrement)proposéparceminorantdiffusechaquemessage��A à intervallesréguliers,
tousles 1CBA , où 1CB estproportionnelauvecteur D �*E�� . Notonsquelorsquelesmessagesont
tousla mêmelongueur, nousretrouvonsla règledela racinecarréénoncéepage25.

Cependant,contrairementaucasdeslongueursuniformes,cetterèglen’estpasbonneà
suivre carceminorantn’estpasfidèle, c’est-à-direqu’il peutprendredesvaleursarbitraire-
mentfaiblesdevantle coûtoptimal.Plusrigoureusement:

Definition 2.1(Fidélité d’un minorant) Nous dirons qu’un minorant FG&*HI / de la va-
leur optimale J%K<LM&,HI / de la fonction objectif NO&*HI + HP / d’un problèmede minimisationQSR�TVUW,X'Y NO&,HI + HP / d’entrée HI est fidèles’il existe uneconstante� telle quepour touteen-
trée HI :

FG&*HI /<Z[J%K\L]&,HI /<Z^�[_ FG&*HI / (2.1)

L’intérêt del’obtentiond’un minorantfidèleestquesonestimationdu coûtestfiableà
uneconstanteprèset peutdoncservirdebaseà la conceptionet à l’analysed’algorithmes
d’approximation,commenousl’avonsvu auchapitreprécédent.

Considéronsdoncl’exemplesuivant.

Exemple2.2 Observonscequi sepasselorsquè tendversl’infini pour la dissémination
sur un canalde deuxmessages� � et ��� de coûtsde diffusion nuls et de longueurstrès
différentes: � �:�a� , � �<� bb =	� , et �>� � ` , �@� � �b =	� .La règle de la racine carré nous donneque, si l’on relaxe les contraintesde non-
recouvremententre les messages,le coût est minimisé en diffusant � � tous les 1CB��cD �d�5E��e� �gf & � / et � � tous les 1CB� c D � � E�� � �gf &h`i/ . Dansl’ordonnancementfictif
suggéré,illustréFigure2.2,lesrequêtesdemandentle message� � avecprobabilitéf & � / et
sontalorsserviesauboutde f & � / , et demandentle message��� avecprobabilité f & � E.`i/
et sontalorsserviesauboutde f &h`:/ . Ainsi le coûtdel’ordonnancementfictif suggérépar
l’extensionnaturelledu minorantd’AmmaretWongest f & � / .
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FI G. 2.2: L’ordonnancementfictif de coût f & � / suggéré par l’extensionnaturelle
du minorant d’Ammaret Wong, estirréalisablepour deuxmessages � �
et � � decoûtnul avec�.� �;� , �e� �o��p �b =	� et � � � ` , � � � �b =	� .

Cependantcet ordonnancementn’est pas réalisable.Pire, si l’on suit les propor-
tions � E.1CB� �qf & � / et � E.1CB� �rf & � E.`:/ suggéréespour � � et �3� , on obtientl’ordonnance-
mentpériodiquedepériode&h�3� � b� /ts . Or pourcetordonnancement,unerequêtedemande
le message� � avecprobabilité f & � / et attenduM&h`i/ avecprobabilité � E ? . Ainsi le coûtde
l’ordonnancementobtenuestaumoins uv&h`:/ , alorsquenousallonsvoir quele coûtoptimal
estdel’ordre de f &)! `i/ .

En effet, on peutdémontrerfacilementqu’il existeun ordonnancementoptimalpério-
diquepourdeuxmessagessanscoûtdediffusionsuruncanal,etquesapériodeest &hw � wqx� /
ou &hw3� w x� / . En minimisantsur I , onobtientquel’ordonnancementpériodiqueoptimalde

nosdeuxmessages,illustréFigure2.3estdela forme &hw � w b � b� / s .

y y y y y y y y y y y y y y yy y y y y y y y y y y y y y yy y y y y y y y y y y y y y yy y y y y y y y y y y y y y yz z z z z z z z z z z z z z zz z z z z z z z z z z z z z zz z z z z z z z z z z z z z zz z z z z z z z z z z z z z z { { { {{ { { {{ { { {{ { { {
| | | || | | || | | || | | |

n 7 n
4�454 6 6 6 6 6 6 6n 4�4�4 4�454 9

FI G. 2.3: L’ordonnancementoptimalsur uncanalde w � et w�� a uncoûtde f &)! `i/ .
Danscetordonnancement,unerequêtedemandew3� avecprobabilitéf & � E.`i/ etestser-

vie auboutde f &h`}! `:/ enmoyenne.Et, unerequêtedemandew � avec probabilité f & � /
et attenden moyenne f &h`:/ avec probabilité bb = b � b et, en moyenne f & � / avec probabi-

lité b � bb = b � b . Ainsi lescontributionsdechaquemessageaucoûtde l’ordonnancementsont

toutesles deux de l’ordre de f &)! `:/ à l’optimal. Et donc le coût de l’ordonnancement
optimalde w � et w3� est:

f & � / ~ J%K<LS��(*w^� + w � -d� ��f & ! `i/ ~ f &h`i/

Plusieursobservationspeuventêtretiréesdecetexemple.Tout d’abord,l’extensiondu
minorantd’Ammar et Wong n’est pasfidèle dèsqueles messagesont deslongueurstrès
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différentes.De plus, les proportionsqu’elle suggèremènentà desordonnancementsdont
le coûtestarbitrairementgrandpar rapportaucoûtoptimal.Ensuite,cen’estpasle temps
de téléchargementdesmessagesqui esten cause,car il estconstantpour chaquerequête
quelquesoit l’ordonnancement,maisbien le fait quedediffuserun messagelong retarde
considérablementle servicedesrequêtespourlesautresmessages.

Nous verrons dans la Section 2.2 que cet exemple est générique.Nous pouvons
construirepour n’importe quel nombrede canaux,desensemblesde messagesde coûts
de diffusion nuls tels que le coût de l’ordonnancementoptimal soit arbitrairementgrand
devantl’extensionnaturelleduminorantd’Ammar etWong.

Noustraiteronsceproblèmeenenrichissantle minorantdansle casd’un seulcanalpour
tenir compteduretardinduit parla diffusiond’un messagelong (Lemme2.5).

Le casdeplusieurs canauxposeproblème

La disséminationde messagesde longueursdifférentessur plusieurscanauxresteac-
tuellementmalcomprise.Enparticulier, l’exempleprécédentmetenévidenceunenouvelle
particularitépar rapportau casdeslongueursuniformes.Dansle casdeslongueursuni-
formes,l’ajout d’un nouveaucanalpermetde diminuerle coûtd’un facteurconstantd’au
plus �� =	� . En fait, nousverronsau chapitre4 que,contrairementau casdes longueurs
non-uniformes,l’ajout de canauxde diffusion ne changepratiquementpasla forme d’un
ordonnancementoptimallorsquelesmessagesont le mêmetempsdetransmission.Or, dans
l’exempledesdeuxmessagesde l’exempleprécédent,l’ajout d’un canalpermetdepasser
d’un coûtde f &)! `i/ à f & � / . Eneffet l’ordonnancementsurdeuxcanauxqui diffuseconti-
nûment w � sur un canalet continûmentw3� sur l’autre, a un coût constantf & � / . L’ajout
d’un canalpermetdoncde réaliserun gainarbitrairesur le coût lorsqueles messagesont
deslongueurstrèsdifférentes.CetexempleseragénéraliséSection2.2aucasdeplusieurs
canaux.

Un autrephénomèneintéressantestquemêmepourdesmessagesdelongueursentières,
deprobabilitésrationnellesetdecoûtsdediffusionnuls, lesordonnancementsoptimauxsur
plusieurscanauxpeuvent contenirdes“trous”, c’est-à-diredespériodesdurantlesquelles
aucunmessagen’estdiffusé,cequi était impossibledansle modèleprécédentenl’absence
decoûtsdediffusion.

Exemple2.3 Supposonsquel’on veuille diffuserdeuxmessagesw � et w�� de longueurs�d� � ? et � � � � , et telsque w�� soit bienpluspopulairede w � : �e� � & ��p�� / et � � �[� .
Pour � petit, tout ordonnancementoptimal diffusera w � rarement.w^� est le message

critique,aussi,entredeuxdiffusionsde w3� , il estdiffuséde façonoptimaledanstout or-
donnancementoptimal,cartoutécartà cettestratégiecoûtetrèscher. La stratégieoptimale
consistedoncà diffuser w � defaçonsynchroniséesur lesdeuxcanauxendécalé(à la fa-
çondesbriquesd’un mur, cf. Figure2.4pagesuivante).Supposonsqu’unordonnancement
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optimal n’ait pasde trou. Nousavonsvu qu’il était impératif quela diffusion de w^� soit
synchroniséesurlesdeuxcanaux.Or, toutediffusionde w�� , delongueur� , désynchronise
cescanaux,à moinsque w�� nesoit diffusédeuxfois desuite,soit sur le mêmecanal,soit
sur lesdeuxcanaux.Nouspouvonsfacilementdémontrerquepour � assezpetit,aucunede
cesdeuxstratégiesn’estoptimale.

� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �� � � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �4�4544�454 4�4�44�4�488 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8� 9

FI G. 2.4: Pour � assezpetit, il n’existe pas d’ordonnancementoptimal sanstrou
pour la disséminationsur deuxcanauxdesmessages w � et w�� decoûts
dediffusionnulsavec�.� � ? , �e� � & �}pG� / , et � � � � , � � ��� .

Nousdémontronsainsiquepour � suffisammentpetit,enl’absencedecoûtdediffusion,
un ordonnancementoptimal, illustré Figure2.4, diffuse w�� “à la façondesbriquesd’un
mur” surlesdeuxcanauxet,pourdiffuser w3� , arrêtedediffuser w � suruncanalpendant�
unitésdetemps,et laissedoncun oudeuxtrousd’unesurfacetotaled’uneunitédetemps.

Danscechapitre...

... nousallonsapporteruneréponse(partielle)aux interrogationsquenousvenonsdesou-
lever danscettelongueintroduction.

Toutd’abordnousallonsdémontrerSection2.3quele problèmededécisionassociéàla
minimisationdu coûtd’un ordonnancementpourla disséminationdemessagesdecoûtsde
diffusionnulsest ��K -difficile ausensfort (Théorème2.1page77).La preuvedecerésultat
doit êtrefaiteprudemmentcar, étantdonnéquele tempsestcontinuet quelesprobabilités
et leslongueurspeuventprendrea priori n’importentquellesvaleursréelles,nousrisquons
dequitterle cadredesmachinesdeTuring.Aussi,touteslesvaleursquenousutilisonsdans
la preuvesontrationnellesetdetaillespolynomiales.Notonsquecerésultatdémontrequ’il
existe unecomplexité inhérenteà la non-uniformitédeslongueurs,indépendammentdes
coûtsdediffusion.

Nous démontreronsensuite,Section2.3, l’existenced’un ordonnancementoptimal
(Proposition2.1 page79), et qu’il en existe un périodiquepour la disséminationsur un
canaldemessagessanscoûtdediffusion,quel’on peutconstruireentempsfini exponentiel
(Théorème2.2page80).

Nousproposeronsenfin,Section2.4,uneapproximationàunfacteurconstantpourl’or-
donnancementde la disséminationsur un canal(Algorithme2.3 page92). Pourcelanous
dérivonsSection2.2 un nouveauminorantsur le coûtoptimal,qui permetdetenir compte
du retardinfligé auxdifférentsmessagespar la diffusion desmessageslongs(Lemme2.5
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page75). L’étudede la généralisationde notre approcheau casde plusieurscanauxfait
partiedenosperspectivesàcourtterme.

MaisnouscommençonsSection2.1pardémontrerquelquesréductionsqui serontutiles
à la démonstrationdesrésultatsannoncés: la densitédesordonnancementspériodiques,
qui permettrade se concentrersur les ordonnancementspériodiquespour le calcul d’un
minorant; et le fait quela duréeentredeuxdiffusionsd’un mêmemessagepeutêtrebornée
dansun ordonnancementoptimal.

2.1 Réductions

2.1.1 Densitédesordonnancementspériodiques

Commenousl’avonsvu avecl’exemple2.1page59, l’existenced’un ordonnancement
optimal ne peutêtregarantielorsqueles messagesont deslongueursdifférentes.La pro-
priétésuivantenouspermetde nousrestreindremalgrétout aux ordonnancementspério-
diquespourl’estimationducoûtoptimal.

Lemme 2.1(Densitédesordonnancementspériodiques) Pour tout �3�2� , et pour tout
ordonnancement� d’un ensemblede messages w � (*w �,+ � � �	+ wG�v- sur � canaux,il
existeun ordonnancementpériodique�V� dontle coûtvérifie:� J���LM&�� � /<Z � J%��LM&��\/e� �
Preuve. Par définitiondu coûtde � , soit � tel quepour tout ���q� :

� J%��LM&�� +*� ��+ �t ¡/MZ� J%��LM&��¢/	� � E ? . Posons£ � def � � � � � � ���>� et �>¤¢¥�¦ � Q¨§.© A.�>A . Soit �#ª l’ordonnance-
mentpériodiquedepériode &¡�«�G�>¤¢¥�¦i�3£�/ , qui estidentiqueà � sur � ��+ �)  , puisqui diffuse
entre � � + �����>¤¢¥�¦��^£\  surchaquecanalles F messagesparordredepremièreapparition
après� sur ce canal.Par construction,les requêtesqui arrivent entre � et � , sont servies
dans�¬ª aupireaussitardquedans� . Et, lesrequêtesqui arrivententre� et &¡�@��>¤¢¥�¦O�®£i/ ,
sontserviesauplustardauboutde &¯�>¤¢¥�¦¢�G£°�®L�±¬&�� +�� /²/ (Rappel: L�±¬&�� +²³ / estle temps
deservicemoyend’unerequêtearrivantà la date ³ ). Ainsi :

� J%��Lv&��#ªt/ � ��«���>¤¢¥�¦:�´£ � J%��LM&��#ª +*� ��+ �) ¡/
� £µ���>¤¢¥�¦�e���¶¤¢¥�¦:�·£ � J���LM&��#ª +*� � + �¸���>¤¢¥�¦:�´£¢ ¡/

Z � J%��LM&��¢/e� �? � &h£®���>¤¢¥�¦./>&h£®�G�¶¤¢¥�¦��´L�±¬&�� +�� /²/�e���¶¤¢¥�¦:�·£¹ º>» ¼½�¾ �)¿ ªÁÀ
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Ainsi, pour � suffisammentgrand,nousobtenonsle résultatannoncé.Â
La densitédesordonnancementspériodiquesnousassuredoncdu résultatsuivant: mi-

norerle coûtdesordonnancementspériodiques,c’estminorerle coûtdesordonnancements
optimaux.

Corollaire 2.1 Pour toutensembledemessages w sur � canaux:

J%K<LM&hwa/ � RÁTÄÃÅ
périodique

� J���Lv&��\/
De plus, un ordonnancementoptimal parmi les ordonnancementspériodiques,estun or-
donnancementoptimalqui estpériodique.

2.1.2 Borner la périoded’émission

Le lemmesuivant est l’équivalentdu Lemme1.5 page43 du chapitreprécédentpour
lesmessagesdelongueursuniformes.Il nousserviratoutcommecedernierà restreindrela
taille dugraphed’étatspourdémontrerl’existenced’unordonnancementoptimalpériodique
surun canallorsquelescoûtsdediffusionsontnuls.

Lemme 2.2(Inter valle maximal) Pour toutordonnancementpériodique� d’un ensemble
de messages w � (*w �,+ � � �¸+ w��M- sur � canaux,il existe un ordonnancementpério-
dique � � tel quepour tout Æ , la duréeentre les débuts de deuxdiffusionsconsécutivesdu
message w�A estbornéepar Ç , où :

Ç � QS§.©�²È A È � ?�ÉA &�ÊË£Ì��Í¨� � / , avec£ � def �d�	�[_ _ _Ë��� � et Í � def Î �V��_ _ _.� Î �
et tel que:

� J���LM&��V��/:Z � J%��LM&��\/ .
Preuve. Soit � unordonnancementpériodiquedepériode� desmessagesde w sur � ca-
naux.Procédonspar induction,soit w�AÐÏ le messagetel que la duréeentreles débuts de
deux diffusionsconsécutives de wGA Ï soit maximale.Sanspertede généralité,supposons
que ÆtÑ �Ò� . Supposonsquecesdeuxdiffusionssont distantesde plus de Ç . Sansperte
de généralité,noussupposonsque la premièrede cesdiffusionsa lieu à la date � �Ó� .
PosonsÔ � &hÇvE ? / . Le principeestd’insérerunediffusion de w � sur l’un descanauxà
la date � � Ô . Nousdevonscependantle faire prudemment.Tout d’abord,les diffusions
doivent êtredécaléessur chaquecanalde � � aprèsle point d’insertion,afin queles diffé-
rentscanauxrestentsynchroniséscorrectement.Ensuite,nousnepouvonspasinsérerune
diffusionde w � exactementà la date � � Ô , puisquelescanauxsontpeut-êtreentrain de
diffuserun message.Enfin, afin d’éviter de trop retarderla diffusion desautresmessages,
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nousdevons les diffuserégalementau point d’insertion.De sorteà minimiser le surcoût,
cesdiffusionssonteffectuéesparordrededernièreapparenceavantle pointd’insertion.La
constructionde �V� estillustréeFigure2.5.
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FI G. 2.5: Constructionde �V� à partir de � .

Nousallonsconstruireun ordonnancementpériodique�V� de période '¯�[�[£)( comme
suit.Pourchaquecanal* , soit �,+ la datedela fin dela diffusionencoursà la dateÔ dans
l’ordonnancement� sur le canal * , si un messageesten coursde diffusion,et �-+/. Ô
sinon.Notonsque Ô Z2�-+10 Ô �32>¤¢¥�¦ , où 2¶¤¢¥�¦ désignela longueurmaximaled’un
messageQS§.© A42¶A . �V� estobtenuendeuxétapes,illustréesFigure2.5 : tout d’abordeninsé-
rantdans � sur chaquecanal * de � un trou de longueur£ à la date �,+ . Ceci permetde
maintenirlescanauxsynchronisés.Puis,pourchaquemessagew�A , nousrelevonsla date�)A
et le canal * A où a lieu la dernièrediffusiondu messagew A avant �5.qÔ . Et, nousplaçons
surchaquecanal* , dedroiteàgauche,àpartir dela date�6. �,+û�3£ (dansle trou inséré),
lesmessagesw�A telsque *�A�.3* , dansl’ordre (cf. illustrationFigure2.5).Pouranalyserle
coûtdel’ordonnancementobtenu,définissonsquelquesnotations:798 A la duréeentreles débuts deuxdiffusionsconsécutivesde wGA qui chevauchentle

point d’insertiondans� .79: A la duréeentrelesdébutsde la dernièrediffusionde wGA avant le point d’insertion
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et la nouvelle diffusionde w A inséréedans�V� .

7<; A la duréeentreles débuts de la nouvelle diffusion de w�A inséréeet la première
diffusionde wGA aprèsle point d’insertiondans� � .

Parconstruction,nousavons,pourtout Æ :: AÉ� ; A=. 8 AÉ�´£ et ; A�Z 8 A (2.2)

et d’autrepart,pourtout Æ :8 A�Z 8?> etdonc : A	Z ;@> �·Ô �3£ (2.3)

Prouvonsàprésentquele coûtde �V� estinférieuraucoûtde � . Commela périodede �V� est
supérieureà cellede � , il suffit dedémontrerquela variationdu coûtdediffusioncumuléA '¯� � J%��L?'��6(B(C. def '¯��� £D( � J���LE'�� � ( p � � J%��LE'��6( estnégative. La variationdu
coûtcumuléde � à �V� vautclairement:A '¯� �)F '��G(B(G. �H

AJI > Î AK. Í
Soit ÆML.ON , la variationdu tempsdeservicecumulédesrequêtespour w�A vaut:A ' ? �L�±QPR'��TS�w�AU(B(6. :WVA � ;XVA p 8YVA .Z' 8 AC�·£ p ; A[( V � ;EVA p 8\VA.�£ V � ? ; A ' ; A p 8 A (¹ º » ¼È Ñ � ? £' 8 A p ; A (¹ º>» ¼I�]#^`_�a

Z ? £ : A p £ V
Pourle messagew > , la variationdu tempsdeserviceest:A ' ? �L�±QPR'��TS�w > (B(6. : V> � ; V> p 8 V > . : V> � ; V> p ' : > � ; > p £D( V. p ? ;@> ' :b> p £)(¹ º>» ¼c#d _�a � ? :b>¹.º>»d¼È d = a £ p £ V

Z p ? ;@> 'hÔ p £)(e� ? £:Ô �´£ V
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Ainsi la variationdu tempsdeservicecumuléeestmajoréepar:A ' ? � L�±%P9'��6(B(:Z p ?�e >�;@> 'hÔ p £D(«� ? £<Ô �´£ V � ? £ �H
AJI V e A : A¹ º>» ¼È#f#g)= d = a

Z p ? ;@>¹dº>».¼c#d _%hUiQj`k' e > Ô p ? £D(«�´� £<Ô �mlË£ V
Z p ? 'hÔ p £)(n' e > Ô p ? £D(e�´� £<Ô �mlË£ V
Z p ?�e > Ô V �3N � £<Ô

Finalement,la variationtotaledu coûtestmajoréepar:A '¯� � J%��L?'��6(B(:Z p e > Ô V ��ÊË£<Ô ��Í
Z � , pour Ô � Ne > ' ÊË£®��Í¨�3No(

Enprocédantsurtouslesintervalles“à problème”,nousobtenonsauboutd’un nombrefini
d’étapes,l’ordonnancementpériodiqueannoncé.Â
2.2 Minor er le coût d’un ordonnancementoptimal

Commenousl’avonsvu auchapitreprécédent,trouver un bonminorantestuneétape
clépourla résolutionduproblèmedela disséminationdedonnées.Nousallonstoutd’abord
généraliserle minorantd’AmmaretWongaucasdeslongueursnon-uniformes.Notonsque
ceminorantestà la based’un certainnombred’heuristiquestestéesexpérimentalementpar
HameedetVaidyadans[VH96, VH97, VH99,HV99]. Ceminorantnouspermettrad’établir
dansla sectionsuivantela ��K -duretédu problème.

Nous démontreronscependantque l’on peut étendreau cas de plusieurs canaux
l’exemple2.2 de l’introduction, et établir ainsi quece minorantn’est pasfidèle dèsque
les messagesont des longueurstrès différentes.Nous proposonsdonc au Lemme 2.5
page75 un nouveauminorantpour le casd’un canalqui nouspermettradeconstruireunel -approximationà la Section2.4.

2.2.1 Extensionnaturelle du minorant d’Ammar et Wong

A l’instar duchapitreprécédent,nousobtenonsunpremierminorantsurle coûtoptimal
d’un ordonnancement,enrelaxantlescontraintesdenon-recouvremententrelesmessages.
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Lemme 2.3(Extensionnaturelle du minorant d’Ammar et Wong) Le problèmede mi-
nimisationnon-linéaire P � V 'hwZ( suivantestun minorant sur le coûtde tout ordonnance-
ment � desmessages w > S � � � S�w�� de longueurs 'p2¶A[( , deprobabilités ' e A[( , et decoûtsde
diffusion ' Î AU( , sur � canaux:

P� V 'hwZ( qrrrrs rrrrt QSR�Tu4v Ñ �H
AJI > e Ap2¶AC� �H

AJI >Ew e A`x>A? � Î Ax Any
Surle domaine:

�H
AJI > 2 Ax>A Z[� (2.4)

Ceproblèmedeminimisationadmetuneuniquesolution x B , telleque:x BA . ? Î A@�mz B 2>Ae A S pourun certain z B � � , (2.5)

tel que : si { �AJI > 2¶A�D e A�E%' ? Î A�( Z � , alors z B . � ; et, sinon, z B est l’unique solution
positiveà : { �AJI > 2>A D e A E%' ? Î A@�mz B 2¶A[(6.�� .
De plus,ceminorant estréalisépar un ordonnancementpériodique� sur � canauxsi et
seulementsi chaquemessage w�A estdiffusédans� périodiquement,tousles x BA exactement.

Note 2.1 Notonsquecontrairementaucasdescanauxsynchronisésétudiéauchapitrepré-
cédent,nousn’avonsplusla contrainte: x>A��|N .
Preuve. La preuve estidentiqueà cellesdonnéesdeslemmes1.2page35 et 1.3 page37
du chapitreprécédent,nousenrappelleronsseulementlesgrandeslignes.

Soit � un ordonnancementpériodiquedesmessagessur � canaux,depériode� , et de
coûtfini. Soit }«A le nombredediffusionsdu messagewGA parpériode.En constatantquele
tempsdeserviceestminimisési le messagew�A estdiffuséà intervallesréguliers,onobtient
enrelaxantlescontraintesdenon-recouvrementdesmessages,quele tempsdeservicedes
requêtespourle messagew A estminorépar:

L�±%P~'��TS�w A (:� x>A? �R2 A S où x A . � E�} A (l’inversedela fréquencede w A )
et quecettevaleurestatteintesi et seulementsi w�A estordonnancépériodiquementexacte-
menttousles x>A . D’autrepartsacontribution aucoûtdediffusionvaut:

�DF '��TS�wGAU(�. Î A } A� . Î Ax>A
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2.2.1 Extensionnaturelleduminorantd’AmmaretWong

Ainsi, le coûtdel’ordonnancementpériodique� estminorépar:

� J���LE'��6(i� �H
A�I > e Ap2¶A¹ º » ¼

Tempsdetéléchargementmoyen

� �H
AJI > w e A`x>A? � Î Ax>A y

Or, commel’ordonnancementestpériodiquedepériode� sur � canaux,nousavons:�H
AJI > } A 2 A Z·�^_d��S c’est-à-dire

�H
AJI > 2¶Ax>A Z[�

Ainsi en minimisantavec cettecontrainte,nousobtenonsle minorant P� V 'hwO( annoncé
pourle coûtdesordonnancementspériodiques. Comme,d’aprèsle corollaire2.1:

J%K<L?'hwO(G. RÁTÄÃÅ
périodique

� J���LE'��6(P � V 'hwO( estbienunminorantsurle coûtdetout ordonnancement.

Eneffectuantle changementdevariable�.A=.3x>A Eo2>A , noussommesramenésauproblème
deminimisationsuivant: qrrrrs rrrrt QSR�T� v Ñ �H

AJI >?w e Ap2>A`�.A? � Î A2>A`�.Any
Surle domaine:

�H
AJI > N�.A Z[� (2.6)

D’aprèsle lemme1.3,le problèmedeminimisationnon-linéaire(2.6)admetuneunique
solution �CB , dontl’expressionestla suivante:� BA . z B � ? Î A�Eo2>Ae A 2 A S pourun certain z B � � ,

tel que : si { �AJI >T� e Ap2 VA E%' ? Î A�( Z � , alors z B . � ; et, sinon, z B est l’unique solution

positive à : { �AJI > D e A 2 A E%' ? Î A Eo2 A ��z B (6.�� . D’où noustironsl’expressionde x B .
Commela solution xCB de P � V 'hwO( estunique,la valeurde P � V 'hwO( est,parconstruc-

tion, réaliséeparun ordonnancementpériodique� sur � canauxsi et seulementsi chaque
messagewGA estdiffusédans� périodiquement,exactementtousles xCBA .

C.Q.F.D. Â
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Lorsquelesmessagesn’ontpasdecoûtdediffusion,l’expressionduminorantP� V 'hwZ(
sesimplifie,commedansle casdeslongueursuniformes,enunerèglede“la racinecarré”.
Cependant,nousverronsdansl’exemplequi suit, quecetterèglemèneà desordonnance-
mentsdontle coûtpeutêtrearbitrairementloin del’optimum, lorsquelesmessagesontdes
longueurstrèsdifférentes.

Corollaire 2.2(Casdescoûtsde diffusion nuls) Lorsquelesmessages w > S � � � S�wG� ont
des coûts de diffusion nuls, alors la solution xCB du problème de minimisation non-
linéaire P � V 'hwZ( estproportionnelleau vecteur D 2*E e . Ainsi, la valeur du problèmede
minimisationest: P� V 'hwZ(6. �H

AJI > e A�2>AC� N? � � �H
A�I > D e A�2>A�� V (2.7)

Preuve. D’aprèsle lemmeprécédent,lorsqueles coûtsde diffusion sont nuls, la solu-
tion x B de P� V 'hwO( estproportionnelleauvecteurD 2,E e : '��@Æ�(-x BA .�D 2¶A[z B E e A , où z B � �
estla solutionde { �� I > D 2 � e � E�z B .�� . Ainsi,� z B . N� �H� I > D e � 2 �
Et donc, P� V 'hwZ(6. �H

AJI > e AJ2>AÉ� N? � �H� I > D e � 2 � �H
AJI > e A 2 Ae A

C.Q.F.D. Â
Nousl’avonsannoncédansl’introduction : le minorant P� V 'hwZ( n’estpasunebonne

estimationdela valeurducoûtoptimal.Enfait, nousallonsgénéraliserl’exemple2.2aucas
deplusieurscanauxenprocédantparrécurrencesurle nombredecanaux.Nousdémontrons
ainsiqueceminorantestarbitrairementfaibledevantle coûtoptimal,quelquesoit le nombre
decanaux.

Exemple2.4 Noussouhaitonsdémontrerquelorsquelesmessagesont deslongueurstrès
différentesle minorant P� V estarbitrairementfaible devant le coûtde l’ordonnancement
optimal.

Pourcela,nousallonsexhiberun ensemblew b de '�� �/No( messages,paramétrépar
unelongueur“étalon” ` , et tel que:7 la règledela racinecarrédonnequele minorant P � V 'hw b ( estconstantenfonction

de ` ,
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2.2.1 Extensionnaturelleduminorantd’AmmaretWong

7 alorsque le coût de l’ordonnancementoptimal de w b tendvers l’infini lorsque `
tendversl’infini.

Nousdéfinissonsles caractéristiquesdesmessagesw b> S � � � S�w b� = > de w b , de coûtsde
diffusionnuls,dela façonsuivante:

w bA a longueur2¶AK.�` A�_ >
,

etprobabilitée A .3�OE.` A�_ >
, où � estchoisitel quee > �[_ _ _Ë� e � .ZN .

Notonsquepourchaquemessagew bA , nousavonse A�2>A=. f '�No( . Ainsi, la règledela racine
carrédonnequela valeurde P� V 'hw b ( estconstantequand̀ tendversl’infini.

Noussommesintéressésparl’ ordredegrandeurducoûtoptimald’un ordonnancement
de w b sur � canaux,lorsquè tendversl’infini. Aussi,nouspouvonsnousrestreindreà
l’étuded’ordonnancementsasymptotiquementoptimaux, c’est-à-diredontle coûtestle coût
optimal à un facteurconstanten ` près.Cetteréductionva nouspermettred’exhiber une
formerelativementsimpled’ordonnancementsqui serafacileàanalyser.

La propositionsuivanteétablitparrécurrencequele coûtoptimald’un ordonnancement
de w b estdel’ordre de f 'h` > ¿ V�� ( et tenddoncversl’infini lorsquè tendversl’infini.

Lemme 2.4 Il existeunordonnancementasymptotiquementoptimal � � 'h`5( sur � canaux
de w b dontle coûtvaut,lorsquè tendvers l’infini :

� J%��LE'�� � 'h`D(B(6. f/� ` > ¿ V��W� ,

et qui estpériodiquedepériode ` � = > ¿ V � . Et donc, J%K\LE'hw b (�. f/� ` > ¿ V � � , alors queP � V 'hw b (�. f '�No( .
En remarquantque P � V 'hw b (6. f '�No( , nousconcluronsque P � V n’estpasfidèle.

Corollaire 2.3(Non-fidélité de ����� ) Quelquesoit le nombredecanaux,ll existedesen-
semblesde messages w dont le coût optimal est arbitrairementgrand devant le mino-
rant P� V 'hwZ( .
PreuveduLemme2.4. Procédonsparrécurrencesur � . Afin d’allégerlesnotations,nous
noteronsw A aulieu de w bA .

Nousavonsvu, dansl’exemple2.2page61,quecettepropriétéestvraiepour ��.ZN .
Considéronsun ordonnancement� des messagessur � canaux.Remarquonstout

d’abordquel’on peutsupposerqu’aucunepairedediffusionsde w � = > nesechevauche,
quitte à multiplier l’attentemoyennedesrequêtespour w � = > par � (en supprimantau
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plus � _ >� desdiffusionsde w � = > ). Ainsi, durantchaquediffusion de w � = > , seulsles� messagesw > S � � � S�w � sontdiffuséssurles '�� p No( canauxrestants.
Par hypothèsede récurrence,il existe un ordonnancementpériodique � � _ > 'h`5(

des messagesw > S � � � S�w � , qui est asymptotiquementoptimal, et dont la périodeest` � _ > = > ¿ V��\� g . Comme ` � _ > ¿ V��\� g ~ 2 � = > . ` � , quitte à multiplier le coût par
un facteurconstant,nouspouvons supposerque,durantchaquediffusion de w � = > , les
messagesw > S � � � S�w � sont diffusés selon ` > _ > ¿ V��\� g périodesde � � _ > 'h`D( sur les'�� p No( canauxrestant.

Entredeuxdiffusionsdu messagew � = > , les � messagesw > S � � � S�w � sontdiffusés
sur les � canaux.Comme,diffusercontinûmentle messagew A sur le canal Æ donneun
ordonnancementdecoût f '�No( (carpourtout Æ , e Ap2¶AK.ON ), cettefaçondediffuserestoptimale
à un facteurconstantprès.

Ainsi nousavonsdoncdémontréquele coûtdenotreordonnancementinitial � peutêtre
minoré,à un facteurconstantprès,parle coûtd’un ordonnancementqui :7 durantles diffusionsde w � = > , diffuse les messagesw > S � � � S�w � sur les '�� pNo( autrescanauxselonl’ordonnancement� � _ > 'h`5( ,7 et entrelesdiffusionsde w � = > , diffusecontinûmentchaquemessagew�A sur le ca-

nal Æ , pour N%Z�Æ<Z[� .

� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �� � � � � � � � � �
� � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � �� � � � � � � � �

� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �
� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �� � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � �
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FI G. 2.6: L’ordonnancementasymptotiquementoptimal sur � canauxdes mes-
sages w > S � � � S�w �ÇÆ > decoûtsdediffusionnuls,et telsque 2nÈÉ.|Ê È�_ > ete È c V .ONoË4Ê È�_ > et e > .ON p ' e V �ÍÌ�Ì�ÌË� e �ÎÆ > ( , a uncoûtde ÏÐ'`Ê > ¿ V � ( .

Si l’on découpecet ordonnancementen blocs délimitéspar les datesdesdébuts des
émissionsdu messagew �ÎÆ > , le coûtmoyendecetordonnancementestunecombinaison
linéairedu coûtdecesdifférentsblocs.Ainsi il estminoréparle coûtdu meilleurbloc.En
minimisantsur la longueurdu bloc, nousobtenonsdoncun ordonnancementdont le coût
estoptimalàun facteurconstantprès.

Si Ñ dénotela distanceentrela fin de l’émissionde w �ÎÆ > et la fin du bloc, le temps
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2.2 Minorer le coûtd’un ordonnancementoptimal

2.2.2 Un minorantfidèlepour la disséminationsur un canal

de servicemoyen (hors tempsde téléchargement)pour le messageÒ~Ó Æ > est Ô � Æ,ÕV ;
et pour l’ensembledesmessagesÖoÒ È�× > È È È Ó , le tempsde servicemoyen vaut : le coûtÏÐ'`Ê > ¿ V �\� g ( de ��ÓØ_ > '`Ê5( pendantla durée Ê Ó de la diffusion de Ò9Ó Æ > ; et ÏÐ'�No( entre
deuxdiffusionsde Ò~Ó Æ > . Ainsi le coûtd’un bloc delongueur '`Ê Ó �9Ñ-( est(à un facteur
constantprès): NÊ Ó ÌÙ'`Ê Ó �~Ñ�(¹ º » ¼

Contributionde ù ³µ´ ÿ � Ê ÓÊ Ó �9Ñ Ì�Ê > ¿ V��\� g � ÑÊ Ó �~Ñ ÌÚN¹ º>» ¼
Contributionde ù ÿn¿�À�À�ÀQ¿ ù ³

Ce qui estminimisépour '`Ê Ó �ÍÑ�( V .1Ê V Ó Æ > ¿ V �\� g , c’est-à-dire,à un facteurconstant
prèsasymptotiquement,pour Ñ<.ÛÊ Ó Æ > ¿ V�� . L’ordonnancementasymptotiquementopti-
malobtenuestillustréFigure2.6pageprécédente.

Le coût de cet ordonnancementest alors ÏÐ'`Ê > ¿ V � ( , et sa période ÏÐ'`Ê Ó Æ > ¿ V � ( .
C.Q.F.D. Â

Ainsi l’extensiondu minorantd’Ammar et Wongn’estpasfidèle lorsquelesmessages
ont deslongueurstrèsdifférentes.La causeenestqueceminorantne tient pascomptedu
retardimposépar la diffusion desmessagestrès longs.Nous allonsvoir dansla section
suivantecommentaméliorerceminorantpourle casd’un canal.

2.2.2 Un minorant fidèlepour la disséminationsur un canal

Nous avons vu lors desdeux précédentsexemples2.2 page61 et 2.4 page72, que
nousdevions tenir comptedu retardimposéauxrequêtesdurantla diffusiondesmessages
trèslongs.Cetteobservation nousa permisde proposerle minorantsuivant du coût d’un
ordonnancementsur un canal.Le principeen estquesur un canal,toutesles requêtesqui
arriventpendantla diffusiond’un messageserontserviesauplustôt à la fin dela diffusion
decemessage.NousdémontreronsSection2.4queceminorantestenfait fidèle.

Lemme 2.5(Minorant pour le casd’un canal) Pour tout � 0Ü�Ý0ÞN , le problèmede
minimisationnon-linéaire P�ßµà suivantestun minorant du coût de tout ordonnancement
desmessagesde Òá./ÖoÒ > S � � � S�ÒG� × sur un canal:

PâßYàÚ'`�GS�ÒZ( qrrrrs rrrrtäãæåJçu4v Ñ �H ÈJI > e Èp2�ÈC� �H ÈJI > w '�N)èé��( e ÈêxnÈë �9� 2 VÈë xnÈ � Î ÈxnÈny
Surle domaine:

�H È�I > 2nÈxnÈYì N (2.8)
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Ceproblèmedeminimisationadmetuneuniquesolution xÁí , telleque:x íÈ . ë Î È �9�K2 VÈ �<z í 2 È'�N)èR�Â( e È S pour un certain z í � � , (2.9)

tel que: si { �ÈJI > 2nÈ � '�NMèé�Â( e È[Ë%' ë Î È@�9�K2 VÈ ( ì N , alors z#íµ. � ; et, sinon, z#í estl’unique

solutionpositiveà : { �ÈJI > 2nÈ � '�NMèé�Â( e È[Ë%' ë Î È@�9�K2 VÈ �<z í 2nÈê(G.ON .
Note 2.2 Cet ordonnancementest le mélangede deuxminorants; lorsque �Z. � , on re-
trouve l’extensionnaturelledu minorantd’AmmaretWongdu Lemme2.3.

Preuve. Commeprécédemment,nousallonsminorerle coûtdesordonnancementspério-
diques.Soit � un ordonnancementpériodiquede période � sur un canal.On note }�È le
nombrede diffusionsdu messageÒ È dansunepériode.D’aprèsla preuve du lemme2.3,
nousavons: î

±%P9'��6(:� �H ÈJI > e È�2nÈC� �H È�I > e È`xnÈë et
�DF '��6(6. �H ÈJI > Î ÈxnÈ (2.10)

Nousallonsdémontrerun nouveauminorantsur le tempsde servicemoyen de � . Consi-
déronsunerequête.Avecprobabilité ï ^ðhU^ñ .ò2nÈêË4xnÈ , elle arrive durantunediffusiondu mes-
sageÒ È et doit doncattendreenmoyenne2 È Ë ë la fin decettediffusionavantd’êtreservie,
auquelil fautajouterle tempsdetéléchargement.Ainsi :î

±QPR'��6(:� �H ÈJI > 2nÈxnÈ 2�Èë � �H� I > e � 2 � . �H È�I > 2 VÈë xnÈ � �H� I > e � 2 � (2.11)

Ainsi, en combinantlinéairementles deuxminorants(2.10)et (2.11)sur le tempsde ser-
vice, nousobtenonsle minorant Pâß\à . L’unicité et l’expressiondela solutionsedéduisent
directementdu lemme2.3enremplaçantÎ È par ' Î ÈÉ�9�=2 VÈ Ë ë ( et e È par '�NMèé�Â( e È . Â
Remarque 2.1 Ceminorantnesegénéralisepasaucasdeplusieurscanaux,cardansle cas
de plusieurscanaux,les requêtesqui arrivent pendantla diffusion d’un messagepeuvent
êtreserviessurlesautrescanaux.

Ceminorantnouspermettra,Section2.4,deconcevoir uneapproximationà un facteur
constantpourla disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformessurun canal.
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2.3 Autourdel’optimalité

2.3 Autour de l’optimalité

2.3.1 óRô -dureté

Théorème2.1( ��õ -dureté) Le problèmededécisionassociéau problèmede la dissémi-
nation de messages sur un canal lorsqueles entréessont rationnelleset où les coûtsde
diffusionsontnuls,estfortementß\ö -difficile.

Preuve. Nousallonsréduirele problèmefortementß\ö -difficile “ ÷ -partition” à celui de
la disséminationsur un canalde messagesde coûtsde diffusion nuls, et de longueurset
probabilitésrationnelles.Rappelonsquele problèmede décision“ ÷ -partition” admeten
entréeø entiers Ñ > S�ù�ù�ùÉSBÑ�ú et doit déciders’il existe unepartition de ÖûNüS�ù�ù�ùTSBø × en ÷
sous-ensemblesý > S�ù�ù�ùÉS�ý�þ , telleque:HÈ�ÿ�� g Ñ#È�.�Ì�Ì�Ì%. HÈ�ÿ���� Ñ�È
Posons

� . def Ñ >�� Ì�Ì�Ì � Ñ�ú . Considéronsl’instancesuivantedu problèmedela dissémi-
nationdemessagessuruncanal: '�ø � No( messagesÒ Ñ S�Ò > S�ù�ù�ùÉS�Ò ú decoûtsdediffusion
nuls,telsque: qs t Ò3Ñ�� 2 Ñ@. � Ë�÷ V et e ÑM.ONoË ëÒ È c > � 2 È .ÍÑ È et e È . Ñ�Èë � (2.12)

Notonsque toutesles entréessont rationnelleset de tailles polynomiales.La règlede la
racinecarrédu Corollaire2.2 donnequela solution x í du minorant Pâß V vérifie pour ce
cas: 	 Ò3Ñ
� xÁíÑ estproportionnelà � ��oË����� � ë � Ë�÷ÒRÈ������ x íÈ estproportionnelà � �nÈ[Ë���È�� � ë �
Ainsi : � í ��� � Ë�� � �� � et � íÈ���� �!� � � �"��#�"�$�%� í . De plus, la valeur du mino-
rant &âß�'(�`Ò)� est: &âß
'(�`Ò*�+�-, úÈ/.�� Ñ 'Èë � � � 02143 � 3�65 '
Considéronsle problème de décision suivant : “Existe-t-il un ordonnancementsur
un canal des messages Ò798�Ò:�#8�ù�ù�ù�8�Òéú dont le coût est inférieur ou égal à;=<?>@BADC Õ E@'GF � F HJI 3 � �þLK '�M ?” . Remarquonsquenotreréductionestbienpolynomiale.

Commenousle verronsci-aprèsauthéorème2.2, il existeun ordonnancementoptimal
et périodiquesur un canalpour toute instancede messagessanscoût de diffusion.Ainsi,
nouspouvonsreformulerce problèmede décisionsousla formeéquivalente: “Existe-t-il
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un ordonnancementpériodiquesur un canaldesmessages Ò  8�Ò � 8�ù�ù�ù�8�Ò ú dont le coût

est inférieur ou égal à
; <L>@BADC Õ E@'GF � F HJI 3 � �þLK ' M ?” . D’aprèsle corollaire2.2, la réponse

à cettequestionest“oui” si et seulementsi il existeun ordonnancementpériodiqueN qui
diffuselemessageÒ7 exactementtousles �Áí �*�O�� � � Ë��P� , etchaquemessageÒRÈ���� exac-
tementtousles � íÈ �*�Q�R�� � � � . Un tel ordonnancementexistesi et seulementsi l’on peut
partitionnerl’ensembledesmessagesÒS�#8�ù�ù�ù�8�ÒRú en � sous-ensemblesTU�#8�ù�ù�ù�8VT þ
telsque(cf. illustrationFigure2.7) :WX @ ÿ Y C �nÈ���Ì�Ì�ÌZ� WX @ ÿ Y[� ��È

\ \ \ \ \\ \ \ \ \\ \ \ \ \\ \ \ \ \] ] ] ] ]] ] ] ] ]] ] ] ] ]] ] ] ] ] ^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^ ^ ^_ _ _ _ _ __ _ _ _ _ __ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ ` ` ` ` ` `` ` ` ` ` `` ` ` ` ` `` ` ` ` ` `a a a a a aa a a a a aa a a a a aa a a a a a b�bcbdfe d*g
hjiVkmlonVpq p qsrut q p q"rBvxw e q pb�bcb q"rzy{w eq"rBvbcb�b qsrBy |

FI G. 2.7: Un ordonnancementqui satisfaitle problèmededécision.

C.Q.F.D. }
Note 2.3 Notonsquenouspouvonségalementdéduirela ßYö -duretédu casdeslongueurs
non-uniformesà partir dela ß\ö -duretédu casdeslongueursuniformesaveccoûtdediffu-
siondémontréeparBar-Noy, Bhatia,Noaret Schieberdans[BNBNS98].Cependant,notre
démonstrationdu théorème2.1n’utilise paslescoûtsdediffusionmaisreposeuniquement
surle fait quelesmessagesn’ont pasla mêmelongueur.

Note 2.4 Ce résultatpeutêtre facilementgénéraliséau casde plusieurscanauxpour dé-
montrer la ßYö -duretédu problèmede décision: “Existe-t-il un ordonnancementpério-
dique de la disséminationsur ~ canauxde ø messages de coûtsde diffusionsnuls et
de longueurs et probabilitésrationnelles,dont le coûtestinférieur ou égalà Ñ ?”. Il suffit
d’ajouterdansla réductionprécédente��~ è 3 � messagesÒRú����#8�ù�ù�ù�8�Òéú���Óo��� de lon-
gueurs����� ú ��� � � �R�  � etdeprobabilitésajustéestellesque �Áí�O� ú �*� � � �"�  � .
2.3.2 Existenced’un ordonnancementoptimal ?

L’hypothèsedu tempscontinu poseproblèmecar elle permetdesoptimisationsqui
n’étaientpaspossiblesavec un tempsdiscret.En particuliercommenousl’avonsvu dans

78



Chapitre2 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes
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2.3.2 Existenced’un ordonnancementoptimal?

l’exemple2.1,l’existenced’un ordonnancementpériodiquen’estplusgarantiedèsquel’on
ordonnancesurplusdedeuxcanaux.

La propositionsuivanteestuneconséquencedirectedulemmededensitédesordonnan-
cementspériodiquespage65.

Proposition 2.1(Existenced’un ordonnancementoptimal) Pour tout ~ � 3
et pour

toutensembledemessages � , il existeunordonnancementoptimalsur ~ canaux.

Preuve. L’idée estde concaténerun certainnombrede périodesd’ordonnancementspé-
riodiquesdeplusenplusprochedu coûtoptimal.La constructionrestedélicatecar il faut
s’assurerquele coûttendcontinûmentversl’optimum,sans“secousse”aupointdejonction
entredeuxordonnancements.

Soit ��N���� unesuited’ordonnancementspériodiquestellequepourtout � , �����
����N�������������Q�*��� 3 �9� � . NousallonsconstruireparrécurrenceunordonnancementN etunesuite
croissantededates���G�#� telsque:�������c8 �������:�{���c8 ����� ����N¡8 ¢ £D8¤�x¥����¦�������Q�*�4� 3 �9� �c���
Un tel ordonnancementN seradoncoptimal.

Commençonspar remarquerquepour tout ordonnancementpériodiqueN , il existeun
point § tel que, pour tout �¨�©£ , �����
����N¡8 ¢ §�8¤§ª����¥��2�«����� �¬��N�� . En effet, soit§ un maximumde la fonction continueet périodique ¯® IQ°²±³ ° �����
����N¡8 ¢ £D8 ° ¥���´° �����
����N+� K sur unepériode.alors,pour �?�f£ : µ��§J�6�V���¶��§o�6�V�Z�����
����N¡8 ¢ £D8¤§"���¥��·´¸��§¨�¹�¤�Z�º��� �L��N+�U� µ��§��»� §������ ����N¡8 ¢ £D8¤§¼¥��o´½§������
�¬��N+� . Or ��§¨��¤�Z����� �¬��Nj8 ¢ £D8¤§:�¾��¥��¿� §������
�¬��N¡8 ¢ £D8¤§¼¥��¬�²�=�����
�¬��N¡8 ¢ §�8¤§À�¾��¥�� et donc pour
tout ���S£ , �=�����
����N¡8 ¢ §�8¤§��ª��¥����S�Z����� ����N+� .

Quitte à décalerles ordonnancements��N���� , nouspouvons donc supposerque, pour
tout � : ���Á���S£Â� ����� �¬��N�� 8 ¢ £D8¤�x¥����¦�º��� ����N����
En particulier, le tempsdeservicemoyendesrequêtesqui arriventà �+�Ã£ vaut:� Ä���N � 8V£Â���Ã�����
����N � �
PosonsÅf�½� � �¦Æ�Æ�Æ��7��Ç , È¦�¯É � �ÃÆ�Æ�Æ��ªÉ�Ç , et ��Ê+Ë{ÌR�-Í�Î�ÏD�Ð��� . Pourétablir la jonc-
tion entreles différentsordonnancements,nousallonsplacerentreeux touslesmessages.
Pour cela,nousallonsdéfinir pour tout � et pour tout �R�U£ , l’ordonnancementN ��Ñ Ò de
longueur ���j�:� Ê+Ë{Ì �6Å�� qui estidentiqueà N�� sur ¢ £D8¤��¥ , puisentre ¢ �c8¤�µ�:� Ê+Ë{Ì �6Å+¥ dif-
fusechaquemessageunefois, dansl’ordre de la prochainediffusion dans N�� sur le canal
de cettediffusion. Ainsi toute requêtequi arrive à une date §¯�$� dans N��cÑ Ò est servie
au plus tard aussitard quedans N�� . Ainsi nousgarantissonsque pour tout £¦�¶§f�¶� ,
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�����
�¬��N �cÑ Ò 8 ¢ £D8¤§=¥��¬�*�º��� ����N � 8 ¢ £D8¤§¼¥��L�)�����
�¬��N � � . Estimonsle coûtde l’ordonnan-
cementN�� sur ¢ �c8¤�Ð�Á� Ê+Ë{Ì �ÓÅ+¥ . Le coûtdesdiffusionsdans¢ ��8¤�Ð�?� Ê+Ë{Ì �ÓÅ�¥ estclairementÈ .
Supposonsquel’ordonnancementN���Ñ Ò soitsuivi d’unepériodede N��¤��� après���#�?� Ê+Ë{Ì �ÁÅ�� .
Alors le tempsde servicepour les requêtesqui arrivent dans ¢ ��8¤�j�S� Ê+Ë{Ì �6Å+¥ estmajoré
par � Ê+Ë{Ì �ªÅP�ª� Ä���N��G����8V£Â���ª� Ê+Ë{Ì �ÀÅÔ�:�º��� ����N��G���c� .

Supposonsmaintenantquenousayonsconstruit N jusqu’àla date � �c��� , enparticulier:�����
�¬��N¡8 ¢ £D8¤�G������¥��"�U�����Õ� 3 �9� �c�¼' . Nousdiffusonsdonc dans N , aprèsla date �G�c��� ,
l’ordonnancementN �cÑ Ò . Evaluonsle coûtde N surtout intervalle ¢ £D8¤� ����� �"§=¥ , ensupposant,
paranticipation,que N��cÑ Ò serasuivi parl’ordonnancementN��¤��� . Pourtout £Ó�S§%�S� , nous
avons:�����
����N¡8 ¢ £D8¤� ����� �7§=¥��+� �{�c����{�c�����7§ �º��� ����Nj8 ¢ £D8¤� �c��� ¥��4� §�{�c�����7§ �º��� ����N � 8 ¢ £D8¤§¼¥���Ã�������Q�*�4� 3 �9� �c�¼'
et pour §ÕÖ×¢ �c8¤���×� Ê+Ë{Ì �ªÅ�¥ , nousavons:�����
�¬��N¡8 ¢ £D8¤�G�c���j�7§=¥���� � ������{�c���¡�7§ �����
����N¡8 ¢ £D8¤�{�c���V¥���� ��{�c���¡�7§ �����
����N+�

� . def ØÙ Ú�Û Ü�O� Ê+Ë{Ì �ªÅ����O� Ê+Ë{Ì �ªÅP�×ÈÓ�ª� Ä���N��¤����8V£Â�¤��G�c�����ª§�Ã�����¬�Q�*�4� �G�c��� �9� ���¼' �ª� �9� � �ªÝ�G�������7�Û Ü�Ù Ú�#Þßáà+â �xãG'Gä
Ainsi pour � suffisammentgrand,nouspouvonsgarantirque,pourtout §ÕÖ×¢ ��8¤�#�?� Ê+Ë{Ì ��Å+¥ :�����
�¬��N¡8 ¢ �G�����#8¤�G�c�����7§=¥����Ã�������Q�*�4� 3 �9� �c���
Il suffit alorsdeposer�G���*���¼�Õ� Ê+Ë{Ì �ÔÅ�� . La preuve setermineparinduction.C.Q.F.D. }

Nousavonsdoncprouvél’existenced’un ordonnancementoptimal grâceà la simple
densitédesordonnancementspériodiques.L’ordonnancementobtenun’est cependantpas
descriptibleentempsfini.

En fait la disséminationdemessagesdecoûtsdediffusionnulssurun canalestun cas
qui estbienmieuxcompriscommele démontrele théorèmesuivant.

Théorème2.2(Existenced’un ordonnancementoptimal périodique) Il existe un or-
donnancementoptimal périodiquesur un canal de tout ensemblede messages de coûts
dediffusionnuls.
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Chapitre2 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes
2.3 Autourdel’optimalité

2.3.2 Existenced’un ordonnancementoptimal?

De plus,il existeun algorithmeentempsfini, exponentiel,qui le construit.

En revanche, il existedesensemblesde messagesde coûtsde diffusionnuls qui n’ad-
mettentpasd’ordonnancementpériodiqueoptimalsur plusdedeuxcanaux.

Preuve. Cettepreuve reposesur la constructiond’un graphed’étatssimilaire à celle du
chapitreprécédent.Commelesmessagesn’ont pasdecoûtdediffusion,et quela dissémi-
nationa lieu surun canal,nouspouvonsrestreindrenotreétudeauxordonnancementssans
“trou”.
Considéronsdonc le graphevalué infini å X suivant. Les sommetsde å X sont les æ -
uplets çè �êé è ��8�ë�ë�ë�8 è Ç�ì où è � estun nombreréelpositif. Etreausommet çè autemps� si-
gnifiequele début dela dernièrediffusiondechaque� � avant � adémarréàla date ���í´ è � � .
Une arête î , étiquetée“ � � ” et de longueur � � , relie le sommet é è �#8�ë�ë�ë48 è � 8�ë�ë�ë�8 è Ç�ì au
sommet é è �¡�×� � 8�ë�ë�ë48G� � 8�ë�ë�ë�8 è Ç �×� �ïì . Passerpar cette arêteétiquetée“ � � ” entre les
dates� et �����¨� � � signifie que l’on diffuse le message� � à la date � . Nousassocionsà
cettearêteun coûtcorrespondantausurcoûtinduit parla diffusionencours,quenousdéfi-
nissonscommeauchapitreprécédentcommele rétro-coûtcumulésurla période ¢ �c8¤�4�×� � ¥ .
L’attenteenarrièremoyennepourle message�%ð entre� et ���=�%� � � , pendantla diffusiondu
message� � , vaut �O� � �9� � è ðÐ� . Ainsi :ñ�ò�óôZõcö�÷ �ïî��+�ÃÉ � �×� � Æµø ÇWð�.�� �ùð��Vð�� � �� � ÇWðc.��¤Ñ ð9ú. � �ùð è ð#û (2.13)

Tout commeau chapitreprécédent,nousassocionsà chaquechemin ü dans å X un coût
égalaucoûtdesarêtesqui le composent,moyennéparla longueurdu chemin:ñ�ò4óô=õ ö ÷ �Oü���� ,¨ýVþÐÿ ñ�ò4óô=õ ö ÷ �ïîÐ�,Ãý�þ ÿ�� ò���� ô��#ô�� �ïîÐ� , si ü estfini,

et ñ�ò4óô=õ�ö�÷ �Oü���� � 	 Í�
 ô�� Þ�� ñ�ò4óô¼õ�ö�÷ I �ïî(�#8�ë�ë�ë�8�î  � K , si üs�*�ïî � � � ��� .
A tout chemininfini ü de å X , nousassocionsun ordonnancementN ÿ sanstrou défini par
la concaténationdesétiquettesdesarêtesde ü . Par construction,le coût de ü correspond
au rétro-coûtde N ÿ . Le théorèmede réversibilité page31, quenousavonsdémontrépour
le modèlegénéraldes longueursnon-uniformes,nousassurealors que le coût de ü est
égalementle coûtde N ÿ : �����
����N ÿ �µ� ñ�ò4óô¼õ�ö�÷ �Oü4�
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De plus, l’application �Oü ±³ N ÿ � est une surjectiondescheminsinfinis de å X sur les
ordonnancementssanstrousuruncanaldesmessagesde � . Ainsi :�����L�Q�)�+� 	 ���

cheminsinfinis ÿ ñ�ò�óôZõ�ö�÷ �Oü4�
Le lemme2.2 nouspermetde restreindrenotrerechercheaux ordonnancementsdansles-
quelsla duréeentrelesdébuts dedeuxdiffusionsconsécutivesdechaquemessage� � est
bornéeparuneconstante� . Noussommesdoncramenésà la recherched’un cheminop-
timal dansle sous-grapheå X � � de å X induit par les sommetsçè tels que è � Öê¢ £D8��
¥ .
Cependant,contrairementau casdu chapitreprécédent,cesous-graphen’estpasde taille
finie.

Le lemmededensitédesordonnancementspériodiquespage65nouspermetcependant
derestreindrenotrerechercheauxordonnancementspériodiques.Eneffet, si noustrouvons
un ordonnancementN�� optimal parmi les ordonnancementspériodiques,cet ordonnance-
mentseraoptimalpardensité.Aussinoussommesramenésà rechercherun cycle optimal
danså X � � . Considéronsunsommetçè d’un cycle ü de å X � � : chaqueè � estunecombi-
naisonlinéaireentièredeslongueursdesmessages� ð . å X � � n’admetdoncqu’unnombre
fini decycles. Il existedoncun cycle optimal ü � . L’ordonnancementcorrespondantN ÿ�� est
doncun ordonnancementpériodiquequi estoptimal.

Remarquonsquenouspouvonsconstruireü�� entempsfini enparcouranttouslescycles
de å X � � . Lorsqueles longueursdesmessagessontentières(ou rationnelles),nouspou-
vonsutiliser l’algorithme de recherched’un cycle de poidsmoyen minimal d’un graphe,
décrit par Orlin, Tarjan et Young dans[YTO91]. Nous obtenonsalors un cycle de coût
minimal entempsexponentiel� I æ[� � � Ê+Ë{Ì ���9Å �[È·� 3 � � � Ê���� � ' Ç ��� K . }
Remarque 2.2 Commenousl’avonsvu, dèsquenousconsidéronsplusdedeuxcanauxou
la présencede coûtsde diffusion, des“trous” peuvent apparaîtredansl’ordonnancement
optimal,or nousnesavonspasà l’heureactuellecommenttraiter la présencedecestrous
entempscontinu.

Remarque 2.3(Tempsdiscret) Si l’on retourneaumodèledu tempsdiscret,et quenous
supposonsquelesmessagesontdestempsdetransmissionentiers,alorsnouspouvonsfaci-
lementdémontrer, à l’aide d’uneconstructiond’un graphesimilaireàcelleduchapitrepré-
cédent,qu’il existetoujoursunordonnancementpériodiqueoptimalquelquesoit le nombre
decanauxet lescoûtsdediffusion.

Dansla sectionsuivantenousproposonsuneapproximationà un facteurconstantpour
la disséminationdemessagesquelconquessurun canal.
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Chapitre2 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur uncanal

Algorithme 2.1Approximationrandomiséepourla disséminationsurun canal

Entrées:

1. Un ensemblede æ messages�:�#8�ë�ë�ë�8V� Ç deprobabilitésdedemande�z� � � � .������ Ç ,
detempsdetransmission�O� � � � .������ Ç etdecoûtsdediffusion �QÉ � � � .������ Ç .

2. Unedistribution defréquencesdediffusion �� � � � .�!"��� Ç , telleque:  Ðµ�ÃÆ�Æ�Æ��# Ç �3
, et unelongueur“f antôme”��%$S£ .

Sortie :

Boucler

Tirer &�Ö(' £D8�ë�ë�ë¡8¤æ() avecprobabilité  #� .
Si &j�¨£ alors

Ne riendiffuserpendantunepériodededurée�� .
Sinon

Diffuserle message� � .
2.4 Approximations d’un facteur constantsur un canal

A l’instar duminorantd’AmmaretWong,notreminorant&+*-, proposedesfréquences
de diffusion � 3 � � �� � pour chaquemessage� � . De plus, il “recommande”égalementde
diffuserchaquemessageà intervalle régulier. Nousallonsdoncproposerunegénéralisation
de l’algorithme randomiséde Gecseipour le casdesmessagesde longueursuniformes.
Nousdérandomisonsensuitecetteheuristiquepourobtenirun algorithmedéterministequi
génèreun ordonnancementpériodiquedepériodequadratiqueenle nombredemessages.

2.4.1 Approximation randomisée

Etantdonnéquele tempsestcontinu,la générationdetrouséventuelsdansl’ordonnan-
cementposeproblème.Nousintroduisonsdoncun message“f antôme”qui estsélectionné
lorsquel’on nedoit riendiffuser. Salongueur.0/ estdonnéeenentréedel’algorithme.Cepa-
ramètrepermetdedéterminerle pasdestrous: plus . / estfaible,meilleureestla précision
mais,plus le nombrede tiragesaléatoireslors du calcul de l’ordonnancementaugmente.
L’algorithmeestdécritsurcettepage.

Lemme 2.6(Analysede l’appr oximation randomisée) L’algorithme 2.1 produit un or-
donnancementN desmessages de � �1' �:�#8�ë�ë�ë�8V� Ç ) sur un canal dont l’espérance
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du coûtvérifie:2 ¢ �����
�¬��N+��¥�� ÇW � .�!  �243 ¢ .c¥ . '�� � ÇW � .�� �¼� 243 ¢ .�¥ � � ÇW � .�� Éc�  �253 ¢ .c¥ , (2.14)

où
256 ¢ 7í¥�� def

ÇWðc.�/ ° ð87 ð , pour tout �97 ðÐ� et toutedistribution � ° ðÐ� .
Ainsi si l’on choisitlesprobabilitésdediffusionsenfonctiondela solutionduminorant,

nousobtenonsuneapproximationàun facteurconstant.

Proposition 2.2(Approximation randomisée) Etant donné £;:=<>: 3
, si ��� est la so-

lution du problèmede minimisationnon-linéaire &+*%,��?<�8V�*� et si l’on définit � �/ par :.0/� �/ � 3 ´ ÇW � .�� . �� �� et quepour tout &?�¾£ ,  � � 3 � ����, Çð�.�! 3 � � �ð , l’algorithme randomisé2.1

génère un ordonnancementN dontle coûtestbornépar :2 ¢ �º��� ����N���¥��SÍ�Î�Ï 1 3< 8 �3 ´@< 5 Æ I &+*A,(�?<�8V�)�µ´ 2CB ¢ .�¥ K � . /�
(2.15)

Pour <P� 3 �"D
, nousobtenonsune

D
-approximation:2FE ����� �¬��N���GGGG <Ô� 3DIH � D &+* , �?< � 3 �"D 8V�*�¡� .8/� ´ D 2 B ¢ .c¥ (2.16)

Remarque 2.4(Résolutionapprochée) L’analysedela résolutionapprochéeduproblème
deminimisation &+*%, feral’objet du chapitre� , où cetteproblématiqueseraabordéedans
le cadregénéraldesdifférentsminorantsmisenjeu danscedocument.

L’analysedesperformancesde l’algorithme de la proposition2.2 a pour conséquence
immédiateque &J*-, estun minorantfidèle.

Corollaire 2.4(Fidélité de KMLJN ) Pour tout ensemblede messages � , le coût optimal
d’un ordonnancementsur un canalvérifie:�����L�Q�)��� D &J*-,(�?< � 3 �"D 8V�)�

Commele tempsestcontinuet avancede façonaléatoireau gré destempsde trans-
missiondesmessagessélectionnés,nousavonsbesoindequelqueslemmespréliminairesà
l’analysedesperformancedenotrealgorithmerandomisé.Ceslemmesdémontrentqueles
messagessontbiendiffusésavecla fréquencesouhaitée.Leursdémonstrationsreposentsur
desthéorèmesdu type“Loi desgrandsnombres”et sontproposéesenannexe page97.
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Chapitre2 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur uncanal

2.4.1 Approximationrandomisée

Lemme 2.7(Analysede la fréquencedediffusion) Soit �7�PO�� la variable aléatoire qui
comptele nombre detiragesaléatoireseffectuéspar l’algorithme 2.1page 83 pour ordon-
nancerlesmessagesentre £ et O . Alors :� 	 ÍQ Þ�� �ª�PO��O � 3253 ¢ .c¥ , avecprobabilité

3
. (2.17)

En particulier :
2SR � 	 ÍT
 ô��Q Þ�� �7�PO��O U � 32 3 ¢ .�¥ .

Remarque 2.5 Ce résultatest très naturel,en ce sensqu’étant donnéque la longueur
moyennedesmessagesdiffusésest

243 ¢ .c¥ , intuitivement,il y a O � 2V3 ¢ .�¥ diffusionsentre £
et O . Cependantla valeurmoyennede l’inversen’estpasengénérall’inversede la valeur
moyenne.

Corollaire 2.5(Fréquencedesmessages)Soit �L�¤�PO�� la variablealéatoire qui comptele
nombre dediffusionsdu message � � entre £ et O dansl’ordonnancementgénérépar l’al-
gorithme2.1page 83.Alors :� 	 ÍQ Þ�� � � �PO��O �  �253 ¢ .�¥ , avecprobabilité

3
. (2.18)

En particulier :
2SR � 	 ÍT
 ô��Q Þ�� � � �PO��O U �  �2 3 ¢ .c¥ .

Nouspouvonsàprésentanalyserlesperformancesdenotrealgorithmerandomisé.

Preuvedela Proposition2.2page précédente. Commençonsparanalyserle coûtdel’or-
donnancementgénéréparunedistribution defréquences�� � � donnée.

Analysedu tempsdeservicedel’ordonnancementgénéré. Considéronsunerequêtepour
le message� � arrivantà la date� . Sontempsdeservice� Ä���N¡8V� � 8¤�¤� estla sommededeux
variablesaléatoiresetdu tempsdetéléchargementde � � : � Ä���N¡8V� � 8¤�V�+�XWo���V���#Y � �Z. � .WJ���V� estle tempsécouléjusqu’àla fin dela diffusiondu messageencoursà la date� , et Y �
estla duréede l’attentedepuis���TWJ���V� jusqu’audébut dela diffusionde � � . NotonsqueWJ���V� estindépendantde & , et que Y � estindépendantde � .

Calculonstoutd’abord
2 ¢ Ws���¤��¥ . Unerequêtearrivedurantl’émissiond’un message�Ôð

avec probabilité égaleà
2 ¢ � 	 Í�
 ô�� Q Þ�� .Vð#��ð��PO�� � O�¥ �  �ð[.¤ð � 2V3 ¢ .�¥ , et attendalors en
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moyenne. ð �9� . Ainsi : 2 ¢ Wo���V��¥�� ÇWð�.�! .Vð� Æ  cð[.Vð2 3 ¢ .c¥ (2.19)

Ensuite,si \ � désignela variablealéatoiredela longueurdu ] ièmemessagediffusésachant
qu’il estdifférentde � � , nousavons:2 ¢^Y � ¥�� 2`_ W �a/ �9\ �� �¦Æ�Æ�Æ��;\ � ��� 3 ´b � � �  �dc
Commela sérieest convergenteà termespositifs, nouspouvons permuterles termeset
utiliser queindépendammentde ] :

2 ¢ \ � ¥�� , Çð�.�!9Ñ ð9ú. � 39e�¤� 3 @ .¤ð . Nousobtenonsalorsque:2 ¢^Y � ¥�� , Çð�.�!9Ñ ð�ú. �  cð8.¤ð � (2.20)

En sommantles équations(2.19) et (2.20) sur les requêtespour les différentsmessages,
nousendéduisonsl’espérancedu tempsdeservicedel’ordonnancementgénéré:2 ¢ � ÄD&×��N���¥�� ÇW � .�!  �253 ¢ .c¥ . '�� � ÇW � .�� � � 243 ¢ .c¥ � (2.21)

Analysedu coût de diffusion de l’ordonnancement. Par définition, �Vf���Nj8 ¢ £D8gO�¥��-�, Ç� .�� Éc�Q�L�¤�PO�� � O . Or, nousavons :
2 ¢ � 	 Í�
 ô�� Q Þ�� �¬�V�PO�� � Oº¥Ó�h  � � 2 3 ¢ .�¥ . Ainsi par la

linéaritédel’espérancenousobtenonsque:2 ¢ �Vf���N+��¥�� ÇW � .�� É �  �253 ¢ .c¥ (2.22)

Nousobtenonsdoncensommantleséquations(2.21)et (2.22)l’expressionde la Pro-
position2.2pour l’espérancedu coûtdel’ordonnancementgénérépar l’algorithmerando-
misé2.1page83.

Analyselorsque �� � � est définieen fonction de � � . Comme  � est choisi proportionnel
à � 3 � ���� � et que , Ç� .�! . � � ���� � 3

, l’expressiondu coût de l’ordonnancementsesimplifie
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Chapitre2 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur uncanal

2.4.2 Approximationdéterministeet périodique

en: 2 ¢ �����
����N+��¥�� ÇW � .�! . '�� � �� � ÇW � .�� � � � �� � ÇW � .�� É��� ��� .0/� �ªÍ�Î�Ï 1 3< 8 �3 ´@< 8 3 5 I &+* , �Q�*�¡´ 2 B ¢ .�¥ K
Commele minimumde

; < ±³ ÍÓÎ�Ï IZ�i 8 '�¤� i 8 3 K M vaut
D

et estatteintpour <6� 3 �"D
, nous

obtenonspour <P� 3 �"D
:2 E �����
����N+� GGGG <P� 3DIH � D &J* , �?< � 3 �"D 8V�*��� .0/� ´ D 2 B ¢ .�¥� D �����L�Q�)�4� .8/� ´ D 2 B ¢ .�¥}

2.4.2 Approximation déterministeet périodique

Nousnousproposonsdanscettesectionde dériver un algorithmegloutonà partir de
l’algorithmerandomisé2.1page83enutilisantle paradigmededérandomisationgloutonne
présentépage46,quenousavonsdéjàutilisépourdérandomiserl’algorithmedeGecseiau
Théorème1.4page48.La principaledifficultédel’analyseparrapportaucasdeslongueurs
uniformesestquele tempsestcontinuetavanceenfonctiondu messagesélectionné.

Definition 2.2(Etat) A l’instar du chapitreprécédent,nousdéfinissonsl’ état çè ����8cN+� d’un
ordonnancementN àla date� commele æ -uplet é è �Ð����8cN+�c8�ë�ë�ë�8 è Ç ����8cN+� ì , où è � ����8cN+� estle
tempsécoulédepuisle début dela dernièrediffusiondumessage�×� démarréeavant � . Nous
considéronsquetouslesmessagessontfictivementordonnancésà � �f£ (il estéquivalent
dedirequ’aucunerequêten’arriveavant �+�Ã£ ouencorequetouteslesrequêtesqui arrivent
avant �µ�¨£ sontserviesinstantanément),ainsi: pourtout & , è � �����Ã£D8cN+�+�Ã£ .

Remarquonsque nousavons utilisé implicitementcesdéfinitionsdansla preuve du
théorèmed’existenced’un ordonnancementpériodiqueoptimalpage80.

L’algorithmeglouton2.2estdécritpagesuivante.Remarquonsquela règledesélection
estbienpluscompliquéequepourle casdeslongueursuniformes(Algorithme1.3page49),
dontelleestunegénéralisation.
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Algorithme 2.2Approximationgloutonnepourla disséminationsurun canal

Entrées:

1. Un ensemblede æ messages�S��8�ë�ë�ë�8V� Ç deprobabilitésdedemande�z� � � � .������ Ç ,
detempsdetransmission�P. � � � .������ Ç et decoûtsdediffusion �QÉ � � � .������ Ç .

2. Unedistribution defréquencesdediffusion �� � � � .�!"��� Ç , telleque:  j/µ�ÃÆ�Æ�Æ��# Ç �3
, etunelongueur“f antôme”. / $S£ .

Sortie :

Boucler

Soit çè l’état del’ordonnancementà la fin dela dernièrediffusion.

Choisir &+Ök' £D8 3 8�ë�ë�ëj8¤æ() qui minimisela quantitésuivante:É � � . '�� ´o� � è � 243 ¢ .�¥ � ´k. �mln�o 243�p É+�b. ' �9�"q243 ¢ .c¥ ´ ÇWð�.�� �ùð è ðsr�tuÛ Ü�Ù Ú
Indépendantde �

où
253 ¢ 7í¥�� def , Çðc.�/  �ð87 ð .

Si &¡�¨£ alors

Ne riendiffuserpendantunepériodededurée. / .
Sinon

Diffuserle message� � .
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Chapitre2 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur uncanal

2.4.2 Approximationdéterministeet périodique

Lemme 2.8(Analysede l’appr oximation gloutonne) L’algorithmeglouton2.2pagepré-
cédentegénère un ordonnancementN sur uncanal,dontle coûtvérifie:�����
����N+��� ÇW � .�!  �2 3 ¢ .�¥ . '�� � ÇW � .�� � � 243 ¢ .�¥  � � ÇW � .�� É �  �2 3 ¢ .�¥ ,
où
2�6 ¢ 7Â¥º� def

ÇWð�.�/ ° ð07 ð , pour tout �97 ð�� et toutedistribution � ° ðÐ� . Ainsi, étantdonné £b:<b: 3
, si

Cetteanalysenouspermetterade conclurecommeprécédemmentque l’ordonnance-
mentobtenuestune

D
-approximation.

Proposition 2.3(Gloutonnisation) Etantdonné£+:v<w: 3
, si ��� estla solutiondu pro-

blèmedeminimisationnon-linéaire &J* , �?<�8V�)� etsi l’on définit ���/ par :
.0/� �/ � 3 ´ ÇW � .�� . �� ��

et quepour tout &��)£ ,  � � 3 � ����, Çðc.�! 3 � � �ð , l’algorithme glouton2.2 page ci-contre génère

un ordonnancementN sur uncanal,dontle coûtestbornépar :2 ¢ ����� �¬��N���¥��SÍ�Î�Ï 1 3< 8 �3 ´Z< 5 Æ I &J*-,(�?<�8V�)�µ´ 2CB ¢ .c¥ K � .0/�
(2.23)

Pour < � 3 �"D
, nousobtenonsune

D
-approximation:2 E ����� ����N+� GGGG <P� 3D H � D &+*A,��?< � 3 �"D 8V�*��� .8/� ´ D 2xB ¢ .c¥ (2.24)

Preuve. Remarquonsquenousn’avonsqu’àprouver le lemme2.8,la propositiondécoule
naturellementdela preuve dela proposition2.2.

Notons N ö �-�Q� �zy{ �  ��� l’ordonnancementgénérépar l’algorithmeglouton2.2 : � �zy{
estle ] ième messagesélectionnéparl’algorithme,où & ö Ök' £D8 3 8�ë�ë�ëj8¤æ() .

Commeauchapitreprécédent,nousallonsmajorerle rétro-coût|������ � aprèschaque
sélection.Le théorèmede réversibilité page31 nousgarantit qu’en passantà la limite,
nousobtenonsainsi un majorantsur le coût de l’ordonnancement.Nousdéfinissonsdonc
le coût ñ�ò4óôZõ �9]µ8cN ö � de la ] ième diffusion de l’ordonnancementN ö commela sommedu
coût de diffusion du messagediffuséet de l’attenteen arrièrecumuléesur la duréede la
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diffusion.Ainsi nousavons,pourtout � :|��º��� ����N ö 8 ¢ £D8g. � y C �ÃÆ�Æ�Æ��b. � y} ¥��+� ,w~ .�� ñ�ò�óôZõ �9]µ8cN ö �, ~ .�� . �zy{
et donc,lorsque� tendversl’infini :����� ����N ö �+�w|��º��� ����N ö �µ� � 	 Í�
 ô��~ Þ�� , ~ .�� ñ�ò4óôZõ �9]µ8cN ö �,w~ .�� . � y{
Notons çè  ��N+� , le vecteurd’étatà la fin de la ] ième diffusiond’un ordonnancementN , i.e.
tel que: si la ] ième diffusion setermineà la date � , la dernièrediffusion du message�Ôð
a commencéà la date ����´ è ð ��N��¤� . Si la ] ième diffusion de N estcelle du message� � ,
alorsl’attenteenarrièremoyennepour le message�%ð durantcettediffusionvaut �P. � �9� �è  ���ð ��N+�¤� , si �����& , et .�� �9� , si �?��& . Le coûtcumulédecette] ième diffusionestdonc:ñ�ò�óôZõ �9]µ8cN+�µ� def É � �b. � Æ ÇWð�.�� �ùð 1 .��� � è  ���ð ��N��4�b.Vð 5 ´k. � � � è  ���� ��N+��ÃÉ � � . '�� �b. � ÇWð�.��¤Ñ ð�ú. � �ùð è  ���ð ��N+�4�b. � 2�B ¢ .c¥
Nousallonsutiliser unefonctionpotentiel ���9]µ8cN+� qui va nouspermettrede tenir compte
paranticipationdu coûtprésuméde l’attentedesrequêtesqui sontarrivéesavant la fin de
la ] ièmediffusionetqui n’ont pasencoreétéservies.Pourchaquemessage�%ð , �z�ùð è  ���ð ��N+�¤�
requêtessontarrivéesaprèsla dernièrediffusionde �Ôð etseraientdoncserviesenmoyenne
aprèsuneattentesupplémentairede

2 ¢^Y4ð�¥�� , Ç � .�!9Ñ � ú.Zð  � . � �  cð si l’ordonnancementse
poursuivait par l’algorithme randomisé(cf. l’équation (2.20) page86 de la preuve de la
proposition2.2).Ainsi nousdéfinissonsnotrefonctionpotentielpar:���9]µ8cN+�+� def

ÇWð�.�� �ùð è ð ��N+� , Ç � .�!9Ñ � ú.Zð  � . � �ð (2.25)

Posons: &P�V�)� def

32 ¢ .�¥ ÇW � .�/  � . '�� � ÇW � .�� � � 253 ¢ .c¥ #� � 32 3 ¢ .�¥ ÇW � .��  � É � (2.26)
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Chapitre2 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur uncanal

2.4.2 Approximationdéterministeet périodique

Nousallonsdémontrerque: ~W .�� ñ�ò�óôZõ �9]µ8cN ö ���S&P�V� ~W .�� . � y{
Pourcela,nousallonsprocéderen démontrantl’inégalité pour chacundestermes.Nous
introduisonsune“fonction de choix” W·�9]µ8cN+� dont la particularitépar rapportauchapitre
précédentestdedevoir tenir comptedela durée. � dela ] ième diffusiondansN encours:WJ�9]µ8cN+����. � &P�V�S´ ñ�ò�óô=õ �9]µ8cN+�4�T���9]s´ 3 8cN+�j´����9]µ8cN+�
Nousallonsdémontrerquele ] ième choixdel’algorithmegloutonestceluiqui maximisela
valeurdela fonctiondechoix,et quecelle-cia unevaleurmoyennenulle surlesdifférents
choix. Ainsi la fonction de choix seratoujourspositive et, comme ���Q£D8cN��s�U£ et pour
tout ] , ���9]µ8cN+���S£ , nousaurons:�����P�c8 £Á� ~W .�� Wo�9]µ8cN ö ��� ~W .�� . �zy{ &P���S´ ~W .�� ñ�ò�óôZõ �9]µ8cN ö � ,
cequi terminerala preuve durésultat.

Notons N � l’ordonnancementdont les �9]×´ 3 � premièresdiffusionssont identiquesà
cellesde N ö etdontla ] ième estcelledumessage� � , &+Ök' £D8 3 8�ë�ë�ëj8¤æ() . Alors :���9]s´ 3 8cN � �¡´;���9]µ8cN � �µ�)´�. � ÇWð�.�� �Dð , Ç � .�!9Ñ � ú.Zð  � . � ð �Õ� � è  ���� , Çðc.�!9Ñ ð9ú. �  �ð[.Vð  �
Ainsi,Wo�9]µ8cN � ����. � &P�V�S´ É � ´ . '�� ´k. � ÇWð�.�� �ùð è  ���ð ��N ö �j´k. � ÇWðc.�� �Dð 253 ¢ .�¥ �ð �Õ� � è  ���� ��N ö � 2V3 ¢ .�¥ �
Et donc, ÇW � .��  � Wo�9]µ8cN � �µ� 243 ¢ .�¥ &P�V�S´ ÇW � .��  � É � ´ ÇW � .��  � . '�� ´ ÇWðc.�� �ùð 243 ¢ .�¥ ' �ð �Ã£
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Algorithme 2.3Approximationdéterministeet périodiquesurun canal

Entrées: Un ensemble � de messageset un paramètre O $ £ . On pose Å �.Ð�¡�ÃÆ�Æ�Æ��b. Ç et ÈR�ÃÉÐ�¡�¦Æ�Æ�Æ��ªÉ Ç .

Calculer � � la solutiondu problèmedeminimisation&+*-,(�?<P� 3 �"D 8V�)� .
Poser. / ®z� 2 B ¢ .c¥ . Définir unevaleur ���/ etunedistribution �� #���x� .�!"��� Ç tellesque:.8/� �/ � 3 ´ ÇW � .�� . �� �� et  � � 3 � ����, Çðc.�! 3 � � ��
Ordonnancerentrelesdates���2£ et ���2Å touslesmessages�S��8�ë�ë�ë�8V� Ç lesun après
lesautres.

Exécuteravec lesparamètres.0/ et �� � � , � pasde l’ordonnancementgloutonjusqu’àce
quela dernièrediffusionchevauchela date����Oª�:Å . Soit �PO��Â�:Å�� la datedela fin de
la dernièrediffusion( O �#O � ��Oª�b. Ê+Ë{Ì ).
Trier lesmessages� � par � �� croissants.Ordonnancerconsécutivementlesdiffusionsdes
messagesdanscetordreentrelesdates�+�*�PO����ªÅ�� et ���*�PO���� � Å�� .

Remarquonsques’il on réécrit Wo�9]µ8cN���� ainsi:WJ�9]µ8cN � �+�7� � è  ���� ��N ö � 243 ¢ .�¥ � ´[É � ´ . '�� �;. � ln�o 243ap . ' q� 2V3 ¢ .�¥ � 253 ¢ Éc¥253 ¢ .�¥ ´ ÇWðc.�� �ùð è  ���ð ��N ö � r�tu ,

on reconnaîtque l’algorithme glouton sélectionnesystématiquementle message� � qui
maximisecette quantité(monstrueuse),et garantit donc que pour tout ] , Wo�9]µ8cN ö �¦�243 @ ¢ Wo�9]µ8cN � ��¥��¦£ .

C.Q.F.D. }
Il estparfoisintéressantd’avoir un ordonnancementpériodiquefixé, parexemple,pour

concevoir desstratégiesde cacheou encorepour décharger le serveur du calcul de l’or-
donnancement.La propriétésuivantedémontrequel’on peutarrêterl’algorithme glouton
précédentau bout d’un nombrequadratiquede paset obtenirun ordonnancementpério-
diquedont le coûtestà un facteurconstantdel’optimum. Cettepropriétéseratrèsutile au
chapitre4 pourobtenirunschémad’approximationpolynomialet déterministe.

Notrealgorithmeestdécritci-dessuset illustréFigure2.8pageci-contre.
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Chapitre2 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes
2.4 Approximationsd’un facteurconstantsur uncanal

2.4.2 Approximationdéterministeet périodique

� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � � � � �� � �� � �� � �� �� �� �� �� � � �� � � �� � � �� � � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� �� �� �� �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � � � � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � � � � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �q e q`�b�bcb b�bcb bcb�b���j �¡£¢ ¤¥¡£¦x¤¥¡?¡�§�¨8¤©¡ª §[«¬�0«®�«¯¤�0¤£° �±³² «´�¶µ ¡?¡?§¶·�¸9¡|º¹k» |���¼ �¡£¢ ¤©¡£¦C¤©¡?¡?§½¨[¤©¡
¾ ª §½¡¿0¤4¢ À §0¢ ¨Á�¶«Âµ ¸¥Ã0¦C¤C¨j¢ �j �¸?�¼·Ä¤Á·�¸©«®¤xÅaÆÈÇÉ¤¥¸�ÅaÆÉÊ�Ë¶ÌÍÇ

FI G. 2.8: L’algorithmed’approximationpériodique.

Théorème2.3(Ordonnancementpériodique) L’algorithme 2.3 page précé-
dente construit en temps polynomial un ordonnancement périodique Î Q de
coût � D Æ¶ÏJ*-,�Ð?< �ÒÑ �"DÔÓ �vÕ dèsquesapériodeOºÖ vérifie:OºÖo�>× ÐQÅ4Ø��×È�Õ� 2£Ù ¢ .c¥ �b. Ê+Ë{Ì
Nousobtenonsdoncentempspolynomialune

D
-approximationdepériodequadratiqueen

la sommedeslongueurs desmessageset la sommedescoûtsdediffusion.

Preuve. L’algorithme2.3 construitun ordonnancementpériodiqueÎ Q de période ÐPO � �� ÅVÕ . Analysonsle coûtde Î Q . Calculonsle rétro-coûtcumulésurunepériode,le théorème
deréversibilitédu coûtpage31nouspermettradeconclure.

D’aprèsl’analysedel’algorithmeglouton,Proposition2.3,nousavons:O � |������
�ÚÐÛÎ Q Ó ¢ Å Ó O � �ªÅ�¥9Õ��#O � ÏÔ���ª����Ð9]"�¨£ Ó Î Q Õ�´;�³Ð9]Õ�wÜ Ó Î Q Õ (2.27)

où ÏP�V� et � sont définis respectivementaux équations(2.26) et (2.25) page90. No-
tons ÐPO��ù�:Å[�ª�©Ý�Õ la datedela diffusionde �bÝ entre ÐPO��ù�ÀÅ�Õ et ÐPOS� � Å�Õ dansÎ Q . Re-
marquonsquecommelesmessagessontdiffuséspar Þ �Ý croissantset que ß ÇÝáà / . Ý � Þ �Ý �SÑ ,
nousavons : � Ý �âÐ?Þ��Ý ´�. Ý Õ . L’attenteen arrièremoyennepour � Ý entre ���1ÐPO����¨Å�Õ
et �s�ãÐPO � � ÅS�m� Ý Õ vaut � Ý �9� � è ~Ý ÐÛÎ Q Õ . La sommedesattentesen arrièrecumulées
jusqu’audate ÐPO��Â�ªÅÔ�×� Ý Õ etdestempsdetéléchargementestmajoréepar:Çä Ýzà � �sÝ¨�¥ÝÛ�Ü�ÙÐÚå�æ �±èçêé ± ë � Ý� � è ~Ý ÐÛÎ Q Õ��b.[Ý?ì
Or, avecla définitionde  Ý , nousavons: �³Ð9] Ó Î Q Õ+� ß ÇÝáà � � Ý è Ý ÐÛÎ Q Õ8Ð?Þ��Ý ´í. Ý Õ . Ainsi, cette
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contribution aucoûtestmajoréepar:�³Ð?Ü Ó Î Q Õ4� Çä Ýzà � � Ý Þ �Ý ë � Ý� �b. Ý ìÛ Ü�Ù Úåaî
, parconstruction

���³Ð?Ü Ó Î Q Õ��ªÅÉÏÔ��� (2.28)

Considéronsà présentl’attenteen arrièrepour lesmessages� Ý auxdates�¬Öm¢ O��Z�6Å7�� Ý Ó O � � � Å�¥IïÀ¢ £ Ó Å+¥ . La sommede l’attenteen arrièreet du tempsde téléchargementest
bornéepar

� Å . Ainsi, la contribution cumuléesurunepériodeestbornéepar:Ð � ÅVÕ Ø (2.29)

Ainsi ensommantlesdifférentescontributions(2.27),(2.28),(2.29),et le coûtdediffusion
desmessagessur ¢ £ Ó Å�¥ et ¢ O � �ÀÅ Ó O � � � Å�¥ , nousobtenons:ÐPO � � � ÅVÕÔ|������
�ÚÐÛÎ � Õ��SÐPO � �ÀÅVÕÔÏP�V�À���³Ð9]Õ�Ã£ Ó Î Q Õ�� × Å Ø � � È
Or, �³Ð9]Õ�¨£ Ó Î Q Õ��SÅ ß ÇÝzà � � Ý Þ��Ý �6ÅðÏP�V� . Ainsi :�����
��ÐÛÎ Q Õ+�X|������
��ÐÛÎ Q Õ���ÏÔ���ª� × Å Ø � � ÈO � � � Å� D Ï+*-,"Ð?< �ÒÑ �"DÔÓ �vÕ¡� 2 Ù ¢ .c¥� ´ D 2 Ù ¢ .c¥Z� × Å5Ø�� � ÈO � � � Å
Doncdèsquela période ÐPO � � � Å�Õ de Î Q estsupérieureà O¿/º� × ÐQÅ4Ø��[ÈºÕ� 2 Ù ¢ .c¥ , nousavons:�����
��ÐÛÎ Q Õ�� D Ï+*-,"Ð?< �ÒÑ �"DÔÓ �vÕ�� D ������ÐQ�vÕ
C.Q.F.D. ñ
Remarque 2.6 Ce principede l’obtention d’un ordonnancementpériodiqueà partir d’un
algorithmegloutonpeutnaturellementêtreutilisédanstouslescontextes,enparticulierpour
les messagesde longueursuniformes.Ceci nousseraparticulièrementutile au chapitre4,
lorsquenousauronsbesoindebornerla périodedel’ordonnancementgénéré.

Conclusionset Perspectives

Dansce chapitre,nousavons donc introduit et étudiéla disséminationde messages
lorsquelesmessagesn’ont pasle mêmetempsdetransmission,etquele tempsestcontinu.
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Chapitre2 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes
ConclusionsetPerspectives

Nousavonsdémontréqueceproblèmeest *
� -difficile de“f açonintrinsèque”c’est-à-dire
sansquelescoûtsdediffusionsoientimpliqués(Théorème2.1page77).Nousavonsmisen
évidenceun certainnombredenouvellesdifficultésduesà la continuitédu temps,comme
l’absenced’ordonnancementspériodiquesoptimauxdèsquela disséminationa lieu surplu-
sieurscanaux.Pourcontournercettedifficulté, nousavonsutilisé unepropriétédedensité
desordonnancementspériodiquespour obtenirdesminorantssur le coût d’un ordonnan-
cementoptimal (Lemme2.1 page65). Le premierest l’extensionnaturelledu minorant
qu’AmmaretWongavaientconçupourle casoù lesmessagesont le mêmetempsdetrans-
missiondans[AW85]. Nousavonsdémontréquece minorantn’est pasfidèle dèsqueles
messagesont deslongueurstrèsdifférentes,et nepeutdoncêtreutilisé pourconstruiredes
approximationsefficaces(Corrolaire2.3 page73). Nousavonsalorsproposéun nouveau
minorantpour le casde la disséminationsur un canal(Lemme2.5 page75). Ce nouveau
minorantnousa permisde développeruneapproximationrandomiséeà un facteur

D
de

l’optimal. Nous en proposonségalementune versiondérandomiséede cetteheuristique,
qui produit un ordonnancementdéterministeet périodiquede périodequadratique(Algo-
rithme2.3page92).

Le casdeplusieurscanauxrestecependantmal compris: enparticulierle fait quel’on
puissefaire un gain arbitraireen ajoutantun canal,ce qui est impossiblepour le casdes
longueursuniformes.Notreminorantnesegénéralised’ailleurspasaucasdeplusieursca-
naux.Nousavonsmalgrétoutuneheuristiqueentêtepourle casdedeuxcanaux,baséesur
l’idée quenouspouvonssupprimerles chevauchementsentreles messagesquitteà multi-
plier l’attentedesrequêtesparuneconstante.Ainsi, nouspouvonssupposerquedurantla
diffusiond’un messagelong surun canal,seulsdesmessagespluscourtssontdiffuséssur
l’autrecanal.Noussommesainsiramenésàordonnancerdes“blocsdemessages”quenous
pouvonsoptimiser. Nousneconnaissonspasactuellementlesperformancesdecetteheuris-
tique.L’analysedecesperformancesainsiquele développementd’estimationsefficacesdu
coûtoptimalsurplusieurscanaux,font partiedenosperspectivesàcourtterme.

Nouspouvonségalementenvisageruneautreapprocheenremarquantquel’ordonnan-
cementfictif suggérépar l’extensionnaturelledu minorantd’Ammar et Wongvérifie, tout
demême,touteslescontrainteshormislescontraintesderecouvrement.Or, c’est l’impos-
sibilité de satisfaire cesdernièrescontrainteslorsqueles messagesont deslongueurstrès
différentes,qui interdit à tout ordonnancementd’approcherceminorant.Cependant,nous
“voyons”bienFigure2.2page62quel’on pourraitréaliser“à peuprès”cetordonnancement
fictif si l’on découpaitle long messageò en petitspaquetsde taille Ñ , c’est-à-diresi l’on
pouvait préempterles longsmessages.Nouspourrionsainsi interromprela diffusion des
longsmessageset permettreauxrequêtespour lespetitsmessagesd’êtreserviessanstrop
deretard.Cetteapprocheestd’autantplus intéressantequele coûtdecetordonnancement
fictif estarbitrairementfaibledevant le coûtoptimald’un ordonnancementnonpréemptif,
commenousl’avonsvu Corollaire2.3page73.Ainsi préempterlesmessagespourraitnous
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permettredefaireun gainarbitrairesurle coûtdel’ordonnancement.
Aussi,nousnousproposonsd’introduireauchapitresuivantun modèlepréemptifpour

la disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes.

96



Chapitre2 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformes
Annexe: Analysedesfréquencesdesmessagesdansl’algorithme randomisé

Annexe: Analysedesfréquencesdesmessagesdansl’algorithme
randomisé

Preuvedu Lemme2.7page 85. Nousreprenonsici desargumentsclassiquesdela loi des
grandsnombres.

Posons.8ó�ô©õ
�Xöø÷�ù�ú å Ý å�û . Ý et .8ó�ü�ý��wöøþzÿêú å Ý å�û . Ý .
Soit � l’ensembledesordonnancementsÎ pour lesquelsÜ�ÐPO-Õ��¼O ne tend pasversÑ�� 2V3�� .�� quandO tendversl’infini. Noussouhaitonsdémontrerque:�	� �*��


Pourcelanousallonsécrire � commeuniondénombrabled’ensemblesdeprobabiliténulle.

Commençonspar remarquerquele messagele plus court à longueur �[ó�ü�ý��
 , ainsi
pourtout ordonnancementÎ , et tout ��� , nousavons:Ð������ � ��� Ó ���	���[ó�ü�ý��9Õ Ü;Ð����¼Õ��TÜ�Ð��-Õ��TÜ�Ð����¼Õ��XÑ
Ainsi s’il on pose�� Ó�"!$#%�8ó�ü�ý , Ü;Ð��-Õ���� admet Ñ��'&)( � �*� pour limite quand� tendvers
l’infini si etseulementsi la suite Ð?Ü�Ð��� ¶Õ����� 0Õ+ c��� admetÑ��'&�( � �*� pourlimite. Nouspouvons
doncredéfinir� commel’ensembledesordonnancementspourlesquelsÜ;Ð��� 8Õ����� n’admet
pas Ñ��'&,( � ��� pourlimite.

Nousavonsdonc:�)� - Î�.0/21���3�/4!$563 Ó87777 Ü�Ð��  Õ�  9 Ñ& ( � �*� 7777 5:12;
� <= à?>@�A BDCFEHGI CFE

à defJLKNM OP QSR T< c� I - Î�. 7777 Ü�Ð��� 0Õ�� 9 Ñ&�( � �*� 7777 5:1 ;R TSP Qà def J'K
Ainsi

�U� �V� ß B ��� �U� � >@ . Il noussuffit doncdedémontrerque
�U� � = ��
 pourtout W .

Soit 1XY
 . Soit Z\[ la variablealéatoirede la longueurdu ] ième messagesdiffusé.Par
définitionde Ü;Ð��-Õ , nousavons:Zo�^�6#_#_#F��Za`cbed�f ç � �g��h:Zo�^�6#_#_#i�jZa`cbedkf et

��8ó�ô©õ �TÜ;Ð��³Õ�� ��8ó�ü�ý
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Nouspouvonsdoncbornerla grandedéviationde Ü�Ð��-Õ���� par:�	� - Ü�Ð��-Õ� 5 ÑÑ 9 1 Ñ&�( � �*� ; � �	� - Zo�^��#_#_#F��Z `cbedkf ç � �MÐgÑ 9 1"Õ©Ü;Ð��³ÕD&)( � ��� ;
Commeles Z\[ sontàvaleurbornéel’inégalitédeChernoff donne:�	� - Ü�Ð��-Õ� 5 ÑÑ 9 1 Ñ&�( � �*� ; �mlYnpo ç =�q `cbed�f�r éNs2tvupw �mlYnxo ç =yq d�r éNs2tvu q w
Par le mêmeargumentnousavons:�U� - Ü�Ð��-Õ� � ÑÑ	�g1 Ñ&�( � �*� ;×�mlYnxo ç =yq d�r éNs2tvu q w
Nous avons donc que

�	� � = A  � lzn�o ç =�q d O r éNs2tvu q w , ce qui implique que la sérieß  c� I �U� � = A  estconvergentepourtout 1 et tendvers 
 lorsque3 tendversl’infini. Nous
enconcluonsque

�	� � >@ ��{zþdö I'|~} ß  c� I �U� � >@�A  ��
 .
C.Q.F.D. ñ
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CHA PI TRE Disséminationde
messagesde longueurs

non-uniformesavec
préemption

Intr oduction

Nous avons étudiéau chapitreprécédentl’ordonnancementpour la disséminationde
messagesdont les tempsde transmissionne sontpasidentiques.Nousy avonsdémontré
danslesexemples2.2page61et2.4page72quele coûtoptimald’un ordonnancementpeut
êtrearbitrairementgrandpar rapportau minorantdu lemme2.3.Nousavonsvu quecette
différenceétaitdûeà l’attentedesrequêteslorsdela diffusiondesmessageslongs.

Revenonsdoncsur l’exemple2.2 : la disséminationsur un canalde deuxmessagesÑ
et ò delongueurs�Ð���>Ñ et �_�o� ò etdeprobabilitésdediffusion �4��� ������ et ���s� ������ .
Le minorant Ï�� Ø du chapitreprécédentproposeun ordonnancementfictif “idéal” rappelé
Figure3.1pagesuivantedontle coûtserait� ÐgÑ¼Õ constantenfonctionde ò alorsquele coût
optimald’un ordonnancement“réel” estenfait � Ð�� ò5Õ . RemarquonscependantFigure3.1
pagesuivantequel’on pourraitpresqueréaliserl’ordonnancementfictif si l’on découpaitle
messagelong ò en ò paquetsde longueursÑ . L’ordonnancementqui diffuseunefois sur
deuxle messageÑ etunefois surdeuxunpaquetde ò , aeneffet uncoûtde � ÐgÑ¼Õ . Eneffet,
danscetordonnancement,unerequêtedemandele messageÑ avecprobabilité ��4��� etattend
enmoyenneuneunitédetempsle début del’émissiondel’unique paquetdu messagepuis
uneautrepourle télécharger; etunerequêtedemandele messagelongavecprobabilité ��4���
etcommenceàtéléchargerle premierpaquetauboutd’uneunitédetempsenmoyennepuis
terminedetélécharger le dernierpaquetauboutde Ð��"ò 9 Ñ¼Õ unitéssupplémentaires.

Nous voyons sur cet exempleque le coût de l’ordonnancementpréemptif est � ÐgÑ¼Õ
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FI G. 3.1: Exempledediminutiondu coûtd’un ordonnancementpar préemption.

contre �\Æ�� ò)Ç pourle meilleurordonnancementnon-préemptif.Ainsi la préemptionpour-
rait permettrederéaliserun gainarbitraire.

Notonsde plus,quela disséminationsur plusieurscanauxrestemal compriselorsque
lesmessagessontdelongueursdifférentes.Aussipréempterlesmessagespourraitpermettre
degérerplussimplementle casdeplusieurscanaux.

Cesremarquessontà l’origine denotredéfinitiond’un modèlepréemptifdanscecha-
pitre.

Le modèlepréemptif

Dansnotremodèle,les messagessontdécoupésen paquetsde longueur È . Le serveur
diffuselespaquetssurlescanaux.Lescanauxsontsynchronisésetlesdiffusionsdespaquets
sontordonnancéesauxdatesentières.Un utilisateurintéresséparl’un desmessagesécoute
lesdifférentscanauxet téléchargeunpar un lespaquetslorsqu’ilssontdiffuséssurl’un des
canaux; l’utilisateur estservi lorsqu’il a téléchargé touslespaquetsdu messagedemandé.
L’ordredetéléchargementestsansimportance,à l’instar desprotocolesTCP/IP. Le serveur
chercheà ordonnancerla diffusiondesmessagesdesorteà minimiserd’unepart le temps
de servicedesutilisateurset d’autrepart, le coût du serviceque l’on définit de la même
façonqueprécédemment.Remarquonsquecemodèleesttrèsprochedesimplémentations
réellesdela disséminationdedonnées,notammentdecelledesserveursvidéo.

Etudionsparexemplele casdedeuxmessagesÉ et Ê deprobabilitésidentiques��Ë[��kÌ²�ÍÈ��i� , de coûtsde diffusion nuls et tousdeuxcomposésde deuxpaquetsde temps
de transmissionÈ s : É � et É¥Î pour É et, Ê � et Ê»Î pour Ê . Une premièreidée est de
diffuserrégulièrementlespaquetsdechaquemessage,à la mêmefréquencepuisqu’ilssont
équiprobables.Etudionsle coûtde l’ordonnancementpériodiquerésultantÆvÉ � Ê � É¥Î_Ê»ÎxÇNÏ
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FI G. 3.2 : L’ordonnancementÆvÉ � Ê � É�Î�Ê»ÎxÇNÏ . Lesphasesdetéléchargementdesre-
quêtessontreprésentéesengrisé.

Unerequêtedemandele messageÉ oule messageÊ avecla mêmeprobabilitéetattend
danscetordonnancementenmoyennele mêmetemps.Etudionsdoncunerequêtepour É .
Quela requêtetombedansles intervalles ý�� ou ý Î Figure3.2,elle attenden moyenne È s
jusqu’audébut de la diffusion du premierpaquet,puis þ s supplémentairesjusqu’à la fin
du téléchargementdu secondpaquet.Ainsi le tempsde servicemoyen de l’ordonnance-
ment ÆvÉ � Ê � É Î Ê Î Ç Ï est ÿ���
 s.

Etudionscependantl’ordonnancementÆvÉ � É�Î_Ê � Ê»ÎxÇNÏ illustré Figure 3.3, qui ordon-
nancetouslespaquetsde É , puistouslespaquetsde Ê consécutivementet toujoursavecla
mêmefréquence.� �� �� �� �� �� �� �� �� �� � � �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � � � �� �� �� �� �	 		 		 		 		 	
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FI G. 3.3 : L’ordonnancementÆvÉ � É Î Ê � Ê Î Ç Ï . Lesphasesdetéléchargementdesre-
quêtessontengrisé.

De même,les requêtesdemandentle messageÉ ou le messageÊ avec la mêmepro-
babilité,et attendentdanscetordonnancementle mêmetempsenmoyenne.Etudionsdonc
unerequêtepour É : avecprobabilité È��pÿ , elle arrive dansl’intervalle ý � Figure3.3,entre
les débuts desdiffusionsdespaquetsÉ � et É Î , et attend 
 � ! s en moyennele début du
téléchargementde É¥Î puis ÿ���
 s supplémentairespour télécharger le paquetÉ � ; avecpro-
babilité þ8�pÿ , elle arrive dansl’intervalle ý Î entreles débuts desdiffusionsdespaquetsÉ Î
et É � , et attend È"� ! s en moyennele début du téléchargementdu paquet É � puis �#��
 s
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supplémentairesjusqu’à la fin du téléchargementdu paquet É�Î . Ainsi le tempsde ser-
vice moyen d’une requêtepour É (ou Ê ) est avec l’ordonnancementÆvÉ � É Î Ê � Ê Î Ç Ï :
 �e� !%$ ÿ�� ! ��
 �'& !%$ þ#� ! � þ#�'& ! s hgÿ���
 s!

Nousvoyonsdoncsurcetexemplequele coûtdel’ordonnancementestdoncparadoxa-
lementmeilleur lorsquel’on ne préemptepasles messages.En fait, le minorantdu coût
optimalquenousexhiberonsSection3.2,démontreraquel’ordonnancementÆvÉ � É�ÎSÊ � Ê»ÎxÇ
est l’optimal. En général,contrairementaux modèlesprécédents,le minorantne peutpas
être réaliséendiffusantlespaquetsdechaquemessagerégulièrementmaisenlesdiffusant
dansdescréneauxconsécutifsà intervallesréguliers.Nousendéduironsenparticulierque
ce problèmeestfortement � � -difficile d’une façonsimilaire au casnon-préemptif.Nous
verronscependantquedansle casgénéralil estimpossibled’approcherce minorantsans
préempter, etquenousobtenons“malgrétout” une � -approximationendiffusantlespaquets
régulièrement.

Notre étude...

...estbaséesuruneobservationfondamentale: dansunordonnancementoptimal,lespa-
quetsd’un mêmemessagesontdiffusésdemanièrecyclique(Lemme3.1page104).Nous
obtenonsalors uneexpressionraisonnabledu coût d’un ordonnancement,puis la preuve
d’existenced’un ordonnancementoptimalpériodiqueconstructibleentempsfini (exponen-
tiel) (Théorème3.3).Nousdérivonségalementdeuxminorantsdu coûtoptimal.Le mino-
rant doit tenir comptedesdépendancesentreles paquets.Le premierminorantestobtenu
en relaxantles contraintesde non-recouvrementet en étudiantle tempsminimal de télé-
chargementd’un despaquets(Lemme3.5 page116).Ceminorantnousserviraà analyser
simplementlesheuristiques.Enrevanche,pourdémontrerquele problèmeest � � -dur, nous
avonsbesoind’uneminorationplusprécisepourlaquellenousconnaissonslesordonnance-
mentsqui la réalisent,cequi nécessiteuneétudeplusfine desconditionsd’optimalité.Ce
minorants’exprimesousformed’un problèmedeminimisationpluscomplexe (la fonction
objectif n’est plus convexe) (Lemme3.6 page117). Nousavons doncdû étendrela mé-
thodederésolutionproposéeparBar-Noy, Bhatia,NaoretSchieberdans[BNBNS98] (voir
chapitre5).

NousproposonsSection3.4différentsalgorithmespourapprocherlecoûtoptimal.Nous
procéderonsde façonincrémentaleen commençantpar décrireun algorithmerandomisé
pourla disséminationsuruncanal,quenousdérandomiseronsenunalgorithmegloutonqui
génèreunordonnancementpériodique(Algorithme3.3page132).Puis,nousgénéraliserons
cetteapprocheaucasdeplusieurscanaux(Algorithme3.6page139).

D’un point devue pratique,le résultatprincipalde ce chapitreestquepréempterper-
metderéaliserun gainarbitrairementgrandsur le coûtde l’ordonnancementcommedans
l’exempledela figure3.1: eneffet lesalgorithmesquenousproposonsSection3.4génèrent
desordonnancementsdecoûts �\Æ)( �+* Ç .
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3.1 Définitiondumodèleet résultatspréliminaires

Notonsenfin quece problèmemodéliseaussiuneautrevariantede la dissémination
dedonnées.En effet, nouspouvonsconsidérerquelespaquetsd’un messagessonten fait
desmessagesdelongueursunitairesréunisdansun “lot”. Ainsi, le caspréemptifpeutêtre
vu commele casoù les requêtesne demandentplus un uniquemessage,mais peuvent
demanderdeslots demessageset sontservieslorsqu’ellesont téléchargé le lot completde
cesmessages.Le caspréemptifétudiéici, est le casoù ceslots sonttousdisjoints.En ce
sensnostravauxsontuneextensionde l’étudededépendancesdansle casdeuxmessages
réaliséeparBar-Noy et Shilo dans[BNS99]. L’extensiondenotreétudeaucasoù les lots
nesontpasdisjointsfait partiedenosperspectivesà courtterme.

3.1 Définition du modèleet résultatspréliminair es

3.1.1 Le modèle

Les messages. L’entréedu problèmeestun ensemble, �.-/,S�0�2121213�4, û65 de 7 mes-
sages.Chaquemessage,98 estcomposéde �:8 paquetsdelongueursunitaires, �8 �2121213�4,<;)=8 .
Chaquepaquetdu message, 8 a un coûtdediffusion > 8 5�
 . Lesutilisateurssontcaracté-
risésparla distribution Æ¦�?8Ç@8BA��DCEC û desrequêtessurlesdifférentsmessages:Æ��GF+Ç �G8L:
 et �4�L�6#_#_#F�§� û �YÈ
L’ordonnancement. Les H canaux,tousidentiques,sontsynchronisésetlespaquetssont
émisauxdatesentières.Un ordonnancementI despaquetsdesmessages,S�0�2121213�4, û est
formellementunesuitepartielle ÆKJ/L A M Ç@LQ��� A �DN M NGO : J/L A M � ÆPF4�RQ0Ç signifiequele Q ième paquet
du message,98 estdiffuséentreles datesS et ÆPS�� È�Ç (durantle créneauÆPS�� È�Ç ) sur le
canalT .

Durantla diffusion,lesutilisateursseconnectentsuivantun processusdePoissonà un
instantaléatoire(continu),semettentà l’écoutedesdifférentscanaux,téléchargentun par
un les différentspaquetsdu messagequ’ils demandent,lorsquecespaquetssontdiffusés
sur l’un descanaux,et sont servislorsqu’ils ont téléchargé tous les paquetsdu message
demandé.L’ordredetéléchargementdesmessagesestsansimportance,toutcommedansle
protocoleTCP/IP.

La fonction de coût. La fonctionà minimisercombinedeuxquantités: le tempsdeser-
vicemoyenet le coûtdediffusion.
Tout commedanslesmodèlesprécédents(cf. pages25–27),le tempsdeservice

*VU�W Æ)IUÇ ,
est la valeurasymptotiquemoyennedu tempsde servicedesrequêtes,où la moyenneest
prisesur la distribution Æ¦�?8NÇ d’une part et sur le tempsd’autrepart. Le tempsde service*VU Æ)IX�4,98Y�DS Ç d’une requêtepour le message,98 arrivant à la date S dansl’ordonnance-
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ment I estle tempsminimumnécessairepourtélécharger les � 8 paquetsde , 8 àpartir dela
date S . Ainsi, *VU W Æ)IUÇ+� {BZB[]\4^`_d |?} ab 8BA�� �?8dc ddfe *VU Æ)IX�4,98Y�DS Ç� 9 ��� g S , pourtout ��� . (3.1)

Le coût de diffusion de l’ordonnancementI , noté hji\Æ)IUÇ , estde mêmequepour le cas
non-préemptif,la valeurasymptotiquede la moyennesur le tempsde la sommedescoûts
de diffusion despaquetsdesmessages.Si hji\Æ)IX� ý�Ç désignele coût moyen desdiffusion
despaquetsqui démarrentdansl’intervalle detempsý , nousavons:hji\Æ)IX� ý4Ç+� Èk ý k b(Rl M m A b 8 A n fKo L Cfp >q8 (3.2)

et hri»Æ)I	Ç+��{BZB[s\4^�_d |~} hji\Æ)IX�/t � � �y�vu Ç , pourtout � � . (3.3)

Lecoûtd’unordonnancementI estalorsdéfinicommelasommedecesdeuxquantités:hv(xw * Æ)IUÇ�� *VU W Æ)IUÇ��]hji\Æ)IUÇ (3.4)

3.1.2 Une observation cruciale

Le calculdutempsdeserviced’un ordonnancementestdélicatdansle casgénéral.Nous
allonscependantconstaterquenouspouvonsnousrestreindreà l’étude d’un certaintype
d’ordonnancements,lesordonnancements“paquets-cycliques”, dontnoussavonsexprimer
algébriquementle coût.

Definition 3.1 Un ordonnancementI despaquetsdesmessages,S�0�2121213�4, a estpaquets-
cycliquesi chaquecréneaude I diffuseauplusun paquetdechaquemessage,y8 , et si I
diffuselespaquetsdechaque,y8 enordrecyclique.

Lemme 3.1(Réductionaux ordonnancementspaquets-cycliques)Pour tout ordonnan-
cementI despaquetsdesmessages , � �212121z�4, a sur H canaux,il existeun ordonnance-
ment IX{ paquets-cycliquedontle coûtestau pluscelui de I :hv(|w * Æ)I { Ç��}hv(|w * Æ)IUÇ
De plus,si I estpériodiqueet n’estpaspaquets-cyclique, alors I { peutêtre choisi pério-
diqueet tel que: h~(|w * Æ)I�{ Ç)h}hv(|w * Æ)IUÇ .
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Preuve. Considéronsun ordonnancementI et unerequêtepour le message, 8 arrivant
à unedate S . Considéronsles �:8 créneauxsuivant la date S durantlesquelsun ou plusieurs
paquetsde ,y8 sontdiffusés.Commeunutilisateurnepeuttéléchargerqu’auplusunpaquet
parcréneaude temps,le tempsde réponseà cetterequêteestminimisési chacunqueces�q8 créneauxdiffuseun paquetde ,98 différent.Ainsi, si nousréordonnançonsdefaçoncy-
cliquelespaquetsdechaquemessage, 8 danslescréneauxoù ils étaientdiffusésdefaçon
quelconquedans I , nousobtenonsun ordonnancementpaquets-cyclique IX{ dont le temps
deserviceestmeilleurquecelui de I pour touteslesrequêtes,et dont le coûtdediffusion
estinchangé.Ainsi : hv(|w * Æ)IX{�Ç��}hv(|w * Æ)IUÇ .

De plus,si I estpériodiquedepériode� et n’estpaspaquets-cyclique,alors IX{ estlui
aussipériodique,depériodebornéepar Æ�� #�� a8BA�� �q8Ç , etadmetuncoûtstrictementmeilleur
quecelui de I . �

Nousneconsidéreronsdoncplusquedesordonnancementspaquets-cycliquesdansce
chapitre.

3.1.3 Expressiondu coût et réversibilité

Afin de calculerle coût d’un ordonnancement,nousallonsdéfinir quelquesnotations
trèssimilairesàcellesutiliséespage27 auchapitre1.

Notations. Soit I unordonnancementpaquets-cycliquedespaquetsde ,S�2�2121213�4, a surH canaux,et ý un intervalle de tempsborné.Pour chaquemessage,y8 (cf. illustration
Figure3.4) :� W�8 estle nombredediffusionsdepaquetsde ,y8 qui commencentdansý .� S 8 � est le tempsécoulédepuisle début de ý jusqu’audébut de la premièrediffusion

d’un paquetde , 8 . Et, pour Q 5 � , S 8n estla longueurde l’intervalle detempsentre
lesdébutsdes Æ�Q 9 È�Ç ième et Q ième diffusionsd’un paquetde , 8 aprèsle début de ý .��� S 8 estla longueurdel’intervalle entrela fin de ý et le début dela premièrediffusion
d’un paquetde ,y8 aprèsý .

Aveccesnotations,nousobtenonsl’expressionsuivantepourle coûtdetout ordonnan-
cementpaquets-cyclique I :

Lemme 3.2(Expressionalgébriquedu coût) Le temps de service d’un ordonnance-
ment I despaquetsdesmessages ,:�2�2121213�4, a sur un intervalle de temps ý bornéest,
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FI G. 3.4: Illustration desnotationsdela section3.1.3.Ici, on compteW�8j� !
diffu-

sionsdes�q8�� þ paquetsde ,y8 qui démarrentdans ý .
aveclesnotationsdéfiniesci-dessus:*VU W Æ)IX� ý�Ç+� È�� ab 8�A�� �?8:� B = ���bn A�� S 8nk ý k+� S 8n� ���KS 8n ��� �6#_#_#F��S 8n � ;R=P� �4�/� (3.5)

9 � S 8k ý k � � S 8� �¡�)S 8B = � Î �6#_#_#i�9S 8B = � ;R= �2¢¤£
Et, soncoûtdediffusionvaut:

hri»Æ)I�� ý�Ç�� Èk ý k ab 8BA��¦¥ 8P>q8 (3.6)

Nousverronsà la remarque3.2pageci-contrecommentinterprétergraphiquementces
expressions.

PreuveduLemme3.2. Considéronsunerequêtepourle message,y8 arrivantdansý . PourQ¨§ ¥ 8 , avecprobabilité S 8nf© k ý k , elle tombeuniformémentdansl’intervalle de longueurS 8n ,
attendle début dela diffusiond’un premierpaquetdumessageenmoyenneS 8n © � temps,puis
terminedetélécharger les ª:8 paquetsauboutd’uneduréeÆPS 8n ���3«¬2¬2¬f« S 8n � ;R=P� � « È�Ç . Avec

probabilité
L =® =°¯ ± �?² L =³ p ³ , elle tombedansle dernierintervalle etattendle début dela diffusion

d’un premierpaquetdu messageenmoyenne
L =® = ¯ ± � ² L =Î temps,puisterminedetélécharger

les ª:8 paquetsde ,98 auboutd’unedurée ÆPS 8´ = � Î «<¬2¬2¬µ« S 8´ = � ;R= « È�Ç . En sommantsur les
différentsintervallespuissurlesdifférentesrequêtes,onobtientl’expression(3.5).

Par définition, le coût de diffusion est la sommedescoûtsde diffusion desmessages
dontl’émissioncommencedansý , diviséepar

k ý k ; d’où l’expression(3.6). �
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Remarque 3.1 Nousretrouvonsbienla mêmeexpressionducoûtqu’auchapitre1 lorsque
lesmessagessonttouscomposésd’un uniquepaquet.

Remarque 3.2(Représentationgraphique du coût) Le tempsdeservicedechaquemes-
sage,y8 , cumulésur un intervalle de temps,d’un ordonnancementpaquets-cyclique peut
sereprésentergraphiquementcommela sommedessurfacesdetrapèzesrectangledélimi-
tés par les datesde diffusionsdesdifférentspaquetsdesmessagescommele montre la
figure3.5.
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� �� éå ñ2ÚUñ2Ù ê Þ ï+ôL÷ ï+ðFñ�ò�ó�ï+ô

FI G. 3.5 : Représentationpar destrapèzesrectangledu tempsdeserviced’un mes-
sage. Lestempsdeservicededeuxrequêtessontillustréspar deuxtraits
noirs et gris, les partiesgrisescorrespondentaux phasesde télécharge-
ment.

De mêmequepourle casnon-préemptif,l’expressiondu coûtsesimplifie lorsquel’or-
donnancementestpériodique:

Corollaire 3.1(Coût desordonnancementspériodiques) Soit I un ordonnancement
paquets-cycliqueetpériodiquedepériodeë despaquetsdesmessages ,S�2�2121213�4, a . Pour
tout F , onnote ì 8 le nombredediffusionsdumessage, 8 dansunepériode, et íPS 8n/î �DN n N?ï =ð;R= la
duréedel’intervalle délimitépar lesdébutsdes í�Qòñó î ième et Q ième diffusionsd’un paquet
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de , 8 . Alors : *ôU W í)I î �õó « ab 8BA��#ö 8 ï =ð;R=bn A�� S 8në � S 8n÷ « � S 8nqø � «¬2¬2¬f« S 8nãø ;R=P� � � £ (3.7)

et hjiùí)I î � óë ab 8�A�� > 8 ì 8 ª 8 , (3.8)

où lesindicessontcalculésmodulo íKìf8Pª:8 î .
Nousallonsdéfinir égalementle rétro-coûtd’un ordonnancementdela mêmemanière

quedansle casdesmessagesnonpréemptéspage30.Nousverronsauthéorème3.1quede
mêmequepour le caspréemptif,le coûtet le rétro-coûtd’un ordonnancementdéfinissent
la mêmequantitéasymptotique.

Definition 3.2(Rétro-coût) Pour un ordonnancementpaquets-cyclique I des paquets
de , �ú-/,S�0�2121213�4, a 5 , nousdéfinissonsl’ attenteen arrière à la date S pour le mes-
sage,y8 , notéecommeprécédemmentûVüòí)IX�4,y8ý�DS î , commele tempsécoulédepuisle dé-
but dela ª 8 ième dernièrediffusiond’un paquetde , 8 dansI .

Ainsi, si S@8 estla datedudébut dela ª:8 ième dernièrediffusiond’un paquetde ,98 démar-
réeavant S , nousavons: ûVüòí)IX�4,y8ý�DS î �}SXñþSY8 (3.9)

Nousconsidéronsdemêmequetouslespaquetssontfictivementdiffusésà S�� 
 . L’équi-
valentdecettehypothèsepourla définitiondutempsserviceestqu’aucunerequêten’arrive
avant la dateS�� 
 . Ainsi, s’il y a moinsde ªq8 diffusionsdespaquetsde ,y8 avant la dateS ,
nousavonsque: ûôüÿí)IX�4,98ý�DS î �}S .

De la même façon que précédemmentnous définissonsalors l’attente en arrière
moyenne ûôü W í)I î en prenantla valeur asymptotiquede la moyennesur la distribution
desrequêtesd’unepartet surle tempsd’autrepart:

ûôü W í)I î ���BZB[]\4^`_����� ab 8BA�� ö 8 c �� e ûVüòí)IX�4,y8ý�DS îësñ ë�� g S , pourtout ë�� . (3.10)

Le rétro-coûtd’un ordonnancementestalorsdéfinicommela sommedel’attenteenarrière
moyenne,du coût de diffusion moyen et du tempsde téléchargementmoyen du dernier
paquet: üvhv(|w * �ûôü W « hri « ó (3.11)
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3.1 Définitiondumodèleet résultatspréliminaires

3.1.3 Expressionducoûtet réversibilité

Théorème3.1(Réversibilité du coût) Pour tout ordonnancementpaquets-cycliqueI des
paquetsde ,S�0�2121213�4, a , nousavons:*ôU W í)I î �ûôü W í)I î « ó (3.12)

etdonc: hv(|w * í)I î � ürh~(|w * í)I î « ó .
Preuve. La preuveest,disons-lefranchement,péniblemaisnécessaire.Aussi,nousallons
commencerparle casdesordonnancementspériodiques.

Le casd’un ordonnancement 	 paquets-cycliqueet périodique. En utilisant les no-
tationsdu corollaire3.1 page107,nousavonsles expressionssuivantespour le tempsde
serviceet l’attenteenarrièremoyennepourchaquemessage,98 :*VU�W í)IX�4,98 î �õó « ï =ð;R=bn A�� S 8në � S 8n÷ « � S 8nqø � «}¬2¬2¬f« S 8nãø ;R=P� � � £

et ûôü W í)IX�4,98 î � ï =ð;R=bn A�� S 8në � S 8n÷ « � S 8n � � «}¬2¬2¬"« S 8n � ;R= ø � � £
où lesindicessontcalculésmodulo íKìf8Pª:8 î .

Remarquonsquel’on peutréécrirel’attenteen arrièremoyennede I de la façonsui-
vante:

ûôü W í)IX�4,98 î � ï =ð;R=bn A�� íPS 8n î Î÷ ë « ï =ð;R=bn A�� n � �b
 A n � ;R= ø � S 8n S 8 
ë
Et commela suite íPS 8n î n estpériodiquedepériode íKìf8°ª:8 î , etque:� í�Q �� î [����þíKìf8Pªq8 î�� ���9t Q ñ|ªq8 « ó"�RQ�ñ%óqu��Ó� � í�Q �� î [����yíKìf8°ªq8 î�� Q��9t�� « ó"�� « ªq82ñ%óqu��
Nousavons:

ûôü W í)IX�4,98 î � ï = ;)=bn A�� íPS 8n î Î÷ ë « ï = ;R=b
 A�� 
 ø ;R= � �bn A 
 ø � S 8n ¬ S 8 
ë � *VU W í)I��4,y8 î ñsó
Nousavonsdoncle résultatpourlesordonnancementspériodiques.

Remarque 3.3 Remarquonsquedemêmequedansle casnon-préemptif,onpeutreprésen-
ter graphiquementl’attenteenarrièreinstantanéeà la dateS commela surfacedela section
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sousla date S destrapèzesFigure3.5 page107.L’égalitédansle casdesordonnancement
périodiquesestdoncaussila conséquencedecetteobservation.

Etudionsà présentle casd’un ordonnancementpaquets-cycliquequelconque.

Le casgénéral d’un ordonnancement 	 paquets-cyclique. De mêmequepour le cas
préemptifnousallons procéderen plusieursétapes.Nous allons tout d’abord démontrer
que le tempsde serviceest toujourssupérieurà l’attenteen arrièremoyennesur tout in-
tervalle t 
 �ýëvu . De mêmequepour le caspréemptif,les deuxquantitésoscillentde façon
déphaséeet, nousmajoreronsdoncle tempsde servicepar la valeurde crêtesuivantede
l’attenteenarrièremoyenne.

Soit ë��:
 . Reprenonslesnotationsdu Lemme3.2page105:� ¥ 8ýí°ë î estle nombredediffusionsd’un paquetde ,98 qui démarrentdans t 
 �ýëvu .� S 8n estla longueurde l’intervalle de tempsdélimitépar les débuts des í�Q%ñ ó î ième etQ ième diffusionde , 8 depuisSµ��
 . NousposonsS 8n ��
 pour Qù§:
 , conformémentà
la définitiondu rétro-coûtpage108.��� S 8 í°ë î estla longueurdel’intervalle detempsentrela dateë et le début dela diffu-
siond’un paquetde ,y8 immédiatementaprèsla dateë .

L’expressiondel’attenteenarrièrepourle message,98 surl’intervalle t 
 �ýëvu estalors:

ûôü W íRIX�4,98Y�/t 
 �ýë~u î � óë c �� ûVüòí)IX�4,y8ý�DS î g S� ´ =�� ���bn A�� S 8në � S 8n÷ « S 8n � � «¬2¬2¬f« S 8n � ;R= ø �4�
« S 8´ = � ��� ø � ñ � S 8 í°ë îë � S 8´ =�� ��� ø � ñ � S 8 í°ë î÷ « S 8´ =�� ��� «}¬2¬2¬f« S 8´ =�� ��� � ;R= ø Î �

quel’on peutréécrire:

ûôü W íRIX�4,98Y�/t 
 �ýë~u î � ´ =�� �!� ø �bn A�� íPS 8n î Î÷ ë « � S 8 í°ë î Î÷ ë « ´ =�� ��� ø �bn A�� n � �b
 A n � ;R= ø � S 8n ¬ S 8 
ë
ñ ´ = � ��� ø �b
 A ´ =�� �!� � ;R= ø Î � S 8 í°ë î ¬ S 8 
ë
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D’où, enpermutantlesindicesQ et � :

ûVü W í)I��4, 8 �/t 
 �ýëvu î � ´ = � ��� ø �bn A�� íPS 8nfî Î÷ ë « � S 8 í°ë î Î÷ ë « ´ =�� ���b
 A Î � ;R= "$#�% � ´ =�� ��� ø �'& 
 ø ;R= � � �bn A ")(�* � �'& 
 ø � � S 8n ¬ S 8 
ë
ñ ´ = � ��� ø �b
 A ´ =+� ��� � ;R= ø Î � S 8 í°ë î ¬ S 8 
ë

Or, commeS 8 
 � 
 pour � §:
 , l’expressionse“simplifie” en:

ûôü W í)IX�4,98Y�/t 
 �ýë~u î � ´ = � ��� ø �bn A�� íPS 8n/î�,÷ ë « � S 8 í°ë î ,÷ ë « ´ =�� �!�b
 A�� "$#�% � ´ =�� �!� ø �'& 
 ø ;R= � � �bn A 
 ø � S 8n ¬ S 8 
ë
ñ ´ = � ��� ø �b
 A ´ =�� �!� � ;R= ø , � S 8 í°ë î ¬ S 8 
ë

D’autrepart le tempsdeservicedesrequêtespour ,y8 arrivantdansl’intervalle t 
 �ýë~u est:*VU W í)IX�4, 8 �/t 
 �ýëvu î �õó « ´ =�� ��� ø �bn A�� íPS 8n î�,÷ ë ñ � S 8 í°ë î ,÷ ë « ´ =�� �!� ø �bn A�� nqø ;R=P� �b
 A nãø � S 8n ¬ S 8 
ë
ñ ´ = � ��� ø ;)=b
 A ´ =+� ��� ø , � S 8 í°ë î ¬ S 8 
ë

Ainsi, nousavons:*VU W í)IX�4,y8ý�/t 
 �ýëvu î ñyûôü W í)IX�4,y8ý�/t 
 �ýëvu î ñsó �-. � S 8 í°ë îë � S ´ =�� �!� ø � ñ � S 8 í°ë î « ´ =�� ���b
 A ´ = � ��� � ;)= ø , S 8 
 ¢« S 8´ =+� ��� ø � ñ � S 8 í°ë îë ´ = � ��� ø ;)=b
 A ´ =+� ��� ø , S 8 
 «
´ =�� �!�bn A ´ =�� ��� � ;R= ø!/ nãø ;R=P� �b
 A ´ =+� ��� ø , S 8n ¬ S 8 
ë 0132 


Remarquonsque lorsque ª:8?� ó , nousobtenonsbien l’expressiondu casnon-préemptif
page33.

Ainsi pour tout ë 2 
 , ûôü W í)IX�/t 
 �ýëvu î « ó § *VU W í)IX�/t 
 �ýëvu î , et doncà la limite :ûVü W í)I î « óx§ *VU�W í)I î .
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Nousenconcluonsquesi ûVü W í)I��/t 
 �ýëvu î �54 , alors
*VU W í)I î �64 � ûVü W í)I î et

nousavonsfini.

Supposonsà présentque ûôü W í)I î87 4 . Nousallonsprocédercommedansla preuve
duThéorème1.1page31.Nousallonscommencerparmontrerqueles S 8n sontbornésen ë ,
puisnousallonsmajorerla valeurde

*VU W í)IX�/t 
 �ýëvu î par ûVü W í)IX�ýë { î pourun certain ë {
prochede ë .

Comme ûVü W í)I î 7 4 , il existe une constante 9 telle que pour tout ë ,ûVü W í)I��/t 
 �ýëvu î §:9 . En particulier, pourtout ë et tout F , nousavons:íPS 8´ =�� ��� ø � ñ � S 8 í°ë îDî , § ÷ 9ö 8 ¬ ë
ainsi,enconsidérantla date ë��L� ë « � S 8 í°ë î telle que � S 8 í°ë�� î � 
 , nousobtenonsque
pour tout ë : íPS 8´ = � ��� ø � î�, § ,';< = ¬ í°ë « S 8´ =�� ��� ø � î . Nousenconcluonsdemêmequedansle
casnon-préemptif,quepourtout F :S 8´ =�� ��� ø � �>=¤í@? ë î et � S 8 í°ë î �>=¤í@? ë î
La preuveseterminedefaçonsimilaireenbornantla valeurde

*VU�W í)IX�/t 
 �ýë~u î parunterme
de la forme íýó «BA íýó îDî ûôü W í)IX�/t 
 �ýë «CA í°ë î u î . Pourtout F , posonsë 8 � í°ë « � S 8 í°ë î «S 8´ =�� �!� ø , « ¬2¬2¬ « S 8´ =+� ��� ø ;R= ø � î , tel que ¥ 8ýí°ë 8 î � ¥ 8Yí°ë î « ªq8 « ó . Notonsque ë 84� ë « =%í ? ë î .
Nousavonsalors:*VU W í)IX�/t 
 �ýëvu î § ab 8BA�� ö 8 -. ó « ´ =�� ��� ø �bn A�� íPS 8n î ,÷ ë « ´ =�� �!� ø �bn A�� nqø ;R=P� �b
 A nãø � S 8n ¬ S 8 
ë 01

§ ab 8BA�� ö 8 -. ó « ´ =�� ��� ø ;R= ø �bn A�� íPS 8n î ,÷ ë « ´ =�� �!� ø ;R=b
 A�� "$#�% � ´ =�� �!� ø ;R= ø �'& 
 ø ;R=P� � �bn A 
 ø � S 8n ¬ S 8 
ë 01
§ [EDGF�DN`8°N a ë¦8ë ¬ � ûVü W í)I��/t 
 �ô[EDGF�DN`8°N a ë¦8°u î « ó ¢§IHµó « =%íýó © ? ë î�J ¬ H0ûVü W í)I��/t 
 �ýë « =¤í ? ë î u « ó î�J

Ainsi enprenantleslimitessupérieures,lorsqueë tendversl’infini :ûVü W í)I î « ó|§ *VU�W í)I î §sûVü W í)I î « ó
C.Q.F.D. �
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Le théorèmederéversibilitéducoûtnousserautile àplusieursreprisesparla suite.Tout
d’abordpourétablir l’existenced’un ordonnancementpériodiqueoptimalSection3.3,puis
pourl’analysedesalgorithmesgloutonsSection3.4.

3.1.4 Réductions

Les deuxlemmessuivantssontles équivalentsdeslemmes2.1 et 2.2 du chapitrepré-
cédent.Ils nousservirontdela mêmefaçonqu’auchapitreprécédentà restreindrel’espace
d’étude.

Lemme 3.3(Densitédesordonnancementspériodiques) Pour tout KL��
 , et tout ordon-
nancementI despaquetsde ,:�0�212121 �4, a sur H canaux,il existe un ordonnancement
périodiqueIX{ decespaquetsdontle coûtvérifie:hv(xw * í)I { î §}h~(|w * í)I î « K
Preuve. La preuve est trèssimilaire à celle donnéeau lemme2.1 page65 à l’exception
quenousconsidéronslespaquetsdesmessagesetnonlesmessages.

On peutsupposersanspertedegénéralitéque I estpaquets-cyclique.Pardéfinitiondu
coûtde I , soit ë tel quepour tout S 2 ë : hv(|w * í)IX�/t 
 �DS@u î §¡hv(xw * í)I î « K © ÷ . PosonsM � def ª�� « 12121 « ª a . PourS entier, soit I L l’ordonnancementpériodiquedepériodeíPS « M î ,
qui estidentiqueà I sur t 
 �DSRu , puisqui diffuseentre t Sq�DS « M u chaquepaquetdes7 messages
unefois, parordrede premièreapparitionaprèsla date S , sur le canalde cetteapparition.
Par construction,les requêtesqui arrivent entre 
 et S , sontserviesdans I¦L au pire aussi
tardquedansI . Et, lesrequêtesqui arrivententreS et íPS « M î , sontserviesaupireaubout
de í M « *VU í)IX� 
 îDî (Rappel:

*VU í)I��'N î estle tempsdeservicemoyend’unerequêtearrivant
à la dateN ). Ainsi :hv(|w * í)I L î � SS « M hv(|w * í)I L �/t 
 �DSRu î « MS « M h~(|w * í)I L �/t Sã�DS « M u î§}h~(|w * í)I î « K÷ « M í M « *VU í)IX� 
 îDîS « MO PRQ ST � �@UYL �
Ainsi, pour S suffisammentgrand,nousobtenonsle résultatannoncé.�

Le lemmesuivant est l’équivalentpour le modèlepréemptifdu lemme1.5 du casdes
longueursuniformesetdu lemme2.2du casnon-préemptif.

Lemme 3.4(Inter valle maximal) Pour tout ordonnancementpériodique I despaquets
de ,S�0�2121213�4, a sur H canaux,il existeun ordonnancementpériodiqueI { decespaquets
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dont le coût estau plus celui de I : hv(|w * í)I { î § hv(xw * í)I î , et tel quepour tout F , le
tempsécouléentre lesdébutsdedeuxdiffusionsconsécutivesdumessage ,y8 soitbornépar
uneconstanteV%8 , donnéepar :V¤8�� óö 8 � í ÷ M « ó î , « >q8 � , avec

M � ªÐ� «¬2¬2¬f« ª a . (3.13)

Preuve. Nous pouvons considérersanspertede généralitéque I est paquets-cyclique.
Supposonsqu’il existe un message,y8 tel qu’aucunpaquetde ,98 ne soit diffusédans I
pendantun intervalle detempsý delongueur

2 V%8 . Etudionsdeuxcas:

1. Il n’existe pas de créneaude diffusion libre dans l’ordonnancementI durant ý .
Comme V%8 2 í ÷ M « ó î , il existe un message, n et un intervalle de temps W in-
clusdansý delongueur

k W k § í ÷ M « ó î , telsque: í ÷ ª n « ó î diffusionsdespaquets
de , n sontordonnancéesdansW .
Considéronsalorsl’ordonnancementpériodiqueI { construitàpartir de I enrempla-
çantla í�Q « ó î ième diffusion d’un paquetde , n dansl’intervalle W par la diffusion
d’un paquetde , 8 . Afin que I { restepaquets-cyclique, la périodede I { estmulti-
pliéepar í°ªq8Pª n î et la substitutionesteffectuéeenparallèledanschacunedescopiesde
l’intervalle W .
Remarquonsque contrairementau cas du chapitre précédentoù les messages
n’avaient pasla mêmelongueur, seulsles contributions au coût desmessages,y8
et , n sontmodifiéesde I à I { .
La variationdu coûtdediffusionestexactement:>ã8¦ñy> n (3.14)

Etudionsla variation � í°ë *VU W í)IX�4, n îDî du tempsdeservicedesrequêtespour , n
cumulésurunepériodede I . Notons í+N 
 î 
 A��DCEC , ;YX lestempsécoulésentrelesdébuts
des � ième et í � « ó î ième diffusionsdespaquetsde , n dans W . Le tempsde service
d’une requêtearrivant avant la premièrediffusion d’un paquetde , n dans W est
inchangé,demêmequecelui d’unerequêtearrivantaprèsle point d’insertion.Ainsi,
nousne considéronsque les requêtespour , n qui arrivent dansles intervalles de
longueursN 
 avec ���õó"1�1 ª n . Unerequêtearrivedansl’intervalledelongueurN 
 avec
probabilité í+N 
 © ë î , et sonserviceestalorsretardéde N 
 ø ;ZX exactementde I à I {
puisqu’il fautattendreunediffusiond’un paquetde , n supplémentaire.Ainsi :

� í°ë *VU W í)IX�4, n îDî � ;YXb
 A�� N 
 N 
 ø ;ZX ,
que nouspouvons bornerde la façonsuivanteen utilisant l’inégalité de Cauchy-
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Schwarz:

� í°ë *VU W í)IX�4, n îDî § [\\] ;ZXb
 A�� N ,
 [\\] , ;ZXb
 A ;ZX ø � N ,
 § í ÷ M « ó î , (3.15)

De même,si l’on notede même í+^ 
 î 
 A��DCEC , ;R= les longueursdesintervallesdélimités
par lesdébuts des ªq8 diffusionsd’un paquetde ,98 précédantle point d’insertion,le
pointd’insertionet lesdébutsdesª:8 diffusionssuivantle pointd’insertion,alorsnous
obtenonsle résultatopposépourle tempsdeservicecumulédesrequêtespour ,98 :� í°ë *VU W í)IX�4,98 îDî � ñ ;)=b
 A�� N 
 N 
 ø ;R= ,
quenouspouvonsmajorerdela façonsuivante:� í°ë *VU�W í)IX�4,98 îDî §<ñ_N ;)= ø � ñ`N ;R= §<ñaV¤8 (3.16)

Nousobtenonsainsila bornesuivantesurla variationducoûtcumulésurunepériode
de I à I { ensommantleséquations(3.14),(3.15)et (3.16):

ö n í ÷ M « ó î , ñy> n ñ ö 8�V%8 « >q8X§ 
 , parconstructionde V%8 .
Le coûtde I�{ estdoncbienplusfaiblequecelui de I .

2. S’il existe un créneaulibre dansl’ordonnancementI durant ý . On construit I { à
partir de I endiffusantdanscecréneauvide un paquetde ,98 (la périodede I�{ est
multipliéepar ª:8 afinque I { restepaquets-cyclique).La démarcheci-dessusimplique
a fortiori quele coûtde IX{ estmeilleurquecelui de I .

Nousterminonsla preuve en itérantcettestratégiesur tousles intervallesqui posentpro-
blèmes.La périodede l’ordonnancementIX{ résultantest alors au plus í � a8BA�� ªq8 î fois la
périodede I . �
3.2 Minor er le coût optimal

Nousallonsdériverdeuxminorantspourceproblème.Le premier,
Wcb ,ed #�f , estunever-

sion légèrementmodifiéedu minorant
Wcb , page70. Cepremierminorantdonneral’ana-

lyse la plus directedesheuristiquesproposéesSection3.4. Le deuxièmeminorant,plus
précis,serviraà la démonstrationde

b8g
-dureté.
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3.2.1 Un premier minorant

Lemme 3.5(Minorant) L’expression
Wcb ,hd #�f í , î ci-dessous,estun minorant du coûtde

tout ordonnancementdespaquetsdesmessagesde , � -/, �ji 12121 i , a 5 sur H canaux:

Wkb ,hd #�f í , î
lmmmmmmn mmmmmmo [%ZqprGs � ó « ab 8BA�� � ö 8+t:8°ªq8÷ « >q8t:8 ¢

Surle domaine: íPF î íYuGF î i t:8 2 óíPF)F î ab 8BA�� ót:8 §H (3.17)

Ceproblèmedeminimisationadmetuneuniquesolution twv dontla résolutionsera détaillée
au chapitre 5.

Preuve. Les lemmes3.1 page104et 3.3 page113assurentquetout minorantsur le coût
desordonnancementspaquets-cycliqueset périodiqueestun minorantsur le coût de tout
ordonnancement.Considéronsdoncun ordonnancementI paquets-cyclique et périodique
depériodeë despaquetsdesmessages,S� i 12121 i , a sur H canaux.De mêmequ’auco-
rollaire3.1page107,notonsìGx le nombredediffusionsdechaquemessage yzx parpériode.

L’idée de ce minorantest très simple et consisteà minorer le tempsde servicedes
requêtespourle messagey x parl’attentemoyenneoptimaledecesrequêtespourle paquet
n{ 1 decemessage.Commeil y a ìGx diffusionsdecepaquetdansunepériode,d’aprèsles
résultatsprécédentsl’attenteestminimiséelorsquecepaquetestdiffuséàintervalle régulier
tousles í°ª|x�tRx î où tRx�� def í°ë © ìGx î 2 ó . Le tempsdeservicedesrequêtespour y`x estdonc
minorépar: } U W í�~ i yzx î 2 í°ª|x tRx © ÷ « ó î . D’autrepartla contribution aucoûtdediffusion
de ~ despaquetsdu messagey x est: hjiùí�~ i y x î �¡í�� x ª x ì x © ë î �¡í�� x © t x î .

Enfin,auplus � ë paquetssontdiffusésdurantunepériodede ~ , ainsi : ���xq��� ìGx°ª|xj§� ë , i.e. í+��� î � �xq��� ó © tRx §�� . Et, comme~ estpaquets-cyclique,nousavons ìGx°ªRx §së et
donc í+� î tRx §¡ó . Minimiser surles tRx seloncescontraintesdonnedoncle résultatannoncé.�
Remarque 3.4 Le minorant� b ,�d #�f minorele tempsdetéléchargementdupremierpaquet.
Il n’est doncjamaisréalisépar un ordonnancementdèsqu’un desmessagescompteplus
d’un paquet.

3.2.2 Un minorant réalisable

L’obtentiond’un minorantqui puisseêtreréalisépardesordonnancements,estnéces-
sairepourprouverquele problèmeest

b8g
-difficile. Nousallonsdanscettesectionproposer
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un secondminorantdont la valeuresttrèsprochedecelledu précédent,maisqui estréali-
sableà la conditionquel’on puisseordonnancerlesmessagesà intervallesrégulierset sans
préemption.Cettepropriétéestplutôt surprenanteet démontrequelorsqu’onintroduit des
dépendancesentreles messagesà diffuser, le principequi consisteà diffuserà intervalles
réguliersestremisencause.

Ce minorantestobtenudenouveauen relaxantles contraintesde non-recouvrements.
Cependantla déterminationde l’ordonnancementoptimal en l’absencede cescontraintes
n’est plus immédiate.Le minorantest exprimé égalementsousforme d’un problèmede
minimisationsouscontraintesnon-linéaireet sa résolutionnécessiteune adaptationpru-
dentedesméthodesdéveloppéesparBar-Noy, Bhatia,Noaret Schieberdans[BNBNS98],
car contrairementaux étudesprécédentes,certainsdescoefficients peuvent êtrenégatifs.
L’existence,l’unicité et le calcul de la solutionne sontdoncplus immédiatset serontdé-
montrésauchapitre5.

Lemme 3.6(Un minorant réalisable) Le problèmede minimisation non-linéaire � b��
suivantestunminorantducoûtdetoutordonnancementdespaquetsdesmessagesde y��� y:� i�������i y ��� sur � canaux:

� b � í�y î
�mmmmmmn mmmmmmo

�E� prGs � �� xq���ÿö x�� tRx ªRx÷ « ª|x ñ ªRxGñ ó÷ tRx ¢ « �|xtRx
Surle domaine: í+� î íYu�� î i tRx 2 óí+��� î �� xq��� ótRx §:� (3.18)

Ceproblèmedeminimisationadmetuneuniquesolution twv . Deplus,le minorant � b � í�y î
estréalisépar un ordonnancementsi et seulementsi il existeun ordonnancementpaquets-
cycliquepériodiquequi pour chaque y`x , diffuseles �Rx paquetsde yzx dansdescréneaux
consécutifs(éventuellementsur différentscanaux)à intervallesréguliers, exactementtous
les í�twvx�� �Rx î .
Remarque 3.5 Ce nouveau minorant a une valeur très proche du minorant précédent
puisquepourtoutensembledemessagesy :� b ,ed #�f í�y î�� ó÷ �� xq��� ö xY�Rx � ó÷c� � b � í�y î � � b ,ed #�f í�y î�� �� xq��� ö xY�Rx
Preuvedu Lemme3.6. Les lemmes3.1 et 3.3 assurentqu’il suffit de considérerles or-
donnancementspaquets-cycliquesetpériodiques.Considéronsuntel ordonnancement~ de

117



ORDONNANCEMENT POUR LA DISSÉMINATION DE DONNÉES

périodeë despaquetsdesmessagesy ��i�������i y � sur � canaux.Notons ì x le nombrede
diffusionsdumessage yzx parpériode.

Pour obtenir le minorant � b �
, nousrelaxonsles contraintesde non-recouvrements

entreles paquetsde messagesdifférentset optimisonsle placementdes íKìGxZ�|x î paquetsde
chaquemessagey`x pourminimiserle tempsdeservicederequêtespourchaquey`x indé-
pendamment.Comme~ estpaquets-cyclique,noussommesramenésà l’étudedumeilleurs
placementsde íKìGx+�|x î paquetsde chaquemessageyzx de longueur�Rx dansun intervalle de
longueurë . La preuve fonctionneentrois temps:

1. Nousdémontronsquele tempsdeservicedesrequêtespourchaquemessageyzx de
plusdedeuxpaquetsestoptimisési pourtout instant  oùunpaquetde y x estdiffusé,
unpaquetde y`x estégalementdiffuséautemps í+ zñsó î ou autemps í+  � ó î .

2. Nousendéduironsquele tempsdeserviceestoptimisési et seulementsi les �Rx pa-
quetsdechaquemessageyzx sontdiffusésconsécutivement.

3. Enfin, nousoptimisonsle positionnementdecesblocsdepaquetsde longueur�Rx en
démontrantqu’ils doiventêtrediffusésà intervalle régulier, tousles í°ëa¡"ìGx î .

Etape 1. Considéronsun messageyzx avec �|x 2 ÷
, et deuxpaquetsconsécutifsde y`x

(notonsquelespaquetsn{ � x et n{ ó sontconsécutifs).Sanspertedegénéralité,considérons
les paquetsn{"ó et n{ ÷ . Pour �B� ó �¢� ìGx , notons £ 
 , W 
 et V 
 les intervallesdélimitéspar
(cf. Figure3.6) : la fin dela � ième émissiondu paquetn{ ó , le début dela � ième émissiondu
paquetn{ ÷ , la fin de cettediffusion,et le début de l’émissiondu paquetsuivant ( W 
 estle
créneaudela � ième diffusiondupaquetn{ ÷ et estdonctoujoursdelongueuró ).¤G¥ ¤G¥'¦ ç_§ ¥'¦ ç§ ¥ ¨¥'¦ ç¨¥æãæ�æ © © ªª « ª «

æãæ�æ © © ªª « «ª
é
é¬ ©


w® ¯a° ¨ ¥'¦ ç °

FI G. 3.6: Coller les paquetsn{ 2 aux paquetsn{ 1 permetd’améliorer le tempsde
servicedesrequêtesglobalement:le servicedecellesqui arriventdans£ 

estretardé de ó , maisle servicede cellesqui arrivent dans W 
²± V 
 est
avancéde ³ £ 
 ³ .

Nousconstruisonsà partir del’ordonnancement~ , un ordonnancement~µ´ despaquets
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du messagey x de la façonsuivante.Pour ��¶� ÷
, ~µ´ diffuse les paquetsn{ � exactement

comme ~ ; mais ~ ´ diffuseles paquetsn{ ÷ justeaprèsles paquetsn{"ó (cf. illustration Fi-
gure3.6).

Analysonsle tempsdeservicede ~�´ pour lesrequêtespour le messageyzx par rapport
à celui de ~ . Les tempsde servicedesrequêtesqui arrivent en dehorsdesintervalles £ 
 ,W 
 et V 
 , sontinchangésde ~ à ~µ´ . Unerequêtequi arrive durantun intervalle £ 
 , nepeut
plustéléchargerle paquetn{ ÷ enpremieretdoit doncle téléchargerendernier, uneunitéde
tempsaprèsavoir téléchargé le paquetn{"ó . Sontempsdeserviceestdoncaugmentéde ó .
Unerequêtequi arrive pendantl’intervalle W 
8± V 
 , télécharge enrevanchele paquetn{ ÷
justeaprèsla í � � ó î ième diffusiondupaquetn{"ó , etsontempsdeserviceestdoncréduitde
la longueurdel’intervalle £ 
 ø � (les indicessontcalculésmodulo ìGx ). Ainsi la variationdu
tempsdeservicedesrequêtespour yzx de ~ à ~ ´ est:ï'·�
 ��� í³ £ 
 ³¹¸yórñsíýó � ³ V 
 ³ î ¸º³ £ 
 ø � ³ î �õñ ï'·�
 ��� ³ V 
 ³ � ³ £ 
 ø � ³ �C» (3.19)

Ainsi ~µ´ a toujoursun coût inférieur à celui de ~ . De plus, ~µ´ eststrictementmeilleur si
unedesdiffusionsdu paquetn{ ÷ n’a paslieu dans ~ justeaprèsl’émissionprécédentedu
paquetn{"ó , ni justeavantl’émissiondu paquetsuivant.

Etape 2. Supposonsquenousayonsun ordonnancement~ des íKìGxY�Rx î paquetsde y`x qui
nediffusepaslespaquetsparbloc decréneauxconsécutifsdetaille �Rx . Considéronsle plus
petit bloc decréneauxconsécutifsdanslequeldespaquetsde y x sontdiffusés,et notons¼
sataille : ¼ 7 �Rx parhypothèse.Sanspertedegénéralité,nousconsidéronsquele paquetn{"ó
estle premierpaquetdiffusédanscebloc.On appliquealors í+¼¤ñ ó î fois la transformation
précédentesurlespairesdepaquetsn{½�|x etn{"ó , n{"ó etn{ ÷ , ����� , n{dí+¼ÿñ ÷ î etn{dí+¼ÿñ ó î . Le
coûtde l’ordonnancement~µ´ obtenuestinférieurà celui de ~ . Or, dans ~µ´ , le paquetn{ ¼
dublocprécédentestisolé,doncappliquerà ~ ´ la transformationprécédentesurla pairede
paquetsn{ í+¼ ñsó î et n{ ¼ diminuestrictementsoncoût.

Ainsi, paradoxalement,le tempsdeservicedesrequêtespour les íKìGxY�Rx î paquetsde y`x
estminimiséenl’absencedescontraintesdenon-recouvremententrelesmessagesi etseule-
mentsi lespaquetsdu messagesyzx sontdiffusésparbloc detaille �|x .
Etape 3. Noussommesdonc ramenésà optimiserle placementde ìGx blocsde taille �|x
dansunepériodedelongueurë . Pour �¾� ó �¢� ìGx , notons  
 la distanceentrelesdébutsdes� ième et í � � ó î ième blocs(cf. illustrationFigure3.7).

Unerequêtetombeentrele début del’émissiondu dernierpaquetdu � ième bloc et le début
du í � � ó î ième blocavecprobabilité íDí+  
 ñ¿�|x � ó î ¡/ë î . Elle estalorsservieenmoyenneau
boutde íDí+  
 ñÀ�Rx � ó î ¡ ÷ � �Rx î . Unerequêtetombeentrele début du � ième bloc et la fin de
l’émissionde l’avant-dernierpaquetdecebloc avec probabilité íZ�Rx3ñ ó î ¡/ë . Elle estalors
servieenmoyenneauboutde í+  
 � ój¡ ÷ î . Ainsi, le tempsdeservicedesrequêtespour le
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é ¥'¦ çé ¥
æ�æ�æ æãæ�æ é© « æãæ�æ ÁÂ © « æ�æãæ ÁÂ © «
FI G. 3.7 : Illustration desnotationsdel’étape3 dela preuvedu lemme3.6.

messagey`x vaut:Ã ·�Ä ����Å   Ä_Æ �|x ��ÇÈ �   Ä8Æ �Rx �ÉÇÊ � �|x�Ë � �Rx Æ ÇÈ �   Ä � ÇÊ Ë�Ì ,

quel’on simplifie enremarquantque � Ã ·Ä ���   Ä � È
:Ã ·�Ä ��� �  ÎÍÄÊÏÈ Ë � �|x ÆÑÐ xZ�|x'ÒZ�Rx Æ ÇjÓÊÏÈ (3.20)

Cetteexpressionquadratiqueestdoncminimiséelorsqueles blocssontuniformémentré-
partis.En posanttRx8� È ¡�Ò Ð xZ�Rx Ó , nousen déduisonsquele tempsde servicedesrequêtes
pourle messageyzx dansl’ordonnancement~ initial estminorépar:}8Ô��zÒ�~ i y x Ó�Õ �Rx�tRxÊ � � x Æ �|x Æ ÇÊ tRx (3.21)

Et doncle coûtdel’ordonnancement~ estminorépar:Öa×²Ø }ÙÒ�~ Ó�Õ �� x¢��� Å�Ú x�� tRxY�RxÊ � �|x Æ �Rx Æ ÇÊ t x Ë � �|xt x Ì (3.22)

De plus comme Ò Ð xZ�|x Ó � È
, nousavons Ò+� Ó tRx ÕÛÇ et comme � �xq��� Ð xY�Rx � � È

, nous
avons Ò+��� Ó � �xq��� Ç ¡GtRx � � . Enminimisantsouscescontraintesnousobtenonsle minorant
annoncé.

Nous verronsau chapitre5 que ce problèmede minimisationadmetune uniqueso-
lution ÜwÝ , cequi n’estplus immédiatcar Ò��½x Æ ÒZ�|x Æ ÇjÓ ¡ Ê Ó peutêtrenégatifet la fonction
objectifn’estdoncplusconvexe.Parconstructionetcommela solution Ü Ý estunique,le mi-
norantestatteintparun ordonnancementpériodiqueet paquets-cyclique ~ si et seulement
si ~ ordonnancentles �Rx paquetsde chaquemessageyzx dansdescréneauxconsécutifs
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(éventuellementsur plusieurscanaux)à intervalles réguliers,tous les Ò�Ü Ýx � x Ó exactement.
Nousverronsauthéorème3.3qu’il existeunordonnancementoptimalqui estpériodiqueet
paquets-cyclique. Ainsi si le minorantestatteintparun ordonnancement,il estatteintpar
un ordonnancementpériodiqueet paquets-cyclique qui vérifie doncla propriétéci-dessus.
C.Q.F.D. Þ

Ainsi, dansce modèleet contrairementaux modèlesprécédents,le tempsde service
d’un messagedonnén’est pasminimisé en diffusantsespaquetsà intervalles réguliers,
maisen lesdiffusanttousd’un bloc. Noussavonsmalgrétout par les résultatsdu chapitre
précédentqu’unetelle stratégiepeutconduireà desordonnancementsde coût arbitraire-
mentgrandlorsquelesmessagesont deslongueurstrèsdifférentes.Aussi, lesheuristiques
Section3.4serontbaséessurunprincipetrèsdifférent.

3.3 A proposde l’optimal

3.3.1 ßzà -dureté

Commenousl’avonsvu dansla sectionprécédente,le minorant �cá �
n’estréaliséque

parlesordonnancementsqui diffusechaquemessageà intervalle réguliersanspréemption.
Nousallonsutiliser ce fait pourdémontrerquele problèmededécisionassociéà la dissé-
minationpréemptive demessagesest á�â -difficile.

Théorème3.2( ãkä -dureté) Trouverunordonnancementoptimalsuruncanaldespaquets
d’un ensembledemessages y � � y:�æå ����� åçy ��� decoûtsdediffusionnulsestfortementá8â -difficile.

Preuve. Demêmequ’auchapitreprécédent,nousallonsréduirele problème“ è -partition”
àuneinstanceduproblèmededisséminationpréemptive sanscoûtdediffusion.Rappelons
quele problèmede décision“ è -partition” admeten entréeé entiers ê � å ����� å'ê � et doit
déciders’il existeunepartitionde

� Ç å ����� å'é � en è sous-ensembles£��æå ����� åç£æë , telleque:�x+ìGíÎî ê�x�� ����� � �x+ìGí�ï êðx
Posonsñ�� def ê4� � ����� � ê � . Remarquonsquesi è nedivisepas ñ , cetteinstancen’ad-
met trivialementpasde solution.Noussupposeronsdoncque Ò+ñò¡|è Ó estentier. Considé-
rons l’instancesuivantedu problèmede la disséminationde messagessur un canal.Soit
l’ensembleyzó¿� � yzôõåçyS�æå ����� åçy ��� de Ò+é �öÇjÓ messagesde coûtsde diffusion nuls,
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telsque: �÷÷÷ø ÷÷÷ù yzô²ú5�Rôa�Éñû¡|è et Ú ôa�Éü$ý3�ÿþ ñè Æ Ç Ëy`x����_ú �|x���êðx et Ú x��Éü ý3� Ê ñ Íê x � ê�x Æ Ç Ë (3.23)

où ü�� » estchoisitel que: Ú ô � ����� � Ú � � Ç .
D’aprèsla proposition5.2duchapitre5. Il existeuncertain� Ý Õ » tel quela solution Ü Ý

du problèmedeminimisation�ká � Ò�yzó Ó vérifie :Ü Ýx � � Ý Æ Ú xÎÒZ�Rx Æ ÇjÓÚ x , où � Ý estl’uniquesolutionde:
�� xq�!ô ÇÜ Ýx ��� (3.24)

Or remarquonsquepour �¾�Éü , nousavons:Ü�ô Ò��¾�Éü Ó � Ò�� �ë Æ ÇjÓ Æ Ò �ë Æ ÇjÓ�ë � Ê
et Ü��æÒ��¾�Éü Ó � Ò � ���óæ· � ê x Æ ÇjÓ Æ Ò+ê x Æ ÇjÓêðx � Ê ñêðx

Et donc:
�� xq�!ô ÇÜRx'Ò�ü Ó � Ç . Ainsi, le paramètreLagrangien� Ý a pour valeur ü , et la solu-

tion du minorant �cá � Ò�yzó Ó est Ü Ý tel que : Ü Ýô � Ê
et Ü Ýx � Ò+ê�x ¡ Ê ñ Ó . Soit 	 la valeur

correspondante(abominablemaisrationnelle)du minorant�cá � Ò�y ó Ó .
Notonsque toutesles entréesÚ x , �Rx et 	 sont rationnelleset de tailles polynomiales

et quenotammentles longueurssontbien entières.Considéronsdoncle problèmede dé-
cision suivant “Existe-t-il un ordonnancementsur un canal des paquetsdes messages
 ô å 
 � å ����� å 
 � dontlecoûtestinférieurouégalà 	 ?” . Notreréductionestbienpolyno-
miale.D’aprèsle lemme3.6,la réponseàcettequestionest“oui” si etseulementsi il existe
unordonnancementpériodique� qui diffuselespaquetsdumessage


 ô dansdescréneaux
consécutifsexactementtous les ÜwÝô ��ôc� Ê ñû¡|è , et les paquetsde chaquemessage


� ���
dansdescréneauxconsécutifsexactementtous les Ü Ý� � � � Ê ñ . Un tel ordonnancement
existesi et seulementsi l’on peutpartitionnerl’ensembledesmessages


 ��å ����� å 
 � en è
sous-ensembles�¸��å ����� å�� ë telsque(cf. illustrationFigure3.8) :�� ·�ì�� î � � � ����� � �� ·�ì��`ï � �
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3.3.2 Existenced’ordonnancementsoptimauxpériodiques

� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � �� � �� � �� � �� � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � � � � �� � �� � �� � �� � �� � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � �� � �� � �� �� �� �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � � � � � � �� � � � �� � � � �� � � � �� � � � �                         ! ! ! ! !! ! ! ! !! ! ! ! !! ! ! ! !! ! ! ! !" " " "" " " "" " " "" " " "" " " "æ�æãæ æãæ�æ#%$#%& #%& #%&# ç # è #(' #() é
*,+.- ¬ Á &

FI G. 3.8: Un ordonnancementqui satisfaitle problèmededécision.

C.Q.F.D. Þ
Remarque 3.6 L’extensiondela preuve aucasde / canauxpourdémontrerla á8â -dureté
du problèmede décision“Existe-t-il un ordonnancementsur / canauxdespaquetsdes
messages



decoûtsdediffusionnulset deprobabilitésdedemanderationnelles,dont le

coûtestinférieurà 	 ?” estdirecte.Il suffit d’ajouterà l’ensemble

 ó , Ò�/ Æ ÇjÓ messages
021 �æå ����� å 
304165%7 � constituésde Ò+ñ � è �Rô Ó paquetsetdontlesprobabilitéssontajustées

desorteque: Ü Ý�98:0 � Ç .
Remarque 3.7 La preuve de Bar-Noy, Bhatia, Noar et Schieberdans[BNBNS98] dé-
montreégalementquece problèmeest á�â -difficile. Cependantnotrepreuve n’utilise pas
lescoûtsdediffusion.Cerésultatdémontredoncquemêmeenprésencedepréemptionle
casdeslongueursnon-uniformesprésenteunecomplexité intrinsèque.

3.3.2 Existenced’ordonnancementsoptimaux périodiques

Théorème3.3(Existenced’un ordonnancementoptimal périodique) Pour tout / et
tout ensemblede messages


 � � 
 �æå ����� å 
30 � , il existe un ordonnancementoptimal
despaquetsde


 �æå ����� å 
30 sur / canauxqui soit périodique.
De plus,il existeun algorithmequi le construitentempsfini exponentiel.

Preuve. La preuve decerésultatreposesur la constructiond’un graphed’étatsimilaireà
celuidesthéorèmes1.3et2.2deschapitresprécédents.Afin desimplifierlesnotations,nous
neconstruisonsle graphed’étatuniquementdansle casd’un uniquecanaldedissémination.

Tout d’abordgrâceau lemme3.1 page104 nousne considéronsqueles ordonnance-
mentspaquets-cycliques.Ensuite,le lemmededensitépage113nousassurequenouspou-
vons restreindrenotre rechercheaux ordonnancementspériodiques: un ordonnancement
optimal parmi les périodiquesestoptimal. Enfin, le lemme3.4 page113 nouspermetde
nousrestreindreaux ordonnancementsqui diffusentun paquetde chaquemessage


�
au

moinstousles ; � créneaux,où ; � estuneconstantequi nedépendquedescaractéristiques
desmessages.

Pour l’ensemblede messages



, nousdéfinissonsle graphed’état < � fini et valué
suivant. Les sommetsde < � sont les é -uplets => �@?A=> �æå ����� åB=> 0DC , où => � estun vecteur
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detaille � � à valeursdans
� Ç å ����� å�; � � . => � estappeléle vecteurd’état du message


 �
. On

notera> �9E Ä , la F ièmecoordonnéesde => � , où Ç � F � � � . Etreausommet=> autempsG signifie
quepourtout H$� Ç �¢� é et tout FE� Ç �¢� � � , la F ième des� � dernièresdiffusionsd’un paquetdu
message


�
avant G , adémarréà la date ÒIG Æ Ò > �IE Ä � ����� � > �IE J · Ó'Ó (cf. Figure3.10page128).

Nousdéfinissonsdeuxopérateurssurlesvecteursd’état:K üûÒL=> � Ó estle décalageàgauchedu vecteurd’état > � :üûÒL=> � Ó J · � » , et ü�ÒA=> � Ó Ä � > �IENM Ä 1 �PO , pour FRQ � � .K�S ÒA=> � Ó incrémentela dernièrecoordonnéede => � :S ÒL=> � Ó J · � > �IE J · �ÉÇ , et S ÒA=> � Ó Ä � > �IE Ä , pour FRQ � � .
Dans le graphe < � , les arêtessont étiquetées“ T ” ou “


�
”, pour un certain H . Une

arêteU � · étiquetée“

�

” relie chaquesommet => �V?A=> �æå ����� åW=> � å ����� åB=> 0XC ausommet => ´��? S ÒL=> � Ó å ����� å S%Y üûÒL=> � Ó å ����� å S ÒL=> 0 Ó C . Suivre cettearêteU � · durantle créneauG signifieque
l’on ordonnancele paquetdu message


�
suivant dansl’ordre cyclique pendantle cré-

neauG . Nousdonnonsà cettearêteun coûtégalausurcoûtinduit parcette“dif fusion”, que
nousdéfinissonsnaturellementcommele rétro-coûtdu créneau:Z�[]\^`_ba6c ÒdU � · Ó � def e � �ÉÇ Æ Ú � > �IE � � 0�fbg � Ú f � ÇÊ � > f E � � ����� � > f E J9h Ë
Une arête UAi étiquetée“ T ” relie chaquesommet => �j?L=> �æå ����� åB=> 0kC au sommet => ´ �? S ÒL=> � Ó å ����� å S ÒA=> 0 Ó C . Suivre cettearête UAi durantle créneauG signifie quel’on n’ordon-
nanceaucunpaquetdurantle créneauG . Nousdonnonsàcettearêteuncoûtégalausurcoût
induit, quenousdéfinissonsnaturellementcommele rétro-coûtdu créneau:

Z�[6\^`_la6c ÒdU i Ó � def

0�fbg � Ú f � ÇÊ � > f E � � ����� � > f E J9h Ë
Nousdéfinissonsalorsle coûtd’un cycle m de < � commele coûtmoyendecesarêtes:Z�[6\^:_ a c Ò9m Ó � Ç³ m$³ � n ìpo Z�[]\^`_ a c ÒdU Ó

Nousétablissonsainsidemêmequedansleschapitresprécédents,unesurjectionÒ9mrqs�to Ó descyclesdu graphe< � verslesordonnancementspériodiques,paquets-cycliques,et
qui diffusentunpaquetdechaquemessage


�
aumoinstousles ; � créneaux: la surjection

associeà tout cycle m l’ordonnancement�to obtenuenconcaténantlesétiquettesdesarêtes
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du cycle.Le théorèmederéversibiliténousdonnealorsquele coûtdu cycle m estle rétro-
coût,doncle coûtdel’ordonnancement�to :Ö_×²ØXu Ò��to Ó � Z�[]\^v_ a c Ò9m Ó
La recherched’un ordonnancementpériodiqueoptimalseramènedoncà la recherched’un
cycle decoûtminimal dans< � . Or < � estdetaille finie, ainsiun tel cycle existeet peut
êtrecalculéen tempsfini exponentiel(par exemple,avec l’algorithme de Orlin, Tarjanet
Young[YTO91]). Þ
3.4 Approximations à un facteur constant

Danscettesectionnousallonsproposerdesheuristiquesqui génèrentdesordonnance-
mentsdontle coûtestinférieurà Ò Ê �Aw á ÍWxbyNz Ò 
 Ó'Ó et doncà Ò Ê � × â u Ò 
 Ó'Ó .

Nos heuristiquessontbaséessur la remarquesuivante: diffuser les paquetsdu mes-
sage


3�
régulièrementtousles Ü � aulieu delesdiffuserenbloc tousles Ò�Ü � � � Ó , multiplie au

pluspar
Ê

le tempsdeservicemoyenpourcemessage(cf. Figure3.9).Nousobtenonsainsi
des

Ê
-approximations.

{ {{ {{ {{ {{ {| || || || || |} } }} } }} } }} } }} } }~ ~~ ~~ ~~ ~~ ~ � �� �� �� �� �� �� �� �� �� � � �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �
� �� �� �� �� �� �� �� � � �� �� �� �� �� �� �� � � �� �� �� �� �� �� �� � � �� �� �� �� �� �� �� � � � �� � �� � �� � �� � �� � �� � �� � � � �� �� �� �� �� �� �� �

æ�æãæ æãæ�æ� � � � � � éæ�æãæ æãæ�æ� � � � � � é

��� æ.� �

FI G. 3.9: Ordonnancerlespaquetsrégulièrement.

Les minorantssuggèrentune fréquencede diffusion optimale Ò Ç�� ÜwÝ� Ó pour

3�

. Nous
allonsdoncdévelopperdifférentesheuristiquesqui réalisentcesfréquencesoptimales.Nous
allonstout d’abordprésentercesheuristiquessurun canal,puisnousmontreronscomment
lesgénéraliseraucasdeplusieurscanauxenutilisantun résultatdeBar-Noy, Bhatia,Noar
etSchieber[BNBNS98].

Note 3.1 L’extensionde cesheuristiquesau casde plusieurscanauxesttout particulière-
mentintéressantcar nousn’avonspasà l’heure actuelled’algorithmede performancega-
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rantiepour la disséminationsurplusieurscanauxdemessagede longueursnon-uniformes
sanspréemption.

3.4.1 Ordonnancer sur un canal

Nouscommençonsparprésenteruneheuristiquerandomiséequenousdérandomiserons
pourenfaireunalgorithmedéterministequi produitun ordonnancementpériodique.

Approximation randomisée

Proposition 3.1(Approximation randomisée) L’algorithme randomisé 3.1 page ci-
contre génère un ordonnancement� desmessagesde


 ����
 �æåL�L�L��å 
0 � sur un canal,
tel que: ¡£¢ Ö_× Ø£u Ò�� Ó¥¤ � ÇÊ§¦ 0¨ � g � © Ú � Ü �«ª�� ¦ e �Ü � Ë (3.25)

Ainsi,si Ü � Ü Ý estla solutionduproblèmew á Í¬x�yNz Ò 
 Ó , l’ordonnancementgénéréestuneÊ
-approximation:¡£¢ Ö_×²ØXu Ò�� Ó¥¤® Êk¯ w á ÍWxbyNz Ò 
 Ó Æ±°Ê  ÊX¯ × â u Ò 
 Ó Æ±°Ê

Preuve. Par la linéaritéde l’espérance,l’espérancedu coûtestla sommedesespérances
du tempsdeserviceetdu coûtdediffusion:

¡k¢ Ö_×²ØXu Ò�� Ó¥¤ �²¡X¢ u Ô w Ò�� Ó¥¤ ¦ ¡£¢ Ö2³ Ò�� Ó¥¤ .
L’espérancedu coût de diffusion est la sommepondéréedescoûtsde diffusion des

paquetsde chaquemessage.Un paquetdu message

3�

est diffusé danschaquecréneau
avec probabilité Ò Ç�� Ü � Ó , ainsi le nombremoyen de paquetsde


3�
diffuséspar unité de

tempsest Ç�� Ü � . Le coûtmoyendediffusiondel’ordonnancement� estdonc:¡X¢ Ö2³ Ò�� Ó¥¤ � 0¨ � g � e �Ü �
De même,l’espérancedu tempsde serviceest la sommepondéréedestempsde service
pourchaquemessage.Considéronsunerequêtepour le message


3�
arrivantdurantle cré-

neaú . Elle attendtoutd’abordenmoyenneÇ�� Ê la fin du créneau,puisseraservieunefois
qu’elle auratélécharger les

ª �
paquetsde


�
. Soit T �IE Ä ÒIµ Ó la variablealéatoiredu temps

écouléentrelesfins des ÒdF Æ ÇjÓ ième et F ième diffusionsd’un paquetde

3�

depuisla fin du
créneauµ . L’attentede la requêteestdoncla sommedes T �9E Ä pour F � Ç �¶� ª � . Or T �IE Ä ÒIµ Ó
estindépendantde µ et de F , et sonespéranceest Ü � . L’espérancedu tempsdeservicedela
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3.4.1 Ordonnancersur un canal

Algorithme 3.1Approximationrandomiséepourla disséminationpréemptive surun canal

Entrées: Ò�Ü � Ó vérifiant,pourtout H , Ü � Õ²· et ¸ 0� g � Ç�� Ü � �Ç .
Si

0¨ � g � ÇÜ � Q Ç alors

Ajouter un message“f antôme”

 ô , avec

ª ô � Ç , Ú ô � e ô � · et unevaleur Ü�ô
telleque: Ç�� Ü ô � Ç Æ ¸ 0� g � Ç�� Ü � .

Sortie :

Pour ´ � Ç �¶�º¹
Tirer auhasardH¼» � · å Ç åL�L�L��å'é �

avecprobabilité ½ �]� Ç�� Ü � .
Si H � · alors

Ne rienordonnancerdurantle créneaú .

Sinon

Ordonnancerle paquetsuivant(dansl’ordre cyclique)dumessage

3�

du-
rantle créneaú .

requêteestdoncfinalement: Ò Ç�� Ê ¦ ª � Ü � Ó . Ainsi :¡X¢ u Ô w Ò�� Ó¥¤ � ÇÊ ¦ 0¨ � g � Ú � ª � Ü �
Ainsi, lorsque Ü � ÜwÝ est la solution du problèmede minimisation w á Í¬x�yNz Ò 
 Ó , nous
avons:

¡k¢ Ö_×²ØXu Ò�� Ó¥¤¾ Ê w á Í¬x�yNz Ò 
 Ó Æ ° � Ê  Ê × â u Ò 
 Ó Æ ° � Ê . Þ
Remarque 3.8 En pratique,il convient de prendre Ü égal à la solution du problèmede
minimisationducoûtdel’ordonnancementgénéré.Ceproblèmedeminimisationàla forme
génériqueétudiéeauchapitre5.

Approximation gloutonne

Nous proposonsdanscettesectionune versiondérandomiséede l’heuristiqueprécé-
dente.Pourcela,nousdéfinissonsl’état de l’ordonnancementà la fin du créneaú de la
façonsuivante:

Definition 3.3(Etat) L’état => ÒI´|ål� Ó d’un ordonnancementpaquets-cycliqueà la fin ducré-
neaú estle é -uplet ?L=> �ÏÒI´|ål� Ó åL�L�L��åB=> 0 ÒI´|ål� Ó C , où => � ÒI´|ål� Ó estun vecteurde taille

ª �
dont
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la F ième coordonnée> �IE ¿ est le tempsécouléentreles débuts des F ième et ÒdF ¦ÁÀ Ó ième desª �
dernièresdiffusionsd’un paquetavant la date ´ (cf. Figure3.10).De mêmequ’auxcha-

pitresprécédentset qu’à la définitiondu rétro-coût,nousconsidéronsquetouslespaquets
sontfictivementdiffusésà la date ´ � · (il estéquivalentde dire qu’aucunerequêten’ar-
rive au tempś

� · ou encorequetousles requêtesqui arrivent avant ´ � · sontservies
instantanément),ainsi: pourtout Hçå�F , > �IE ¿ ÒI´ � · ål� Ó � · .

Â:ÃºÄlÅ�ÆÈÇLÉËÊ Ì`ÍÏÎlÐÑÌIÒÓ ÆPÔÖÕÈ×BØrÙ4ÚLÆlÃ«ÅbÛ ÜlÃºÆÝÔ6Ú�Û Þ`É�Ô�Û ßpÅ�ÔàÚâáãÉLÅåä�Ç�æçÉ�ÆPèàÚLÆêéë×
ìW�îí ïdðîñ 'pò é¥óìW�îí ç ò é¥ó ìW�îí è ò é¥ó

æ�æãæ#]ç�# '�# è�#]ç�æ�æãæ é
FI G. 3.10: Définitiondel’état ÒL=> � ÒI´ Ó'Ó à la date ´ .

Proposition 3.2(Algorithme glouton) L’algorithmeglouton3.2page suivanteproduit un
ordonnancement� desmessagesde


ô�õ��
 � åL�L�L��å 
 0 � suruncanaldontlecoûtvérifie:Ö_× Ø£u÷ö �êø  Àù ¦ 0¨ � g � © Ú � Ü � ª � ¦ e �Ü �bú (3.26)

Ainsi, si Ü � Ü Ý estla solutiondu problèmew áXû ö 
 ø , l’ordonnancementgénéréestuneù
-approximation:¡k¢ Ö_×²ØXu÷ö �êø ¤® ùX¯ w á û ö 
 øýü °ù  ùD¯ × â u÷ö 
 øýü °ù

Remarque 3.9 Il est intéressantde noter que le choix gloutonse fait uniquementsur la

quantité þ ¸ J ×¿ g � > f E ¿ ö ´¾ü À ål� a øÝÿ qui est le tempsécoulédepuisla dernièrediffusion du

paquetquel’on seproposedediffuser. Cechoix estdoncindépendantdesdatesdesautres
diffusions.

Preuve. Cetalgorithmeestla versiondérandomiséedel’algorithme3.1pageprécédente.
Nousallonsprocéderde la mêmefaçonqu’au chapitreprécédenten bornantle rétro-coût
cumuléde l’ordonnancementglouton � a sur tout intervalle

¢ · å.´ ¤ par
ö.ö ´ ¦ À ø ¯ w ��� ø oùw ��� �

def

© À � ù ¦ ¸ 0� g � ö�� � ª � Ü � ¦ e � � Ü � øÝú estl’espérancedu coûtde l’ordonnancement

randomisé.Commele théorèmederéversibilitéassurel’égalitéentrele coûtet le rétro-coût
d’un ordonnancement,nousauronsle résultatannoncéenfaisanttendré versl’infini.
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3.4.1 Ordonnancersur un canal

Algorithme 3.2Algorithmegloutondedisséminationpréemptive surun canal

Entrées:
ö Ü � ø vérifiant,pourtout H , Ü ��� · , et

0¨ � g � À � Ü �  À .
Si

0¨ � g � ÀÜ � Q À alors

Ajouter un message“f antôme”

 ô , avec

ª ô � À , � ô � e ô � · et unevaleur Ü�ô
telleque: À � Ü�ô � À ü�¸ 0� g � À � Ü � .

Sortie :

Pour ´ � À �¶�º¹
Calculerl’état => à la date

ö ´6ü À ø del’ordonnancement(Définition3.3page127).

Choisir H » � · å À åL�L�L�µå'é �
qui minimisela quantité:

© e � ü � � Ü � J ×¨¿ g � > �IE ¿ ú .

Si H � · alors

Ne rienordonnancerdurantle créneaú .

Sinon

Ordonnancerle paquetsuivant(dansl’ordre cyclique)dumessage

3�

du-
rantle créneaú .

Pourcelanousallonsdémontrerquele choix gloutonau tempś est le choix qui mi-
nimisela sommedu rétro-coût	�
 ��Xu ö � a å ¢ ´êü ù å.´êü À ¤ ø sur le créneau

ö ´,ü À ø et de la
variationd’unefonctionpotentiel� ö ´½ål� a ø . Cettefonctionpotentielnouspermetcommeau
chapitreprécédentde“payer” paranticipationl’attentedesrequêtesenattenteautempś .
Nous la définissonsdonc naturellementcommel’espérancede l’attentedesrequêtesqui
n’ont pasétéserviesavant la date ´ . Considéronsun ordonnancement� . Unerequêtepour
le message


 �
n’a pasétéserviedans � au temps ´ , si elle estarrivéeaprèsle début de

la premièredes
ª �

dernièresdiffusionsd’un paquetde

3�

avant la date ´ (cf. Figure3.10).
Or,

ö�� � > �IE ¿ ö ´|ål� a ø.ø requêtespour le message

 �

sontarrivéesentrelesdébuts des F ième etö F ¦ À ø ième des
ª �

dernièresdiffusionsd’un paquetde

3�

avant ´ , et serontserviesunefois
qu’ellesauronttéléchargé les F paquetsde


3�
qui leursmanquent; cesrequêtesdevraient

doncattendre
ö F�� � ø en moyennesi l’ordonnancementétait générépar l’algorithmerando-

misé3.1 aprèsla date ´ . Nousdéfinissonsdoncnotre fonction potentiel � ö ´½ål�¼ø pour un
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ordonnancement� par:

� ö ´��l�êø � def

0¨ � g � J ×¨¿ g � � � > �IE ¿ ö ´��l�êøýF�� �
Remarquonsque: � ö ´ � · �l�êø � · et quepourtout ´ : � ö ´��l�êø � · . Nousposonsdonc:� ö ´��l�êø � def w ��� ü�	�
 ��Xu÷ö ��� ¢ ´ ü ù �.´ ü À ¤ ø ¦ � ö ´¾ü À �l�êøýü�� ö ´��l�êø ,
et nousallonsdémontrerquetout ´ :

� ö ´��l� a ø � · . Ainsi ensommantde ´ � · à ´ ��� ,
nousauronsque:� ¯ 	�
 ��Xu÷ö � a � ¢ · � � ¤ ø ¦ � ö · �l� a øýü�� ö � �l� a ø� ��� � "!  ö � ¦ À ø ¯ w ��� ,

cequi impliquerale résultat.Pourcelanousallonsdémontrerquel’espérancede
� ö ´��l� a ø

si le paquetordonnancédurantle créneaú étaitchoisialéatoirement,estpositive,etquele
choix gloutonestcelui qui maximisela valeurdecettefonction.

Notons � f l’ordonnancementqui diffuseexactementlesmêmespaquetsque � avant la
date

ö ´ ü À ø etordonnancele paquetdumessage

 f suivantdansl’ordre cyclique,si #%$ ·

et n’ordonnanceriendansle créneaú si # � · .
Reprenonsles notationsdesopérateurs& et S sur les vecteursd’étatdéfinispage124

à l’occasionde la preuve de l’existenced’un ordonnancementoptimal périodique.Ainsi
nouspouvons définir l’état => ö ´���' f ø de l’ordonnancement' f à la date ´ en fonction de
l’état => ö ´���' a ø à la date

ö ´ ü À ø par:=>)( ö ´���' f ø � S ö =>"( ö ´¾ü À ��' a ø.ø , si #+*� H
et =>)( ö ´���' f ø � S%Y & ö =>"( ö ´¾ü À ��' a ø.ø , si # � H .

Un rapidecalculdémontrequ’alors:

� ö ´¾ü À ��' f øýü�� ö ' f �.´�ø � ü 0¨ ( g � � ( ª ( � ( ¦ � f J9h¨¿ g � > f E ¿ ö ´¾ü À ��' a ø ¯ � f
D’autre part, l’attenteen arrièremoyennepour le message, ( dansle créneau

ö ´¼ü À ø de
l’ordonnancement' f (ou ' a ) vaut - >"( E � ö ´]ü À ��' a ø ¦ ¯L¯L¯ ¦ > ( E J × 7 � ö ´]ü À ��' a ø ¦ ö > ( E J × ö ´ üÀ ��' a øýü À � ù ø/. . Ainsi le rétro-coûtde ' f surle créneau

ö ´ýü À ø estde:

	�
 ��£u ö ' f � ¢ ´ ü ù �.´ ü À ¤ ø � e f ¦ Àù ¦ 0¨ ( g � � ( J ×¨¿ g � > ( E ¿ ö ´ýü À ��' a ø
130



Chapitre3 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformesavecpréemption
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3.4.1 Ordonnancersur un canal

Ainsi, � ö ´���'10pø � w ��� ü3240åü Àù ü 5¨ (7698 � (;: ×¨¿ 698=< (?> ¿ ö ´ýü À ��'A@êø¾ü 5¨ (B698 � ( ª ( � (
¦ � 0 :DC¨¿ 698 < 0 > ¿ ö ´ýü À ��'A@êø ¯ �E0

Et donc,¡ 8GFIH ¢ � ö ´���'10pø ¤ � 5¨0 6 ! À�E0 � ö ´���')0pø � ·
Or,

� ö ´���' 0 ø �J� ö ´���' ! ø¾ü KL 2 0 ü � 0 :?C¨¿ 698 < 0 > ¿ ö ´ ü À ��' @ ø ¯ � 0NMO
Par conséquent,le choix gloutonestbiencelui qui maximise

� ö ´���')0pø , et assuredoncque
pourtout ´ , � ö ´���'A@,ø � · .

C.Q.F.D. P
Approximation gloutonnepériodique

Certainesapplicationsimposentque l’ordonnancementsoit périodique.Cela permet
d’une part de décharger le serveur du calcul de l’ordonnancementet ausside rendrel’or-
donnancementprévisible,ce qui permetde définir desstratégiesde gestionde cacheset
depréchargementplusefficace.Remarquonsquecettedernièreremarqueétait l’un desre-
prochesadressésauxordonnancements“compliqués”à performancesbornéesparcertains
papiersdela communautédesbroadcastdisks.Nousverronségalementauchapitresuivant
que l’existenced’ordonnancementspériodiquesefficacesseraà la basede notre schéma
d’approximation.

Ainsi, demêmequedansle chapitreprécédent,nouspouvonsarrêterl’algorithmeglou-
tonauboutd’un nombredepasquadratiqueenle nombretotaldepaquets,pourgénérerun
ordonnancementpériodiqueà un facteur

ù
de l’optimum. Il suffit pourcelad’êtreprudent

lors du bouclagepour assurerquel’ordonnancementrestepaquets-cyclique. L’algorithme
estprésentépagesuivanteet illustré Figure3.11pagesuivante.
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Algorithme 3.3Approximationdéterministeet périodiquesurun canal

Entrées: Un ensemble, demessageset unentier
� $ · . On poseQ � ª 8 ¦ ¯L¯L¯ ¦ ª 5 .

Calculer �)R la solutiondu problèmedeminimisationwTSU x�yNz ö , ø .
Ordonnancertouslespaquetsdechacundesmessagesentrelesdateś

� · et ´ � Q .

Executer
�

pasdel’algorithmeglouton3.2page129avec � � � R , danslescréneaux́
�Q ¦ À à ´ �V� ¦ Q .

Trier l’ensembleW �±�YX �)R(;Z À  X  ª ( � .
Pour [ � À �¶�]\

Soit
ö X � R( ø le [ ième élémentde W .

Ordonnancerdansle créneaú
�^� ¦ \ ¦ [ le paquetsuivantdu message, (

dansl’ordre cyclique.

Pour _ � À �¶�]\
Soit ` ( le nombredediffusionsdespaquetsde , ( entré

� · et ´ � ö � ¦ ù Qåø .
Ordonnancerles

ö.ö ª ( üa` ( øcbed�f ª ( ø paquetsdumessage, ( suivantsdansl’ordre
cycliqueà la suitedel’ordonnancement.

Théorème3.4(Ordonnancementpériodique) L’algorithme 3.3 construit un ordonnan-
cement'hg paquets-cycliqueetpériodique, suruncanal,decoût  ù2¯ wTSiU x�yNz ö , ø dèsque
sapériode

�kj
estsuffisammentlongue:�kjl� À�m° Q U ¦ ù 5¨ (B698 2 ( ª ( , avecQ � ª 8 ¦ ¯L¯L¯ ¦ ª 5 .

Nousobtenonsdoncentempspolynomialune
ù
-approximationdepériodequadratiqueen

nombre total depaquetsetenlescoûtsdesmessages.

nnnnoooop pp pp pp pq qq qq qq qr rr rr rr rs ss ss ss s ttttuuuu v vv vv vv vw ww ww ww wx xx xx xx xyyyy zzzz{{{{| || || || |}}}}~ ~~ ~~ ~~ ~����� �� �� �� ����� � �� �� �� ������ �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� � ����æ�æ�æ� ç �+� æ�æãæ æ�æãæ æãæ�æ
ék� �

� ßpÉ�Ô�� ÆÝÔ ä�ÇlæçÉ�Æ¥èÑÔ
� ä�Ç�Ô6ÚLÆ�� á Ç�� �lßAÃ Û èG���¾Æ9�Y� ßpÉ.èÑß�Å

� ß�É�Ô�� ÆÝÔýä�Ç�æçÉ�ÆPèIÔ6ÚLÇAÅ�Ô9�Ná ßAÃºÚçÃºÆÚLÆÝÔA���I���× ålÃ ßAÛ ÔIÔdÇAÅ.èIÔ
� ß�Å�åPè¥Û ß�Ååä�ÇlæçÉ�Æ¥èÑÔ �°åG¡�å�� Û æçÉ�Æé

FI G. 3.11: Uneapproximationdéterministeetpériodique.
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3.4 Approximationsà un facteurconstant

3.4.1 Ordonnancersur un canal

Preuve. Posons¢ � ¸ 5(B698 ö.ö ª ( ü�` ( øcbed�f ª ( ø  Q ü£\ . L’ordonnancement' obtenu
estpaquets-cycliqueetpériodiquedepériode

ö � ¦ ù Q ¦ ¢Dø . Estimonsle coûtdecetordon-
nancementencalculantsonrétro-coût.

D’aprèsl’analysede l’algorithme gloutonProposition3.2, le rétro-coûtcumulésur la
période

¢ Q3� � ¦ Q ¤ estbornépar:	�
 ��i¤÷ö '�� ¢ Q¥� � ¦ Q ¤ ø  ö � ¦ À ø§¦ ��� üi� ö � ¦ Q3��'¼ø ¦ � ö Q¥��'êø
Remarquonsque � ö Q¥��'êø  ¸ 5(B698 � ( � R( Q  Q¨¦ ��� . Ainsi :	�
 ��¥¤÷ö '�� ¢ Q3� � ¦ Q ¤ ø  ö � ¦ Q ¦ À ø§¦ ��� üi� ö � ¦ Q¥��'êø (3.27)

Majoronsà présentle rétro-coûtsurla périodedetemps
¢ � ¦ Q3� � ¦ ù Q ¦ ¢ ¤1© ¢ · �EQ ¤ . Le

coûtdediffusioncumulésurlespériodes
¢ · �EQ ¤ et

¢ � ¦ Q¥� � ¦ ù Q ¦ ¢ ¤ estbornépar:° 5¨ (B698 2 ( ª ( (3.28)

Notons
ö � ¦ Q ¦ ´ (?> ¿ ø la datedudébut dela

X ièmediffusiond’un paquetdumessage, ( entreö � ¦ Q2ø et
ö � ¦ ù Qåø et posonś ( > ! � · pourtout _ . L’attenteenarrièremoyennepour , (

entrelesdates
ö � ¦ Q ¦ ´ (?> ¿Yª 8 ø et

ö � ¦ Q ¦ ´ ( > ¿ ø , vaut - ö ´ (?> ¿ ü ´ ( > ¿Yª 8 ø � ù ¦ < ( > : × ö � ¦ Qåø ¦ ¯L¯L¯ ¦< ( > ¿ ö � ¦ Q2ø . . Ainsi la sommedel’attenteenarrièrecumuléeetdutempsdetéléchargement
surcespériodesdetempsestmajoréepar:5¨ (B698 � («: ×¨¿ 698 ö ´ (?> ¿ ü ´ (?> ¿Yª 8 ø © ´ ( > ¿ ü ´ ( > ¿Yª 8ù ¦ < ( > : × ö � ¦ Q¥��'êø ¦ ¯L¯L¯ ¦ < ( > ¿ ö � ¦ Q3��'êø ¦ À ú
cequel’on peutbornerpar:5¨ (B698 � («: ×¨ ¿ 698 ´ ( > ¿ ¯ < ( > ¿ ö � ¦ Q3��'¼ø ¦ Q U
Remarquonsquepuisquelespaquetssontdiffuséspar

X � R( croissantetque ¸ 5(B698 X � � R(  X
nousavons ´ ( > ¿e¬ X � R( . Or, � ö ´���'êø � ¸ 5(B698 � ( ¸ : ×¿ 698 < ( > ¿ ö ´���'êø . Ainsi nousmajoronscette
contribution aurétro-coûtpar: � ö � ¦ Qåø ¦ Q U (3.29)

Enfin la sommedel’attenteenarrièrepourlesmessages, ( etdu tempsdetéléchargement
sur les périodes

¢ � ¦ Q ¦ ´ ( > : × � � ¦ ù Q ¦ ¢ ¤© ¢ · � � ¤ est majoréepar
ö ù Qåø . Ainsi leur
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ORDONNANCEMENT POUR LA DISSÉMINATION DE DONNÉES

contribution aurétro-coûtestinférieurà : ® Q U (3.30)

Ensommantlesdifférentescontributions(3.27),(3.30),(3.29)et (3.30)nousobtenonsdonc
que: ö � ¦ ù Q ¦ ¢Dø§	�
 ��i¤ ö 'êø  ö � ¦ Q ¦ À ø§¦ ��� ¦ ° 5¨ (B698 2 ( ª ( ¦°¯ Q U
Ainsi : 	�
 ��i¤ ö 'êø  ù ¦ SaU�±�²]³ ö , øýü °ù ¦ ¯ Q U ¦ ° ¸ 5(7698 2 ( ª (� ¦ ù Q ¦ ¢
Et donc,nousobtenonsune

ù
-approximationdèsquela période

ö � ¦ ù Q ¦ ¢Dø de ' est
supérieureà

ö 8 û´ Q U ¦ ù ¸ 5(B698 2 ( ª ( ø . P
3.4.2 Disséminationsur plusieurscanaux

Cettesectionseproposed’étendreau casde plusieurscanauxles heuristiquesprécé-
dentes.Cesrésultatssont particulièrementintéressantscar ils permettentd’ordonnancer
avec garantiedeperformancedesmessagesde longueurnon-uniforme.Nousavonsvu en
effet au chapitreprécédentquele casde plusieurscanauxrestemal comprisen l’absence
depréemption.Cesrésultatss’inspirentlargementdela méthodedéveloppéeparBar-Noy,
Bhatia,NoaretSchieberdansle casdeslongueursuniformes[BNBNS98].

Approximation randomisée

L’analysedesperformancesde l’algorithmerandomiséreposesur le fait qu’un paquet
de chaquemessage, ( est ordonnancéavec probabilité

ö À � � ( ø danschaquecréneaude
temps.La généralisationdecetteheuristiqueaucasdeplusieursconsistedoncàtrouverune
distribution desprobabilitésdediffusionqui permetted’assurerque:

1. Un paquetde chaquemessage, ( soit diffuséavec probabilité
ö À � � ( ø danschaque

créneaudetemps.

2. Au plus un paquetde chaquemessage, ( soit ordonnancédanschaquecréneaude
temps.

Cettesecondeconditionestnécessairepour ne pasbiaiserles probabilitéset assurerque
l’ordonnancementgénéréestbienpaquets-cyclique.

Dans [BNBNS98], Bar-Noy, Bhatia, Noar et Schieberproposentdansle cadredes
messagesde longueuruniformeunedistribution de probabilitéqui permetd’ordonnancer
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3.4.2 Disséminationsur plusieurscanaux

chaquemessage, ( auplusunefois et avecprobabilité À � � ( surles µ canaux.La généra-
lisationdeleurméthodeaucasdespaquetsdemessagesfait l’objet du lemmesuivant.

Lemme 3.7(Algorithme 3.4,[BNBNS98]) Etant donné� ( $ À pour _i¶ À¸·7· \ , et µ tel
que ¹ 5(B698 À»º � (�¼ À , l’algorithme3.4génèreunordonnancementaléatoirepaquets-cyclique
sur µ canauxoù un paquetdu message , ( estdiffuséavecprobabilité À»º � ( danschaque
créneau.

½/¾ ¿½ ¾ À
½4Á½�Â½4Ã½EÄ½ À

ÎlÐ ÅÎlÐ Å
ÎlÐ Å

½ ¿ Î4ÆÇ� ÁÎ4ÆÇ� ÂÎ4ÆÇ� ¿Î4ÆÇ� ÃÎ4ÆÇ� ÀÎ4ÆÇ� Ä
lespaquetsde È ç � É �«Ê»ËI� ç ËI� èNÌ sur le premiercanal

lespaquetsde
�;Í

et ÈÏÎ � É �;Ð Ì sur le derniercanal

lespaquetsde
� è et È è � É � Î ËI�«Í Ì sur le deuxièmecanal

FI G. 3.12: Distribution pour le multicanal.

Preuve. L’idéedel’algorithme3.4estd’ordonnancerlespaquetsd’un mêmemessagesur
auplusdeuxcanauxconsécutifs.Au plus ÑÒµÔÓÖÕ»× messagesserontdiffuséssurdeuxcanaux.
Ceux-cisontnumérotésØÑ/Õ»×�� ·�·�· �ÇØÑÒµÙÓ;Õ»× . L’ensembled’indices Ú 8 contientlesindices
desmessagesqui serontdiffuséssur le premiercanal,et pour ÛÝÜ^Þ , Úàß ©âá Ø9Ñ ÛãÓJÕ»×Çä
estl’ensembledesindicesdesmessagesqui serontdiffuséssurle canalÛ . Afin degarantir
quepourtout Û , deuxpaquetsdumessage,�å¸æ ßAç nesoientpasdiffusésenmêmetempssur
les canauxÛ et Ñ ÛJè�Õ»× , les probabilitésde diffusion desmessagessur le canal Ñ ÛéèêÕ»×
sont moduléessuivant si un paquetde ce messagea été diffusé sur le canalprécédent.
L’algorithme3.4 génèredoncbienun ordonnancementpaquets-cyclique (enparticulierau
plusun paquetdechaqueestdiffusédanschaquecréneaudetemps).

Il noussuffit de vérifier quecettedistribution estcorrecte(la sommedesprobabilités
vaut Õ ) et ordonnancebienun paquetdechaquemessage, ( avecprobabilité Ñ/Õ º � ( × dans
chaquecréneau.Remarquonsqueparconstruction(cf. Figure3.12):

pourtout _�*ë á ØÑ/Õ»×�� ·�·�· �ÇØ9ÑÒµìÓVÕ»×Çä , í ( ¶�Õ ºïî (
pourtout Û ë á Õ¸� ·�·�· �»ÑÒµìÓVÕ»×Çä , í ( è£í»ð( ¶�Õ ºïî (

etquepourtout ÛñÜòÞ , íNðå¸æ ß ª 8 ç è�í åóæ ß ª 8 çDô 8 èöõ�õ�õïè°í å¸æ ß÷ç ¶�Õ
Ainsi il noussuffit de démontrerpar récurrenceque sur chaquecanal Û , un paquetde
chaque, ( , _ ë Ú ß ©Vá Ø9Ñ ÛøÓ^Õ»×Çä est ordonnancéavec probabilité í ( si _�*¶ùØÑ ÛøÓ
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Algorithme 3.4Approximationrandomiséepourla disséminationsur µ canaux

Entrées:

1. Un ensembledemessages
� � É � ç ËÇúÇú�ú)ËI�+� Ì .

2. Descoefficients ûBü�ý þ vérifiant,pourtout ÿ , üÇý���� , et

�� ý�� ç ����ü�ý
	�� .

�� � ��� �ý�� ç ç����� .
Ajouter un messagefantôme

� Ê
, avec: � Ê � � , � Ê � � Ê � � et ü Ê tel que:

ç��� � ��� � �ý�� ç ç��� .�  � � et � û � þ  � � .Pour ÿ � � ú ú ! // cf. Figure3.12pageprécédente

Si û �#" �$��üÇý þ %'& �)( alors* ý
 � ����üÇý ú
Sinon +  � & �,( , � û + þ- � ÿ et È/.0 � É �"û

+ �1��þ " � ËÇú�úÇú1Ë � û + þ Ì .* ý  � û
+ � � þ et *32ý  � û �#" �$��ü ý �

+ þ .�  � û �#" �$��ü ý þ .Sortie :

Pour ék� � ú�ú54
Tirer ÿ ç � ÿ76 È ç avecprobabilité * ý .
Si ÿ ç � � alors

Nerien ordonnancerpendantle créneaué surle canal

+
� � .

Sinon

Ordonnancerle paquetsuivant(dansl’ordre cyclique)de
� ý98 sur le canal

+
� �

pendantle créneaué .Pour

+  � : ú ú �Si ÿ;.=< ç � �"û
+ �1��þ alors

Tirer ÿ . � ÿ)6eÈ . avecprobabilité * ý>��û��?� *32@BA .=< çDC þ .
Sinon

Tirer ÿ . � ÿ)6eÈ .FE É �"û + �1��þ Ì avecprobabilité:*G2@HA .=< ç�C�?� * @BA .=< çDC , pour ÿ � � û
+ ����þ* ýIû��?� * @HA .=< ç�C � *G2@HA .=< ç�C þûD�?� * 2 @HA .=< çDC þEûD�?� * @HA .=< ç�C þ , sinon.

Ordonnancerle paquetsuivantde
� ý�I surle canal

+
.
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Õ»× , et probabilité í ðJ si _ ¶ ØÑ ÛÔÓ^Õ»× . La propriétéest évidentepour le premiercanal.
Supposons-lavraieaucanal Ñ Û;Ó Õ»× . Un paquetdumessageK åóæ ß ª 8 ç aétéordonnancéavec
probabilité í å¸æ ß ª 8 ç sur le canal Ñ ÛãÓéÕ»× . Ainsi un paquetdu messageK J estordonnancé
parl’algorithmesurle canalÛ avecprobabilité:

Ñ/Õ�Ó íYå¸æ ß ª 8 ç ×9õ í ð å¸æ ß ª 8 çÕ�Ó�í å¸æ ß ª 8 ç ¶Jí ðåóæ ß ª 8 ç
D’autrepartunpaquetd’un messageK J , _ ë Ú ß estordonnancéavecprobabilité:

í å¸æ ß ª 8 ç õ í JÕ�Ó í ð å¸æ ß ª 8 çL M�N O
lorsquePRQ3S5TVU Â�W estordonnancésurle canalprécédent

è£Ñ/Õ�Ó�í å¸æ ß ª 8 ç ×9õ í J Ñ/Õ�Ó í»åóæ ß ª 8 ç Ó í ð å¸æ ß ª 8 ç ×Ñ/Õ�Ó íYå¸æ ß ª 8 ç ×�Ñ/Õ�Ó�í ðå¸æ ß ª 8 ç ×L M$N O
sinon

¶Jí J
C.Q.F.D. P
Proposition 3.3(Approximation randomisée) Soit K unensembledemessageset µ un
nombre de canaux.Et soit î)R la solutiondu problèmede minimisation ¦ SU�±�²]³ Ñ>K�× . SoitX ¶ á _ Z î RJ ¶ Õïä et YÙ¶ á _ Z î RJ[Z Õïä . Alors, l’algorithme qui diffusecontinûmentles
paquetsdechaquedemessage K J surle canal ÑÒµ è«Õ�Ó _I× pour _ ë X , etdiffuselespaquets
desmessages á K J Z _ ë Y¨ä selonl’algorithme3.4sur lescanauxÕ]\ ·�·�· \»ÑÒµ Ó_^ X ^]× estuneÞ -approximation.

Preuve. Conséquenceimmédiatedesanalysesdu lemme3.7et dela proposition3.1. P
Approximationsdéterministes

La généralisationdel’algorithmegloutonesttrèsintuitive. Nousavonsvu quela règle
gloutonnesur un canalconsisteà ordonnancerdurant le créneaù le paquetsuivant du
messageK J qui minimisela quantité:

2 J Ó0a J î J :Dbcd 698 < J > d
où e< estl’état autemps Ñf`�ÓVÕ»× .

Pour la disséminationsur plusieurscanaux,il s’agit de sélectionnerles (au plus) µ
messagesqui minimisentcettequantité,sachantquesi cettequantitéestnégative, il vaut
mieuxnerienordonnancer. L’algorithmeglouton3.5obtenuestprésentépagesuivante.
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Algorithme 3.5Algorithmegloutondedisséminationpréemptive sur µ canaux

Entrées: µ canaux; Ñ î J × vérifiant,pourtout g , î J Üih , et jc Jlk7m Õ ºïî J ¼ Õ .
Si jc Jlk7m Õî J ¬ Õ alors

Ajouter unmessage“f antôme”K�n , avec:

o n�¶ÏÕ , apn3¶rq�n¥¶rh et î n tel que:
Õî n ¶�Õ�Ósjc Jlk7m Õî J

Sortie :

Pour ` ¶�Õ ·7·�t
Soit eu l’état autemps Ñf`�ÓVÕ»× del’ordonnancement(Définition 3.3page127).

Posonsvxw¥Ñfgzy{ q J Ó|a J î J ¹i} b
d
k7m u Jf~

d × . Soit � ¶ á g�w�g1�¶�h et v ÑfgI× ¼ h§ä et� ¶'�z�l�kÑ�^ �[^�\�µ�× . Soit g m \ ·�·�· \�gD� ë � , telsque: v Ñfg m × ¼ ·�·�· ¼ v Ñfg�� × .
Pour Û ¶ Õ ·7· � , ordonnancerle paquetdu messageK J T suivant dansl’ordre
cyclique,surle canalÛ durantle créneaù .

Ne rienordonnancersurlescanauxÑ � èJÕ»× à µ pendantle créneaù .

Proposition 3.4(Gloutonnisation) L’algorithme glouton3.5 génère un ordonnancement
paquets-cycliquedespaquetsdesmessagesde K dontle coûtestauplusdeuxfoisl’optimal
lorsqueî ¶ î�� estla solutiondu problèmedeminimisation¦ SU�±�²]³ Ñ>KÏ× .
Preuve. La preuve est identiqueà celle de l’ordonnancementglouton sur un canal.On
étudiedela mêmefaçonlesordonnancements��� Â ~������;~ ��� qui diffusentlesmêmespaquetsque
l’ordonnancementgloutonjusqu’autemps Ñf`�ÓVÕ»× etqui ordonnancentlespaquetssuivants
desmessages� � Â \ ·�·�· \�� � � surles � canauxautemps̀ . Commedansle casd’un canal,
nousdéfinissonsunefonction � Ñf`3\G� � Â ~������;~ � � × , où � � Â ~������;~ � � estl’ordonnancementidentique
à � jusqu’à Ñf`�ÓñÕ»× et qui ordonnanceles paquetssuivantsdesmessages� � Â \ ·�·�· \�� � �
durantle créneaù . L’étudedesonespérance,sur tousles � -uplets �9� m \ ·�·�· \D����� suivant
la distribution de l’algorithme randomisé3.4, démontrequ’elle vaut zéro,et quele choix
gloutonestcelui qui la maximise.On obtientainsidela mêmefaçonqueprécédemmentla
bornesurla performancedel’algorithme. �

Onobtientenfinunordonnancementpériodiqueenarrêtantl’algorithmegloutonaubout
d’un nombrequadratiquedepas.L’algorithmeestprésentépageci-contre.
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3.4.2 Disséminationsur plusieurscanaux

Algorithme 3.6Approximationdéterministeetpériodiquesur � canaux

Entrées: Un ensemble� demessagesetun entier � Z h . On pose��¶ o m èöõ�õ�õïè o j .

Calculer î � la solutiondu problèmedeminimisation  SiU¢¡�£�¤ Ñ>�Ï× .
Ordonnancertouslespaquetsdechacundesmessagesentrelesdates̀ ¶¥h et ` ¶¦� sur
le premiercanal.

Executer� pasde l’algorithmeglouton3.5 pageprécédenteavec î ¶ î � , danslescré-
neaux̀ ¶§� ècÕ à ` ¶¨�£è©� .

Trier l’ensemble�Ù¶ á�ª î��J w)Õ ¼ ª ¼ o J ä .
Pour « ¶�Õ ·7·�¬

Soit Ñ ª î �J × le « ième élémentde � .

Ordonnancersurle premiercanalducréneaù ¶¨� è ¬ è_« le paquetsuivantdu
message� J dansl’ordre cyclique.

Pour g�¶�Õ ·7·�¬
Soit  J le nombredediffusionsdespaquetsde � J entrè ¶§h et ` ¶ÏÑ���è£Þ]��× .
Ordonnancersurle premiercanalles Ñ4Ñ o J Ó® J ×'�°¯²± o J × paquetsdumessage� J
suivantsdansl’ordre cycliqueà la suitedel’ordonnancement.
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Théorème3.5(Ordonnancementpériodique sur ³ canaux) L’algorithme 3.6 page
précédenteconstruit un ordonnancement�p´ paquets-cycliqueet périodique, sur �
canaux,decoût ¼ ÞõB  SU¢¡�£�¤ Ñ>�Ï× dèsquesapériode��µ estsuffisammentlongue:

� µ Ü Õ�¶· � U è£Þ jc Jlk7m q J o J , avec�£¶ o m èöõ�õ�õïè o j .

Nousobtenonsdoncentempspolynomialune Þ -approximationdepériodequadratiqueen
nombre total depaquetsetenlescoûtsdesmessages.

Preuve. La preuve estidentiqueàcelledel’algorithme3.3surun canal. �
Remarque 3.10 Nous obtenonsdonc une Þ -approximationen préemptantsystématique-
ment les messages.Nousavonsvu Figure3.9 page125 quececi coûtaitun facteur Þ par
rapportaucoût“idéal” suggéréparle minorantqui proposeunordonnancementfictif qui ne
préemptejamais.Pouraméliorernosheuristiquesnousdevronsdoncremettreencausecette
procédure,enpréemptantmoinssouvent,oubienmodifierle minorantpourtenircomptede
la nécessitédepréempter.

Conclusionset Perspectives

Dansce chapitrenousavons introduit et présentéun modèlepréemptifnaturelpour
la disséminationde données.D’un point de vue pratiquenousavons démontréque pré-
empterles messagespermetde réaliserun gain arbitrairesur le coût de la dissémination
d’un ensembledemessageslorsquelesmessagesont destempsdetransmissiontrèsdiffé-
rents.Notreétudedesordonnancementsoptimauxpour le caspréemptifnousa révéléque
la disséminationde messagesde longueurnon-uniformeen présencede préemptionresteS¹¸ -difficile de manièreintrinsèque,c’est-à-diresansque les coûtsde diffusionssoient
impliqués(Théorème3.2 page121). Le modèlepréemptifcapturedoncunepartiede la
complexité deslongueursnon-uniformesbienquelespaquetsaientla mêmelongueur. Rap-
pelonsquela complexité ( SR¸ -dureté)de la disséminationde messagesde longueursuni-
formesdecoûtdediffusionnulsestencoreouverteà cejour. L’étudede la réalisabilitédu
minorant   SRº nousa égalementrévéléquele tempsde serviceestminimisélorsqueles
messagesne sontpaspréemptés(Lemme3.6 page117). Nousavonsvu cependantqu’il
étaitimpossibled’approcherceminorantsanspréemptiondansle casgénéral(Exemple2.2
page61).Aussinousavonsproposédesheuristiquesàunfacteurconstantdel’optimal pour
le casd’un nombrearbitrairesdecanaux(Algorithme3.6).Notonsquenousnedisposons
pasactuellementde garantiede performancespour la disséminationde messagesde lon-
gueursnon-uniformessurplusieurscanauxsanspréemption.
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Chapitre3 Disséminationdemessagesdelongueursnon-uniformesavecpréemption
ConclusionsetPerspectives

Nous avons vu égalementque notrecadrepréemptifmodélisele casoù les requêtes
nedemandentplusdesmessagesindividuelsmaisdemandentdeslots demessageset sont
servieslorsquetousles messagesdu lot demandésonttéléchargés.Le casétudiédansce
chapitreestle casoùlesmessagesont la mêmelongueuretoùleslotsdemessagessonttous
disjoints.Il seraitintéressantdevoir commentnouspouvonsgénéralisernotreétudeaucas
où leslots nesontpastousdisjoints.Ceproblèmeseposedefaçonconcrètedansdenom-
breusesapplications,parexemplepourla diffusiondejournauxélectroniques: parexemple,
si
X

, Y , » , ¼ et ½ sontrespectivementlesinformations,lamétéo,lapagedesport,labourse
et le résultatdescoursesàVincennes,etquedesutilisateurs¾ demandentlesinformations,
la météoet la bourse,c’est-à-direle lot á X \�Y#\�¼+ä , quedesutilisateurs¿ souhaitentrece-
voir la pagede sport, la météoet le résultatdescourses,c’est-à-direle lot á Y�\G»À\�½eä , et
qu’enfindesutilisateursÁ demandentlesinformations,la météoet le résultatsdescourses,
c’est-à-direle lot á X \�Y#\�½eä , commentordonnancerles messages

X
, Y , » , ¼ et ½ ? Sur

cetexemple,les lots demandésnesontplusdisjoints.Notreapprochedanscechapitreest
baséesur l’observation queles messagesd’un lot doivent êtrediffusésde façoncyclique
lorsqueles lots sontdisjoints.C’estcetteobservation qu’il faudraitessayerdegénéraliser
pourtraiterle casoùleslotsnesontplusdisjoints.Cetteétudefait partiedenosperspectives
proches.

Le chapitresuivantprésenteunepremièreréponseà la questiondela complexité de la
disséminationdemessagesdelongueursuniformesenproposantun schémad’approxima-
tion.
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CHA PI TRE

Un schéma
d’appr oximation

polynomial pour la
disséminationde

messagesde longueurs
uniformes

Intr oduction

Dansles chapitresprécédents,nousnoussommesattaquésà l’étudede l’ordonnance-
mentpour la disséminationde donnéeslorsqueles messagesn’ont pastousla mêmelon-
gueur. Danscechapitre,nousrevenonssur le casdesmessagesdelongueursuniformesen
proposantun schémad’approximationpolynomial.Plusprécisémentnousprésentonsun
algorithmequi pourtouteconstanteÂ etpourtoutensemblede ¬ messagesdecoûtsdedif-
fusionbornésparuneconstanteÁ , calculeentempsÃeÑ ¬ U × unordonnancementpériodique
sur � canauxdepériodeÑ ¬ U è ¬ Ák× º Â , dontle coûtestà Ñ/Õ è©Âï× ducoûtoptimal.

Notonsquela SR¸ -duretéde la disséminationdemessagesde longueuruniformeet de
coûtsdediffusionbornés,estunequestionencoreouverteaujourd’hui.Nousavonsvu aux
chapitresprécédentscependantquedifférentesvariantessontdesproblèmesSR¸ -difficiles :
lorsqueles coûtsde diffusion ne sontpasrestreints(théorème1.2 page40, [BNBNS98]),
lorsqueles messagesn’ont pas tous la mêmelongueur(théorème2.1 page77), ou en-
core lorsqueles messagessont découpésen paquetsde longueurunitaire (théorème3.2
page121)Jusqu’ici,lesmeilleursalgorithmespolynomiauxétaientdesapproximationsàun
facteurconstant,dontlemeilleurgénèreunordonnancementderapportdeperformanceÄ¢Å]Æ ,
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sansgarantiesur la taille de la période(théorème1.5 page52, [AW87, BNBNS98]). Ré-
cemmentKhannaet Zhou s’interrogeaientd’ailleurs dans[KZ98] sur l’éventuelle“non-
approximabilité”du problèmedeslongueursuniformessanscoûtdediffusion.Le résultat
présentédanscechapitredémontrequenon: le problèmedela disséminationdesmessages
delongueursuniformesestapproximableà Ñ/Õ è©Â¸× près.

Notonsenfinquepourdesraisonstechniques,le problèmerestreintauxmessagesdes
longueursuniformesest le modèleprivilégié dansles domainesapplicatifs.En effet ce
modèleenglobecelui des“disquesdiffusants”[en anglais,broadcastdisks] qui estappa-
remmenttrèsutilisé dansles implémentationsdessystèmesde dissémination[HGLW87,
BGHô 92, Ach98]. Si notrealgorithmenepeutêtreutilisédirectementenl’état (carle temps
decalculesttrèslargementexponentielen ÕHÅÇÂ ), lesprincipesmisenévidenceparnotremé-
thodedevraientpermettred’obtenirdesheuristiquesperformantesenpratique.

4.1 Présentationgénérale

Notreétudepartdela remarquesuivante.Le minorantd’Ammar et Wong(Lemme1.2
page35, [AW85]) indiquequ’“idéalement”chaquemessage� J devrait êtrediffusépério-
diquementtousles î �J , où î � estla solutiondu problèmedeminimisation   S m Ñ>��× . Ainsi
l’attente moyennedesrequêtespour chaquemessage� J est “idéalement” Ñ î��J Å¸Þ�× . Pour
approcherce minorant,ils proposentun algorithmerandomisé(algorithme1.2 page45)
qui diffusedanschaquecréneaule message� J avecprobabilité Ñ/ÕHÅ î��J × . Ainsi lesrequêtes
pourchaquemessage� J sontserviesenmoyenneauboutde î �J . Ils obtiennentalorsuneÞ -approximation(équation1.27page46).

Supposonsquenousayonsregroupéenun groupeÈ desmessagesayantmêmeproba-
bilité dedemandeet mêmecoût.Cesmessagespartagentalorsle mêmeî �J et sontdiffusés
avec la mêmefréquencedansl’algorithme randomiséd’Ammar et Wong. Nouspouvons
alors améliorer la diffusiondesmessagesdugroupeenlesdiffusantcycliquement. Eneffet,
dansl’algorithmeinitial, unerequêtepourun messagedu groupedoit attendreenmoyenne^�ÈÉ^ diffusionsd’un messagedugroupeavantd’êtreservie.Mais,si lesmessagessontdiffusé
demanièrecyclique,cettemêmerequêteattendraenmoyenne ÊEÑ/Õè Þ è�õ�õ�õ�èË^�ÈÉ^]×�Å�^�È�^ Ì¹ÍÊ Ñ�^�ÈÉ^ è Õ»×�Å¸Þ Ì diffusionsd’un messagedugroupeÈ pourêtreservie.Nousréussissonsainsi
à “sauver” quasimentun facteur Þ . Cetteversion“groupes-cyclique” de l’algorithme ran-
domiséd’Ammar et Wong réaliseen fait une Ñ/Õ¥èêÕHÅ�^�ÈÉ^]× -approximationdu coût “idéal”
pour chaquemessagede ce groupe.Ainsi, si nouspartitionnonsl’ensembledesmessages
en regroupantles messagesde mêmeprobabilitéet de mêmecoût, nous obtenonsuneÑ/Õ èÔÕHÅ �z�l�ÏÎ0^�ÈÉ^]× -approximation.Le minorant d’Ammar et Wong peut donc quasiment
être atteintlorsquetouslesgroupessontdegrandestailles.

Nousprocédonsdela façonsuivantepourétendrecetteapprocheaucasgénéral.Nous
commençonspar regrouperlesmessagesqui ont uneprobabilitéet un coût identiqueà un
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4.1 Présentationgénérale

petitarondiprès.Puisnouspartitionnonslesgroupesentroisensembles,� Í XÑÐ Y Ð » 1,
telsque(Lemme4.10page172):

1.
X

contientun nombreconstant, indépendantde ¬ \>a m \$Ò$Ò$Ò,\>a j \�q m \$Ò$Ò$Ò7\�q j , demes-
sagesimportants.

2. Y contientdesmessagesfaisantpartiedegroupesdegrandetaille, enparticuliertrès
grandedevantla taille de

X
.

3. » réunitdesmessagesqui participentdefaçonnégligeableaucoûtdel’ordonnance-
ment.

L’ordonnancementestalorsconstruitde la façonsuivante.Nouscommençonspar or-
donnancerlesmessagesimportants: ceuxde

X
, importantspareux-mêmes,et ceuxde Y ,

importantspar leur nombre(Proposition4.2 page166). Pour cela,nousrecherchonsles
proportionsoptimalesdesmessagesde

X
et desmessagesde Y dansun ordonnancement.

Formellement,si nousdéfinissonsla fréquencedediffusiondansun ordonnancementd’un
ensembledemessagescommele pourcentagedecréneauxutiliséspour la diffusiondeces
messagesdansl’ordonnancement,nousdevinonsla fréquenceÓ � desmessages

X
dansun

ordonnancementquasi-optimalde
X0Ð Y . Puisnousconstruisonsunordonnancementpério-

diquequasi-optimalde
X

defréquencedediffusion Ó-� . Ensuite,nousutilisonsuneversion
“groupes-cyclique” et périodiquede l’algorithme gloutond’Ammar et Wong pour ordon-
nancerlesmessagesde Y dansles“trous” (Lemme4.8page164).Lesmessagesde » sont
enfin insérés“en force” tous les Ô Ñ/ÕHÅÇÂï× , suffisammentrarementpour ne quasimentpas
augmenterle tempsdeservicedesrequêtespour

X
et Y (Proposition4.3page170).

La premièredifficulté estdoncde trouver la bonnefréquencedediffusion Ó � pour
X

.
Pourcelanousutilisonsunegénéralisationdu minorantd’Ammar et Wongaucasoù l’on
imposeunefréquencemaximaledediffusion.Ensuite,il s’agit de trouver un ordonnance-
mentde

X
defréquenceÓ � ettel quel’on puisseparla suitediffuserlesmessagesde Y dans

les emplacementslibres.Pourcela,nousavonsbesoinqueles emplacementslibres soient
bien répartis: notreordonnancementde

X
estpériodiquede périodetrèspetitedevant la

taille du plus petit groupede Y . Ainsi, commeles messagessontdiffuséscycliquement
dansleur groupe,les emplacementsvidessontrépartisà peuprèsrégulièrementdu point
de vue de chaquemessagede Y . L’ordonnancementquenousobtenonsfinalementa une
période ÃeÑ ¬ U × quadratiqueen le nombrede messages.Une dernièreétapepermetde ré-
duirela constantemultiplicative etd’obtenirun ordonnancementdepériodeÑ ¬ U è ¬ Ák×�ÅÇÂ
exactementenextrayantle meilleurblocdecettetaille dansl’ordonnancementprécédent.

Lessectionsqui suiventdécrivent l’algorithmeparétapes.Tout d’abordla section4.2
présentel’algorithmegroupes-cycliquesqui serviraà ordonnancerles groupesdegrandes

1Onnote Õ�ÖØ× poursignifierquel’union de Õ et de × estdisjointe.
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tailles(Algorithme4.3page154),ainsiquesonanalyse(Proposition4.1page153).La sec-
tion 4.3démontrecommentordonnancerlesensemblesdemessages

X
et Y (Proposition4.2

page166).Nousverronsensuiteà la section4.4qu’introduire“en force” lesmessagesde »
tous les ÔzÙ�ÚHÅÇÂ]Û permetd’obtenir un ordonnancementde � Í XÜÐ Y Ð » à partir d’un
ordonnancementdesmessagesde

X
etde Y (Proposition4.3).Enfin la dernièresection4.5

démontreà l’aide du lemmede partition (Lemme4.10page172)commentnouspouvons
mettrebout-à-boutles résultatsdessectionsprécédentespour obtenirnotreschémad’ap-
proximation(Algorithme4.5).

4.2 Ordonnancer desgroupesdemessages

Considéronsun ensembledemessages� .

Definition 4.1(Groupes) Nousdironsqu’un ensemblede message� estpartitionnéenÝ groupes�ÞÍ¥È m Ð�ß$ß$ßàÐ Èâá si lesmessagesdechaquedegroupeÈ � ont la mêmeproba-
bilité dedemandea � et le mêmecoût q � . On noteraalors ã � Íä^�È � ^ la taille du groupeÈ � .

Nous allons voir danscettesectionque nouspouvons améliorerles heuristiquesdu
chapitre1 lorsquequelesmessagessontregroupés.

4.2.1 Ordonnancementsgroupes-cycliques

Le lemmesuivantvalidel’approchegénérale.

Definition 4.2(Groupes-cyclique)Un ordonnancement� estdit groupes-cycliquelorsque
lesmessagesdechaquegroupeÈØ� sontordonnancésdefaçoncyclique.

Lemme 4.1(Ordonnancementgroupes-cyclique)Soit � un ensembledemessagespar-
titionné en Ý groupes� ÍåÈ m Ð�ß$ß$ßàÐ Èæá et � un ordonnancementde � . Alors il existe
un ordonnancementgroupes-cyclique�-ç de � dontle coûtestau pluscelui de � :èêéÀëRì Ù�� ç Ûîí èêéÀëRì Ù��ïÛ
Deplus,si � estpériodiqueetn’estpasgroupes-cyclique, alors:

èêéÀëRì Ù�� çlÛñð èêéæë¹ì Ù��ïÛ .
Pourla démonstrationdecelemmeet pourla suite,posonsla définitionsuivante.

Definition 4.3(emplacement) L’emplacementÙfòôó�õ�Û d’un ordonnancement� correspond
aucréneaudediffusionducanalò durantla périodedetemps ö õ,÷ËÚ]ó�õùø . Nousdironsqu’un
emplacementÙfòôó�õ�Û de � estvide, si � ne diffuseaucunmessagesur le canal ò durantle
créneauõ . Un emplacementvide seraaussiappeléun trou.
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Chapitre4 Un schémad’approximationpourle casdeslongueursuniformes
4.2 Ordonnancerdesgroupesdemessages

4.2.2 Approximationgroupes-cyclique

Preuvedu Lemme4.1. L’argumentest trèssemblableà celui du lemme3.1. Soit � un
ordonnancementdesmessagesde � . PourchaquegroupeÈ � , considéronsunerequêtear-
rivantàun instantõ qui demandeunmessagealéatoiredugroupeÈ � . L’attentemoyennede
cetterequêteestminimiséesi et seulementsi les ã � messagesdu groupe È � sontdiffusés
dansles ã � emplacementsréservésà la diffusion desmessagesdu groupe È � justeaprès
la date õ dans � . Ainsi s’il on réordonnanceles messagesde chaquegroupede manière
cyclique dansles emplacementsréservésà la diffusion de ce groupedans � , l’ordonnan-
cementgroupes-cyclique � ç obtenua le mêmecoûtdediffusionque � et auplus le même
tempsdeservice.De plussi � estpériodiquedepériode� , � ç estaussipériodiquedepé-
riode inférieureà Ù��_ú á�3û7ü ã � Û . Enfin si � estpériodiquemaisn’estpasgroupes-cyclique,
alors � ç eststrictementmeilleur. �
Remarque 4.1(Réécriture du minorant d’Ammar et Wongavecdesgroupes) Soit �
un ensemblede messagespartitionnéen Ý groupes� Í�È ü Ð�ß$ß$ßàÐ Èâá . Considéronsle
problèmede minimisation  �ý ü Ù>�/Û (lemme1.2 page35) définissantun minorantsur le
coût de tout ordonnancementde � sur un canal.La solution þ�ÿ de  1ýôüHÙ>� Û estunique.
Or, les ã � messagesdu groupe È � ont les mêmesprobabilitéset les mêmescoûts.Donc,
par unicité de la solution, ils ont le même þ�ÿ� . Ainsi nouspouvons définir þ�ÿ� Í Ù>þ�ÿ� ÅHãB��Û
pourchaquegroupeÈ � où � � estunmessagequelconquede È � , et réécrirele problèmede
minimisation  �ý ü Ù>�/Û dela façonsuivante:

 �ý ü Ù>�/Û
������� ������ ���
	���� Ú��

á�
�Gû7ü
��� �3ã U� þ��� ��� �þ ���

Surle domaine: ���3û7ü Úþ � í¥Ú (4.1)

4.2.2 Approximation groupes-cyclique

Nousl’avonsexpliquéci-dessus,nouspouvonsoptimiserlesalgorithmesd’approxima-
tion en ordonnançantde façoncyclique les messagesd’un mêmegroupe.Nousobtenons
alors l’algorithme randomisé4.1 pagesuivantepour la disséminationsur un canal.Nous
verronsdansla sectionsuivantecommentnouspourronssimplementtransposercetordon-
nancementsurplusieurscanaux.

Lemme 4.2(Algorithme groupes-cycliquerandomisé) Soit � Í È ü Ð�ß$ß$ß¢Ð Èæá un en-
sembledemessagespartitionnéengroupes.L’algorithme4.1 page suivantegénère un or-
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Algorithme 4.1Approximationgroupes-cycliquerandomiséesurun canal

Entrées: Unepartitionen Ý groupesdesmessages��� � ü Ð�ß$ß$ßàÐ �âá et þ ü ó$Ò$Ò$Ò,ó�þ$á stric-
tementpositifset telsque: ! á" û7ü Ú$#Çþ " í¦Ú
Poserþ �&%(' tel que: Ú$#Çþ � � Ú ÷)! á" û7ü Ú$#Çþ " .

Sortie :

Pour õ*� Ú]Ò9Ò,+
Tirer -�.0/ ' ó212121 ó Ý43 avecprobabilité Ú$#Çþ " .
Si -5� ' alors

Ne riendiffuserpendantle créneauõ .
Sinon

Diffuserle messagesuivantdu groupe� " dansl’ordre cyclique.

donnancementaléatoire 6 sur uncanaldontle coûta pour espérance:7 ö èêéÀëRì Ù86ïÛDø9� Ú� � á�" û7ü;: � " ã " Ù�ã " �'ÚHÛ� þ " � � "þ "�< (4.2)

Si Ù>þ " Û " û7ü>=?= á@��Ù>þ ÿ" Û " û7ü>=?= á est la solutionde la version “gr oupes” du minorant A�ý ü ÙB�/Û
(remarque 4.1 page précédente),alors l’algorithme 4.1 est une Ù�ÚC� Ú$# ���D	 " ã " Û -
approximation.

Preuve. Soit 6 l’ordonnancementgénérépar l’algorithme 4.1. Dans 6 , un messagedu
groupe � " estordonnancédanschaquecréneaude tempsavec probabilité Ù�Ú$#Çþ " Û . L’espé-
rancedela fréquencedesmessagesdechaquegroupe� " estdonc Ù�Ú$#Çþ " Û . Ainsi, l’espérance
du coûtdediffusionmoyende 6 vaut:

7 ö èFEHG 6*IDøJ� ! á" û7üJK #Çþ " .
L’analysedu tempsde servicea déjàétéesquisséeSection4.1. Commenousl’avons

vu, l’optimisationgroupes-cyclique va nouspermettred’améliorerle tempsdeservicedes
requêtes.Pour tout - , un messagedu groupe � " estdiffuséavec probabilité

G K #Çþ " I dans
chaquecréneau.Le tempsmoyen pour télécharger le prochainmessagedu groupe � " à
partir d’une date õ entièreest donc þ " . Une requêtedemandeavec probabilité

G ã " � " I un
messagetiré uniformémentdansle groupe � " . Elle attendalorsen moyenne

G K # � I la fin
du créneaucourant.Si l’on note

GML�N I N û7ü>=?= O8P lesvariablesaléatoiresdu tempsnécessaireau
téléchargementdu Q ième messagedu groupe� " à partir de la fin dececréneau,la linéarité
de l’espérancedonneque:

7 ö L�N øF� G Q²þ � I . Ainsi commela requêtedemandechacundes
messagesavecla mêmeprobabilité,elleattendenmoyenne

G>G K � ß$ß$ß � ã " I�þ " #Hã " I*� G ã " �
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4.2 Ordonnancerdesgroupesdemessages

4.2.3 Dérandomisation

K I�þ " # � . Le tempsdeservicemoyendel’ordonnancement6 estdonc:7 ö ìSR A G 6*IDøJ� K� � á�" û7ü � " ã " G ã " � K I� þ "
Ainsi si þ@�'þ�ÿ estla solutiondela version“groupes”de A1ý ü G �TI , alors:7 ö èêéÀëRìUG 6*IDø í : K � K�@�
	 " ã "V< �� � K � á�" û7ü � � " ã U"� þ ÿ" � � "þ ÿ" �XW?YZ

í : K � K�@�
	 " ã "V< A�ý ü G �TI ,
etnousobtenonsune

G K � K # ���
	 " ã " I -approximationrandomisée.[
Remarque 4.2 Si tous les groupessont de tailles supérieuresà K #\ , nousobtenonsuneG K �]\I -approximation.

4.2.3 Dérandomisation

Ordonnancement glouton. Nous souhaitonsobtenir une approximationdéterministe
pourpouvoir garantird’unepartunebornesur la taille dela périodede l’ordonnancement
généréetd’autrepartun tempsdecalculpolynomial.Nousallonsdoncentreprendrededé-
randomiserl’heuristiquegroupes-cycliqueprécédenteparla méthodequenousconnaissons
bienmaintenant.Notonsquebienquela techniquesoit similaire,l’analyseestdifférentedu
caspréemptif(chapitreprécédent)puisquel’on cherchepasà téléchargertouslesmessages
d’un groupe,maisl’un enparticulier.

Definition 4.4(Etat) L’état à la date õ d’un ordonnancement6 groupes-cyclique dun
ensemblede messages� partitionnéen groupes � � � ü_^ ß$ß$ß ^ �âá est le Ý -uplet`a G õ>Ib�dc `a ü G õeIGó212121 ó `a á G õ>I>f où

`a " G õeI est le vecteurde taille ã " dont la Q ième coordonnéea "hg N4G õeI estle tempsécoulédepuisle début dela Q ième desã " dernièresdiffusionsd’un mes-
sagedu groupe� " jusqu’àla dateõ , commeillustré Figure4.1.

Lemme 4.3(Algorithme groupes-cycliqueglouton) Soit � � � ü_^ ß$ß$ß ^ �æá un en-
sembledemessagespartitionnéengroupes.L’algorithme4.2 page suivantegénère un or-
donnancement6 sur uncanaldontle coûtestmajorépar :

èêéÀëRìUG 6*Iñí K� � á�" û7ü : � " ã " G ã " � K I� þ " � � "þ "V< (4.3)
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Algorithme 4.2Approximationgroupes-cycliquegloutonnesuruncanal

Entrées: þ ü ó212121,ó�þ$á strictementpositifset telsque: ! á" û7üiK #Çþ " í K
Poser

� � � � � � ' et þ �j%k' tel que: K #Çþ � � K ÷ ! á" û7üJK #Çþ " .
Sortie :

Pour õ*� K 1l1,+
Soit
`a l’état de l’ordonnancementà la date

G õ ÷ K I (Définition 4.4 pageprécé-
dente).

Choisir -H.0/ ' ó K ó212121-ó Ý43 qui minimisela quantitésuivante:� � " ÷ � " þ " O8P�N û7ü a "eg N �
Si -5� ' alors

Ne rienordonnancerdurantle créneauõ
Sinon

Ordonnancerdurantle créneauõ , le messagesuivant du groupe � " dans
l’ordre cyclique.
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4.2 Ordonnancerdesgroupesdemessages

4.2.3 Dérandomisation

mVn,oqphrts2uwv x�y{zq|}xM~� r��9� P������ rqn
p�� �qn,r�� � � ��ue�8� ��pe� ��� u2p���r��M�}sh��r � u*��n���u2��r*� P
����� ç$� é�� ����� è � é�� ����� �� �¡V¢ � é��

£¤£ ¥ ¦h¦q¦¦h¦q¦ é
FI G. 4.1: Définitiondel’état

`a " G õ>I .
Si
G þ " I " û7ü>=?= á@� G þ�ÿ" I " û7ü>=?= á est la solutionde la version “gr oupes” du minorant A�ý ü G ��I

(remarque4.1page 147),alors l’algorithme4.2estune
G K � K # ���D	 " ã " I -approximation.

Preuve. Le principedela preuve decetteheuristiqueestle mêmequ’auxchapitresprécé-
dents.Soit 6J§ , l’ordonnancementgloutongénérépar l’algorithmegroupes-cyclique glou-

ton4.2.Posons: A é�¨ � def
üU � ! á" û7üF© � " O8P2ª,O8Pq«7ü�¬U þ " �T P� P¯® . Nousintroduisonsla fonction:° G 6 ó�õeI*� def A éF¨ ÷ èFEHG 6 óHö õ²÷ K ó�õùøMIV÷{±j²;A G 6-óHö õV÷ � ó�õ²÷ K øMI³� K �µ´ G 6-ó�õV÷ K IV÷¶´ G 6 ó�õ>I

où ´ estunefonctionpotentiellepositive et nulle en õF� ' , quenousallonsdéfinir à l’ins-
tar deschapitresprécédentscommel’espérancede l’attentecumuléedesrequêtesarrivées
avant la date õ et qui n’ont pasétéserviesà cettedate,si l’ordonnancementétait généré
par l’algorithme groupes-cyclique randomisé4.1 aprèsla date õ . Le but estde démontrer
quepour õ , ° G 6J§ñó�õeI¶· ' . Ainsi, en sommantde õ@� K à õ@�¹¸ � K , nousauronsque!»º «7ü¼ û7ü ° G 6i§ñó�õ>I½· ' , c’est-à-direque:G ¸]� K I¾² èêéÀëRì¿G 6-óHö ' ót¸êøMI í º «7ü� ¼ û7üiÀ èFEHG 6 óHö õ-÷ K ó�õùøMIi�]±j²;A G 6 óHö õ ÷ � ó�õ-÷ K øMIi� KÂÁ

í G ¸Ã� K I¾A é�¨ ÷X´ G 6J§îót¸]� K IÄ ÅÇÆ ÈÉ �
Cequi impliquera,grâceauthéorèmederéversibilitéque:

èØéÀë¹ìUG 6 § IÊ�Ë² èêéÀëRìÌG 6 § IîíA é�¨ .

Considéronsl’état
`a G 6-ó�õ>I d’un ordonnancement6 à la date õ . A la date õ , � " a "hg N¯G 6 ó�õeI

requêtesont demandéle Q ième messagedu groupe � " et seraientserviesen moyenneau
boutde

G Q²þ " I tempssi l’ordonnancementétait générépar l’algorithmerandomiséaprèsla
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date õ . Nousdéfinissonsdoncla fonctionpotentiellepar:´ G 6 ó�õ>IÍ� def Î�" û7ü � " O8P� N û7ü a "hg N¯G 6 ó�õeI�Ï�Q²þ "
Remarquonsquepourtout õ , ´ G 6 ó�õ>I½· ' et que ´ G 6 ó ' I*� ' .

Pour ' íkÐ íkÑ , soit 69Ò l’ordonnancementidentiqueàl’ordonnancementglouton 6J§ sur
l’intervalle ö ' ó�õï÷ K ø et qui, si Ð %Ó' , ordonnancele messagesuivantdansl’ordre cyclique
du groupe �ÔÒ durantle créneauõ , et qui n’ordonnancerien sinon.Nousallonsdémontrer
que: 7 ü�Õ ��Ö ö ° G 69Ò�ó�õ>IDøi� ' ,
puisquele choix gloutonestbiencelui qui maximise

° G 69Ò�ó�õ>I cequi terminerala preuve.
Notonsque

`a G õï÷ K óq6JÒ×Iw� `a G õï÷ K óq6J§*I . Ainsi, l’attenteenarrièremoyennepour le Q ième

messagedu groupe� " surla périodeö õ-÷ � ó�õ-÷ K ø vaut À a "hg N4G õ ÷ K óq6 § I ÷ K # � Á . Donc:±j²;A G 6 § óHö õ-÷ � ó�õ-÷ K øMI*�x÷ K� � Î�" û7ü � " O8P�N û7ü a "hg N4G õ ÷ K óq6 § I (4.4)

L’étatautempsõ del’ordonnancement6JÒ s’exprimepar:

pour -�Ø�ÙÐ , a "hg N¾G õGóq69ÒMI*� a "hg N¯G õ-÷ K óq6i§_I�� K , pour Q�� K 1l1 Ú "
etpour Ð�Ø� ' , a Ò g O Ö G õ3óq69ÒMIÍ� K

et a Ò g N4G õ3óq69Ò×I*� a Ò g N «7ü G õ-÷ K óq6J§ÍIi� K , pour Q�� K 1l1 G Ú�Òp÷ K I
Nousobtenonsalorsque:´ G 6JÒ;ó�õ7÷ K I ÷)´ G 69Ò�ó�õ>I*� ÷ Î�" û7ü � " Ú " G Ú " � K I� þ " � � Ò9þ2Ò O Ö�N û7ü a "eg N4G õ ÷ K óq6J§ÍI (4.5)

Ainsi ensommantleséquations(4.4)et (4.5),nousobtenonsque:° G 6J§ñó�õ>IÍ� Î�" û7ü � "þ " ÷ � ÒÏ÷ Î�" û7ü � " O8P� N û7ü a "hg N4G õ ÷ K óq6J§*IJ� � Òlþ2Ò O Ö�N û7ü a Ò g N¾G õ ÷ K óq6J§ÍI
Comme! Î" û � K #Çþ " � K nousobtenonsalorsque:

Î�" û � Kþ2Ò ° G 69Ò;ó�õeI*� '
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Chapitre4 Un schémad’approximationpourle casdeslongueursuniformes
4.2 Ordonnancerdesgroupesdemessages

4.2.3 Dérandomisation

Notonsfinalement,que:° G õGóq69ÒMI*� ° G õ3óq6 � I ÷ � � Ò�÷ � Ò þ2Ò O Ö�N û7ü a Ò g N4G õ-÷ K óq6J§ÍI �
Nous reconnaissonsdonc que le groupe �ÔÒ choisi par l’algorithme glouton et qui mini-
mise À � Ò�÷ � Òlþ2Ò ! O ÖN û7ü a Ò g N4G õ ÷ K óq6J§*I Á , maximise

° G õ3óq69Ò×I . Le choix gloutonassuredonc
que:

° G 6J§îó�õ>I�· ' pourtout õ . [
Remarque 4.3(Debonnesperformances“en pratique”) L’algorithmeglouton1.3a ex-
périmentalementd’excellentesperformances[AW85, AW87],bienmeilleuresquele facteur
deperformance

�
démontréparBar-Noy, Bhatia,NoaretSchieberdans[BNBNS98].

En fait, lesdistributionsdeprobabilitésutilisésdanslestestsd’Ammar et Wongsuivent la
distribution deZipf. Lesmessageslesplusimportantsont doncdesprobabilitéssimilaires.
Or, l’algorithmegloutond’AmmaretWongsélectionnele messagedontl’attenteenarrière
cumuléeest la plus grande.Ainsi, lorsqueplusieursmessagesont mêmeprobabilité,ils
sontnaturellementordonnancésde façoncyclique.L’analyseprécédentepermettraitdonc
d’expliquerlesbonnesperformanacesexpérimentales.

Générationd’un ordonnancementpériodique. Afin d’obtenirunedescriptioncourtede
l’ordonnancementgénéré,noussouhaitonsgénérerunordonnancementpériodique.L’algo-
rithme4.3pagesuivanteprocèdecommedansl’algorithme4.2,enfaisantbouclerl’ordon-
nancementsurlui-mêmeauboutd’un nombrequadratiquedepas.

Proposition 4.1(Algorithme glouton périodique) Soit � �Û� ü ^ Ï2Ï2Ï ^ � Î un ensemble
demessagespartitionnéengroupes.L’algorithme4.3 page suivantegénère un ordonnan-
cement6 sur un canalpériodiquedepériode

G ¸]� �Ü I et dontle coûtestmajorépar :

èêéæë¹ìÌG 6ÊIîí K � Î�" û7üw: � " Ú " G Ú " � K I� þ " �T� "þ "�< ,

lorsquela période
G ¸Ã� �Ü I del’ordonnancementvérifie: ¸]� �Ü ·ÙÝ Ü U �)Þ �� � û7ü � � .

Ainsi, si þ0� þ�ÿ estla solutionde la version “gr oupes” du minorant A1ý ü G �TI , et que ¸
vérifiela conditionci-dessus,nousobtenonsune

G K � K # ���
	 " Ú " I -approximation.

Preuve. La preuve est essentiellementla mêmequ’aux chapitresprécédents.L’idée est
d’utiliser lecoûtprépayédanslepotentielpourcompenserlesurcoûtdûàl’ajout des

Ü
mes-

sagesauxextrémitésdela période.
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Algorithme 4.3Approximationgroupes-cycliquepériodiquesurun canal

Entrées: ¸ un entier et des nombres þ ü ó212121,ó�þ Î strictement positifs et tels que :! Î" û7ü K #Çþ " í K
Sortie :

Pour õ*� K 1l1 Ü
Ordonnancerle message� ¼ dansle créneauõ .

Exécuteŗ pasdel’algorithmeglouton4.2danslescréneauxõÍ� Ü � K à õ*�»¸]� Ü .

Trier parordrecroissantl’ensemble
L �Ó/�Q²þ "Ôß K íC-°í»Ñ4à K í»Q®íÃÚ " 3 .

Pour áÌ� K 1l1 Ü
Soit
G Q²þ " I le á ième élémentde

L
.

Ordonnancerdansle créneau
G ¸0� Ü �Xá¯I le messagesuivantdugroupe� " dans

l’ordre cyclique.

â â ââ â ââ â ââ â âã ã ãã ã ãã ã ãã ã ãä ä ää ä ää ä ää ä äå å åå å åå å åå å åæ æ ææ æ ææ æ ææ æ æç ç çç ç çç ç çç ç ç è èè èè èè èé éé éé éé éê ê êê ê êê ê êê ê êë ëë ëë ëë ëì ì ìì ì ìì ì ìì ì ìí íí íí íí íî î îî î îî î îî î îï ï ïï ï ïï ï ïï ï ï ð ðð ðð ðð ðñ ññ ññ ññ ñòôóò ç ò è ¦q¦h¦ ¦q¦h¦ ¦q¦h¦
õ �$ue�*ö r�����r��B�}se�Çr�� � rÍ÷høhsqùuhr��$n���u2��r�hs�n¯�2n � n,r � rÍú$û�üP ÷hn,�2� �B�}s2p>ýB�

éiþ0ÿ
õ �$ue�_ö r��_��r��B�Bsh��r��
� �hse� � r½ö � s2ö ���2n � ý�ø2��r���ö �$u>ýB��p*�$n���u2��r����×÷��h÷qö � ùuhr_rqp>ý�n,r�x ��� r�ý x � ��� � é

FI G. 4.2: Constructiondel’ordonnancementpériodique.

Notonsquecontrairementau chapitrenousn’avons pasbesoind’assurerla groupes-
cyclicité de l’ordonnancementcarnousavonsprouvéla réversibilitédu coûtpour tout or-
donnancementet passeulementpourlesordonnancementsgroupes-cycliques.

Nousallonsestimerle coûtdecetordonnancementenmajorantsonrétro-coût.D’après
l’analysedel’algorithmeglouton,le rétro-coûtcumulésurla périodeö Ü ót¸ô� Ü ø estmajoré
par: ² èêéæë¹ìÌG 6-óHö Ü ót¸Ã� Ü øMIñí G ¸]� K I¾A éF¨ �U´ G 6 ó Ü I7÷)´ G 6 ót¸Ã� Ü I
Remarquonsque ´ G 6 ó Ü I5� ! Î" û7ü � " þ " ! O8PN û7ü Q Ï a "eg N¾G Ü óq6*IÉí ! Î" û7ü � " þ " O8PÇª O}Pq«7ü�¬U Ï Ü .
Ainsi : ´ G 6 ó Ü Iñí Ü A é�¨ (4.6)
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Chapitre4 Un schémad’approximationpourle casdeslongueursuniformes
4.2 Ordonnancerdesgroupesdemessages

4.2.3 Dérandomisation

Considéronsà présentle rétro-coûtsur la période ö ¸ � Ü ót¸ � �Ü ø
	[ö ' ót¸Øø . Le coût de
diffusionestclairement:

èFEHG 6 óHö ¸(� Ü ót¸]� �Ü ø�	_ö ' ót¸êøMIÊ� � �� � û7ü � � (4.7)

Ensuite,notons
G ¸U� Ü �æõ "hg N I ladatedudébut deladiffusiondu Q ièmemessagedugroupe� "

aprèsla date õ;� G ¸k� Ü I dans 6 . L’attenteenarrièremoyennepour le Q ième messagedu
groupe� "eg N surla périodeö ¸µ� Ü ót¸b� Ü � õ "hg N ø vaut

G õ "hg N # � � a "eg N G 6 ót¸µ� Ü I>I . La somme
del’attenteenarrièremoyennesurcespériodeset du tempsdetéléchargementestdonc:Î�" û7ü � " O}P�N û7ü õ "hg N : õ "hg N� � a "hg N4G 6 ót¸]� Ü Ii� K <
Or, ! Î" û7ü � " Ú " � K et

G õ "hg N � K Iæí �@�
	 G Ü óhQ²þ " I parconstruction( ! Î" û7üiK #Çþ " í K ), nous
pouvonsdoncmajorercetteexpressionpar:Ü U� � Î�" û7ü � " O8P�N û7ü a "hg N¾G 6 ót¸]� Ü ItQ²þ " í Ü U� �Ã´ G 6 ót¸(� Ü I (4.8)

Enfin,considéronsl’attenteenarrièrepourlesmessagessurlespériodesö ¸µ� Ü �0õ "hg N ót¸µ��Ü ø�	 ö ' ót¸Øø . La sommedel’attenteenarrièremoyenneet du tempsdetéléchargementest
majoréepar

�Ü
. La contribution aurétro-coûtdecettepériodeestdoncmajoréepar:Þ Ü U (4.9)

Ensommantleséquations(4.6),(4.7),(4.8)et(4.9),nousobtenonsdoncle majorantsuivant
surle rétro-coûtet doncsurle coûtdel’ordonnancementpériodique6 :G ¸(� �Ü I èêéÀëRìÌG 6*I í G ¸]� Ü � K I¾A é�¨ � Ý Ü U� � � �� � û7ü � �
Ainsi :

èØéÀë¹ìUG 6ÊIñí � K � Î�" û7ü � " Ú " G Ú " � K I� þ "� � Ý Ü U # � � � ! �� û7ü � �¸Ã� �Ü ÷ K�
Nousobtenonsdoncbienl’approximationsouhaitéedèsque ¸]� �Ü ·ËÝ Ü U �]Þ ! �� û7ü � � .[
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Noussavonsdoncconstruireunordonnancementquasi-optimald’un ensembledemes-
sagespartitionnéengroupesdetaille supérieureà K #\ . La sectionsuivanteétudiecomment
ordonnancerenmêmetempsun nombreconstantdemessages.

4.3 Ordonnancer desgrands groupeset un nombre constantde
messages

Cettepartieest le cœurde l’algorithme. Nousy exposonscommentconstruireun or-
donnancementquasi-optimald’un ensemblede messages� supposépartitionnéen deux
sous-ensembles� ��� ^�� , telsque:

1. � estconstituéd’un nombreconstantdemessages.

2. � estpartitionnéen Ñ groupes� � � üÍ^ Ï2Ï2Ï ^ � Î degrandetaille : pour tout K��- � Ñ , nousavons Ú " ·�� G \I�� ��� � , où � G \I seradéfiniplustard.

L’idée estdedeviner la bonnefréquencedediffusion � ÿ pourlesmessagede � , puisd’or-
donnancerquasi-optimalementles deux ensembles� et � à fréquences.Trouver �-ÿ se
fait essentiellementpar rechercheexhaustive. Pourchaquefréquence� , il fautestimerles
contributionsde � et � aucoûtdel’ordonnancement.Pourestimerla contribution aucoût
desmessagesde � nousallonsutiliserunevarianteduminorantd’AmmaretWong,puisque
nousavonsvu à la sectionprécédentequece minorantesttrèsprochede l’optimal. L’es-
timation de la contribution de � estplus délicate.Nousallonsdémontrerqu’il existe une
constantequi bornela périoded’ordonnancementsquasi-optimauxqui diffusentles mes-
sagesde � quasimentà cettefréquence.Nouspourronsdoncestimerla contribution de �
parsimpleénumérationdesordonnancements.Cerésultatnouspermettraégalementdedé-
montrerque l’on peut ordonnancerles messagesde � dansles emplacementsvides de
l’ordonnancementde � à l’aide del’algorithmegloutongroupes-cycliqueetpériodique4.3
dela sectionprécédente.

4.3.1 Fréquencesde diffusion

Soient � un ensemblede messages,��� � et 6 un ordonnancementdesmessages
de � .

Definition 4.5(Contrib ution) La contribution au coût de l’ordonnancement6 desmes-
sagesde � , notée� �"!$# G 6&%'�ÔI , estdéfiniepar:� �"!$# G 6&%'�ÔIÊ� ()+*-,/. À1032 # R A G 6&%e� 2 I546� EHG 6&%e� 2 I Á
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Chapitre4 Un schémad’approximationpourle casdeslongueursuniformes
4.3 Ordonnancerdesgrandsgroupeset unnombre constantdemessages

4.3.1 Fréquencesdediffusion

de sorteque le coût d’un ordonnancement6 est la sommedescontributions de � et deG �879�&IÍ� � .

Definition 4.6(Fréquencede diffusion) Si l’on note : G 6&%'�;%'<¾I le nombre d’emplace-
mentsutilisés pour la diffusion d’un messagede � dansl’ordonnancement6 pendant
l’intervalle de diffusion < , la fréquencede diffusiondesmessagesde � dansl’ordonnan-
cement6 , notée� G 6=%'�&I�.?> ' % KA@ , estdéfiniecomme:� G 6&%'�ÔIÊ��BDCFE6G'H�IºKJML : G �;%q6&%N> ' %t¸ @ IO ÏÇ¸
Si 6 estpériodiquedepériodȩ , la fréquencedediffusionde � sesimplifie en:� G 6&%'�ÔIÊ� : G 6&%'�P%N> ' %t¸ @ IO ¸
La fréquencedediffusiond’un ordonnancement6 , noté � G 6*I estle pourcentaged’empla-
cementsutiliséspourla diffusiondesmessages: � G 6ÊI*��� G 6&%e�TI .
Definition 4.7(Contrib ution optimale à fréquencefixée) La contributionoptimaleà fré-
quencedediffusion � d’un ensembledemessage� , notée�"QR# G �P%'�ÍI , estle coûtminimal
induit parlesmessagesde � s’ils sontdiffusésà la fréquence� dansun ordonnancement:�"QS# G �;%'�ÍIÊ� CDT�UV;WYX ª V g . ¬[Z X � �"!$# G 6&%'�ÔI

Le minorantsuivant,qui généraliselégèrementle minorant A]\+^ _ page37,va nousper-
mettred’estimerla contribution desmessagesde � .

Lemme 4.4(Minorant) Soit � un ensemblede message et � � � un sous-ensemble
partitionnéengroupes� � � _ ^ Ï2Ï2Ï ^ � Î . Alors le problèmedeminimisationA`\"a G � %'�ÍI
suivantestunminorantsurla contributiondel’ensemble� aucoûtdetoutordonnancement
qui diffuselesmessagesde � avecunefréquenceinférieure ouégaleà � :

A]\ a G � %'�_I
bcccccd ccccce EfCDTg/hji K 4 Î(" Z _ : 0 " Úk�"kl "m 4on "l " <

Surle domaine: Î(" Z _ Kl " � �bÏ O (4.10)
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Ceproblèmedeminimisationadmetuneuniquesolution lqp , telleque:l p" � KÚ " m n " 46r p0 " , avec r p · ' ,
avec: si ! Î" Z _ Ú "ks 0 " # G m n " I � O

, alors r p � ' ; et sinon, r p est l’unique solutionde

l’équation: ! Î" Z _ Ú " s 0 " # G m n " 46r p I*��� O .

Preuve. Il s’agit d’une généralisationimmédiatedu minorantd’Ammar et Wong. Pour
celanousavons besoinde démontrerde nouveaula densitédesordonnancementspério-
diquesd’unefréquencedonnéeautourdel’optimal. La démonstrationdecelemmededen-
sitéestsimilaireauxlemmesdedensitésdeschapitresprécédents.

Demêmequeprécédemment,! Î" Z _ K # l " estle nombremoyend’emplacementsutilisés
pour la diffusiondesmessagesde � parunitédetemps.Commela fréquencedediffusion
de � estmajoréepar � nousobtenonsbienla contrainte: ! Î" Z _ K # l " � � O . [
4.3.2 Borner la périoded’un ordonnancementquasi-optimal deA

Nousallonsdémontrerdanscettesectionquenouspouvonsnousrestreindreà l’explo-
rationd’un nombreconstantd’ordonnancementsdesmessagesde � .

Lemme 4.5(Borner la période de � ) Soit t un ensemblede messagesde coûtsde dif-
fusion bornéspar u , et �v�wt . Pour tout 'yx \ x K et toute fréquencede diffusion'�x � x K , il existeunordonnancement6 périodiquesur

O
canauxdesmessagesde � tel

que:

1. La fréquencedesemplacementsvidesdans 6 estapproximativementau moins
G K$z�ÍI : K{z � G 6*I · G K|z \I G K z �_I et � G 6*I�. @ ' % K >

2. Lecoûtde 6 estquasi-optimal:� �"!$# G 6&%'�ÔI � G K 4Ã\I��"QR# G �P%'�ÍI}4Ã\# m
3. La périodȩ V de 6 estquadratiqueenla taille de � :¸ V ��~ ' BDT G K 4)Þ4#\�I\�� G K|z \�#��³I Ef�/� G u=% K I_Ïk� ��� �

Remarque 4.4 La condition1 garantitqu’il restesuffisammentdeplacepourordonnancer
lesmessagesde � .
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Chapitre4 Un schémad’approximationpourle casdeslongueursuniformes
4.3 Ordonnancerdesgrandsgroupeset unnombre constantdemessages

4.3.2 Bornerla périoded’un ordonnancementquasi-optimaldeA

La preuve de ce lemmereposesur un couper-coller aléatoireavec desmorceauxd’un
ordonnancementquasi-optimalde � . Un argumentprobabilisteva nousdémontrerqu’il
suffit d’échantillonnerun nombrefini demorceauxdecetordonnancementpourobtenirun
ordonnancementpériodiquequasi-optimal,ayantquasimentla bonnefréquence.Pourcela,
nousavonsbesoindepouvoir “découperenmorceauxindépendants” un ordonnancement.
Le lemmesuivantdémontrequel’on peutinsérerdestrousdetaille arbitraireà intervalles
réguliersdansunordonnancementpourunsurcoûtfaible.Pourprouver le lemme4.5,nous
remplironscestrous avec tous les messagesde � de sorteà créerdesblocs qui auront
une“interface”communeetserontdoncindépendants(cf. illustrationFigure4.4page162).
Nouspourronsalorséchantillonnercesblocset démontrerle lemme.

Le lemmesuivantmontrequ’onpeutfaireunepausedansun ordonnancementunefois
detempsàautrepourun surcoûtnégligeable.

Lemme 4.6(Etir er un ordonnancement) Soit � x \ x KN� m , 6 un ordonnancement
de t��Ó/Nt _ %212121}%'t?� 3 sur

O
canauxetdeuxentiers � et � telsque:�µ· � � 4��\ z �

Soit 6 ^ l’ordonnancementobtenuàpartir de 6 eninsérant � créneauxvidesauxdates��%��&4��%212121}%���4�� Ï/�5%212121 , où � esttiré au hasard uniformémentdans /N��%212121�%�� zÙK 3 (cf. illus-
tration Figure 4.3page suivante).Alors :7 > # R A G 6 ^ I @}� G K 4]\I�# R A G 6*I
En particulier il existe � i .»/N��%212121&%�� z K 3 tel quele tempsdeservicede l’ordonnance-
ment 6 ^ soit inférieurà

G K 4]\I�# R A G 6ÊI .
Preuve. Commençonspar remarquerquele coût de diffusion de 6 ^ eststrictementinfé-
rieurà celuide 6 .
Dans 6 ^ , considéronsunerequête� pourle messaget 2 . Soit � _ l’événementque � arrive
endehorsdescréneauxvidesinsérés.Le tempsdeservicemoyendecetterequêtevaut:7 > # R A G ��%q6 ^ I @ � ��;4�� 7 > # R A G ��%q6 ^ I�� � _ @ 4 ��;4�� 7 > # R A G ��%q6 ^ I�� � _ @
Si � arrive danslescréneauxvidesinsérésdans6 , elleattendraenmoyenne

G � � m I la fin du
bloc decréneauxvides.Puissi l’on note � , le nombredecréneauxjusqu’aula diffusiondu
messaget 2 dans6 à partir du point d’insertion,et � ^ la longueurcorrespondantedans6 ^ ,
nousavonsque: � ^ � G K 4�� � � I�� . Ainsi la requêteseradoncservieauboutde

GA�� 4�� G K 4�� IY4 K I � � GY�� 4P�$I auplustarddans6 ^ . Commele pointd’insertionestchoisialéatoirement,
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FI G. 4.3: Etirer un ordonnancement.® > � � 4?� @ ��#+¯�°�±³²&%'´ 2�µ etdonc:® > #+¯�°�±³��%¶² ^ µ � � _ @5�6· #$¯�°?±³²&%'´ 2�µ (4.11)

Si � arrive endehors descréneauxvidesinsérésdans ² ,soit � _ la requêtearrivantdansle
mêmecréneauaumêmemomentdans² . � _ estservieenmoyenneauboutde ¸ � m 4¥�54�¸ ,
où � estle nombredecréneauxjusqu’audébut dela diffusionsuivantede ´ 2 . L’espérance
du tempsdeservicepour la requête� dans² ^ estdonc ¹ � m 4 ® > � ^ @ , où � ^ estl’équivalent
de � dans² ^ . En moyenne,l’intervalle entrechaquecréneauestaugmentéde ·�� � , et donc
parlinéaritédel’espérance:

® > � ^ @ ���=4º±[�=4»¸ µ ·q� � . Ainsi le tempsdeservicemoyenpour
la requête� vaut: ¹ � m 4?�¼±½¸¾4 �� µ 4 �� � #+¯�°?±³� _ %¶² µ ±½¸¾4 � �� µ . Nousenconcluonsque:® > #+¯�°�±³��%¶² ^ µ � � _ @5� #+¯�°�±³²&%'´ 2�µ Ï�¿}¸S4 m ·�]À (4.12)

La sommepondéréedeséquations(4.11)et (4.11)donnefinalementque:® > #+¯�°�±³² ^ %'´ 2�µ @5� ±½¸R4�Á µ #+¯�°Â±³²&%'´ 2³µ , parconstructionde � .

C.Q.F.D. Ã
Preuvedu Lemme4.5.

Réduction. Tout d’abord,remarquonsquenouspouvonssupposerque � � ±½¸ z Á � ¸�� µ ,quitteàaugmenterle coûtoptimalde ±½¸Ä4�Á � ¸�� µ . Eneffet, si ��ÅÆ±½¸ z Á � ¸�� µ , considéronsun
ordonnancementoptimal ² defréquence� desmessagesde Ç et decoût �ÈQS#M±-Ç;%'� µ . Soit
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Chapitre4 Un schémad’approximationpourle casdeslongueursuniformes
4.3 Ordonnancerdesgrandsgroupeset unnombre constantdemessages

4.3.2 Bornerla périoded’un ordonnancementquasi-optimaldeA

² ^ l’ordonnancementconstruitàpartir de ² eninsérantuncréneauvide tousles ±½¸�� � Á z ¸ µàpartir d’un point dedépartaléatoire.Le lemmed’étirement( · �É¸ et ���É¸�� � Á z ¸ ) nous
assurequ’il existeun pointdedéparttel que:� �"!$#M±³² ^ µ � ±½¸R4�Á ��Ê µ �"QS#Ë±-ÇP%'� µ
Et, la densitéde ² ^ estexactement: ±½¸ z Á � ¸�� µ � � ±½¸ z Á � ¸�� µ . Remarquonsquecette
suppositionfacilite l’obtentiondepremierfait du lemme.

Découperl’ordonnancement en blocs indépendants. Considérons,par densité,² p un
ordonnancementquasi-optimalpériodiquede Ç ayantpour fréquencedediffusion � et tel
que: � �"!$#M±³² p %'Ç µ � ¸R4 m Á � ¹±½¸R4ÂÁ � ¹ µ ±½¸|4�Á �ÍÌ µ �ÈQS#P±-Ç;%'� µ
Nousallonsconstruireunordonnancement² � dontle coûtseraquasimentceluide ² etdont
la fréquencedescréneauxvidesseraquasiment±½¸ z � µ , maisqui seraconstituéde blocs
indépendantsquenouspourronséchantillonnerparla suite.
Soit Î p la périodede ² p . Afin d’alléger les notations,supposonsque uÏÅv¸ (Rappel:u¥�ºE��/� n 2 ).
PosonsÎÐ� �q� Ç�� ��uÁ z � Ç�� . Quitteàmultiplier Î p par Î , nouspouvonssupposerque Î p est

un multiple de Î .
Construisonsl’ordonnancement² _ eninsérantdans² p tousles Î , un blocde � Ç�� créneaux
videssur tousles canaux,à partir du point d’insertionqui minimisele surcoût.Le lemme
d’étirementnousassureque:� �È!+#M±³² _ %'Ç µ � ±½¸¾4�Á � ¹ µ � �È!+#Ë±³² p %'Ç µ
Et la fréquence² _ vaut: �¾±³² _ µ �o±½¸ z ÑÒ�Ó . Ó Ô µ � .

Nousconstruisonsalors ² � à partir de ² _ en insérantdanschaquebloc decréneauxvides
deles � Ç�� messagesde Ç dansunordrefixé. Le tempsdeservicede ² � estinférieuràcelui
de ² _ , et l’augmentationdu coût de diffusion de ² _ à ² � estmajoréepar

ÔkÓ . ÓÕ
Ö Ó . Ó � Á � � .
Ainsi : � �"!$#M±³² � %'Ç µ � � �"!$#M±³² _ %'Ç µ 4�Á � �
La fréquencedescréneauxvidesdiminueenrevanchede ² _ à ² � et vérifie :±½¸ z �¾±³² � µ�µ ÅÆ±½¸ z Á � � µ ±½¸ z � µ
Nousavonsdoncconstruitnotreordonnancement² � dont le coûtestquasi-optimalet dont
la fréquencedescréneauxvidesestquasiment±½¸ z � µ . L’intérêt estque ² � estconstitué
de × blocsindépendants� _ %�Ø�Ø�Ø}% �ÈÙ de longueur ±[Îº4o� Ç�� µ délimitéspar les débuts des
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blocs de créneauxinsérésdans ² (cf. illustration Figure 4.4). Commechacundesblocs
commenceparla diffusiondetouslesmessagesde Ç dansun ordrefixé, nouspouvonsles
permutersansmodifierle coûtdel’ordonnancement² � ni le tempsdeservicedesrequêtes
qui arrivent danschacunde cesblocs.Nousdéfinissonsdonc le coût de chaquebloc �"Ú
commele coût moyen de ² � sur l’intervalle de tempsde ce bloc. Par définition, le coût
de ² � estalorsexactementla moyennedescoûtsdesblocset de mêmequela fréquence
dediffusionde ² � estexactementla moyennedesfréquencesdediffusiondesblocs.Nous
allonsdoncpouvoir échantillonnerdesblocsde ² � etobtenirainsiunordonnancementdont
le coûtet la fréquencedediffusionsontquasimentceuxde ² � .

Û Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û ÛÛ Û Û Û Û Û Û ÛÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÜ Ü Ü Ü Ü Ü Ü ÜÝ Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý ÝÝ Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý ÝÝ Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý ÝÝ Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý ÝÝ Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý ÝÝ Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý ÝÝ Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý ÝÝ Ý Ý Ý Ý Ý Ý Ý ÝÞ Þ Þ Þ Þ Þ Þ ÞÞ Þ Þ Þ Þ Þ Þ ÞÞ Þ Þ Þ Þ Þ Þ ÞÞ Þ Þ Þ Þ Þ Þ ÞÞ Þ Þ Þ Þ Þ Þ ÞÞ Þ Þ Þ Þ Þ Þ ÞÞ Þ Þ Þ Þ Þ Þ ÞÞ Þ Þ Þ Þ Þ Þ Þß ß ß ß ß ß ß ß ßß ß ß ß ß ß ß ß ßß ß ß ß ß ß ß ß ßß ß ß ß ß ß ß ß ßß ß ß ß ß ß ß ß ßß ß ß ß ß ß ß ß ßß ß ß ß ß ß ß ß ßß ß ß ß ß ß ß ß ßà à à à à à à à àà à à à à à à à àà à à à à à à à àà à à à à à à à àà à à à à à à à àà à à à à à à à àà à à à à à à à àà à à à à à à à à á á á á á á á á áá á á á á á á á áá á á á á á á á áá á á á á á á á áá á á á á á á á áá á á á á á á á áá á á á á á á á áá á á á á á á á á
â â â â â â â ââ â â â â â â ââ â â â â â â ââ â â â â â â ââ â â â â â â ââ â â â â â â ââ â â â â â â ââ â â â â â â âã ã ã ã ã ã ã ã ãã ã ã ã ã ã ã ã ãã ã ã ã ã ã ã ã ãã ã ã ã ã ã ã ã ãã ã ã ã ã ã ã ã ãã ã ã ã ã ã ã ã ãã ã ã ã ã ã ã ã ãã ã ã ã ã ã ã ã ãä ä ä ä ä ä ä ä ää ä ä ä ä ä ä ä ää ä ä ä ä ä ä ä ää ä ä ä ä ä ä ä ää ä ä ä ä ä ä ä ää ä ä ä ä ä ä ä ää ä ä ä ä ä ä ä ää ä ä ä ä ä ä ä ä

å å å å å å å å åå å å å å å å å åå å å å å å å å åå å å å å å å å åå å å å å å å å åå å å å å å å å åå å å å å å å å åå å å å å å å å åæ æ æ æ æ æ æ ææ æ æ æ æ æ æ ææ æ æ æ æ æ æ ææ æ æ æ æ æ æ ææ æ æ æ æ æ æ ææ æ æ æ æ æ æ ææ æ æ æ æ æ æ ææ æ æ æ æ æ æ æç ç ç ç ç ç ç çç ç ç ç ç ç ç çç ç ç ç ç ç ç çç ç ç ç ç ç ç çç ç ç ç ç ç ç çç ç ç ç ç ç ç çç ç ç ç ç ç ç çç ç ç ç ç ç ç çè è è è è è è èè è è è è è è èè è è è è è è èè è è è è è è èè è è è è è è èè è è è è è è èè è è è è è è èè è è è è è è èé é é é é é é é éé é é é é é é é éé é é é é é é é éé é é é é é é é éé é é é é é é é éé é é é é é é é éé é é é é é é é éé é é é é é é é éê ê ê ê ê ê ê êê ê ê ê ê ê ê êê ê ê ê ê ê ê êê ê ê ê ê ê ê êê ê ê ê ê ê ê êê ê ê ê ê ê ê êê ê ê ê ê ê ê êê ê ê ê ê ê ê ê
ë ë ë ë ë ë ë ë ëë ë ë ë ë ë ë ë ëë ë ë ë ë ë ë ë ëë ë ë ë ë ë ë ë ëë ë ë ë ë ë ë ë ëë ë ë ë ë ë ë ë ëë ë ë ë ë ë ë ë ëë ë ë ë ë ë ë ë ëì ì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ì ìì ì ì ì ì ì ì ì ì

í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í íí í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í íí í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í íí í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í íí í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í íí í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í íí í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í íí í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í íí í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í íî î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î îî î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î î
ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ïï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ïð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ðð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ðð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ðð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ðð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ðð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ðð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ðð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ðð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð ð

Ù�ñ'ò ó¶ô³õö ÷ùø'úùû'üù÷ùø¶ý�÷ùþ õüÿþKû'ü�������þFý ñ'ò ü õ
� ÷ùü&û'ú�� ö ó ø'ü5ø'ü

� ÷ùü&û'ú�� ö ó ø'ü5ø'üò � ó � ø ó ÷'÷�ý�÷ ô ü��
ü½÷�þKý ò ú�ý�þ ó ö � ü V	�

� ÷ùü=û�ú�� ö ó ø'ü5ø�ü ò � ó � ø ó ÷'÷½ý'÷ ô ü
�
üù÷�þ V��
ò � ó � ø ó ÷�÷½ý'÷ ô ü���üù÷�þ V�

� ô�� ý'÷�þ[ö ò ò ó ÷'÷½ü���� ñ'ò ó�ô³õ

¤ ����� ��� ¤ ����� ��� ¤ ����� ��� ¤ ����� ��� ¤ ����� ��� ¤ ����� ���
¤ ����� ���¤ ����� ��� ¤ ����� ��� ¤ ����� ���¤ ����� ���

¤ ����� ���¤ ����� ���¤ ����� ���
¤ ����� ���

FI G. 4.4: Le processusd’échantillonnage dela preuvedu lemme4.5.

Echantillonner. Soit :y� Ì � BFT}±½¸R4 Ìk� Á µ¹�Á � ±½¸ z Á � � µ . Nousconstruisonsun ordonnancementaléa-

toire ² � , enconcaténant: blocstirésuniformémentet indépendammentdans ²�� . L’espé-
ranceducoûtdechaqueblocest � �"!+#M±³² � µ . Doncl’inégalitédeMarkov donned’unepart
que: Q�� � � �"!+#M±³² � µ ÅÆ±½¸¾4�Á �ÍÌ µ � �È!+#Ë±³²�� µ � � ¸¸S4�Á �ÍÌ (4.13)
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D’autrepart,l’espérancedesfréquencesdesemplacementsvidesdechaquebloc vaut ±½¸ z! ±³²�� µ�µ . Et puisquelesfréquencesdiffusionssontbornéesàvaleurdans@ ��%�¸ @ , l’inégalitéde
Chernoff impliqueque:Q"� � ±½¸ z ! ±³² � µ�µ � ±½¸ z?Ê Á � � µ ±½¸ z ! ±³²�� µ�µ �#�%$ z ± Ê Á � � µ � :S±½¸ z ! ±³²�� µ�µ � m (4.14)

En sommantlesdeuxinégalités(4.13)et (4.13),nousobtenonsalors:Q"��&�� �"!+#M±³² � µ ÅÆ±½¸¾4�Á �ÍÌ µ � �È!+#Ë±³²�� µ ou ±½¸ z ! ±³² � µ�µ � ±½¸ z�Ê Á � � µ ±½¸ z ! ±³²�� µ�µ('� ¸¸¾4�Á �ÍÌ 4 $ z ¹�Á � :S±½¸ z ! ±³²�� µ�µ �ÍÌ x ¸ , parconstructionde : ,

car ±½¸ z ! ±³²�� µ�µ ÅÆ±½¸ z Á � � µ ±½¸ z ! µ ÅÆ±½¸ z Á � � µ Á � ¸�� .
Nousenconcluonsqu’il existeun tiragepourlequel ² � a lespropriétéssuivantes:

1. ±½¸ z ! ±³² � µ�µ ÅÆ±½¸ z a ÑÒ µ ±½¸ zÆÑÒ µ ±½¸ z ! µ . C’est-à-dire:±½¸ z ! ±³² � µ�µ Å ±½¸ z Á µ ±½¸ z ! µ
Deplus,commelesfréquencesdediffusiondechacundesblocssontnonnulles,nous
avonsbien: ! ±³² � µ*) @ ��%�¸ > .2. � �"!$#P±³² � µ � ±½¸R4 � Ñ� µ ±½¸R4 Ña µ �ÈQS#P±-Ç;% ! µ 4Ð±½¸R4 Ñ� µ ÑÒ , c’est-à-dire:� �"!$#M±³² � µ � ±½¸R4�Á µ �"QS#;±-ÇP% ! µ 4�Á � m

3. Enfin, ² � estparconstructionpériodiquedepériode:S±[Î�4,+ Ç-+ µ .C.Q.F.D. Ã
Celemmeadeuxconséquencesessentiellespourl’obtentiondenotreapproximation:

1. Comme Ç est de taille constante,nouspouvons construireen tempsconstant,par
rechercheexhaustive,unordonnancenement² quasi-optimalde Ç avecquasimentla
bonnefréquence.

2. Et comme ² estde périodenégligeabledevant la taille desgroupesde . , les trous
de ² sontuniformémentrépartisdupointdevuedesmessagesde . . Nouspourrons,
par conséquent,ordonnancerefficacementles messagesde . dansles troussuivant
l’algorithmegloutonpériodique4.3quenousavonsdécritprécédemment.

4.3.3 Ordonnancer dansdesemplacementsréservés

L’objet de cettesectionestde montrercomment,à partir d’un ordonnancementde .
surun canaldefréquencȩ , nousconstruisonsun ordonnancementde . dansles trousde
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l’ordonnancementde Ç dela sectionprécédente.

Lemme 4.7(Dilatation) Soientun ensemblé de messages, . � ´ , un ordonnance-
ment ² desmessagesde . , et uneconstante!0/ � . Soit ² X l’ordonnancementdesmes-
sagesde . construità partir del’ordonnancement² endilatant le tempsd’un facteur ¸ � ! :
pour tout 1 , ² X diffuseà la date ±21 � ! µ lesmessagesque ² diffuseà la date 1 , sur lesmêmes
canauxque ² . Alors la contribution de . aucoûtde ² X estdonnépar :#+¯�°?±³² X %3. µ �É¸R4 ¸! Ï54�#+¯�°�±³²&%3. µ z ¸76 et �98�±³² X %3. µ � ! Ï��:8�±³²&%3. µ
Preuve. La propriétéestévidente.D’une part, la fréquencede diffusion de chaquemes-
sageest multipliée par ! donc le coût de diffusion est multiplié par ! . Et d’autre part,
l’attentemoyennedesrequêteshorstempsdetéléchargementestmultipliéepar ¸ � ! . Ã
Lemme 4.8(Ordonnancer dansdesemplacementsréservés) Soient ´ un ensemblede
messages et . � ´ un sous-ensemblede messages partitionné en ; groupes . �< _>= Ï2Ï2Ï = <@? . Soient ² un ordonnancementgroupes-cycliquedesmessagesde . sur un
canalet × unesuitepériodiqued’emplacementsréservéssur

O
canaux,defréquence! et

depériodeÎ .
Soit ² ^ l’ordonnancementconstruitenordonnançant² danslesemplacementsréservés

de × , degaucheà droite : ² ^ ordonnancedansle � ièmeemplacementréservédela suite × ,
le message diffusédanscréneau� de ² (cf. illustration Figure4.5page suivante).

Alors,si lesgroupesde . sonttousdetaille supérieure à ±[Î Ï O µ , la contribution de .
au coûtde ² ^ estbornéepar :#$¯�°�±³² ^ %3. µ � ¸¾4 ¸! O Ï 4 #+¯�°?±³²=%3. µ z ¸ 6 4?Î ?(A Z _CB A 0 A

et �98�±³² ^ %3. µ � ! O Ï/�:8�±³²&%3. µ
Preuve. Soit ² XED l’ordonnancementobtenuen dilatantle tempsde ¸ � ± ! O µ . ² ^ estob-
tenuà partir de ² XED endéplaçantchacunedesdiffusionsde ² XED d’au plus Î . Le coûtde
diffusionde ² ^ estdoncidentiqueàcelui de ² XED :�:8�±³² ^ µ � ! O ÏÍ�98�±³² µ , d’aprèsle lemmededilatation.

Etudionsà présentla variationdu tempsde servicede ² XED à ² ^ . Pourtoutedate F / � ,
notons : 2 ±GF µ le nombrede diffusionsdu messagé 2 dans ² XED durantla période > ��%HF @
et 1 _2 %�Ø�Ø�Ø�%I1 � *KJML�N2 les longueursdes intervalles entredeux diffusionsconsécutives de ´ 2
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O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OP P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P PP P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P PP P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P PP P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P PP P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P PP P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P PP P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P PP P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P
Q¨¦Q ¤ Q ¤ Q § QSRQ ¤ Q ¤ Q�¦ Q ¤

éT ¬ �U
T ¬ UéWV X YZY[YY[YZY

\ V ]^`_�aKb[^�c[_Gad5e bgfh_Z^�i j7k(b>k(bgl m"a�nhi opb>qrkts bZu"f(l m[v
bZuwb e o2a

FI G. 4.5 : Ordonnancerdansdesemplacementsréservés.Sur cet exemple, la suite
d’emplacementsréservés× estpériodiquede période Î �yx et de fré-
quence! � Ê � ± m z x µ .

dans² XED durantla période > ��%HF @ , telsque: { � *pJML�N| Z _ 1 |2 �}F . Nousdéfinissonsdela même

façon: ^2 ±GF µ et 1 ^ _2 %�Ø�Ø�Ø[1 ^ ��~ * JML�N2 dansl’ordonnancement² ^ .
Remarquonsqueparconstruction: 1 ^ |2 ��1 |2 4�� | , où � | ) > z Î+%½Î @ et { � *pJ�L�N| Z _ � | ��� .
Comme : ^2 ±GF µ et : 2 ±GF µ différentd’une constante(au plus ¸ , car les groupessontde

tailles Å O Î ), nousavonségalement:#+¯�°�±³² ^ %'´ 2�µ � ¸S4�BDCDE6G�H�IL JML ¸m F � *pJ�L�N(| Z _ ±21 ^ |2 µ �
Or, nouspouvonsmajorercettesommedela façonsuivante:¸� F ��� J�L�N�|H�w� ±2��� |� µ � � ¸� F�� ��� JML�N�|H�w� ±2� |� µ ��� ��� J�L�N�|(�w�@� | ± � � |� � � | µ	�� ¸� F � ��� JML�N�|H�w� ±2� |� µ � � ��� J�L�N�|(�w� ÎË± � � |� � � | µ � ± � ��� J�L�N z Î µ ± � � �t� JML�N� � � ��� J�L�N µ� ¸� F �t� J�L�N�|(�w� ±2� |� µ � � Î � � Î �F
carpourtout � x�� � ±GF µ , la distanceentrela � ièmeet la ±K� � ¸ µ ièmediffusiondumessages´ �
est supérieureà la taille du groupedivisé par le nombrede canaux(car ² est groupes-
cyclique)etdonc: � |� Å�� groupede ´ � � ��� ÅÂÎ .
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Nousobtenonsdoncbien,lorsqueF tendversl’infini :� ¯�°?±³² �p� ´ � µ � � ¯�°�±³²�� D � ´ � µ � Î � ¸ � ¸! � 4 � ¯�°�±³² � ´ � µ z ¸ 6 � ÎÃ
Corollaire 4.1(Casdesgroupesdegrandestailles) Lorsqueles groupesde . sonttous
detaillessupérieuresà ± � Î��/Á µ , la contribution de . au coûtde ² � estbornéepar :����� � ±³² �2� . µ � ±½¸ � Á µ � ¸ � ¸! � Ï 4 � ¯�°�±³² � . µw� ¸ 6 � ! � Ï � 8�±³² � . µ	�
Preuve. Immédiatecar

� ¯�°�±³² � . µ Å�¹E� � . Ã
4.3.4 Un ordonnancementquasi-optimal

Nous pouvons à présentconstruireun ordonnancementquasi-optimaldesmessages
de Ç et . .

Notations. PosonsÎË±-Á µ"  def ¡t¢>£M¤ ±½¸ � Ì �/Á µÁ7¥Ä±½¸ � Á��t¦ µ¨§ ©�ª ±¬« � ¸ µ , et }±-Á µ�  def
� � ÎË±-Á µ �/Á .

Proposition 4.2(Ordonnancer ® =°¯ ) Soient ¢²± Á ± ¸	��x et un ensemblede mes-
sages ´ partitionnéendeuxsous-ensembles´   Ç = . , où . estlui-mêmepartitionné
engroupes.   < � = Ï2Ï2Ï = < ? detaillessupérieuresà }±-Á µ � Ç³� .Alors, l’ordonnancement² générépar l’algorithme 4.4 page ci-contre estpériodique
depériodeinférieure à 4 ±K´�µ � � Ì «�µ µ Ï�ÎË±-Á µ Ï�� Ç-� � 6 , et soncoûtestbornépar :����� � ±³² µ � ±½¸ � Ê Á µ ��¶ � ±-´ µ
Preuve. La preuve sefait endeuxétapes:

1. Nousallonsutiliser le lemme4.8pourdémontrerqu’ordonnancerlesmessagesde .
danslestrousde ²���· avecl’algorithmeglouton4.3génèreun ordonnancementdont
le coûtestunebonneapproximationde

����� � ±³²���· � Ç µ � °r¸º¹ ±p. � ¸ � !¼» µ .
2. Puis,nousdémontreronsque

����� � ±³²���· � Ç µ � °½¸º¹ ±p. � ¸ � !¼» µ estunebonneap-
proximationdu coûtoptimal.
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Algorithme 4.4Ordonnancerlesmessagesde Ç et .
Entrées: Une constanteÁ et un ensemblede messageś partitionnéen deux sous-

ensembleś   Ç = . , où . estlui-mêmepartitionnéengroupes.   < � = Ï2Ï2Ï = < ?detaillessupérieuresà �±-Á µ � Ç-� .
Pour tout � )¿¾ ¸ � Ø�Ø�Ø � � ÏYÎË±-Á µ � Ç³� � � ¸�À

Calculer l’ordonnancementpériodiqueoptimal ²�� desmessagesde Ç , de fré-
quence!   � ��± � Ï�ÎË±-Á µ � Ç-� � µ etdepériodeinférieureà ÎË±-Á µ � Ç³� � .

Choisir !w» qui minimisela quantité:����� � ±³²���· � Ç µ � °½¸�¹¼±p. � ¸ � !w» µ
Calculerla solution ÁÃÂ du problèmedeminimisation°½¸º¹ ±p. � ¸ � !w» µ .
Soit Î�Ä la périodede ²���· .
Calculer ²�Å l’ordonnancementglouton périodiquedes messagesde . sur un canal
avec Á   ±pÁ Â ±½¸ � !w» µ � µ�µ , etdepériodeÎ Å   4 ±K´�µ � � Ì «�µ µ ÏÄ±½¸ � !¼» µ Ï � Ï�Î�Ä 6 .

Sortie :

Retournerl’ordonnancement²�Ä Å périodiquede période ±K´�µ � � Ì «Æµ µ Ï�Î�Ä obtenuen
ordonnançant² Å dansles Î Å emplacementsvidesde ±K´�µ � � Ì «Æµ µ périodesdel’ordon-
nancement² ��· .
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Etape1. Notons ² Ä Å l’ordonnancementgénéréparl’algorithme4.4.La contribution des
messagesÇ aucoûtdel’ordonnancementest

���Ç� � ±³²���· � Ç µ . Considérons² Å l’ordonnan-
cementgloutonpériodiquesurun canalobtenuavec Á   ±pÁ Â ±½¸ � !¼» µ � µ . L’ordonnance-
ment ²�Ä Å estobtenuenordonnançant² Å danslestrousde ²���· . Commetouslesgroupes
ontunetaille supérieureà

� � Î�±-Á µ � Ç-� � �/Á etquela périodede ²���· estinférieureà ÎË±-Á µ � Ç³� � ,le lemme4.8assureque:����� � ±³²�Ä Å9� . µ � ±½¸ � Á µ � ¸ � ¸±½¸ � !¼» µ � 4 � ¯�°?±³² Å µw� ¸ µ � ±½¸ � !w» µ � � 8�±³² Å µ �
Or, commela périodedel’algorithme ² Å estsuffisammentlongue,nousavonsque:� ¯�°�±³² Å µ � ¸ � ?�A �w�tÈ A B A ± B A � ¸ µ� Á ÂA ±½¸ � !¼» µ �

et
� 8�±³²�Å µ � ?�A �w� É AÁ ÂA ±½¸ � !¼» µ �

Ainsi, ����� � ±³²�Ä Å:� . µ � ±½¸ � Á µ ÊË�Ì ¸ � ?�A �w�tÈ A B A ± B A � ¸ µ� Á ÂA � ?�A �w� É AÁ ÂA Í�ÎÏ� ±½¸ � Á µ ±½¸ � ¸	� § Ð ¤A B A µÑ ÒHÓ ÔÕ � Ö �GÖ
× J Ñ N Ø ¸�¹�Ùp. � ¸ � !¼» µ� Ù½¸ � � Á µ Ø ¸Ç¹EÙp. � ¸ � !¼» µNousenconcluonsque:���Ç� � Ù³²�Ä Å µ � Ù½¸ � � Á µ � ����� � Ù³²���· � Ç µ � Ø ¸Ú¹EÙp. � ¸ � !¼» µ �Démontronsàprésentquecetteestimationestprochedel’optimal.

Etape 2. Soit ² Â un ordonnancementoptimalde ´   Ç = . (d’aprèsle théorème1.3)
et posons! Â la fréquencedediffusionde Ç dans²>Â . Nousavons:��¶ � Ù-Ç = . µ>  ����� � Ù³² Â µ Å ��¶ � Ù-Ç � ! Â µ � Ø ¸º¹EÙp. � ¸ � ! Â µ
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Le lemme4.5 assurequ’il existe un ordonnancementÛ desmessagesde Ç périodiquede
périodeinférieureà ÎÜÙ-Á µ � Ç-� � et defréquencedediffusion ! )�Ý ¢ � ¸EÞ , tel que:Ù½¸ � ! µ Å}Ù½¸ � Á µ Ù½¸ � ! Â µet

����� � ÙßÛ � Ç µ � Ù½¸ � Á µ �Ç¶ � Ù-Ç � ! Â µ � Á�� �
Or, parconstructionde !¼» :����� � ÙßÛ���· � Ç µ � Ø ¸º¹EÙp. � ¸ � !¼» µ � ����� � ÙßÛ � Ç µ � Ø ¸º¹�Ùp. � ¸ � ! µConsidéronsdoncla solution ÁÃÂ du problèmedeminimisation Ø ¸�¹�Ùp. � ¸ � ! Â µ et posonsÁ   Á Â �àÙ½¸ � Á µ . Nousavons:?�A �w� ¸Á A � Ù½¸ � Á µ Ù½¸ � ! Â µ � � Ù½¸ � ! µ �
Donc Á satisfait lescontraintesdu problèmedeminimisationØ ¸�¹tÙ-´ � ¸ � ! µ , ainsi:

Ø ¸ J Ê � ¸ � ! µ � ¸ �
?�A �w��á È A B �A Á A � É AÁ A À � ¸ � ¸¸ � Á

?�A �w��â È A B �A Á ÂA � É AÁ ÂA:ã� ¸¸ � Á Ø ¸�¹tÙp. � ¸ � ! Â7ä
Ainsi :����� � ÙßÛ�� · � Ç ä � Ø ¸�¹�Ùp. � ¸ � !¼» ä � Ù½¸ � Á ä ��¶ � Ù-Ç � ! Â ä � Á� � ¸¸ � Á Ø ¸�¹tÙp. � ¸ � ! Â ä� ¸¸ � Á ��¶ � Ù-Ç = . ä � Á ��¶ � Ù-Ç = . ä , puisque

��¶ � Ù-Ç = . ä Å�¹E� �� ¸ � Á¸ � Á ��¶ � Ù-Ç = . ä
Finalement,nousconcluonsque:����� � ÙßÛ�Ä Å ä � Ù½¸ � � Á ä Ù½¸ � Á ä¸ � Á ��¶ � Ù-Ç = . ä� Ù½¸ � Ê Á ä ��¶ � Ù-Ç = . ä , puisqueÁ ± ¸	��x .
C.Q.F.D. Ã

La section4.4vadémontrercommentnouspouvonsintroduiredesmessagesdecontri-
bution négligeabledansl’ordonnancementquenousvenonsdeconstruire.
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4.4 Le casde messagesdecontribution négligeable

Danscettesectionnoussupposonsquel’ensembledesmessagesestpartitionnéendeux
sous-ensembleså   ÇÚ. =ræ où æ a une“contribution négligeable”ç#Ù-Á ��¶ � ä aucoût
del’ordonnancement.Commençonsparformalisercettenotion.

Definition 4.8(Contrib ution négligeable) Soit å un ensembledemessageset æéè å ,
nousdisonsque æ a unecontribution négligeablesi sacontribution dansle minorant Ø ¸Ú¹estdel’ordre de ç Ù-Á ä , lorsqu’il estordonnancéavecunefréquencedediffusiondel’ordre
de ç#Ù-Á��	« ä surun canal,i.e. :

Ø ¸º¹hê D#�w� Ù æ � Át�àÙ
ë ¢ « äIä � � ÁÊ ��¶ � Ùpå ä
Les constantesë	��ë ¢ et

� � Ê sontarbitraireset leursvaleurssontfixéespour améliorerla
lisibilité deslemmessuivants.

L’idée estquesi unepartie æ desmessagesestdecontribution négligeable,alorsleur
contribution au coût d’un ordonnancementrestenégligeablemêmesi on les ordonnance
rarement.La propositionsuivantedémontrequel’on peutalorsordonnancerlesmessages
de æ parinsertion“en force” dansl’ordonnancementdesautresmessages.

Proposition 4.3(Insertion d’un ensemblede contribution négligeable) Soit ¢ì± Á ± ë ,et å unensembledemessage partitionnéendeuxsous-ensembleså   Çº. = æ , où æ est
decontribution négligeable. Alors, pour tout ordonnancementÛ périodiquedesmessages
de ÇÚ. , on peutconstruire en tempslinéaire un ordonnancementÛ � périodiquedesmes-
sagesde å tel que:���Ç� � ÙßÛ � ä �îí ë � ÁÊ�ï ����� � ÙßÛ � ÇÚ. ä � Ì ÁÊ ��¶ � Ùpå ä
De plus,si la périodede Û estsupérieure à

� » ÔÑ ÙK´�µ � � Ì «�µ ä , alors la périodede Û � est
inférieure à Ù
ë � Á ä Î .
Si
����� � ÙßÛ � ÇÚ. ä � �Ç¶ � Ùpå ä , nousobtenonsalors une Ù
ë � Á ä -approximation.

Preuve. Soit Î la périodede Û . Nousutilisonsle lemmed’étirementpour construireun
ordonnancementÛ � à partir de Û eninsérantun créneauvide tousles Ù
ë ¢ «W�/Á � ë ä à partir
du meilleurpoint dans¾ ë � Ø�Ø�Ø � ë ¢ «��/Á � ë�À (seulun nombreconstantdepoint doiventêtre
testés).Le lemmed’étirementassureque:����� � ÙßÛ � � Çº. ä � Ù
ë � Át� Ê ä ����� � ÙßÛ � Çº. ä
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Soit Á Â la solutiondu problèmede minimisation Ø ¸ ¹hê D#�w� Ù æ � Á��àÙ
ë ¢ « äIä . Quitte à consi-
dérerplusieurspériodesde Û , on peutsupposerque Î estsupérieurà

� » ÔÑ ÙK´�µ � � Ì «Æµ ä .Soit ÛWð l’ordonnancementpériodiquede période Î Ñ� » Ô générépar l’algorithme 4.3 avecÁ   Á	ÁÃÂ7�àÙ
ë ¢ « ä . NousconstruisonsÛ � enréordonnançantÛ�ð danslesemplacementsréser-
vésde Û � . Commelesemplacementsréservéspourl’insertion desmessagesde æ dansÛ �
sontuniformémentrépartistousles ë ¢ «��/Á , le lemmededilatationnousassurequela contri-
bution de æ au coût de l’ordonnancementÛ � est majorépar

� Ø ¸�¹hê D#�w� Ù æ � ë ¢ «W�/Á ä �¥ Ñ¹ ��¶ � Ùpå ä , puisqueæ estdecontribution négligeable.
Finalement,le coûtdel’ordonnancementÛ � estbornépar:����� � ÙßÛ¼� ä � Ù
ë � Á�� Ê äòñ ����� � ÙßÛ � ÇÚ. ä � Ì Át� Ê ñ �Ç¶ � Ùpå ä

et la périodede Û � estauplus Î³Ù
ë � Ñ� » Ô ä . Ã
4.5 Un schémad’appr oximation quadratique

Nous considéronsà présent le cas général d’un ensemblequelconque å  ¾ å � � Ø�Ø�Ø � åôóõÀ demessages.

4.5.1 Arr ondir et partitionner

Nouscommençonsparregrouperlesmessagesdecaractéristiquessimilairesenutilisant
desméthodesd’arrondistandard.

Lemme 4.9(Arr ondir) Pour ¢ì±,ö#± ë , nouspouvonssanspertedegénéralité supposer
quelesprobabilitésdedemandeÙ È � ä sontmultiplesdespuissancesde ë	�àÙ
ë � ö ä et queles
coûtsdediffusionsontdesmultiplesde ö � � :È �   ÷Ù
ë � ö äpø , pour uncertain ù ú}ë etoù ë ± ÷³û ë � ö estune

constantedenormalisation.É �   � ñ ö� , pourun certain �ýü ¾ ¢ � Ø�Ø�Ø � « ñ � � ö À .
Preuve. Pourchaquemessageå � , nousarrondissons:þ sa probabilité È � à la puissancede ë	�àÙ
ë � ö ä immédiatementinférieurepuis nous

normalisonsde sortequela sommedesprobabilitéarrondievaille toujours ë . Nous
obtenonsuneprobabilitéarrondie ÿÈ �   ÷ �àÙ
ë � ö ä ø , où ùýú¨ë et où ë ± ÷ û Ù
ë � ö äestla constantedenormalisation.þ puis son coût de diffusion É � au multiple immédiatementinférieur de ö � � . Nous
obtenonsun coûtarrondi ÿÉ �   � ö � � , pouruncertain �ìü ¾ ¢ � Ø�Ø�Ø � « � � ö À .
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Nousobtenonsalorsun nouvel ensemblede messagesarrondis ÿå  é¾ ÿå � � Ø�Ø�Ø � ÿå ó À tel
que: ÿÈ � û�÷ È � ± Ù
ë � ö ä ÿÈ � et ÿÉ � û É � ± ÿÉ � � ö � �Pourtout ordonnancementÛ desmessagesde å , notons ÿÛ l’ordonnancementcorrespon-
dantdesmessagesarrondisde ÿå (et réciproquement).ConsidéronsÛ � unordonnancement
optimalde å et ÿÛ � un ordonnancementoptimalde ÿå . Etudionsle coûtde l’ordonnance-
ment Û � , instancenonarrondiede ÿÛ � . Nousavonsque:

÷ ����� � ÙßÛ � � å ä û Ù
ë � ö ä ��� Ø Ù ÿÛ � � ÿå ä � ÷ Ù ��� Ù ÿÛ � � ÿå ä � ö äû Ù
ë � ö ä ����� � Ù ÿÛ � � ÿå ä � ÷ öû Ù
ë � ö ä ����� � Ù ÿÛ � � ÿå ä � ÷ öû Ù
ë � ö ä Ù ÷ ��� Ø ÙßÛ � � å ä � ��� ÙßÛ � � å äIä � ÷ öû Ù
ë � ö ä ÷ ����� � ÙßÛ � � å ä � ÷ öAinsi, comme
��¶ � Ùpå ä ú��� :����� � ÙßÛ � � å ä û Ù
ë � � ö ä ��¶ � Ùpå äAinsi l’arrondi descaractéristiquesdesmessagescoûtedoncunfacteur Ù
ë � � ö ä surle coût

d’un ordonnancementoptimal. �
Notations. Posonsdonc 	 ø ê 
 le groupedesmessagesqui ont probabilité ÷ �àÙ
ë � ö ä ø et
coûtdediffusion � ö � � . Nousnoterons� ø ê 
 la taille du groupe	 ø ê 
 .

Le lemmesuivantestla clépourenchaîneravecsuccèslesdifférentscasquenosvenons
d’étudier. Il partitionnel’ensembledesmessagesentroissous-ensembleså   ����� æ
telsque:

�
contientunnombreconstantdemessages,

�
contientdesmessagesappartenant

à desgroupesdetrèsgrandetaille, et æ estun ensembledemessagesdont la contribution
estnégligeable.Le principede la démonstrationdece lemmeestquelesprobabilités,une
fois arrondies,formentunesuiteexponentielledécroissante.Ainsi, saufpour un nombre
constantde groupes,les groupessoit sontde trèsgrandetaille, soit contribuent de façon
négligeableaucoûtdel’ordonnancement.

Lemme 4.10(Partition) Etantdonnédesconstantes¢½±0öý± ë , �� ¢ et � ú²ë , et un
ensembleå   ¾ å � � Ø�Ø�Ø � åôóõÀ demessagesde coûtsde diffusionbornéspar « , on peut
construire entempslinéaire en µ unepartition desgroupes	 ø ê 
 de å , entrois ensembles�

,
�

et æ , telsque:
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4.5.1 Arrondir et partitionner

1.
�

contientau total un nombre constantdemessages:� � �   def

������ ��� Ä � ø ê 
   ç��Zê × ê Ô ê � Ù
ë ä , indépendantde µ , Ù È � ä et Ù É � ä . (4.15)

2. Lesgroupesde
�

sonttousdegrandetaille :

pour tout 	 ø ê 
 ü � , � ø ê 
 ú% ñ � � � � (4.16)

3. Lesmessagesde æ ontunecontribution négligeable:

Ø ¸ ¹hê � �w� Ù æ � �� » Ô ä û � ö� ñ �Ç¶ � Ùpå ä (4.17)

Preuve. Posons   ë	�àÙ
ë � ö ä ± ë .Pour borner la contribution de l’ensemble æ nous introduisons la va-
riante Ø ¸ ¹hê !#"%$&(' � » Ù*) �,+ ä du minorant de la contribution au coût d’un sous-
ensemble) è å de densité + ü Ý ¢ � ë Ý , en supposantque les coûts de diffusion Ù É � äsontnuls.Commelescoûtsdediffusiondesmessagessontbornésparla constante« , nous
avons: Ø ¸ ¹hê !-".$&(' � » Ù*) �,+ ä û Ø ¸�¹�Ù*) �,+ ä û Ø ¸ ¹hê !-"%$&/' � » Ù*) �,+ ä � + « �En l’absencedecoûtdediffusion,noussavonsexprimersousformealgébriquela valeurdu
problèmedeminimisationØ ¸ ¹ Ùpå ä (cf. Lemme2.2page72 parexemple).Nousobtenons
alorsl’expressionsuivantepour Ø ¸ ¹hê !-".$&(' � » Ù*) �,+ ä :

Ø ¸ ¹hê !-".$&(' � » Ù*) �,+ ä   ë� + � á �0 � �%1 2 È �43 �   ÷� + � á �� ��� � �%1 � ø ê 
  ø Ö � 3 �
Nousallonsnousservir de cesexpressionspour majorerla contribution au coût de l’en-
sembleæ .

Construction de la partition. La constructionde la partition est illustrée Figure 4.6
page175.

Commençonspar considérerles indices Ù�ù � � ä tels que : � ø ê 
 û  65 ø Ö ¥ . Soit ù » , une
constanteque nous définironsplus tard. Nous partitionnonsces indices en deux sous-
ensembles:� �  87 Ù�ù � � ä�9 ù û ù » � � ø ê 
 û  5 ø Ö ¥;: et æ �  �7 Ù�ù � � ä�9 ù<�ôù » � � ø ê 
 û  5 ø Ö ¥;:

Considéronsles groupes de tailles � ø ê 
 �  5 ø Ö ¥ . Soit = une constanteque
nous définirons par la suite. Nous partitionnonsleurs indices en Ù � ¢ 2 æ � � ö ä blocs
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> � � Ø�Ø�Ø � > � »,? ð@� Ö � dela façonsuivante:> �  �7 Ù�ù � � äA9 = û ù ± = � : �> �  �7 Ù�ù � � äA9 = � û ù ± = � : � Ø�Ø�Ø> � »,? ð@� Ö �  �7 Ù�ù � � äA9 = � »,? ð@� Ö � û ù ± = � Ö � »,? ð@� Ö � : ØNousavonsvu que:B � � ÷ Ø ¸ ¹hê !-".$&(' � » Ùpå �,+   ë ä   �ø�C � ê 
 � ø ê 
  ø Ö � ú � »,? ð@� Ö ��D	�w� �E ø ê 
�F �%GIH � ø ê 
  ø Ö �
Ainsi, le principedestiroirs [enanglais,pingeonholeprinciple] donneun indice J tel que:�E ø ê 
�F �.GIH � ø ê 
  ø Ö � û ö� ¢ 2 « � B � � ÷ Ø ¸ ¹hê !-"%$&/' � » Ùpå �,+   ë ä
Nousdéfinissonsalors: � �  �7 Ù�ù � � ä�9 ù ± = D � � ø ê 
 �K 5 ø Ö ¥;:æ �   > D
Nousposonsfinalement(cf. Figure4.6) :�   � �ML � � et æ   æ �NL æ � et

�   ¾ Ù�ù � � ä ÀPO%Ù �K æ ä
Analyse. Vérifionsàprésentquecettepartitionvérifiebienlespropriétésannoncées.Pour
cela,nousdéfinissonslesconstantesù » et = par:ù »  RQ £TSVU �GÖXW â � ¢ « � Ö � � Ù
ë � ö äö � Ù
ë �  �GÖ ¥ ä ã et =   §#©�ª á ù » � ë � Q £TSVU �GÖXW á « � ö � 3 � ¡ 3
Remarquonsque ù »   ç Ù
ë ä et =   ç Ù
ë ä .

1.
�

estde taille constante. Puisquela sommedesprobabilitévaut ë , nousavons :Y øZC � ê 
 � ø ê 
  ø û ë , et doncpourtout ù , � ø ê 
 û  65 ø . Or, = D ú�=[� ù » , donc:\ ]^\ û _` C�ø�aIb H ê 
 � ø ê 
 û «dcö _`IÕ øZaIb H  5 ø û «Nce I5 b Hö �
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4.5.1 Arrondir et partitionner
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FI G. 4.6 : Illustration dela partition.
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Ainsi comme,J û � »,? Ô �� , la taille de
]

dépenduniquementde ö ,  , c et æ , et est
doncconstante.

2. Lesgroupesde
�

sontdegrandetaille. Soit Ù�ù���� ä ü � . Nousavons: � ø ê 
 úK 5 ø Ö ¥ ú 65 b H,��� Ö ¥ . Ainsi :� ø ê 
\ ]�\ � úK 5 b H,��� Ö ¥ ñ «dc ö � 5 � b H ú ö �«dc ñ  � 5 b Ö ¥ , car =¿ú ¡ et J ú,ë
Ainsi, parconstructionde = , nousavonsbienque: � ø ê 
 ú% \ ]�\ � .

3. æ est de contribution négligeable. Nous avons : Ø ¸�¹hê �<� ` Ù æ � �` » Ô ä ûØ ¸ ¹hê ��� ` ê !-"%$&/' � » Ù æ � �` » Ô ä@� �` » .
Parconstructionde æ ` et de ù » , nousavonsd’unepart:

Ø ¸ ¹hê �<� ` ê !#"%$&}' � » Ù æ ` � �` » Ô ä û ë ¢ « ÷� ö á _E ø ê 
(F � ð � � ø ê 
  ø Ö � 3 �û � « � c � Ù
ë � ö äö � á  ø · Ö ¥ë �  ` Ö ¥ 3 � û ö¡t¢
D’autrepart,parconstructionde

> D :

Ø ¸ ¹hê ��� ` ê !-"%$&/' � » Ù æ � � �` » Ô ä û ë ¢ « ÷� ö á _E ø ê 
(F �%GIH � ø ê 
  ø Ö � 3 �û öQ ¢ ÷� c á _E ø ê 
�F � ø ê 
  ø Ö � 3 � û öQ ¢ Ø ¸ ¹hê !-".$&(' � » Ùpå äû öQ ¢ ��¶�� Ùpå ä
Ainsi comme Ù*  ��¡Cä � û � Ù*  � ��¡ � ä , nousenconcluons:

Ø ¸�¹hê �<� ` Ù æ � �` » Ô ä û öQ ¢ � ö� ¢ ��¶�� Ùpå äd� öë ¢û � ö� ��¶�� Ùpå ä , car
��¶¢� Ùpå ä ú¤£�¥ � .

Ainsi æ estbiendecontribution négligeable.

C.Q.F.D. �
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Chapitre4 Un schémad’approximationpourle casdeslongueursuniformes
4.5 Un schémad’approximationquadratique

4.5.2 Le schéma

Algorithme 4.5Le schémad’approximationpolynomial

Entrées: Uneconstanteö �R¦ , et un ensembleå demessageså ` ��Ø�Ø�Ød�3åôó decoûtsde
diffusionbornépar § .

1̈ Arrondir lesprobabilitéset lescoûtsdesmessagessuivantle lemme4.9.Regrouperles
messagesdemêmeprobabilitéet mêmecoûts.Partitionner å entrois sous-ensemblesåª© ] ��e æ conformémentaulemme4.10.

2̈ Calculer l’ordonnancementpériodique «¬® sur c canauxdes ensemblesde mes-
sages

]
et
�

, de période ¯@¬°® inférieureà ±�²´³.µ � � Q §°µ·¶ ñ ¯¸² ö ¶ ñ \ ]�\ ��¹ ©»º�²*µ � ¶
avecl’algorithme4.4page167.

3̈ Calculerl’ordonnancementgloutonpériodique«�ð desmessagesde ¼ surun canal,de
périodē@½¾©8² ö ¥¿²XÀ�¦.§d¶�Á�¯ ¬°® ¶�©Âº�²*µ � ¶ avec ÃÄ©Å²XÀ�¦.§N¥ ö Á�ÃIÆ�¶ , où ÃIÆ estla solution
duproblèmedeminimisation Ç·ÈÊÉ/Ë �<� ` ²-¼Ê� ö ¥¿²XÀ�¦.§d¶w¶ .

4̈ Choisir le meilleur point de départ   üÍÌ;ÀÎ��Ø�Ø�ØM� `#ÏùÔ�ÑÐ À.Ò pour étirer l’ordonnance-
ment «¬® d’un créneautousles ² `#ÏùÔ� Ð À�¶ . Insérerdanslestrous,surle premiercanal
l’ordonnancement«@½ . Soit « 0 l’ordonnancementpériodique,de période º�²*µ � ¶ ré-
sultant.

5̈ Choisir le meilleurpoint dedépart ôü�Ì;ÀÎ��Ø�Ø�ØM� óÔÓ Ö ó Ô� Ð µÕÒ pourétirer l’ordonnan-

cement« 0 de µ créneauxtousles ² ó Ó Ö ó Ô� Ð µ·¶ . Construire«×Ö0 eninsérantdansles
créneauxlibresdel’étiré de « 0 les µ messagesdansun ordrefixé. « Ö0 sedécompose

deblocsindépendantsdelongueur ó Ó Ö ó Ô� etdecoûtmoyen ØAÙÛÚ � ²-«×Ö0 ¶ .
Sortie :

6̈ Retournerl’ordonnancementpériodique« dont la périodeestle bloc decoûtminimal
de «×Ö0 .

4.5.2 Le schéma

Nouspouvonsdoncàprésentdécrirenotreschémad’approximationpourla dissémina-
tion demessagesdelongueursuniformesetdecoûtsdediffusionbornés.

Théorème4.1(Schémad’appr oximation polynomial) Etant donnésun ensembleÜ de
messages de coût bornépar uneconstante§ et ¦ÞÝ ö ÝßÀ�¥ ��à , l’algorithme 4.5 génère
en tempsquadratique º�²*µ � ¶ , un ordonnancement« sur c canauxdesmessagesde Ü ,
périodiqueetdepériodeinférieure à ²*µ � � µá§d¶w¥ ö , etdontle coûtestquasi-optimal:ØAÙPÚ � ²-«r¶ û ²XÀ � À�¦ ö ¶�ÙPâ � ²4Üã¶
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Preuve.

Analysedesperformances. Soit ÿÜ l’ensembledesmessagesarrondis.D’après,lespro-
positions4.2page166et 4.3page170,nousavons:ØAÙPÚ � ²-« 0 ¶ û ²XÀ � ö ¶(²XÀ � � ö ¶�ÙPâ � ² ÿÜ�¶
Or, le lemme4.9indiqueque:ÙPâ � ² ÿÜ�¶ û ²XÀ � � ö ¶�ÙPâ � ²4Üã¶
Ainsi, ØAÙPÚ � ²-« 0 ¶ û ²XÀ � ö ¶(²XÀ � � ö ¶(²XÀ � � ö ¶�ÙPâ � ²4Üä¶
Enfin, le lemmed’étirement4.6donneque:Ø�ÙPÚ � ²-«�¶ û ØAÙPÚ � ²-« Ö0 ¶ û ²XÀ � ö ¶�ØAÙÛÚ � ²-« 0 ¶Et donc,pour ö Ý�À�¥ ��à : ØAÙPÚ � ²-«r¶ û ²XÀ � À�¦ ö ¶�ÙPâ � ²4Üã¶
Complexité en temps. L’étape1 s’exécuteen åæ²*µ·¶ et chacunedesétapes2–6 s’éxe-
cutenten ºæ²*µ � ¶ . Le tempsdecalculestdoncquadratique.

C.Q.F.D. �
Conclusionset Perspectives

Dansce chapitre,nousavons présentéun schémad’approximationpolynomial pour
la disséminationde messagesde longueursuniformeset de coûtsde diffusion bornés.Le
meilleur algorithmepolynomialavant nostravaux était uneapproximationà ³�¥Îç de l’op-
timum. Remarquonsen particulierqu’avec notreapproche,ordonnancersur un canalou
plusieursrevient essentiellementaumêmepourdesmessagesde longueursuniformes(cf.
Lemme4.8 page164). Ceci està opposeravec les exemplesquenousavonsdonnésaux
chapitre2 page61etpage72pourle casdeslongueurstrèshétérogènes.Il existedoncbien
unegrandedifférencedecomplexité entrecesdeuxvariantesdela dissémination.

Notonsquela dépendanceen ö du tempsde calcul de notrealgorithmeest largement
exponentielle.Aussi,cerésultatestessentiellementd’intérêtthéorique.Cependantlesprin-
cipespourraientserévélertrèsutiles en pratique: seulun nombreconstantde messages
sont importantspar eux-mêmes; cesmessagespeuvent êtreordonnancésde façonquasi-
optimaleavecunepetitepériode; lesautresmessagesdoiventêtreregroupésparsimilarités
etpeuventêtrediffusésquasi-optimalementparunalgorithmeglouton.Nousobtenonsalors
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ConclusionsetPerspectives

un ordonnancementquasi-optimalen recherchantlesbonnesfréquencesdediffusionpour
cesdeuxcatégoriesdemessages.Desheuristiquesperformantesenpratiquepourraientêtre
dégagéesdecesidées.

Il seraitintéressantd’étudierégalementsi cesprincipespourraientêtreportésavecsuc-
cèssurlesdifférentesvariantesdela dissémination.Commenousl’avonsvu auchapitre2,
le casoù les messagessont de longueursnon-uniformesembletrès différent desautres
variantes,aussinousne pensonspasquecelasoit possiblepour cettevariante.Une autre
extensionnaturelleestl’étudedescoûtsnon-bornés.Nousavonscependantutiliséàdenom-
breusesreprisesle fait quelescoûtsétaientbornés,toutparticulièrementpourlespointsclé
(e.g. pourbornerparuneconstantela périoded’un ordonnancementquasi-optimaldesmes-
sagesde

]
). Notre méthodeestnotammentincapablede résoudrele casoù tousles mes-

sagesont lesmêmesprobabilitésmaisdescoûtsdediffusiontrèsdifférents.Cetteextension
nécessiteradoncuneétudeparticulièredel’influencedescoûts.En revanche,l’étudedela
portabilitédenotreschémaaucasdela disséminationpréemptive noussembleêtreun axe
raisonnablederechercheà courtterme.

Enfin une questiontrès intéressanteresteouverte : le problèmede la dissémination
sanscoûtsde diffusion est-il ÈÊâ -difficile ? La preuve donnéepar Bar-Noy, Bhatia,Noar
et Schieberdans[BNBNS98] de la È�â -duretéenprésencedecoûtdediffusion utilise les
coûts(en particulier la réductionest faite sur les instancesoù tous les messagesont les
mêmesprobabilités).Cettequestionresteun axe très intéressantde recherche,de même
quel’appartenancedeceproblèmeà ÈÊâ . En effet, nousnesavonstoujourspass’il existe
un ordonnancementoptimalpourceproblèmedont la taille estpolynomialeen le nombre
demessages.

179



ORDONNANCEMENT POUR LA DISSÉMINATION DE DONNÉES
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CHA PI TRE

Résolutiondesproblèmes
de minimisation

définissantnosminorants

Intr oduction

Dansleschapitresprécédentsnousavonsrencontrédesproblèmesdeminimisationnon-
linéaires( Ç·È ` page35, Ç·È ��è(éëê page116, ÇìÈ�í page117)dontla formegénériqueest:

² ] ¶
îïïïïïïð ïïïïïïñ

òæóõôö.÷ Ïùø_ ú � `  ú Ã ú �ãû úÃ ú
Surle domaine: ²*ü�¶ ²õýpü�¶}�þÃ ú ú�À²*ü-ü�¶ ø_ ú � ` ÀÃ ú û c

(5.1)

où  ` ��Ø�Ø�Ød�, ø et c sontdesnombresstrictementpositifs,et û ` ��Ø�Ø�ØM� û ø sontdesnombres
quelconques.Nousavonségalementrencontréuneformerelaxée² ] Öõ¶ deceproblème² ] ¶
( Ç·È � page70, Ç·È � page75)où la contrainte²*ü�¶ estéliminée:

² ] Ö ¶
îïïïïð ïïïïñ

ò<óÿôö.÷ Ï ø_ ú � `  ú Ã ú �ãû úÃ ú
Surle domaine: ø_ ú � ` ÀÃ ú û c (5.2)

Nousavonsaffirmé quechacundecesproblèmesadmetunesolutionunique.Ce fait està
la basedenosrésultatspourdeuxraisons.Tout d’abord,la conceptiondenosalgorithmes
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d’approximationsreposesur la résolutionde cesproblèmes: leurssolutionsproposenten
effet desfréquences“idéales” pour la diffusion desmessages,qui lorsqu’onles suit nous
donnentdesheuristiquesavecgarantiedeperformances(parfoisexcellentes,cf. Chapitre4).
Ensuite,l’unicité dela solutiondonnedesinformationssurl’ordonnancementoptimal.Ces
informationssontessentiellespournospreuvesde ÈÊâ -dureté.Danscechapitrenousnous
proposonsdedémontrerl’existenced’unesolutionuniqueauxproblèmes² ] ¶ et ² ] Ö ¶ .

Nousavonsvu auchapitre1 queBar-Noy, Bathia,Noaret Schieberavaientrésoluces
problèmeslorsquelescoefficients ² û ú ¶ étaientpositifs.L’objet decechapitreestd’étendre
leur méthodeau casoù les ² û ú ¶ ont dessignesarbitraires.La difficulté estquela fonction
objectif n’est plus convexe et l’unicité n’est plus immédiate.La méthodeconsistedonc
à commencerpardémontrerquela solutionexiste,puisà démontrerà l’aide du problème
relaxé ² ] Ö ¶ qu’elleestunique.Cetteméthodeaboutitàunalgorithmedecalculdela solution
qui nécessitela résolutiond’équationsalgébriques,cepourquoinousdonneronsbrièvement
uneméthodenumérique.

5.1 Résolutiondu problèmerelaxé

Le principe de la relaxation Lagrangienne. D’aprèsle théorèmedesextremaliés, lors-
qu’on chercheà minimiserunefonction � ²�� @¶ sousla contrainte�²�� @¶Ê©�¦ , si le minimum
estatteinten � Æ à l’intérieur du domaine,alorsles gradientsde � et � sontcolinéairesen�  Æ : ���	��
 � ²��  Æ ¶r©�� ���	��
 �°²��  Æ ¶ , pouruncertain � .

La Il s’agit alorsd’introduire le paramètre� commeunenouvelle variabledu problème
deminimisationenposant<²�� ×���°¶Ô© def ± � ²�� °¶ Ð ���°²�� @¶ ¹ . Noussommesalorsramenésà la
recherchedescouples²��  Æ ��� Æ ¶ telsque:���	��
 � ²��  Æ ¶�©�� Æ ���	��
 �°²��  Æ ¶ et �²��  Æ ¶ © ¦ ,
cequel’on peutréécriredefaçonéquivalente:

���	��
 <²�� Æ.���6ÆZ¶¢© ¦ . Cetteméthodepermet
de réduirela recherchedu minimum � Æ et du paramètre�pÆ correspondant,à la résolution
d’un systèmed’équations.

Nousallonsvoir quecetteméthodepermetd’obteniruneexpressionalgébriquepourla
solutiondu problèmerelaxé ² ] Ö ¶ .
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5.1 Résolutionduproblèmerelaxé

5.1.1 Expressionalgébrique

5.1.1 Expressionalgébrique

Proposition 5.1(Résolutiondu problèmerelaxé) Etantdonnédesréelsstrictementposi-
tifs ������Ø�Ø�Ø���� ø et � , et desréelsarbitraires û ����Ø�Ø�Ø�� û ø , le problèmedeminimisation:

²�� Ö ¶
îïïïï� ïïïïñ ò<óÿôö.÷ Ï ø� ú�� � � ú Ã ú! û úÃ ú

Surle domaine: ø� ú"� � ÀÃ ú û �
admetuneuniquesolution Ã¿Ö , telleque:

Ã Öú ©$# û ú� � Ö� ú , pour un certain � Ö ú&% , (5.3)

avec: si pour tout ü , û ú(' % et ) øú"� �+* � ú-, û ú û � , alors �IÖ©.% ; et sinon, �IÖ estl’unique
solutionpositivede: ) øú�� �+* � ú/, ² û ú� � Ö ¶r©�� .

Preuve. Soit � ²4Ã6¶ © def ) øú"� � ²�� ú Ã ú0 û ú�, Ã ú ¶ la fonctionobjectif.Notonstoutd’abordque:1 óÿò3242 ö 242 576 � ²4Ã6¶ ©98 , ainsila fonctioncontinue� admetunminimumsurle domainefermé
défini parlescontraintes.Nousallonsconsidérerdeuxcas:

1. les ² û ú ¶ sonttouspositifs,[BNBNS98]. Danscecasla fonction � estconvexe,etn’est
constantesur aucunsegment,donc � admetun uniqueminimum Ã¿Ö sur le domaine
convexe et fermédéfini par les contraintes.Notonsquechacundestermes ²�� ú Ã ú� û ú/, Ã ú ¶ admetun uniqueminimum Ã!:ú © * û ú-, � ú sur ; %<��8�; . Ainsi deuxcassontà
envisager:

1.a) Ã : appartientaudomainedéfini parla contrainte: alors Ã Ö © Ã : .

1.b) Ã : ne vérifie pasla contrainte.Commechacundestermes ²�� ú Ã ú  û ú , Ã ú ¶ est
unimodulaire1, rapprocherchacunedescoordonnéesÃ ú de Ã!:ú diminue stric-
tementla valeur de � ²4Ã6¶ et donc le minimum Ã¿Ö de � estatteint sur la fron-
tière du domaine: ) øú�� � À , Ã Öú ©=� . Nous trouvons alors le minimum Ã Ö de� sur la surface �°²4Ã6¶ © def � Ð ) øú�� � À , Ã ú ©>% , en introduisantle paramètre
Lagrangien� tel que

���	��
 � ²4Ã¿Öÿ¶�©=� ���	��
 �°²4Ã¿Öõ¶ , commenousl’avons vu au
début de cettesection.Remarquonsqu’en ÃÞ© Ã Ö , � et � augmententlorsqueÃ entredansle domaine �°²4Ã6¶ ' % , ainsi �²ú?% . La résolutiondu système���	��
 <²4Ã Ö ��� Ö ¶�©@% donneque Ã Öú © * ² û ú� � Ö ¶ , � ú , où � Ö estl’unique solution
del’équation ) øú�� �A* � úB, ² û ú� � Ö ¶�©�� .

1Unefonctionestdite unimodulaire si elle changedesensdevariationauplusunefois.
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2. Il existe ü Ï , tel que û ú"C Ý$% . Alors nousn’avonsplus directementl’unicité du mini-
mumde � sur le domaine�²4Ã6¶�©D% . Soit Ã¿Ö un minimumde � , si ) øú�� � À , Ã¿Öú Ý@� ,
alorsdiminuer Ã ú C diminueraitstrictementla valeurde � . Ainsi lesminimade � ap-
partiennentà la frontièredu domaine.Nousobtenonsalors l’expressionalgébrique
et l’unicité de la solutiondu problèmede minimisationen procédantde mêmeque
précédemmentparrelaxationLagrangienne.E

5.1.2 Résolutionnumérique du problème

La résolutionde ce problèmede minimisationnécessitede trouver l’unique solution
positive del’équationsuivanteen � :

ø� ú�� � # � úû ú� � ©�� , avec �ýú ò �GF�IH ú H ø Ð û ú (5.4)

Cetteéquationpeutseréécrirecommela recherchedu zéropositif d’un polynômedede-
gré J ø . Cependant,cettefonctionestclairementconvexe et strictementdécroissanteen � .
Un algorithmetrèsperformantconsisteàutiliserla méthodedeNewton.Pourdémontrerque
l’algorithmeproduit en tempspolynomial(en fait sous-logarithmique)uneapproximation
à K prèsde � Ö , il suffit doncdebornerla valeurdela solution � Ö . Or :� û ø� ú�� � # � ú� Ö  ò<óÿô ú û ú ,

Ainsi, � Ö û ò �GF�IH ú H ø Ð û ú! À�.LNM ø� ú"� �PO � úBQ L û ò �GF�IH ú H ø Ð û ú! µ�.L
Ainsi l’algorithme de Newton permetde trouver la solutionen tempssous-logarithmique
(en å<² 1"R � 1�R � Ì;À , KS� ò �GF ú ² Ð û ú ¶����T�wµÕÒ.¶ ).

On obtientainsiuneapproximationUÃ dela solution Ã Ö à K près.La valeurdu problème
de minimisationen UÃ estalorsà K prèsde la valeuroptimalepour K suffisammentpetit,
puisque:� ²VUÃ6¶ © ø� ú"� �XW � ú UÃ ú� û úUÃ úVY û � ²4Ã Æ ¶  ø� ú"� �XW � ú K  [Z û ú ZÃ Lú K Y û � ²4Ã Æ ¶  KÊ±B\  ^] � L ¹
où \�©�) øú�� � � ú et ] ©�) øú�� � Z û ú Z .
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5.2 Résolutionduproblèmefort

5.2 Résolutiondu problèmefort

La résolutionde ²��P¶ utilise le problèmerelaxéprécédent.
Remarquonstout d’abord que comme précédemment,� est continue et vérifie1 óÿò3242 ö 242 576 � ²4Ã6¶ ©98 . Ainsi, � admetbienunminimumsurle domainefermédéfiniparles

contraintes²*ü�¶ et ²*ü-ü�¶ de ²��Û¶ . L’unicité du minimumde � vient du lemmesuivant:

Lemme 5.1 SoientÃ Æ , unesolutiondu problèmedeminimisation ²��Û¶ et Ã¿Ö la solutiondu
problèmerelaxé ²�� Ö ¶ etsoit À û ü Ï û µ . Si Ã Öú"C Ý�À , alors ÃIÆú"C ©ãÀ .
Preuve. Cette propriété a été proposée par Bar-Noy, Bhatia, Noar et Schieber
dans[BNBNS98] pour trouver la solutiondu problème ²��P¶ lorsqueles ² û ú ¶ sonttouspo-
sitifs. Nousallonsmontrerici quecettepropriétéest toujoursvraie et permetde prouver
l’ unicitédela solutionde ²��Û¶ , lorsqueles ² û ú ¶ ontdessignesarbitraires.

Supposonsquela solution Ã¿Ö de ²���Öõ¶ et ü Ï tel que Ã¿Öú"C Ý»À . Sanspertede généralité,
considéronsque ü Ï © À . D’aprèsla proposition5.1, il existe � Ö ú_% tel que: pour tout ü ,Ã¿Öú © * ² û ú� � Ö ¶ , � ú .

Supposonspar l’absurdequ’il existe unesolution ÃIÆ de ²��P¶ telle que: ÃIÆa`© À , ainsiÃ Æ� ' À . Remarquonsque la contrainte ²*ü-ü�¶ est alors une égalité ) øú�� � À , Ã Æú ©b� , car
sinonon peutdiminuer ÃIÆ� et améliorerstrictementla solutionpuisque: 1) si û �Súc% , le
terme ²��!��ÃG�  û � , ÃG�/¶ estunimodulairedeminimum * û � , ��� û Ã¿Ö� Ý À ; 2) si û ��Ý$% , le
terme ²�����ÃG�  û � , ÃG�}¶ eststrictementcroissanten ÃG� . Ainsi, comme ) øú�� � À , Ã Öú û � ©) øú�� � À , Ã Æú , il existeun indice üI� , sanspertedegénéralitéüI�Ô©�J , tel que: Ã ÆL Ý¤Ã¿ÖL .

Considéronsdoncle problèmedeminimisation ²�dæ¶ suivant:

²�dæ¶
îïïïïïï� ïïïïïïñ

òæóÿôö.÷ Ï ø� ú"� � � ú Ã ú! û ú� � ÖÃ ú
Surle domaine: ²*ü�¶ ²õýpüX¶��þÃ ú ú�À²*ü-üX¶ ø� ú�� � ÀÃ ú û �

(5.5)

Pourtout ü , ² û úe �IÖT¶�ú�% , doncchaqueterme ²�� ú Ã ú� ² û úe ��Öÿ¶ , Ã ú ¶ dela fonctionobjectif
est unimodulaireet admet Ã ú © * ² û ú� � Ö ¶ , � ú © Ã Öú pour minimum sur ; %<��8�; . Du fait
de leursunimodularités,chacundestermesestminimisé indépendammentsur le domaine
défini par les contraintes²*ü�¶ et ²*ü-ü�¶ de ²�dæ¶ , au point Ã¿Ö Öú le plus prochedu minimum Ã¿Öú :Ã Ö Öú © ò �GF ²XÀ0�,Ã Öú ¶ (notonsque: ) øú�� � À , ò �GF ²XÀ0�,Ã Öú ¶ û ) øú�� � À , Ã Öú û � ). Ainsi, ²�dæ¶ admet
pouruniquesolution Ã¿ÖëÖ�© ò �GF ²XÀ0�,Ã¿Ö ¶ .

Ainsi comme Ã Æ `©»Ã¿Ö Ö ( Ã Æ� ' À ©ßÃ¿Ö Ö� ' Ã¿Ö� et À û Ã ÆL Ý Ã¿ÖL ©ßÃ¿Ö ÖL ), Ã Æ n’est pas
solutionde ²�dæ¶ . De plus,chacundestermes ²�� ú Ã úf ² û ú� � Ö ¶ , Ã ú estunimodulaire,donc
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n’importequellevariation g � Ý&% (resp.g L Ý&% ) de ÃIÆ� (resp.ÃIÆL ) telle quela contrainte²*ü#ü�¶
soit vérifiée,rapprocheÃ Æ du minimum Ã¿Ö Ö du problème²�dæ¶ et amélioredoncla valeurde
la fonctionobjectif. Considéronsdonc gh�^Ý$% et g L ' % telsque: gh� , ÃIÆ� L  g L , ÃIÆL L ©_% ,
desorteque ²*ü-üX¶ soit vérifiéeen ²4Ã Æ  gÎ¶ . La variationde la valeurde la fonctionobjectif
de ²�dæ¶ de ÃIÆ à ²4ÃIÆ  g.¶ estdoncstrictementnégative et vaut:�!�	gh�  � L  g L Ð W û �  ��ÖÃ Æ� L gh�  û L  ��ÖÃ ÆL L g L Y Ý&%
Or, celasesimplifie en: ����gh�  � L  g L Ð ± û ��gh� , ÃIÆ� L  û L g L , ÃIÆL L ¹ Ý@% . Ainsi la fonction
objectifduproblème²��Û¶ diminuestrictementde Ã Æ à ²4Ã Æ  g.¶ , cequi contreditla minimalité
de ÃIÆ . E
Proposition 5.2 Le problèmedeminimisation ²��Û¶ admetuneuniquesolution ÃIÆ quel’al-
gorithme5.1calculéentempspolynomial.

Preuve. Considéronsunesolution Ã Æ de ²��Û¶ . Soit Ã¿Ö l’unique solutiondu problèmere-
laxé ²�� Ö ¶ . S’il existeun indice ü Ï tel queque Ã Öú"C ÝÍÀ , alorsnousavons ÃIÆú"CXi À . On retire
donccettevariabledu problème²��P¶ enfixant savaleurà À , et on itère.Sinon,pour tout ü ,Ã Öú ú À et doncla solution Ã Ö du problèmerelaxé ²�� Ö ¶ estaussila solutionde ²��P¶ qui est
doncunique: ÃIÆ i Ã Ö . D’où l’algorithme5.1.

E
Algorithme 5.1Calculdela solutionduproblèmedeminimisation(5.1),[BNBNS98]

Entrées: ���j��Ø�Ø�Ø+��� ø � û ����Ø�Ø�Ø�� û ø ��� , où �!����Ø�Ø�Ø+��� ø et � sontdesnombresstrictement
positifs.

Répéter

Calculerla solution Ã Ö du problèmerelaxé ²�� Ö ¶ .
Test k i�l , m&k i Ì;À0��Ø�Ø�ØA�wµÕÒ .
Pour tout ü(nom tel que Ã¿Öú ÝeÀÃ Æú k i À , mpk i mrqÞÌZüwÒ , � k i � Ð À , Test k i9s .

Jusqu’à ceque Test i�l .

Pour tout ütnomÃ Æú k i Ã¿Öú
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Conclusionset perspectives

Nousavonsvu danscechapitrecommentrésoudrelesproblèmesdeminimisationque
nousavonsrencontrésdansnotreétudede la disséminationdedonnées.Uneextensionin-
téressantede cesproblèmesde minimisationseraitd’ajouter descontraintesde délai de
servicemaximalafind’éviterquecertainsutilisateursattendenttrop longtempsavantd’être
servislorsqu’ils demandentles messagesles moinspopulaires.Dansles chapitresprécé-
dentsnousavonsvu quenouspouvionsgarantirun délai de servicemaximalen générant
desordonnancementspériodiques,de périodequadratiqueen le nombredesmessageset
indépendantede la popularitédesmessages.Il seraitcependantintéressantd’inclure ces
contraintesdirectementdansle calculdesfréquencesdesmessages.Ajouter unetroisième
contraintedu type Ã ú û ¯ ú dansle problèmede minimisationguarantiraitqu’enmoyenne
les requêtessontserviesau plus tard avant ¯ ú , indépendammentdespopularitésdesmes-
sages.La difficultéestalorsd’obtenirla solutionduproblèmedeminimisation(relaxercette
contraintenepermetpasdedéduirela solutiondu problèmeinitial en tempspolynomial).
Une solutionseraitalorsd’utiliser desméthodesde minimisationnumériquesgénériques
et nonplusdédiéesauproblème.Cesméthodespermettraientainside résoudrelescasoù
la fonctionestconvexe, maispas,à notreconnaissance,le casgénéraloù certainsdes ² û ú ¶
peuventêtrenégatifs.
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Conclusionset perspectives

Dansla premièrepartiede cettethèse,nousavonsétudiéle problèmede l’ordonnan-
cementpour la disséminationde donnéesdansles réseauxsansfil, ou plus généralement
danslesréseauxasymétriques.Nousavonsdéfiniunmodèlesimple,offrantdenombreuses
varianteset unifiant les différentesapprochesprécédentesissuesde différentsdomaines
(disquesdiffusants,maintenancedemachines,Ø�Ø�Ø ). Le principaloutil decetteunification
estle théorèmederéversibilitédu calculducoût(Théorèmes1.1et3.1).

Nousavonsdéfini et explorédifférentesextensionsnaturellesdu problèmeinitial de la
disséminationdemessagesde longueursuniformes.Nousavonsdémontréquelorsqueles
messagessontdelongueursnon-uniformes,ordonnancerlesmessagesestunproblèmeÈÊâ -
difficile, avec ou sanspréemption(Théorèmes2.1 et 3.2).Nousavonségalementproposé
différentesheuristiquesavecgarantiedeperformancesà un facteurconstantdel’optimal et
générantdesordonnancementsdetaille polynomiale(Algorithmes2.3et3.6).

Enfin, nousavons proposéun schémad’approximationpolynomialpour le problème
initial (Algorithme 4.5). Bien quecet algorithmene soit pasutilisableen l’état du fait de
sadépendancelargementexponentielleen K , les principesquenousavonsprésentésper-
mettrontpeut-êtrede développerdesheuristiquesnon garantiesmaisaffichantde bonnes
performancesenpratique.

Lesperspectivespour la poursuitedecestravauxsontnombreuses.Nouslesavonsdé-
tailléesà chaquefin de chapitre,rappelonsici les plus intéressantes.Tout d’abord,nous
avonsvu quele casdesmessagesde longueurnon-uniformesanspréemptionrestelarge-
mentmal compris,particulièrementlorsquela disséminationa lieu sur plusieurscanaux.
Nousaimerionsréussiràgarantirlesperformancesd’heuristiquespourla disséminationsur
plusieurscanaux.Ensuite,nousavonsvu quenotreminorantdu caspréemptifsuggèrede
nepaspréempter, alorsqued’unepartil estimpossibledel’approcheràunfacteurconstant
sanspréempterles messagesdansle casgénéral,et qued’autrepart nosheuristiquesréa-
lisentun facteurconstantd’approximationenpréemptantsystématiquementlesmessages.
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Nouspouvonsdoncespéreraméliorersoit lesheuristiquesenpréemptantplusprudemment,
soit le minorantenle modifiantpourtenir comptedela nécessitédela préemption.L’étude
del’adaptationaucaspréemptifdesidéesutiliséespourla conceptionduschémad’approxi-
mationdu problèmeinitial pourraitêtreégalementunepossibilitéintéressante.Rappelons
que le problèmepréemptifmodéliseaussiun casparticulierd’une autrevariantedu pro-
blèmeinitial où les requêtesne demandentplusun message,maisun lot demessages.Le
caspréemptifest le casoù ceslots sont disjoints.L’étudede casplus générauxest une
perspective intéressantequi fait partiedenosprojetsde rechercheà court terme.Enfin, laÈ�â -duretédu problèmeinitial sanscoûtsde diffusion ainsi quesonappartenanceà È�â ,
restentouverteset leursdéterminationspermettraientdemieuxcomprendrela complexité
“intrinsèque”du problème.
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CHA PI TRE

Allocation statiquede
fréquencessur la grille

triangulair e

Intr oduction

Dansce chapitrequi constituela secondepartiedu document,nousabordonsle pro-
blèmede l’ allocationstatiquede fréquencesenproposantun algorithmed’approximation
pourlessous-graphesinduitsdela grille triangulaire.

La problématique

Nousavonsvu dansl’introductiondecedocument(pages14–20)quele problèmed’al-
locationdefréquencesdansunréseaucellulairesemodéliseparungraphedontlessommets
sontlestransmetteurset dontlesarêtesreprésententlespossibilitésd’interférenceentreles
transmetteurs.Chaquetransmetteurdoit recevoir suffisammentde fréquencespour satis-
faire la demandedesutilisateursdanssondomainedecouverture.Lesfréquencesallouées
doivent vérifier descontraintesd’interférenceafin d’éviter que descommunicationsdif-
férentesne sebrouillent entreelles.En particulierdeux fréquencesaffectéesà un même
transmetteurou à deux transmetteursvoisins ne doivent pasêtre trop proches.Les fré-
quencessontcodéespardesentierset les contraintesd’interférencesontreprésentéespar
unesuitedécroissanted’entiers ¼j½�¾¿¼h��¾�¼ L ¾ÉØ�Ø�Ø : ¼j½ , appeléecontrainted’interférence
co-site, estl’écartminimal imposéentredeuxfréquencesallouéesàunmêmetransmetteur,
et les ¼VÀ , pour Á°¾ÃÂ , appeléescontraintesinter-site, sont les écartsminimauxentredeux
fréquencesaffectéesà desémetteursà distanceÁ l’un de l’autre dansle graphed’interfé-
rence.Le premierindice Ä tel que ¼�Å i % , appelédistancederéutilisation, estla distance
àpartirdelaquelledeuxtransmetteursn’entrentpluseninterférence.L’objet del’allocation
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defréquencesestd’optimiserl’utilisation duspectredefréquences.Nousrecherchonsdonc
uneaffectationdesfréquencessurlessommetsdu graphequi minimisela taille totaledela
plagedefréquencesutilisée[enanglais,span], c’est-à-direla différenceentrelesfréquences
maximaleetminimaleallouéesauxtransmetteurs.Enconsidérantquechaquefréquenceest
unecouleurausenshabitueldela théoriedesgraphes,noussommesramenésàunegénéra-
lisationdu problèmedecoloriagedegraphes,quenousappelleronsle multi-coloriage sous
contraintes.

Dans ce chapitrenous nous intéressonsà l’allocation de fréquencespour les sous-
graphesinduits de la grille triangulaire Æ définie commele réseau(au sensmathéma-
tique) du plan engendrépar les vecteurs Ç�%<��Â�È , Ç�É�Â0� O Ê È , J et Ç¡Â0� O Ê È , J (cf. illustration
Figure6.1). Cetteclassede graphesest fréquentedansles réseauxcellulairesréels(voir
parexemple[Hal80, Mac79, KN96]) carellecorrespondàunpositionnementdestransmet-
teursdansle planqui maximisela couverturedu réseautout en limitant les interférences.
McDiarmidetReedontdémontrédans[MR97] quele problèmedumulti-coloriagesousles
contraintes¼j½ i ¼h� i Â ( ¼�À i % pour Áw¾ËJ ) est ²y» -difficile pourcetteclassedegraphes.

FI G. 6.1: Définition la grille triangulaire Æ . Nous représentonsen pointillé son
graphedual (la grille hexagonale)qui correspondau graphede couver-
ture destransmetteurs placésselonla grille Æ .

Nousétudionsdanscechapitrele casoù la distancederéutilisationvaut J ( ¼VÀ i % pourÁ7¾ÌJ ) et les contraintesco-siteet inter-site vérifient : ¼ ½ ¾$¼ � i Â . Nousproposonsune
approximationàun facteurÍ , Ê del’optimum lorsquela contrainteco-sitevaut ¼V½ i Â ou 2
etune Â -approximation1 lorsque¼ ½ ¾ Ê (Théorèmes6.1,6.3et6.4).Nousdémontronséga-
lementquenouspouvonsaméliorerle facteurdeperformancedenotreheuristiquelorsque¼V½ i Â sousunecertainecontrainted’uniformitédesdemandesdesdifférentstransmetteurs
quenousverronsauThéorème6.2.

1C’est-à-direuneapproximationoptimaleà uneconstanteadditive près.
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Introduction

Définitiondu modèleétudiédanscechapitre

Définition du modèleétudiédanscechapitre

Dansce chapitre,nousconsidéronsle multi-coloriagedansle casoù les contraintes
d’interférencevérifient: ¼j½�¾&¼h� i Â et ¼VÀ i % pour Át¾ËJ . Le modèleestalorsle suivant:

Definition 6.1(Multi-coloriage souscontrainte) Soientun graphe2 Î i Ç-Ïw��Ð�È , un en-
tier ¼j½&¾ÑÂ et une fonction ÒÓk7ÏÕÔ Ö représentantles demandesen fréquencesdes
différentstransmetteursplacéssur lessommetsdu grapheÎ . Un multi-coloriage (ou allo-
cation de fréquences) du grapheÎ sousla contrainteco-site ¼j½ (et la contrainteinter-site¼�× i Â ) estuneapplication3 Ø k�ÏÓÔbÙwÇ ÖtÈ , telleque:Ç Á�È Ç�ÚeÛNn³Ï�È Z Ü Ç ÛfÈ Z i ÒÝÇ ÛfÈ , Satisfactiondela demandeen Û ,Ç Á-Á�È Ç�ÚeÛNn³Ï�ÈÞÇ�Ú Üeß	Ü ´ n Ø Ç Û®ÈIÈ Ü `i Ü ´!à Z Ü É Ü ´ Z ¾&¼j½ , Contrainteco-site,Ç Á/Á-Á�È Ç�ÚeÛ�áânNÐ�È Ü n Ø Ç Û®È et Ü ´ n Ø Ç á�È à Ü `i Ü ´ , Contrainteinter-site.Ø Ç Û®È estl’ensembledesfréquencesallouéesau sommetÛ . La plage ãäÇ Ø È de la fonction
d’allocation Ø [enanglais,span] estdéfiniecommela taille dela plagetotaledefréquences
utilisée: ãäÇ Ø È i�åoæGç Ø Ç-Ï�ÈPÉ åoè�é Ø Ç-Ï°Èfê¿Â , où Ø Ç-Ï�È iìëí�î0ï Ø Ç Û®È .
La plage minimale ãäÇ Î ß Ò ß ¼j½hÈ du grapheÎ muni d’unedemandeÒ sousla contrainteco-
site ¼j½ estalorsdéfiniecommela valeuroptimaledela plaged’un multi-coloriagede Î :ãäÇ Î ß Ò ß ¼j½hÈwð åoè�éñ

multi-coloriagede ò ãäÇ Ø È
L’objectif de l’allocation statiquede fréquencesestdoncde trouver uneallocationde fré-
quenceØ deplage minimalequi satisfasselescontraintesd’interférence.

Remarque 6.1 Si on cherchaità minimiserseulementle nombrede fréquenceset non la
taille de la plagede fréquence,la valeur de ¼ ½ seraitsansimportance,puisquel’on ob-
tiendraitunesolutionoptimalepour le problèmesouscontrainte¼V½ à partir d’unesolution
optimaleauproblèmesouscontrainte¼ ´ ½ ðÓÂ enmultipliant touteslesfréquencespar ¼j½ .

Le problèmeétant ²�» -difficile pour la classede graphesquenousallonsconsidérer,
l’obtentiond’un minorantdela plageminimalede Î nousserautile pourévaluerlesperfor-

2Les définitionset propriétésélémentairesdesgraphesne sont pasredéfiniessystématiquementdansce
document,aussien casde doutenousconseillonsau lecteurde seréféreraux ouvrages[BM76, Wes96] par
exemple.

3Ondésignepar ó�ô"õ�ö l’ensembledespartiesdel’ensembleõ .
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mancesdesalgorithmesquenousallonsproposer. Remarquonsquela plageminimaled’un
grapheÎ estminoréparla plageminimaledesessous-graphesinduits.Aussi,unminorant
natureldela plageminimaled’un grapheestla valeurmaximaledela plageminimaled’une
de sescliques4. La valeurde la plageminimaled’une clique a fait l’objet de nombreuses
études.Gamstproposeen particulier dans[Gam86] une longueliste de valeurspour ce
paramètreenfonctiondesdemandeset descontraintes.Nousrappelleronscesrésultatsau
Lemme6.2.

Definition 6.2(Plagemaximaledescliques) Pour tout graphe Î , nous définissonsla
plagemaximaledescliquesde Î dedemandeÒ sousla contrainteco-site¼j½ (et la contrainte¼ × ð÷Â ), notée ø�Ç Î ß Ò ß ¼j½�È , commele maximumdesplagesminimalesdescliquesde Î .
Ainsi : ø�Ç Î ß Ò ß ¼j½�Èwð åäæGçù

cliquede ò ãäÇ�ú ß Ò�û ù ß ¼j½�È
où Ò û ù désignela restrictiondela fonctiondedemandeÒ auxsommetsde ú .

La plagemaximaledescliquesde Î munid’unedemandeÒ estunminorantdela plage
minimalede Î : ãüÇ Î ß Ò ß ¼j½hÈt¾pø�Ç Î ß Ò ß ¼j½hÈEn l’absenced’ambiguïtésur la fonctiondedemandeÒ ou la contrainte¼j½ , nousnoterons
simplementãäÇ Î È et ø�Ç Î È pour la plageminimalede Î et pour la plagemaximaledeses
cliquesrespectivement.

Nousévaluonslesperformancesdenosalgorithmesen fonctionde la plagemaximale
descliquesdu graphe.Commelescliquesde Æ ont toutestaille Â , ý ou Ê , ceminorantest
facileàcalculerpourlessous-graphesinduitsde Æ . Ceparamètrepeutcependantêtreà un
facteurconstantdela plageminimaledu graphe.En effet considéronsun cycle þÞÿ delon-
gueur � et dedemandeuniforme5 Ò���� sousla contrainte¼j½7ð Â . Lescliquesmaximales
de þÞÿ ont taille ý et la plagemaximaledescliquesde þÞÿ vaut ø�Ç-þÞÿ�Èwð��üê��³ð9ý�� . Nous
pouvonscependantminorerla plageminimaledu cycleenremarquantqu’elleestnécessai-
rementsupérieureaurapportdu nombretotal de fréquencesà allouer( ��� fréquences)sur
le nombremaximumdefois quel’on peutréutiliserunefréquencedansle cycle ( Í fois au
plus).Ainsi, ãäÇ-þÞÿ�ÈÞ¾ ÿ	�¹ ¾ ÿ 
 ø�Ç-þÞÿ�È . Il existedoncdesgraphespourlesquels:ãäÇ Î ß Ò ß ¼ ½ ðÓÂ�È�¾ �� ø�Ç Î ß Ò ß ¼ ½ ðÓÂ�È

4Unecliqued’un graphe� estunensembledesommetsde � tousconnectésentreeuxdans� .
5Onnote �� Ctepoursignifierque  estla fonctionconstantedevaleurCte.
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Introduction

Un premierexemple: Multi-coloriageoptimaldesgraphesbipartis

Le cycledelongueur� estun sous-grapheinduit dela grille triangulaireÆ (cf. Figure6.2).
Aussi ��� � estle meilleurfacteurd’approximationquel’on puisseespérerobtenirenutilisant
cetteminorationpour le multi-coloriagedessous-graphesinduitsde Æ . Havet a démontré
récemmentdans[Hav99] quel’on pouvait trouverunmulti-coloriagesouscontrainte¼j½�ðÓÂ
deplage �� ø�Ç Î ß Ò ß Â�È pourlessous-graphessanstrianglede Æ . Et, fautedecontre-exemples,
McDiarmidetReedconjecturentquela plageminimaledessous-graphesinduitsde Æ pour-
rait êtremajoréepar ÿ
 ø�Ç Î ß Ò ß ¼V½yðÓÂ�È<ê Cte. Cependant,ànotreconnaissance,la meilleure
borneàcejour pourcecasest ¹ ¸ ø�Ç Î ß Ò ß ¼ ½ ðÓÂ�È�ê¿Â .

FI G. 6.2: Le cycledelongueur � estun sous-grapheinduit dela grille triangulaire Æ .

Un premier exemple: Multi-coloriage optimal desgraphesbipartis

Le casdesgraphesbipartis6 estélémentaireet nousservirapar la suite.Considérons
doncenguised’introduction,ungrapheÎ ðDÇ�� ß � ß Ð°È bipartidedemandeÒ . Puisqu’iln’y
apasdetriangles,lesseulescliquesde Î sontlesarêtesde Î .
Si ¼j½�ðcÂ , la plagemaximaledescliques ø�Ç Î È de Î estla valeurmaximalede la somme
desdemandesdesextrémitésd’une arêtede Î . L’affectationde fréquencesqui consisteà
attribuer aux sommetsÛ de � les fréquences��Â ß Ø�Ø�Ø ß ÒÝÇ Û®È�� et aux sommetsá de

�
les

fréquences��ø�Ç Î ÈtÉ&ÒÝÇ á�ÈwêÓÂ ß Ø�Ø�Ø ß ø�Ç Î È�� , estbien un multi-coloriagede Î qui satisfait
touteslescontrainteset dontla plageestoptimale.Nousavonsdonc:ãäÇ Î biparti ÈwðËø�Ç Î È , lorsque¼ ½ ðÓÂ
Supposonsà présentque ¼j½a¾Ãý . L’idée estd’entrelacer les fréquencesquenousallons
affecterà dessommetsvoisins.Notons Ò������ ð åoæGç í�î0ï ÒÝÇ Û®È . S’il existe deuxsommets
adjacentsdedemandeÒ ����� , alorsl’arêtequi lesrelieestla cliquedeplageminimalemaxi-
maleet : ø�Ç Î È�ð ¼j½SÇ�Ò������7É�Â�È§ê ý . Sinon,toutearêtepartantd’un sommetdedemande

6Un graphe�! rô#"%$'&(ö estdit biparti s’il existeunepartitionde " endeuxsous-ensembles"( ³õ*),+
telsquequetouteslesarêtesde � relientun sommetde õ à unsommetde + .
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maximaleestdeplageminimalemaximaleet: ø�Ç Î È§ð�¼ ½ Ç�Ò ����� É�Â�È�ê Â . Or, onpeutprouver
demanièreimmédiatequesi � contientunsommetdedemandemaximale,l’affectationde
fréquencesqui attribueauxsommetsÛ de � lesfréquences��Â ß Â�ê�¼j½ ß Ø�Ø�Ø ß ÂSê3Ç�ÒÝÇ ÛfÈ�ÉoÂ�È�¼j½-�etauxsommetsá de

�
lesfréquences�hý ß ý�ê�¼j½ ß Ø�Ø�Ø ß ý�êoÇ�ÒeÇ á<ÈVÉ�Â�È�¼j½.� estunmulti-coloriage

optimalqui satisfait lescontraintes.Ainsi :ø�Ç Î È û ãüÇ Î biparti È û ø�Ç Î Èfê¿Â , lorsque¼j½�¾Ëý
A la dernièreétapede notre algorithme6.1, le grapheà multi-colorier est biparti. Nous
utiliseronsalorscerésultat.

Plan du chapitre

Après une première section préliminaire présentantles méthodesutilisées pour
construirenotrealgorithme,nousprésenteronsSection6.2 notre Í-� Ê -approximationpour¼V½Tð Â , quenousétendronsSection6.3 au casoù ¼j½ ð÷ý . Nousproposeronsenfin uneÂ -approximationSection6.4pourle casoù ¼ ½ ¾ Ê . Le théorème6.2démontrequel’on peut
améliorerl’algorithmepourobtenirune Ç Í7É0/§È1� Ê -approximationlorsque¼j½�ðDÂ sousune
certaineconditiond’uniformité desdemandesentrelesnœudsdu graphe,où /3254 6 ß Â87 est
le rapportdela demandeminimalesurla demandemaximaledesnœudsdu graphe.

Nousneconsidéreronsàprésentquedessous-graphesinduitsdela grille triangulaireÆ .

6.1 Préliminair es

Danscettesection,nousdéfinissonsdeuxopérationsqui nousserontfort utiles par la
suite,le coloriageRouge-Vert-Bleuet l’empruntdecouleurs.Nousverronssurun exemple
trèssimplecommentcesopérationspermettentdecalculerun multi-coloriageefficace.La
dernièresectionprésentelesvaleursdela plagemaximaledescliquespournotreproblème
en fonctionde la contrainteco-site.Cesvaleursnouspermettrontd’établir les rapportsde
performancedenosheuristiquesdanslessectionssuivantes.

6.1.1 ColoriageRouge-Vert-Bleu et emprunt de fréquences

Si le multi-coloriagede la grille triangulaireÆ est ²�» -difficile, soncoloriageoptimal
entroiscouleursRouge,VertetBleuestimmédiat(cf. illustrationFigure6.3pagesuivante).
Nousréféreronsà cettepartitiondessommetsentrois couleurs,lorsquenousdironsqu’un
sommetde Æ estrouge,vert ou bleu.

Definition 6.3(ColoriageRouge-Vert-Bleu) Nousdironsparla suitequenouseffectuons9 coloriages Rouge-Vert-Bleu (RVB en abrégé)si nousconstruisonstrois ensemblesor-
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6.1 Préliminaires

6.1.2 Un premierexemple: :<;>=*? et @BA#CEDF=0G
H I JI J

I J H I J
H IH I JJ

J H I J H I
I J H I J

FI G. 6.3 : Ê -coloriage dela grille triangulaire Æ .

donnéset disjoints K , Ï , et L de cardinal 9 et contenantdesfréquencesrespectivement
“rouges”,“vertes”et “bleues”etsi nousattribuonsàtouslessommetsÛ rouges(resp.verts,
bleus)du grapheåäè�é Ç 9 ß ÒÝÇ ÛfÈIÈ premièresfréquencesdel’ensembleK (resp.Ï , L ).

Unetelleaffectationrespectelescontraintesd’interférenceinter-siteet réduitlesdemandes
dechaquesommetdu graphede 9 . L’opérationsuivanteva nouspermettrederéutiliserles
fréquencesqui n’ont pasétéutiliséeslors d’uneétapedecoloriagesRVB.

Definition 6.4(Emprunt) Aprèsuneétapede 9 coloriagesRVB, nousdironsqu’un som-
met Û decouleurrouge(parexemple)satisfaitsademandeenempruntantà sesvoisinsde
couleurvert (parexemple)lorsqu’il lui estalloué åäæGç ÇM6 ß ÒeÇ Û®ÈAÉ 9 È fréquencesde Ï parmi
cellesqui n’ont pasétéattribuéesàsesvoisinsvertslorsdel’étapedecoloriagesRVB.

Cesoutils vont nouspermettrede réduire la complexité du graphecommel’illustre
l’exemplesuivant.

6.1.2 Un premier exemple: NPORQTS et U U UWV1X(YEQ[Z
Lemme 6.1(Exemple) Soit \ un sous-grapheinduit de ] . Si ^`_Xðba et ø�Ç'\�È ðdc , alors
la plage minimalede \ satisfait: ãüÇ'\XÈ>egf .
Preuve. Commela plagemaximaledescliquesde \ vaut c , aprèsuneétapedecoloriage
RVB, le grapheh induit parlessommetsde \ dontlesdemandesrestentinsatisfaitesaprès
cetteétape,n’a plus de triangle.Ce grapheest mêmeconstituéuniquementde sommets
isolés(sinonil existeraitdeuxsommetsadjacentsdedemandesupérieureà ý dans\ cequi
contrediraitø�Ç'\XÈ§ðic ).
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Un sommetde h dont la demandeinsatisfaitevaut ý , était isolédans\ et sademande
peutdoncêtresatisfaiteenempruntantlesdeuxfréquencesnon-attribuéesàsesvoisinslors
del’étapedecoloriageRVB.

Enfin, les sommetsde h dont les demandesinsatisfaitesvalent a , sont isolés,et leur
demandepeutdoncêtresatisfaite en leur attribuant tousunemêmequatrièmeet dernière
couleur. j
Notonsquecetteborneestoptimalecommele démontrele grapheFigure6.4.

k k
k k l k k

kk
kkkkk

k k k k

FI G. 6.4: Un exemplede graphe \ avec a � sommetspour lequel ø�Ç'\XÈaðmc etn Ç'\�È�ðof . Lessommetset lesarêtesde \ sontreprésentésengras.Les
demandesdessommetssontreprésentéesà l’intérieur dechaquesommet:\ compteun sommetdedemandeý et aqp sommetsdedemandea .

6.1.3 Expressionde la plagemaximaledescliquesde X
Lesvaleursdela plageminimaled’unecliquepourlescontraintesquenousconsidérons

ontétécalculéesparGamstdans[Gam86].Lesseulescliquesd’un sous-grapheinduit de ]
sontlessommetsisolés,lesarêtesetlestriangles.Quitteàrajouterdessommetsdedemande
nulles,nouspouvonssupposerquecesonttoutesdestriangles.Notonsdonc r l’ensemble
destrianglesde \ .

Lemme 6.2(Plagemaximale descliques,[Gam86]) Soit \ un sous-grapheinduit de ] ,
munidedemandes . Notonss ����� ð åoæGç í�î0ï sÝÇ�t®È . Alors :u Si ^`_�ðoa , ø�Ç'\wv<sxvya�È(ð åäæGçíyz<{+îq| ÇMseÇ�t®È�ê}seÇ�~<È+ê}sÝÇ���ÈIÈ .u Si ^`_�ð�ý , ø�Ç'\wv<sxv	ýSÈ(ð åoæGç � ý�s�������É3a�v åoæGçíyz<{+îq| ÇMseÇ�t®È�ê*sÝÇ�~<È+ê}sÝÇ���ÈIÈ	� .
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u Et si ^ _�� c ,
ø�Ç'\Rv<s%v<^`_hÈwð

������ �����
^8_SÇMs�������É5a�È�ê�a , si lesnœudsdedemandes������ sontisolés.^8_SÇMs�������É5a�È�êpý , si la plusgrandecliquedenœudsde

demandes������ estdetaille ý .^ _ ÇMs ����� É5a�È�êgc , s’il existeun triangle denœudsde
demandes������ .

Preuve. Nousprésentonsrapidementla preuveélémentairedecettepropriétécarellenous
permettrad’expliquercommentnousdéfinissonslesensembledefréquencesRouge,Vertet
Bleu parla suite.u Lorsque ^`_að�a , l’unique contrainteest que les fréquencesallouéesaux sommets

d’unecliquesoienttoutesdistinctes,d’où le résultat.u Lorsquê`_XðDý , l’idée estd’entrelacerlesfréquencesattribuéesauxdifférentssom-
metsd’un triangle.Considéronsun triangle t%~-��2�r avec sÝÇ�tfÈ � sÝÇ�~<È � seÇ���È .
Si sÝÇ�tfÈg��seÇ�~<ÈyêdsÝÇ���È , alors on satisfait optimalementles demandesavec une
plagede fréquencede taille ÇBý�sÝÇ�tfÈ�É�a�È , en attribuantà t les fréquencesimpaires��a�v�c�v�Ø�Ø�Ø�v	ý�sÝÇ�tfÈ�É�a�� , en attribuant à ~ les fréquences�hý�v1f�v�Ø�Ø�Ø�v	ý�sÝÇ�~�È�� et en-
fin les fréquences�hý�sÝÇ�~�È�ê_ý�v	ý�seÇ�~<È�ê�f�v�Ø�Ø�Ø�v	ý�seÇ�~<È�êÌý�sÝÇ���È�� à � . Si sÝÇ�t®È�esÝÇ�~�È�ê�seÇ���È , alors on peut satisfaire les demandesavec une plagede taille opti-
male ÇMseÇ�t®ÈPê5sÝÇ�~<ÈAê5sÝÇ���ÈIÈ enattribuantcycliquementlesfréquencesimpairespuis
paires: si l’on numérotelesfréquencesde ��a�v�Ø�Ø�Ø�v<sÝÇ�t®È¤ê�sÝÇ�~�È�ê�sÝÇ���È�� encommen-
çantparlesnombresimpairspuislespairs,onattribueà t les seÇ�t®È premières,à ~ lessÝÇ�~�È suivanteset à � les sÝÇ���È dernières; le multi-coloriageobtenusatisfait bien les
contraintesd’interférence.u Enfin,si ^`_ � c , onobtientuneplagedetaille minimaleenchoisissantlesfréquences
attribuéesau 9 ième sommetdu triangle( a�e 9 e3c ) tousles ^8_ àpartir de 9 .j

6.2 Algorithme d’appr oximation pour ����� �
Notrealgorithmed’approximation,décritpage217,construitl’allocationdefréquences

entrois étapes.Unepremièreétapeéliminelestrianglesdu graphe: à la fin decetteétape,
lessommetsdedemandenon-satisfaiteformentungraphesanstriangle.La deuxièmeétape
casselescyclesdecenouveaugrapheenéliminantaumoinsun sommetdechacund’eux.
Lessommetsencorenon-satisfaits formentalorsun graphebiparti, quela troisièmeétape
colorie avec l’algorithme quenousavons vu dansl’introduction. Notonsque seulecette
dernièreétapen’estpaslocale.
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Plusprécisément,l’étape a diminue les demandesdesnœudsen effectuantplusieurs
coloriagesRVB de sorteà ce qu’aucuntrianglene “survive”. Aprèscetteétape,le sous-
grapheh induit parlessommetsdont lesdemandesn’ont pasétésatisfaites,estdoncsans
triangle.Un exempled’un tel sous-grapheinduit de ] estprésentéFigure6.5pagesuivante.

L’étape2 seproposealorsdesatisfaire lessommetsdecegrapheh enleursattribuant
les fréquencesdesensemblesK , � ou L qui n’ont pasété utiliséeslors descoloriages
RVB del’étapeprécédente.Un sommetnepeutcependantemprunterdesfréquencesdans
l’ensembleK , parexemple,quesi sesvoisinsrougesont pu êtresatisfaits avec unepartie
seulementdesfréquencesdecetensemble.Noussommesdoncamenésàposerla définition
suivante:

Definition 6.5(Sommetlibr epour unecouleur) Si � désigneunecouleurdans{rouge,
vert, bleu}, nousdironsqu’un sommett estlibre pour la couleur � dans\ si t n’estpas
decouleur� dansle c -coloriagede ] (Figure6.3page211)etquesesvoisinsdecouleur�
dans\ ontunedemandenulle.

Le fait qu’un sommetsoit libre pour unecouleurn’est cependantpassuffisant,car il
fauts’assurerqu’il restesuffisammentdefréquencesdecettecouleurpoursatisfairesade-
manderestante.En étudiantlespropriétésgéométriquesdu c -coloriagede ] , nousverrons
au Théorème6.2 quenouspouvons garantirce fait pour les sommetslibres de degré au
moins ý , quenousappelleronscoinsparla suite.

Definition 6.6(Coin) Nousdésigneronsparcoin tout sommetlibre pourunecouleur� , de
demandenon-nulleetdedegréaumoins ý .

Du fait de la structuredu c -coloriagede ] (Figure6.3), uneétoile forméed’un coin
rouge(resp.vert, bleu)et desesvoisinsbleus(resp.rouges,verts)dans] pointetoujours
vers la gauche(cf. illustration Figure 6.8). De mêmeune étoile forméed’un coin rouge
(resp.vert,bleu)et desesvoisinsverts(resp.bleus,rouges)dans] pointetoujoursversla
droite.

Definition 6.7(Orientation d’un coin) Nousdistinguonsdoncdeuxtypesdecoins(cf. Fi-
gure6.8) : lescoinsdroits decouleursrouge,bleuou vert et librespour lescouleursbleu,
vert et rougerespectivement; et lescoinsgauchesdecouleursrouge,bleuou vert et libres
pourlescouleursvert, rougeet bleurespectivement.

Nouspouvonstirer deuxobservationsutilesàproposdescoins.

Lemme 6.3 Pour tout sous-grapheinduit de la grille ] sanstriangle (cf. Figure 6.6 page
suivante),l’ensembledesescoinsgaucheset l’ensembledesescoinsdroits de \ forment
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A¢¡£D

FI G. 6.5 : A la fin de la première étape, le sous-graphe h induit par les sommets
dontla demanderesteinsatisfaiteestsanstriangle.

¤ ¥§¦�¨q¥q©>ª�«`¨¬¥�¦�¨¬¥�¦�<®.¯°«8¦± ª�²`y³8¥§¦�¦´®�«8µ�¦�ª8µ�¯ ¦'¶#ªq¯ µ'¥�¦¥q«�¥y©�·y¸¢²�«8µ´ª�«§µ�ª�²�¹Eº`®�¯ ¦1¯°«8¦» ¤ ¯°©¼¯°« » ¦�½�¤°¾ » µ´ª�·y¥ k
FI G. 6.6 : L’étape2 briselescyclesde h ensatisfaisantpar empruntlesdemandes

descoinsgauches(représentésengrisé).

¨¬¥�¦�¿³`¥y©¼¯°«`¦

¨q¥§¦�¦´®�©�©B¥<µ'¦B¯ ¦´®�¤ » ¦
²�«`¥,·q¸À¥§¦ÂÁ�²8¥�Ã » µ'®�¯°¤ ¥

FI G. 6.7 : A la fin de l’étape 2, le sous-graphe ú induit par les sommetsdont la
demanderesteinsatisfaite, n’estplusconstituéquedesommetsisolés,de
chemins,etdepresque-étoiles.
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H I JI J
I J H I J

H IH I JJ
J H I J H I

I J H I J
FI G. 6.8: Un exemplede trois étoilescentréesen un coin rouge: les deuxétoiles

forméesaveclesvoisinsbleuespointentvers la gaucheet l’étoile formée
aveclesvoisinsvertspointevers la droite.

deuxensemblesindépendants7.

Lemme 6.4 Tout cycle d’un sous-graphe induit de ] sanstriangle passepar un coin
gauche.

Dansnotrealgorithme6.1,nouschoisissonsdesatisfaireà l’étape2 lesdemandesdes
coinsgauchesen empruntantdesfréquenceschezleursvoisins (cf. exempleFigure6.6).
A l’issuede l’étape2, d’aprèsle lemme6.4, le sous-grapheinduit par lessommetsdede-
mandenon-satisfaite(cf. exempleFigure6.7)n’estplusconstituéquedesommetsisolés,de
chemins,etdepresque-étoiles(unepresque-étoileestunarbreadmettantununiquesommet
dedegrésupérieurou égaleà c ). L’étape3 consistedoncenfinà multi-colorierdesgraphes
bipartisdisjoints.

L’algorithmecompletestdécritpageci-contre.

Théorème6.1 L’algorithme6.1génère un multi-coloriage detout sous-graphe \ de ] de
demandes , dontla plage defréquencesvaut c§ÄÆÅ}ÇRe@Ç�f�È�Ç'\�ÈFÅ*ÉSÈ1Ê�c . Cetalgorithmeest
doncune f-Ê�c -approximation.

Corollaire 6.1 Lorsquê8_� Ëa , nousobtenonslesbornessuivantessur la plage minimale
du graphe \ : È�Ç'\XÈTe n Ç'\XÈTe f,È�Ç'\�ÈÌÅ*Éc

7Un sous-ensembleÍ desommetsde Î estdit indépendantsi le sous-graphede Î induit par Í esttotale-
mentdéconnecté.
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Algorithme 6.1Algorithmed’allocationdefréquencespourla contrainteco-site ^ _  oa
Entrées: Un graphe\Ï DÇ'��v<Ð�È et unefonctiondedemandes surlessommets.

PosonsÄÑ ÓÒ¿ÔxÕ×ÖÌØÙÛÚ et ÇÜ 5È�Ç'\XÈAÉ�É§Ä .

Définir quatreensemblesdefréquences:KÏ �Ý�a�v�Ø�Ø�ØÞvMÄFß , �� �Ý1ÄRÅ�a�v�Ø�Ø�Ø�v�É§ÄFß , Ld �Ý¬É§ÄwÅ�a�v�Ø�Ø�Ø�v�c§ÄFß
et àá �Ý¬c§ÄwÅâa�v�Ø�Ø�ØÞv�c§ÄwÅ}Ç-ß .ã-ä1å�æ�çwè.é

Effectuer Ä coloriagesRVB de \ avec les ensemblesK , � et L . (cf. Définition 6.3
page210)ã-ä1å�æ�çëêPé
Pour tout coin gauchet3ì�h , où h est le sous-grapheinduit par les sommetsde de-
mandenon-nulle

Si t estrouge,alorson satisfait sademanderestanteenempruntantà sesvoisins
verts.(cf. Définition6.4page211)

De même,si t estvert, on emprunteà sesvoisinsbleuset si t estbleu,on em-
prunteàsesvoisinsrouges.ã-ä1å�æ�çëíPéîå

Pour tout sommetisolé t[ìÛï , où ï est le sous-grapheinduit par les sommetsde
demandenon-nulle

Attribuerà t autantdefréquencesnoiresdansà quenécessaireet si t n’esttou-
jourspassatisfait, satisfairesademandeenempruntantà sonvoisin dedemande
maximale.ã-ä1å�æ�çëíPé×ð

Soit ñ le sous-grapheinduit parle sommetsdedemandeencoreinsatisfaite. ñ estbiparti.
Soientò et ó lesdeuxindépendantspartitionnantlessommetsde ñ .

Satisfaire les demandesdessommetst�ìâò de demanderestanteô en leursaffectant
les ô premièresfréquencesnoiresde à , puis cellesdessommets~�ì�ó de demande
restanteõ enleursaffectantles õ dernièresfréquencesnoiresde à .
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Preuvedu Théorème6.1.

Etape1. Soit h le grapheinduit par lessommetsdedemandenon-nulleaprèsl’étape1.h est un graphesanstriangle,sinon il existerait un triangle dans \ dont la sommedes
demandesseraitsupérieureà È�Ç'\XÈ .
Etape2. Commenousl’avonsobservésauLemme6.3,deuxcoinsgauchesnepeuventêtre
voisins.Aussi,il noussuffit devérifierquelesfréquencesallouéesàchaquecoin t n’entrent
paseninterférenceaveccellesallouéesàsesvoisinslorsdela premièreétape.Considérons
doncle casd’un coin gauchet decouleurrougeetdonclibre pourla couleurvert.Commet reçoit desfréquencesvertes,il ne peutentreren interférenceavec sesvoisinsbleus.Il
suffit doncdedémontrerqu’il restesuffisammentdecouleursvertespoursatisfaire t . Soit~ sonvoisinvertdedemandemaximaledans\ . t estuncoindoncil admetunvoisinbleu �
dansh qui estaussiadjacentà ~ . Pardéfinitionde Ä :

seÇ�t®ÈÞÅ}sÝÇ�~�Èöe3É§ÄwÅ*Ç�É(seÇ���È÷eøÄRÅ}ÇyÉ5a
Ainsi ÇMseÇ�t®È<ÉWÄ®È-ÅùseÇ�~<È¼e3Ç§É!a�e(Ä , etonpeutallouersansconflit les ÇMseÇ�t®È<ÉWÄ®È dernières
fréquencesverteslesplusgrandesausommett sansconflit.
Etape3.a. Soit ï le sous-graphede \ (ou de h ) induit par les sommetsqui ne sont
passatisfaits aprèsl’étape2. Soit t un sommetisolédansï . Les fréquencesnoiresn’ont
pasencoreétéattribuées.Nouspouvonsdoncsansrisquede conflit les allouerà t . Si la
demandede t n’estpasencoresatisfaite,alorsnousavons sÝÇ�t®È � ÄÌÅëÇ dans\ . Considérons
alorssonvoisin ~ de demandemaximaledans \ , nousavons: seÇ�t®È�ÅâseÇ�~<ÈÆe[É§ÄÑÅ�Ç et
donc ÇMseÇ�t®ÈtÉ�Ä3É}ÇSÈ�ÅgseÇ�~<Èëe5Ä . En particulier ~ a étésatisfait dèsl’étape a et t peutse
satisfaireenempruntantlibrementlesfréquencesdela couleurde ~ .
Etape3.b. Soit ñ le sous-graphede \ induit parlessommetsdedemandenon-nulleaprès
l’étape 3.a. ñ n’admetplus de sommetisolé, ni de coin gauche.ñ est donc une union
disjointesdecheminsetdepresque-étoilesdontlesbranchessontrectilignes.

Les fréquencesnoiresn’ont étéattribuéesqu’aux sommetsisolésde ï . Il noussuffit
doncdevérifierquelesfréquencesnoiressontennombresuffisantpourcolorierlesgraphes
bipartisconstituantñ . Or pourtoutearêtetú~ de ñ , nousavons: ÇMseÇ�t®È�ÉÆÄ®È%ÅpÇMsÝÇ�~�ÈfÉÆÄ®ÈöeÇÜ üû à}û . C.Q.F.D. j

En fait nouspouvons améliorerles performancesde cet algorithmepour peuque les
demandessoientàpeuprèsuniformes.

Definition 6.8(Demanderelativementuniforme) Etantdonnéun graphe\ , nousdirons
qu’unefonctiondedemandesur lessommetsde \ estrelativementuniformesi la somme
desdemandesdesextrémitésde toute arêteest majoréepar Ç¢È�Ç'\�È Éâs�ý�þ ÿSÈ , où s�ý�þ ÿ} �������	�	
 sÝÇ�tfÈ .
Cettedéfinitionestmotivéepar l’étudedesgraphes“épais” danslequeltoutearêteappar-
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tient à un triangle dont les sommetsne sont pasde demandesnulles.Tout grapheépais
muni d’unefonctiondedemandevérifie cettepropriétéderelative uniformitéqui suffit en
fait pouraméliorerlesperformancesdenotrealgorithme.Nousnousétionsintéressésaux
graphesépaiscarnousavionsremarquéquecequi poseproblèmedansle grapheFigure6.4
page212estla doublearêtecentrale.Cetteétudenousapermisd’obtenirle résultatsuivant:

Théorème6.2(Casdesdemandesrelativementuniformes) Lorsque ^`_�  a , la plage
minimaled’un sous-graphe \ induit de ] muni d’une demandes relativementuniforme
vérifie: È�Ç'\Rv<s<Èöe n Ç'\wv<s¤Èöe Ç�fXÉ��PÈ´È�Ç'\wv<s¤ÈÞÅ*Éc
où �ø âs�ý�þ ÿ.Ê�s�ý���Üì�� �Pvya�� .
Preuve. Nous pouvons supposerque \ n’a pas de sommetisolé. Nous commençons
par appliquer s�ý�þ ÿ coloriagesRVB. Après cette étape,la plage maximaledes cliques
du graphe \�� induit par les sommetsdont les demandesn’ont pasété satisfaites,vaut :È��'\ � È�  È��'\XÈ É�c�s�ý�þ ÿ , puisquela demandeest relativementuniforme.Appliquer l’al-
gorithme 6.1 au graphe \�� produit alors une allocation de fréquencesde \ de plagee5s�ý�þ ÿ÷Å��`Õ°ÔxÕ ÖÌØ�� Ù �"!$# % Ø'&)(Ù e[Õ*�+�-,�Ø×Ô%Õ×ÖÌØ'&)(Ù , enutilisantque È��'\XÈ>e5s�ý��� . j

Notonsen particulierquenotrealgorithmeestalorsoptimal à uneconstanteadditive
prèslorsquelesdemandessontuniformeset quele grapheest“épais”.

6.3 Extensionau casoù � � �/.
Nous allons voir que nouspouvons adapterl’algorithme 6.1 au casoù la contrainte

co-sitevaut ^`_0  É , en précisantconvenablementla répartitiondesfréquencesdansles
différentsensemblesde couleurs.Commençonspar remarquerle fait suivant qui estune
conséquenceimmédiateduLemme6.2:

Lemme 6.5 Lorsquê8_� iÉ , nousavons: s�ý���ÜeTÒ¿ÔxÕ×ÖÌØ( Ú
La difficultéestd’adapterl’étape2 pourréussirà réutiliserlesfréquencesallouéesmais

non-utiliséeslors de l’étapede coloriageRVB. Pourcela,nousproposonsde partitionner
les ensemblesde fréquencesde chaquecouleur 0 , � et 1 en deuxparties 032 et 0 ( , �)2
et � ( , 1 2 et 1 ( , de taille È��'\XÈ1Ê54 , que nousentrelaçonsen prenantgardeà ce que tout
sommetrouge(resp.vert,bleu)puissed’emprunterdansla partition � ( (resp.1 ( , 0 ( ) sans
introduired’interférencesco-site.La figure 6.9 présenteun tel agencementdescouleurs.
Nousobtenonsalorsl’algorithme6.2page220.
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Algorithme 6.2Algorithmed’allocationdefréquencespourla contrainteco-sitê`_� �É
Entrées: Un graphe\i 6�'��v<Ð�È etunefonctiondedemandes surlessommets.

PoserÄÑ  Ò ÔxÕ×ÖÌØ7 Ú .
Définir les huit ensemblesdisjointsde fréquencesde taille Ä (cf. Figure6.9 pagesui-
vante):

0 (  �Ý�a�v�c�v�Ø�Ø�Ø�v�É§ÄâÉga�ß 0 2  �Ý¬É§ÄRÅâa�v�É§Ä£Å*c�v�Ø�Ø�ØÞv1f`ÄüÉga�ß�82B �Ý¬É�v1f�v�Ø�Ø�Ø�v�É§Ä�ß 1 (  �Ý¬É§ÄRÅ*É�v�É§Ä£Å�f�v�Ø�Ø�ØÞv1f`ÄFß� (  �Ýyf`ÄwÅ*c�v1f`ÄÆÅ:9�v�Ø�Ø�Ø�v;4§ÄÆÅâa�ß à 2  �Ý<4§ÄRÅ*c�v;4§Ä£Å:9�v�Ø�Ø�ØÞv;=§ÄwÅ�a�ß
1 2  �Ýyf`ÄwÅ*É�v1f`ÄÆÅ�f�v�Ø�Ø�Ø�v;4§ÄFß à (  �Ý<4§ÄRÅ�f�v;4§Ä£Å:4�v�Ø�Ø�ØÞv;=§ÄwÅ}É-ßã-ä1å�æ�ç£è.é

EffectuerÄ coloriagesRVB de \ aveclesensembles0 2 , � 2 et 1 2 , puis Ä coloriagesRVB
aveclesensembles0 ( , � ( et 1 ( .ã-ä1å�æ�çWêPé
Pour tout coin gauchetâì3h , où h est le sous-grapheinduit par les sommetsde de-
mandenon-nulle

Si t estrouge,alorson satisfait sademanderestanteenempruntantà sesvoisins
vertsparmilescouleursde � ( .
De même,si t estvert, on emprunteà sesvoisinsbleusdans1 ( et si t estbleu,
àsesvoisinsrougesdans0 ( .ã-ä1å�æ�çWíPé

Soit ï le sous-grapheinduit par lessommetsdedemandenon-nulle.ï estbiparti et on
satisfait lesdemandesdessommetsde ï enattribuantlesfréquencesde à 2 auxsommets
del’une desdeuxpartitionsdessommetsde ï etcellesde à ( à l’autre.
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FI G. 6.9 : Entrelacementdesensemblesdefréquencespour l’algorithme6.2.

Théorème6.3 L’algorithme6.2génère un multi-coloriage sousla contrainteco-site ���� É pour tout sous-graphe � induit de � muni d’une demande� , dansune plage de fré-
quencede taille inférieure à =��<ÔxÕ ÖÌØ7���� ����È����XÈ¼ÅÏÉ5��È1Ê5� . Cet algorithmeestdonc une�-Ê5� -approximation.

Preuve. Remarquonsquelesfréquences�`Ä�Å�� et 4§ÄFÅWÉ nesontpasutilisées.Lesstratégies
d’empruntet d’attribution desfréquencesdécritesdansl’algorithme ne peuvent doncpas
introduired’interférenceco-site.Il noussuffit doncdevérifierquecesstratégiespermettent
effectivementdesatisfaire lesdemandesdetouslessommets.

Etape1. A la fin del’étape1, touslessommetsinsatisfaitsont unedemandemajoréepar����ý����É�É§ÄfÈ � Ä d’aprèsle lemme6.5.Et � estsanstriangle.

Etape2. Soit � un coin gauchede � , rougepar exemple.Soient � son voisin vert de
demandemaximaledans � , et � un sommetbleu de � adjacentà � et � . Nous avons�����®ÈqÅ�������ÈyÅ�������È � È����XÈ , etdonc: �������®ÈGÉRÉ§Ä®ÈyÅ������<È � �`ÄtÉ ������È � É§ÄtÉ¡� � û£¢ 2¥¤ ¢ ( û .
Or, �������®È ÉâÉ§Ä®È � Ä � û£¢ ( û , ainsi � peutsatisfaire sademandeen empruntantà � des
fréquencesde ¢ ( uniquement.

Etape 3. Les fréquencesnoires n’ont pas encoreété utilisées.Commeprécédemment
l’étape2 a cassétous les cyclesde � et noussommesramenésau multi-coloriaged’un
graphebipartioùchaquesommetdemandeauplus Ä fréquences.L’étape3 réalisedoncune
allocationcorrecte.¦

La sectionsuivanterésoudle dernierpourlescontraintesco-site.

6.4 Algorithme d’appr oximation pour le casoù §©¨«ª¬
L’allocation de fréquencesest triviale pour ce derniercaspuisquenousobtenonsune� -approximationen allouantsystématiquement��ý��� fréquencesaux sommetsde chaque

couleurs:
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® Ý¯�5°±�¼Å²� � °�Ø�Ø�Ø³°±�>Å´��� ý��� Éµ��È�� � ß pourlessommetsrouges.® Ý¬É¶°�É Å²�+�<°�Ø�Ø�Ø³°�É�Å´����ý����Éµ��È��+��ß pourlessommetsverts.® Ý<�¶°;� Å²�+�<°�Ø�Ø�Ø³°;��Å´����ý����Éµ��È��+��ß pourlessommetsbleus.

Le lemme6.2nouspermetdeconclureque:

Théorème6.4 Lorsque� ��· � , pour tout sous-graphe � induit de ¸ nousavons:

È����XÈ � ¹ ���XÈ � È�����ÈFÅ*É
Cequi terminenotreétudedescontraintesco-sitearbitraires.

Conclusionset perspectives

Dansce chapitrequi clôt la secondepartiede cettethèse,nousavonsprésentéun al-
gorithmed’approximationpourl’allocationstatiquedefréquencessurla grille triangulaire.
Nousavonsobtenuune�-Ê5� -approximationlorsquelescontraintesco-sitevalent���� 6� ou É
et une � -approximationpour le casoù �+� · � . Notonsquedesrésultatssimilairespour le
casoù ���£ º� ont étéobtenuindépendammentpar Narayananet Shendedans[NS97], et
McDiarmid et Reeddans[MR97]. Nousavonségalementdémontréquel’on pouvait amé-
liorer le facteurd’approximationpour le porterà ���°É«�§È1Ê5� , où �� »� ý�þ ÿ Ê¥� ý��� ì¼� ��°±��� ,
lorsqueles demandessont relativementuniformes(ou que le grapheest épais)et que la
contrainteco-sitevaut ���£ ½� . Cetteoptimisationréponden particulieraux questionsqui
nousontétéposéeslorsdesprésentationsdecesrésultats.

A la suitede nos travaux, Janssenet Narayananont proposéune �-Ê5� -approximation
pour le multi-coloriagesouslescontraintesgénérales�+� · � 2 · � . Dans[KK98], Khanna
et Kumaranproposentunepremièreétudedescontraintesd’interférenceavec distancede
réutilisation � ( � �  ��<2  ¾� (  ¿� et ��À, ¾� pour Á · � ), casqui inclut quelques“Phila-
delphiaexamples”(cf. [And73]). De nombreuxproblèmesrestentouverts.Tout particuliè-
rement,l’éventualitéd’uneapproximationà Â�Ê5= pour la grille triangulaire.Dans[Hav99],
Havet proposeunepremièrepiste sousforme d’une approximationà Ã.Ê54 pour les sous-
graphessanstriangle.L’obtentionde multi-coloriagessouscontraintesgénéralespour les
graphesbipartiset lescyclessontaussidesaxesderecherchesintéressantscarcesgraphes
sont inclus danstous les graphesélémentaires.Enfin, le choix de l’étude de la grille tri-
angulaireétait initialementguidépar un besoinréel de mieux comprendrel’allocation de
fréquencessurcegraphetrèsutiliséenpratique.L’algorithmequenousavonsproposépour
cegraphereposesurla régularitédu � -coloriagesous-jacentdela grille triangulaire.Il serait
intéressantd’étudierà présentsi notrealgorithmepeutseporterefficacementsur d’autres
graphespourlesquelsnousconnaissonsun Ä -coloriagesuffisammentrégulier.
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Résumé

Cettethèseétudiedeuxproblèmesissusdestélécommunications: la disséminationdedonnéeset l’alloca-
tion defréquences.

La disséminationdedonnéesestuneréponseapportéeàla surchargedesréseauxetserveursd’information.Le
fait estquela plupartdesclientsdemandela plupartdu tempslesmêmesinformations.Aussi,afin d’éviter de
saturerà la fois le serveuret le réseauavecla diffusiondespageslespluspopulaires,l’approchedela dissémi-
nationproposederéserveruncertainnombredecanauxd’émissionàla diffusionsystématiquedesinformations
lespluspopulaires.Cescanaux(typiquementHertzien,TV parcâble,...)sontaccessiblesensimultanépartous
les clients.Le problèmeestalorsd’ordonnancerla diffusion desdifférentespagesd’information. Un client,
intéressépar l’une decespages,n’émetpasderequêtemaisseconnectesurcescanauxréservéset attendque
l’information qui l’intéressesoit diffusée.Il s’agit doncde trouver un ordonnancementqui minimisel’attente
moyennedesclients.

Ce problèmeestun problèmede minimisationquadratique,qui modéliseégalementd’autresproblèmes
d’ordonnancementtels la planificationde maintenancesde machinesou le réapprovisionnementde stocks.
Cette thèsedémontreque trouver un ordonnancementoptimal est NP-dur en général,et proposedesalgo-
rithmesd’approximationavecgarantiesdeperformanceprouvées: un schémad’approximationpourle casdes
messagesdelongueuruniforme,et deuxapproximationsà un facteurconstantpour le casoù lesmessagesont
deslongueursdifférentes,avecet sanspréemption.

L’allocation de fréquencesconsisteà allouerdesfréquencesauxtransmetteursd’un réseaucellulairedesorte
à cequedeuxtransmetteursn’entrentjamaisen interférence.Danscettethèse,nousproposonsun algorithme
d’approximationavecgarantiedeperformancepourle casNP-duroù lestransmetteurssontdisposéssuivant la
grille triangulaire.

Mots-clés: Algorithmique,Optimisationcombinatoire,Approximation,Algorithmesrandomiséset dérando-
misation,Télécommunicationssansfil, Disséminationdedonnées,Multicoloriage.

Abstract

This thesisdealswith two problemsissuedfrom telecommunication: data disseminationand frequency
planning.

Data disseminationis ananswerto reducetheloadof informationserversandnetworks.A factis thatmostof
theclientsrequiremostof thetimethesameinformationpages.In orderto reducetheserverandnetwork loads
dueto the broadcastof the mostpopularpages,datadisseminationreservessomespecialchannelsto broad-
castsystematicallythemostpopularpages,obliviously from theeffective requests.Thosechannels(typically
wireless,cableTV,...) canbemonitoredsimultaneouslyby all theclients.Theproblemis now to schedulethe
broadcastsof thedifferentmessagesover thesespecialchannels.A client interestedin oneof thesepagesdoes
not senda requestbut connectsandmonitorsthe specialchannelsuntil the informationhe is interestedin is
broadcast.Theproblemconsistsin findinga schedulethatminimizestheexpectedwaiting time of theclients.

This problemis a quadraticminimizationproblemthat alsomodelsotherschedulingproblemssuchas
machinemaintenanceschedulingor stockssupplying.In this thesis,thisproblemis shown to beNP-hardin ge-
neralandwegiveapproximationalgorithmswith provenperformanceguarantees: apolynomialapproximation
schemefor thecasewhereall themessageshave thesamelength,andtwo constantfactorapproximationsfor
thecasewherethemessageshave differentlengths,with andwithoutpreemption.

Frequencyplanning consistsin allocatingfrequenciesto the transmittersof a cellular network so as to en-
surethatno pair of transmittersinterferes.In this thesis,we proposeanapproximationalgorithmwith proven
performanceguarantyfor theNP-hardcasewherethetransmitterareplacedon thetriangularlattice.

Keywords : Algorithmic, Combinatorialoptimization,Approximation,Randomizedalgorithmsandderando-
mization,Wirelesstelecommunication,Datadisseminationandpush-basedsystems,Multicoloring.


