
LOCAL Model & LCL Problems
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LOCAL Model
• Each process is located at a node of a network 

modeled as an n-node graph (  = #processes) 


• Each process has a unique ID in 


• Computation proceeds in synchronous rounds 
during which every process:


1. Sends a message to each neighbor


2. Receives a message from each neighbor


3. Performs individual computation (same 
algorithm for all nodes)

n

{1,…, n}
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Complexity = #rounds
Lemma If a problem  can be solved in  rounds in 
the LOCAL model by an algorithm , then there is a    
-round algorithm  solving  in which every node 

proceeds in two phases: (1) Gather all data in the        
-ball around it; (2) Simulate and compute the solution.

P t
A

t B P

t
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t

i

t − i

For every 

it suffices for node  to simulate the 

-th round of all nodes in 


i = 1,…, t
v

i BG(v, t − i)
= {u ∈ V(G) ∣ distG(u, v) ≤ t − i}

v

u



Four classical problems
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-Vertex ColoringMIS

-Edge ColoringMaximal Matching



Reduction 
• (∆+1)-coloring ➜ MIS 


                  in ∆ rounds by maximizing {1}

• MIS ➜ (∆+1)-coloring

               in MIS  rounds by simulation((Δ + 1)n,2Δ)

64

actual 

network

virtual 

network



65

Claim 1. At most one node of each clique in the MIS

Claim 2. At least one node of each clique in the MIS

Color = index of node in the MIS



Line Graphs
Definition The line graph of a graph G is the graph 
L(G) such that

• V(L(G)) = E(G)

• {e,e’} ∈ E(L(G)) ⟺ e and e’ are incident in G
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Reductions
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-Vertex ColoringMIS

-Edge ColoringMaximal Matching

MIS on line graph coloring  
on line graph

clique 

reduction



Randomized algorithm 

for MIS

Algorithm (Luby, 1985)

mis(u) ∈ {-1,0,1} = {undecided, not in MIS, in MIS}

At any given round:    H = G[{u : mis(u)=-1}] 


Trick: enforcing an order between nodes: 

              v ⧽ u ⟺ degH(v) > degH(u) 

                             or (degH(v) = degH(u) and ID(v) > ID(u))
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mis ∈ {0,1} mis = -1

G

H G∖H



One phase of the algorithm for node u with mis(u) = -1 


if degH(u) = 0 then mis(u) ← 1

else join(u) ← true with proba 1/(2 degH(u)), false otherwise

       exchange join with every v ∈ N(u)

       free(u) ← ∄ v ∈ N(u) such that v ⧽ u and join(v)=true

       if (join(u) = true and free(u) = true) then mis(u) ← 1

       exchange mis with every v ∈ N(u)

       if (mis(u) = -1 and ∃v∈N(u) mis(v)=1) then mis(u) ← 0

       exchange mis with every v ∈ N(u)
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Luby’s algorithm 



Round-Complexity of 

Luby’s Algorithm

Remark A very similar algorithm was independently 
discovered by Alon, Babai, and Itai (1986). 


Theorem Luby’s algorithm terminates in 
rounds, w.h.p.

O(log n)
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Luby’s algorithm terminates 
in O(log n) rounds, w.h.p.

 Structure of the proof: 

1. Pr[mis(u) = 1] ≥ 1/(4 degH(u))


2. For a set N of nodes, 


u ∈ N ⇒ Pr[u terminates] ≥1/36


3. For a large set E of edges, 


e ∈ E ⇒ Pr[e removed from H] ≥1/36


4. Use concentration result (Chernoff bound) to get w.h.p. 
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Step 1
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envoyer join(u) aux voisins de u dans H
recevoir join(v) de tous les voisins v de u dans H
si join(u) = true et 6 9v 2 N(u) : v � u ^ join(v) = true alors mis(u) 1
envoyer mis(u) aux voisins de u dans H
recevoir mis(v) de tous les voisins v de u dans H
si mis(u) 6= 1 et 9v 2 N(u) : mis(v) = 1 alors mis(u) 0
envoyer mis(u) aux voisins de u dans H
recevoir mis(v) de tous les voisins v de u dans H

fin.

Théorème 5 L’algorithme probabiliste Las Vegas de Luby pour le calcul d’un MIS s’exécute,
avec forte probabilité, en O(log n) étapes dans le modèle local.

Preuve. Soit u un sommet quelconque. On a

Pr[mis(u) 6= 1 | join(u)] = Pr[9v 2 N(u) : v � u ^ join(v) | join(u)]

= Pr[9v 2 N(u) : v � u ^ join(v)]



X

v2N(u):v�u

Pr[join(v)]

=
X

v2N(u):v�u

1

2 deg(v)



X

v2N(u):v�u

1

2 deg(u)


deg(u)

2 deg(u)


1

2

En conséquence, comme Pr[mis(u) = 1] = Pr[mis(u) = 1 | join(u)] · Pr[join(u)], on obtient

Pr[mis(u) = 1] �
1

2
·

1

2 deg(u)
=

1

4 deg(u)
. (1)

Un sommet u est dit grand si X

v2N(u)

1

2 deg(v)
�

1

6

Un sommet qui n’est pas grand est dit petit. Intuitivement, un grand sommet a beaucoup de
voisins de petit degré. C’est donc un sommet qui a beaucoup de chance qu’un de ses voisins
entre dans le MIS. Nous allons effectivement montrer qu’un grand sommet a une probabilité au
moins 1/36 d’avoir un de ses voisins qui entre dans le MIS ou de rentrer lui-même dans le MIS.
Notons que, d’après Eq. (1), cela est vrai si u a un voisin v tel que deg(v)  2. On considère
donc un grand sommet u dont tous ses voisins v 2 N(u) ont degré au moins 3, et satisfont donc

1

2 deg(v)


1

6

Comme u est grand, il existe donc un sous-ensemble de sommets S ✓ N(u) tel que

1

6


X

v2S

1

2 deg(v)


1

3
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envoyer join(u) aux voisins de u dans H
recevoir join(v) de tous les voisins v de u dans H
si join(u) = true et 6 9v 2 N(u) : v � u ^ join(v) = true alors mis(u) 1
envoyer mis(u) aux voisins de u dans H
recevoir mis(v) de tous les voisins v de u dans H
si mis(u) 6= 1 et 9v 2 N(u) : mis(v) = 1 alors mis(u) 0
envoyer mis(u) aux voisins de u dans H
recevoir mis(v) de tous les voisins v de u dans H

fin.

Théorème 5 L’algorithme probabiliste Las Vegas de Luby pour le calcul d’un MIS s’exécute,
avec forte probabilité, en O(log n) étapes dans le modèle local.

Preuve. Soit u un sommet quelconque. On a

Pr[mis(u) 6= 1 | join(u)] = Pr[9v 2 N(u) : v � u ^ join(v) | join(u)]
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En conséquence, comme Pr[mis(u) = 1] = Pr[mis(u) = 1 | join(u)] · Pr[join(u)], on obtient

Pr[mis(u) = 1] �
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Un sommet qui n’est pas grand est dit petit. Intuitivement, un grand sommet a beaucoup de
voisins de petit degré. C’est donc un sommet qui a beaucoup de chance qu’un de ses voisins
entre dans le MIS. Nous allons effectivement montrer qu’un grand sommet a une probabilité au
moins 1/36 d’avoir un de ses voisins qui entre dans le MIS ou de rentrer lui-même dans le MIS.
Notons que, d’après Eq. (1), cela est vrai si u a un voisin v tel que deg(v)  2. On considère
donc un grand sommet u dont tous ses voisins v 2 N(u) ont degré au moins 3, et satisfont donc
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if degH(u) = 0 then mis(u) ← 1

else join(u) ← true with proba 1/(2 degH(u))

       exchange join with every v ∈ N(u)

       free(u) ← ∄ v ∈ N(u) such that v ⧽ u and join(v)=true

       if (join(u) = true and free(u) = true) then mis(u) ← 1

       exchange mis with every v ∈ N(u)

       if (mis(u) = -1 and ∃v∈N(u) mis(v)=1) then mis(u) ← 0

       exchange mis with every v ∈ N(u)



Claim: u large ⇒ Pr[u terminates] ≥1/36

• The claim holds whenever ∃v∈N(u) : degH(v) ≤ 2

• ∀v∈N(u), if degH(v) ≥ 3 then 

envoyer join(u) aux voisins de u dans H
recevoir join(v) de tous les voisins v de u dans H
si join(u) = true et 6 9v 2 N(u) : v � u ^ join(v) = true alors mis(u) 1
envoyer mis(u) aux voisins de u dans H
recevoir mis(v) de tous les voisins v de u dans H
si mis(u) 6= 1 et 9v 2 N(u) : mis(v) = 1 alors mis(u) 0
envoyer mis(u) aux voisins de u dans H
recevoir mis(v) de tous les voisins v de u dans H

fin.

Théorème 5 L’algorithme probabiliste Las Vegas de Luby pour le calcul d’un MIS s’exécute,
avec forte probabilité, en O(log n) étapes dans le modèle local.

Preuve. Soit u un sommet quelconque. On a
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Un sommet qui n’est pas grand est dit petit. Intuitivement, un grand sommet a beaucoup de
voisins de petit degré. C’est donc un sommet qui a beaucoup de chance qu’un de ses voisins
entre dans le MIS. Nous allons effectivement montrer qu’un grand sommet a une probabilité au
moins 1/36 d’avoir un de ses voisins qui entre dans le MIS ou de rentrer lui-même dans le MIS.
Notons que, d’après Eq. (1), cela est vrai si u a un voisin v tel que deg(v)  2. On considère
donc un grand sommet u dont tous ses voisins v 2 N(u) ont degré au moins 3, et satisfont donc
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Step 2

73

envoyer join(u) aux voisins de u dans H
recevoir join(v) de tous les voisins v de u dans H
si join(u) = true et 6 9v 2 N(u) : v � u ^ join(v) = true alors mis(u) 1
envoyer mis(u) aux voisins de u dans H
recevoir mis(v) de tous les voisins v de u dans H
si mis(u) 6= 1 et 9v 2 N(u) : mis(v) = 1 alors mis(u) 0
envoyer mis(u) aux voisins de u dans H
recevoir mis(v) de tous les voisins v de u dans H

fin.

Théorème 5 L’algorithme probabiliste Las Vegas de Luby pour le calcul d’un MIS s’exécute,
avec forte probabilité, en O(log n) étapes dans le modèle local.
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Un sommet qui n’est pas grand est dit petit. Intuitivement, un grand sommet a beaucoup de
voisins de petit degré. C’est donc un sommet qui a beaucoup de chance qu’un de ses voisins
entre dans le MIS. Nous allons effectivement montrer qu’un grand sommet a une probabilité au
moins 1/36 d’avoir un de ses voisins qui entre dans le MIS ou de rentrer lui-même dans le MIS.
Notons que, d’après Eq. (1), cela est vrai si u a un voisin v tel que deg(v)  2. On considère
donc un grand sommet u dont tous ses voisins v 2 N(u) ont degré au moins 3, et satisfont donc
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A node u is large if 

envoyer join(u) aux voisins de u dans H
recevoir join(v) de tous les voisins v de u dans H
si join(u) = true et 6 9v 2 N(u) : v � u ^ join(v) = true alors mis(u) 1
envoyer mis(u) aux voisins de u dans H
recevoir mis(v) de tous les voisins v de u dans H
si mis(u) 6= 1 et 9v 2 N(u) : mis(v) = 1 alors mis(u) 0
envoyer mis(u) aux voisins de u dans H
recevoir mis(v) de tous les voisins v de u dans H

fin.

Théorème 5 L’algorithme probabiliste Las Vegas de Luby pour le calcul d’un MIS s’exécute,
avec forte probabilité, en O(log n) étapes dans le modèle local.

Preuve. Soit u un sommet quelconque. On a

Pr[mis(u) 6= 1 | join(u)] = Pr[9v 2 N(u) : v � u ^ join(v) | join(u)]

= Pr[9v 2 N(u) : v � u ^ join(v)]



X

v2N(u):v�u

Pr[join(v)]

=
X

v2N(u):v�u

1

2 deg(v)



X

v2N(u):v�u

1

2 deg(u)


deg(u)

2 deg(u)


1

2

En conséquence, comme Pr[mis(u) = 1] = Pr[mis(u) = 1 | join(u)] · Pr[join(u)], on obtient

Pr[mis(u) = 1] �
1

2
·

1

2 deg(u)
=

1

4 deg(u)
. (1)

Un sommet u est dit grand si X

v2N(u)

1

2 deg(v)
�

1

6
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⟹ ∃ S ⊆ N(u) : 

On en déduit que

Pr[mis(u) 6= �1] � Pr[9v 2 S : mis(v) = 1]

�

X

v2S
Pr[mis(v) = 1]�

X

v,w2S,v 6=w

Pr[mis(v) = 1 ^mis(w) = 1].

où la seconde inégalité provient du principe d’inclusion-exclusion :

Pr[E1 _ E2 _ · · · _ Er] =
X

i

Pr[Ei]�
X

i 6=j

Pr[Ei ^ Ej ] +
X

i 6=j 6=k

Pr[Ei ^ Ej ^ Ek]� . . .

· · ·+ (�1)r+1 Pr[E1 ^ · · · ^ Er].

On obtient donc
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✓
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Ainsi, les grands sommets ont une probabilité constante de terminer à chaque étapes. Mal-
heureusement, le nombre de grands sommets n’est pas forcément élevé à chaque étape, et on
ne peut pas directement appliquer le même raisonnement que dans le cas de l’algorithme de
coloration. Pour contourner cet obstacle, on considère les arêtes plutôt que les sommets, de la
façon suivante.

On dit qu’une arête est grande si au moins une de ses extrémités est grande. Par ailleurs,
chaque arête {u, v} avec u � v est orientée de u vers v. Rappelons que deg+(u) et deg�(u)
dénotent respectivement le nombre de voisins v de u tels que l’arête {u, v} est orientée de u vers
v, et de v vers u. Avec l’orientation définie ci-dessus, tout petit sommet u vérifie

deg+(u) � 2 deg�(u).

En effet, sinon, il existerait un petit sommet u tel que deg+(u) < 2 deg�(u), c’est-à-dire tel
que deg(u) < 3 deg�(u). En ce cas, soit S = {v 2 N(u) : deg(v)  deg(u)}, impliquant
|S| � deg�(u), et donc |S| � 1

3 |N(u)|. De l’existence d’un petit sommet u tel que deg+(u) <
2 deg�(u), il découlerait que
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,

ce qui impliquerait que u est grand. Donc tout petit sommet u vérifie deg�(u)  1
2 deg

+(u). Il
en découle que X

u petit
deg�(u) 

1

2

X

u petit
deg+(u) 

m

2
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Ainsi, les grands sommets ont une probabilité constante de terminer à chaque étapes. Mal-
heureusement, le nombre de grands sommets n’est pas forcément élevé à chaque étape, et on
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dénotent respectivement le nombre de voisins v de u tels que l’arête {u, v} est orientée de u vers
v, et de v vers u. Avec l’orientation définie ci-dessus, tout petit sommet u vérifie

deg+(u) � 2 deg�(u).

En effet, sinon, il existerait un petit sommet u tel que deg+(u) < 2 deg�(u), c’est-à-dire tel
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On en déduit que
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Ainsi, les grands sommets ont une probabilité constante de terminer à chaque étapes. Mal-
heureusement, le nombre de grands sommets n’est pas forcément élevé à chaque étape, et on
ne peut pas directement appliquer le même raisonnement que dans le cas de l’algorithme de
coloration. Pour contourner cet obstacle, on considère les arêtes plutôt que les sommets, de la
façon suivante.

On dit qu’une arête est grande si au moins une de ses extrémités est grande. Par ailleurs,
chaque arête {u, v} avec u � v est orientée de u vers v. Rappelons que deg+(u) et deg�(u)
dénotent respectivement le nombre de voisins v de u tels que l’arête {u, v} est orientée de u vers
v, et de v vers u. Avec l’orientation définie ci-dessus, tout petit sommet u vérifie

deg+(u) � 2 deg�(u).

En effet, sinon, il existerait un petit sommet u tel que deg+(u) < 2 deg�(u), c’est-à-dire tel
que deg(u) < 3 deg�(u). En ce cas, soit S = {v 2 N(u) : deg(v)  deg(u)}, impliquant
|S| � deg�(u), et donc |S| � 1

3 |N(u)|. De l’existence d’un petit sommet u tel que deg+(u) <
2 deg�(u), il découlerait que
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ce qui impliquerait que u est grand. Donc tout petit sommet u vérifie deg�(u)  1
2 deg

+(u). Il
en découle que X
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⟹

if degH(u) = 0 then mis(u) ← 1

else join(u) ← true with proba 1/(2 degH(u))

       exchange join with every v ∈ N(u)

       free(u) ← ∄ v ∈ N(u) such that v ⧽ u and join(v)=true

       if (join(u) = true and free(u) = true) then mis(u) ← 1

       exchange mis with every v ∈ N(u)

       if (mis(u) = -1 and ∃v∈N(u) mis(v)=1) then mis(u) ← 0

       exchange mis with every v ∈ N(u)
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Ainsi, les grands sommets ont une probabilité constante de terminer à chaque étapes. Mal-
heureusement, le nombre de grands sommets n’est pas forcément élevé à chaque étape, et on
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v, et de v vers u. Avec l’orientation définie ci-dessus, tout petit sommet u vérifie
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que deg(u) < 3 deg�(u). En ce cas, soit S = {v 2 N(u) : deg(v)  deg(u)}, impliquant
|S| � deg�(u), et donc |S| � 1
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Let m = |E(H)|
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Ainsi, les grands sommets ont une probabilité constante de terminer à chaque étapes. Mal-
heureusement, le nombre de grands sommets n’est pas forcément élevé à chaque étape, et on
ne peut pas directement appliquer le même raisonnement que dans le cas de l’algorithme de
coloration. Pour contourner cet obstacle, on considère les arêtes plutôt que les sommets, de la
façon suivante.

On dit qu’une arête est grande si au moins une de ses extrémités est grande. Par ailleurs,
chaque arête {u, v} avec u � v est orientée de u vers v. Rappelons que deg+(u) et deg�(u)
dénotent respectivement le nombre de voisins v de u tels que l’arête {u, v} est orientée de u vers
v, et de v vers u. Avec l’orientation définie ci-dessus, tout petit sommet u vérifie

deg+(u) � 2 deg�(u).

En effet, sinon, il existerait un petit sommet u tel que deg+(u) < 2 deg�(u), c’est-à-dire tel
que deg(u) < 3 deg�(u). En ce cas, soit S = {v 2 N(u) : deg(v)  deg(u)}, impliquant
|S| � deg�(u), et donc |S| � 1

3 |N(u)|. De l’existence d’un petit sommet u tel que deg+(u) <
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ce qui impliquerait que u est grand. Donc tout petit sommet u vérifie deg�(u)  1
2 deg
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où m désigne le nombre d’arête du graphe résiduel au début de l’itération. En conséquence,
X

u grand

deg�(u) �
m

2
,

et donc au moins la moitié des arêtes sont grandes. Par ailleurs, nous avons vu que, si u 2 V
est grand, alors Pr[mis(u) 6= �1] � 1

36 . Donc, pour chaque arête grande, soit Xe la variable de
Bernouilli égale à 1 si e disparait de H durant une phase de l’algorithme. On a Pr[Xe = 1] � 1

36 ,
et donc EXe �

1
36 . Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’arêtes éliminées à une phase.

On a X �
P

e grande Xe, et donc, comme EX =
P

e grande EXe, on obtient EX �
m
72 . Ainsi, en

moyenne, une fraction constante des arêtes restantes sont éliminées à chaque étapes.

Soit p = Pr[X 
1
2 EX]. On a

EX =
mX

x=0

x Pr[X = x] =

1
2EXX

x=0

x Pr[X = x] +
mX

x= 1
2 EX+1

x Pr[X = x]  1
2 p EX + (1� p)m

d’où

p 
m� EX
m�

1
2EX


m�

1
2EX

m
 1�

1

144
.

Donc, si E dénote l’évènement « au moins m
144 arêtes sont éliminées en une itération», on a

Pr[E ] �
1

144
.

Soit ↵ = 144
143 . Soit Xi, i = 1, . . . , k, une suite de variables aléatoires de Bernouilli mutuellement

indépendantes, de probabilité q = 1
144 , avec k = c log↵ n, pour c constante dont nous allons

fixer la valeur ultérieurement. Soit Y =
Pk

i=1Xi. Notez que si Y � log↵m, où m denote
le nombre d’arête du graphe original G sur lequel l’algorithme s’exécute, alors cet algorithme
termine car toutes les arêtes auront disparu. Nous allons montrer que pour c > 0 suffisamment
grand, l’évènement Y � log↵m est vrai avec forte probabilité. On a EY =

Pk
i=1 EXi = kq.

L’inégalité de Chernoff stipule que, pour tout � 2]0, 1[,

Pr[Y  (1� �)EY ]  e�
1
2 �

2EY .

Dans notre cas de figure, avec � = 1
2 , on obtient :

Pr[Y 
kq
2 ]  e�

kq

8 ,

c’est-à-dire
Pr[Y 

cq log
↵
n

2 ]  e�
cq log↵ n

8 .

Soit c � 4/q. De ce choix, il découle que cq log
↵
n

2 � log↵m car m  n2. Il découle également
que cq � 8 ln↵. En conséquence,

e�
cq log↵ n

8 =
1

n
cq

8 ln↵


1

n
.

Donc,
Pr[Y  log↵m] 

1

n
.

Donc, avec probabilité 1 � 1
n , on a Y � log↵m. L’algorithme termine donc en O(log n) étapes

avec forte probabilité, i.e., probablilité 1� 1
n . ⇤
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⟹

Xe = Bernouilli variable equal to 1 if e is removed from H

For e large, Pr[Xe=1]≥1/36 ⟹ 𝔼Xe ≥ 1/36 
X = ∑e large Xe ⟹ 𝔼X = ∑e large 𝔼Xe ≥ m/72

⟹ at least m/2 large edges

Let p = Pr[X ≤ ½ 𝔼X] 
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et donc au moins la moitié des arêtes sont grandes. Par ailleurs, nous avons vu que, si u 2 V
est grand, alors Pr[mis(u) 6= �1] � 1
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i=1Xi. Notez que si Y � log↵m, où m denote
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termine car toutes les arêtes auront disparu. Nous allons montrer que pour c > 0 suffisamment
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Let ℰ = « at least m/144 edges are removed from H »

Pr[ℰ] ≥ 1/144
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Let  be Bernouilli variables parameter 

Let .   


If  then #edges divided by . 


Remark:  termination. 


How big should be ?

Y1, …, Yk q = 1/144
Y = Y1 + … + Yk

Yi = 1 α =
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143

Y ≥ logα |E(G) | = log144
143

|E(G) |⟹
k

Chernoff Inequality: ∀ δ ∈ ]0,1[,
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Step 4 (continued)
We have , so, with  , we get





For , we get




For  we get  

and .





Thus, for , we get 



Thus Luby’s algorithm terminates in  rounds with 
probability at least 

𝔼Y = kq δ = 1/2
Pr[Y ≤ kq/2] ≤ e−kq/8

k = c logα n
Pr[Y ≤ cq logα n/2] ≤ e−cq logα n/8

c = 4/q cq logα n/2 > logα |E(G) |
cq ≥ 8 ln α

Pr[Y < logα |E(G) | ] ≤ e−cq logα n/8 = 1/n
cq

8 ln α ≤ 1/n
k = 4 ⋅ 144 ⋅ log144

143
n

Pr[Y < log144
143

|E(G) | ] ≤ 1/n

O(log n)
1 − 1/n .
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Locally Checkable Labeling
Let  be the set of all (connected) graphs with maximum 
degree ∆. 


Definition (Naor and Stockmeyer, 1995) An LCL in  is 
specified by a finite set of labels, and a finite set of labeled 
balls with maximum degree ∆, called good balls. 


Examples: 
• k-coloring, k-edge-coloring

• maximal independent set (MIS)

• maximal matching

• Etc.

ℱΔ

ℱΔ
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Focus is on LCL tasks 
solvable sequentially by 
a greedy algorithm 
selecting nodes in 
arbitrary order, like, e.g., 
k-coloring for k ≥ ∆+1.



Solving an LCL Problem
Let , and let  be an LCL in 


The LCL problem associated to  consists, for all 
nodes of any graph , to compute a label 
such that the collection of labels results in good balls 
centered at every node of .


The definition can be generalized with inputs given to 
the nodes, in addition to their IDs. 

Δ ≥ 2 L ℱΔ

L
G ∈ ℱΔ

G
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The Limited Power of 
Randomized Algorithms 

Theorem [Y.-J. Chang, T. Kopelowitz, S. Pettie (2016)]

For any LCL problem, its randomized (Monte Carlo) 
complexity on instances of size  is at least its 
deterministic complexity on instances of size  


One needs to design better deterministic algorithms for 
improving the performances of randomized algorithms!

n
log n
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Pr[success] ≥ 1 − 1/n



Proof
• Let  be an LCL problem


• Let  and  be the LOCAL 
deterministic and randomized complexity of  for 
instance of size  and maximum degree . 


• We show that 


• We assume that, initially, each node  knows its ID, as well 
as  and , with , for some .


• Let  be the family of -node graphs with maximum 
degree , and nodes with IDs on at most  bits.  

Π

𝖣𝖾𝗍Π(n, Δ) 𝖱𝖺𝗇𝖽Π(n, Δ)
Π

n Δ

𝖣𝖾𝗍Π(n, Δ) ≤ 𝖱𝖺𝗇𝖽Π(2n2, Δ)

v
n Δ ID(v) ∈ {0,1}c log n c ≥ 1

𝒢n,Δ n
Δ c log n
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• Let  be an optimal randomized algorithm for 


• Our aim is to construct a deterministic algorithm  for 


• Assume that, in , algorithm  

- performs in  rounds, and 

- uses  random bits at each node. 


• Note that . Let .


• For any  let 

 with  


• In , nodes are given  as input


• We have: 

ℛ Π

𝒟 Π

𝒢n,Δ ℛ
t(n, Δ)

r(n, Δ)

|𝒢n,Δ | ≤ 2(n
2)+cn log n ≪ 2n2 N = 2n2

G ∈ 𝒢n,Δ
G′￼ = G ∪ H H ∈ 𝒢N−n,Δ

G′￼ (N, Δ)

Pr[ℛ fails in G′￼] ≤ 1/N
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G′￼

G H



• Let us consider any function  of the form 





• Let  be the deterministic algorithm equal to 
 with the fixed random strings determined by , 

i.e., node  uses  with bit-string . 


•  runs in  rounds in 


• We said that  is bad if  fails on some 
 as part of a larger graph 

ϕ

ϕ : {0,1}c log n → {0,1}r(N,Δ)

ℛ[ϕ]
ℛ ϕ

v ℛ ϕ(ID(v))

ℛ[ϕ] t(N, Δ) G

ϕ ℛ[ϕ]
G ∈ 𝒢n,Δ G′￼
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It follows that there exists  good


Deterministic algorithm : on input , every node  

- computes ,  and 

- performs  for  rounds


By construction  never errs in 

Pr
ϕ∼unif

[ϕ bad] ≤ ∑
G∈𝒢n,Δ

Pr
ϕ∼unif

[ℛ[ϕ] errs on G]

= ∑
G∈𝒢n,Δ

Pr[ℛ errs on G with input (N, Δ)]

≤ |𝒢n,Δ | /N < 1

ϕ⋆ : {0,1}c log n → {0,1}r(N,Δ)

𝒟 (n, Δ) v
N = 2n2 t(N, Δ) r(N, Δ)

ℛ[ϕ⋆] t(N, Δ)

𝒟 𝒢n,Δ
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End Lecture 4
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