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CONGEST Model
• Each process is located at a node of a network 

modeled as an n-node graph (n = #processes)  

• Each process has a unique ID in {1,…,n} 

• Computation proceeds in synchronous rounds 
during which every process: 

1. Sends a message to each neighbor 

2. Receives a message from each neighbor 

3. Performs individual computation (same 
algorithm for all nodes)
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B bits

Typically, B = O(log n)



Non Local Problems
• In LOCAL, all (Turing constructible) problems can be solved 

in  rounds in graphs with maximum diameter . 


• Computing a Minimum-Weight Spanning Tree (MST) 
requires  rounds in the LOCAL model. 

O(D) D

Ω(D)

Input of node u : ID(u), w(e) for every e ∈ E(u) 
Output of node u : list of edges e ∈ E(u) belonging to MST



MST is a non-local problem
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Figure 3: Le problème du MST ne peut pas se résoudre localement. Toutes les arêtes ont poids 0
sauf e et e0 de poids respectifs w(e) > 0 et w(e0) > 0.

Dans la suite, nous supposerons sans perte de généralité que toutes les arêtes ont des poids
deux-à-deux différents. Si ce n’est pas le cas, on peut toujours modifier le poids w(e) de
chaque arête e = {x, y} comme suit : w0(e) = (w(e),min{Id(x), Id(y)},max{Id(x), Id(y)}).
Sous l’hypothèse des poids deux-à-deux distincts, il est facile de montrer qu’il ne peut y avoir
qu’un unique MST. Notez que nous donnerons quelques exemples dans lesquels on supposera
par exemple que, pour ensemble d’arêtes F , on a w(e) = 0 pour tout e 2 F . Pour satisfaire la
condition de poids distincts, il suffit de donner à chacune des arêtes de F un poids différent,
arbitrairement petit.

Le problème du MST ne peut pas se résoudre localement, même dans l’anneau. Considérons
en effet l’anneau Cn dessiné sur la figure 3. Le MST dépend de la valeur relative de w(e) et
w(e0). Ainsi, pour que u décide s’il doit inclure e dans mst(u), il doit connaître w(e0). Plus
formellement, considérons un algorithme distribué A de MST communiquant à distance au plus
n
2 � 2. Considérons trois instances du problème, définies par les paires (w(e), w(e0)) :

I1 = (1, 3) I2 = (3, 2) I3 = (1, 2)

Notons que n’importe quel algorithme de MST sur l’exemple de la figure 3 doit inclure toutes
les arêtes de poids nuls. Supposons que A est correct pour I1 et I2. Dans I1, on a e 2 mst(u).
Dans I2, on a e0 2 mst(u0). Du fait que u et u0 ne communiquent pas lors de l’exécution de A

(ils sont à distance n
2 � 1), le nœud u décide la même chose pour I1 et I3. De même, le nœud u0

décide la même chose pour I2 et I3. En conséquence, lorsque A s’exécute sur I3, on a e 2 mst(u)
et e0 2 mst(u0). La structure retournée pas A n’est donc pas un arbre.

Ce chapitre s’intéresse à la complexité des problèmes nécessitant de communiquer à distance
D pour les résoudre. Dans le modèle local utilisé dans le chapitre précédent, tous les problèmes
(Turing-calculable) peuvent être résolus en O(D) étapes en concentrant les données en un nœud,
résolvant le problème en ce nœud, et distribuant le résultat à tous les nœuds. Un tel algorithme
suppose toutefois de potentiellement transmettre un grand nombre d’informations sur chaque
lien à chaque étape, ce qui peut être irréaliste. Nous utiliserons donc un modèle plus raffiné
dans ce chapitre, décrit dans la section suivante.

Notons que le fait que les nœuds aient ou non une connaissance de la taille n du réseau,
voire même de son diamètre D n’a pas d’impact sur la borne ci-dessus pour le MST. Dans ce
chapitre, nous supposerons donc que les nœuds connaissent n et D.

3.1 Un modèle à congestion, et MST distribué

3.1.1 Le modèle congest

Le modèle congest est une restriction du modèle synchrone qui impose une contrainte sup-
plémentaire sur le volume des communications à chaque étape : à chaque étape, la quantité de
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input configuration I = (w(e), w(e′ ))

0000

0000

diameter(C2n) = n
Assume performing less than  rounds 

Then consider the three configurations: 

n



Local Problems

Informal definition: Problems solvable in  
rounds in LOCAL, e.g.,  rounds, or 

 rounds, with .

g(n) ≪ n
g(n) = polylog n

g(n) = O(nϵ) ϵ < 1
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Objective
In CONGEST, we aim at the following:  

• Local problems, i.e., solvable in  rounds in LOCAL 

express round-complexity in CONGEST as  
goal = minimizing  

•  Non-local problems, i.e., require  rounds in LOCAL 

express round-complexity in CONGEST as  
goal = minimizing 

o(D)

f(n)
f

Ω(D)

O(D) + f(n)
f
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Detecting subgraphs
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H is a subgraph of G if V(H) ⊆ V(G) and E(H) ⊆ E(G)

G is H-free if G does not  
contain H as a subgraph. 



Distributed decision
A distributed algorithm A decides ϕ if and only if:  

• G ⊨ ϕ  ⇒ all nodes output accept 

• G ⊭ϕ  ⇒ at least one node output reject 

Theorem Deciding -freeness can be done in 
 rounds in CONGEST.  

It takes  rounds in LOCAL

C4
O( n)

O(1)



Algorithm

Case 1: there exists a ‘large’ node w in C 
Case 2: all nodes of C are ‘small’

u

w

v1

v2

C



Lower bound 
techniques
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Reduction to communication 
complexity
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A B

G=(V,E)
Alice Bob

(A,B)-coupe minimale

Figure 8: Réduction du calcul d’une borne inférieure dans le modèle congest au calcul d’une
borne inférieure pour un problème de complexité des communications.

décision dépendait du poids d’une arête e0 à distance D = diam(G). Cela nous avait permis de
conclure à une borne inférieure ⌦(D), ce qui n’est pas forcément d’une grande pertinence pour
des graphes de petit diamètre. En revanche, si nous pouvons établir que les nœuds de la partie
A ont besoin de « beaucoup » de données provenant de B, alors nous pouvons potentiellement
exprimer une borne inférieure dépendante de n, même pour de petits diamètres. En effet, si A
a besoin de x bits provenant de B, et que la coupe minimale séparant A et B est de k arêtes,
alors le transfert de ces x bits de A vers B nécessitera au moins x/(k log n) étapes, car, à chaque
étape, au plus k log n bits peuvent transiter sur k liens dans le modèle congest.

L’argument ci-dessus n’est toutefois pas forcément trivial à utiliser. En effet, outre qu’il
convient d’identifier correctement les ensembles A et B, la notion du « nombre de bits de B
nécessaire à A» pour prendre un décision n’est pas formellement définie ici. En fait, ce ques-
tionnement fait précisément l’objet d’une théorie appelée la complexité de la communication («
communication complexity» en anglais). Dans sa version classique, la complexité des communi-
cations fait intervenir deux joueurs, Alice et Bob, devant calculer une fonction f de leurs entrées.
Plus précisément, Alice et Bob disposent chacun d’une donnée respective a et b, et la question
est : combien de bits doivent échanger Alice et Bob pour calculer f(a, b) ? Par exemple f peut
être l’indicatrice de a = b. Le point crucial est que, pour certaines fonctions f , Alice n’a pas
nécessairement besoin de tous les bits nécessaires à encoder b pour calculer f(a, b). Cela est par-
ticulièrement vrai dans un contexte probabiliste. Ainsi, la technique générale évoquée ci-dessus
et conduisant à la borne inférieure x/(k log n) ne doit pas définir x comme le nombre de bits
pour encoder les données de B, mais x comme la complexité de la communication permettant
à A de prendre la décision convenable. Ainsi, la partie A du graphe devra correspondre à un
joueur, par exemple Alice, et la partie B devra correspondre à un second joueur, par exemple
Bob.

Nous allons appliquer cette technique à la mise en évidence d’une borne inférieure pour la
construction d’un MST.

3.3.2 Borne inférieure pour la construction d’un MST

Pour établir une borne inférieurs sur le temps minimum nécessaire à la construction d’un MST
dans le modèle congest, nous allons considérer une famille d’instances, indexées par un entier
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Communication complexity

Alice Bob

f : {0,1}N x {0,1}N → {0,1}  

a ∈ {0,1}N b ∈ {0,1}N 

Alice & Bob must compute f(a,b) 

How many bits need to be exchanged between them? 



Equality

• Alice gets a ∈ {0,1}N , and Bob gets b ∈ {0,1}N 

f(a,b) = 1 ⟺ a = b 

Theorem CC(EQ) = Ω(N). 
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Set-disjointness
• Ground set S of size N 

• Alice gets A ⊆ S, and Bob gets B ⊆ S 

f(A,B) = 1 ⟺ A ∩ B = ⦰ 

Theorem CC(DISJ) = Ω(N), even using randomization 
(i.e., even if Alice and Bob have access to sources of 
random bits). 



Application 

 Deciding C4-freeness
Theorem (Drucker, Kuhn & Oshman, 2014)  
Deciding -freeness required  rounds.  

Reduction from Set-Disjointness.  

We use the following result:  

Lemma There  is an infinite family of -free graphs 
 such that, for every ,  has 

 nodes and  edges. 

C4 Ω( n /log n)

C4
{Gn : n ≥ 1} n ≥ 1 Gn
n m = Ω(n3/2)



Reduction
Let A and B as in set-disjointness with N = m = Ω(n3/2)

Alice’s copy  
of Gn

Bob’s copy  
of Gn

Alice keeps e ∈ E(Gn) 
iff e ∈ A 
Bob keeps e ∈ E(Gn) 
iff e ∈ B

e e
Algo in  rounds exchanges   

 bits  
 

         

R
R ⋅ n ⋅ log n
⇒ R ≥ Ω(n3/2)/(n log n)

= Ω( n /log n) ❏



Open problem
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Complexity of deciding       -freeness

C3-free graph

Alice Bob

2-party communication 
complexity fails



Detecting Induced 
Subgraphs

A graph  is an induced subgraph of a graph  if 

1.  

2. For every , we have  

H G

V(H) ⊆ V(G)

(u, v) ∈ V(H) × V(H)

{u, v} ∈ E(H) ⟺ {u, v} ∈ E(G)
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Detecting induced 
subgraphs is hard

Theorem Detecting induced -freeness requires 
 rounds in the CONGEST model.  

Upper bound: Every node send the IDs of all its 
neighbors to each of its neighbors.  

Each nodes send  IDs, each on  bits. 

C4
Θ̃(n)

O(n) O(log n)
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Lower Bound

Kn

Kn

Sn

Sn

complete  
graph 

(all edges)

stable  
graph 

(no edges)

perfect matching

All  
edges
N = n2

Kn,n Kn,n

Alice Bob



Proof
Reduction from set-disjointness: Let 


• Alice and Bob agree on an order  of the edges in 


• Alice receives input  and keeps only edges  for which 


• Bob receives input  and keeps only edges  for which 


Claim There is an induced  in  if and only if 


• Algorithme in  rounds exchanges  bits between Alice and 
Bob. 


• Since , we get . 

N = n2

e1, e2, …, eN Kn,n

x ∈ {0,1}N ei xi = 1

y ∈ {0,1}N ei yi = 1

C4 G ∃i : xi = yi = 1

R O(Rn log n)

CC(DISJ) = Ω(n2) R = Ω(n/log n)



Exercice 1
Show that, for every , deciding -freeness 
requires  rounds in the CONGEST model

k ≥ 1 C2k+1
Ω̃(n)
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Exercice 2
Show that deciding between  and  requires 

 rounds in the CONGEST model.
D = 2 D = 3

Θ̃(n)



End Lecture 7
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