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1 Premiéres définitions

Le A-calcul est un langage de fonctions: ’abstraction de la variable x dans un terme t, Az.t
correspond & la notation usuelle en mathématiques x +— t, la notation d’application d’un terme ¢
a un argument u, (¢)u, correspond & la notation mathématique usuelle ¢(u).

L’interprétation fonctionnelle informelle des termes ci-dessus est la suivante: Ax.x correspond
a la fonction dont le résultat est 'argument qu’elle a regu, c’est-a-dire la fonction identité, tout
comme le second terme Ay.y: le nom de la variable n’importe pas. Ax.y, avec = # y est la fonction
qui, & un argument x, associe y: il s’agit d’une fonction constante retournant y, de méme que le
terme Az.y.

Az.(x)z désigne la fonction prend un argument et applique a lui-méme. (z)Az.\zx.z est le
résultat de I'application d’une fonction = & la fonction qui prend deux arguments et retourne le
second. Az.(y)z est une fonction constante qui retourne toujours (y)z. Az.(z)(x)y est la fonction
qui, étant donné un argument x, itére deux fois l'application de cette fonction a I'argument y.
Az \y.A\z.((z)z)y représente la fonction qui prenant trois arguments, applique son troiséme argu-
ment & son premier puis applique cela & son deuxiéme argument. Az.\y.x est la fonction qui prend
deux arguments et retourne le premier; une autre maniére de voir les choses est de l'interpréter
comme la fonction qui prend un argument et construit la fonction constante qui retourne cet ar-
gument. Axz.\y.y désigne la fonction qui prend un argument et retourne la fonction identité, ou
encore la fonction qui prend un premier argument, puis un second argument et retourne ce dernier.
(Az.(z)x)Ay.(y)y représente le résultat de Iapplication de la fonction qui prend un argument et
I’applique a lui-méme, appliquée a elle-méme...

Définition 1.1 (Syntaze du lambda-calcul)

On se donne un ensemble dénombrable de variables V(3 z,y, z,2',y',2',... ).
L’ensemble A des A-termes est un ensemble de mots construits sur I'alphabet Ay =V U



{A\, ., (,)} et est défini inductivement par la grammaire suivante:

A > tu, ot w0 = | (Hu| M.t

En d’autres termes, A est le plus petit ensemble contenu dans A} tel que:
e VCA;
esitcAetxz eV, alors Ax.t € A;

o sit,u€l, (t)u€eA.

Notation 1.2

Lorsqu’on voudra indiquer que deux A-termes sont syntaxiquement égaux, on utilisera la nota-
tion t = u (mais dans la pratique, il arrivera souvent, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, que I'on
utilise simplement le symbole usuel d’égalité).

Remarque 1.3

1l s’agit d’une grammaire non ambigué dans le sens o1l elle satisfait une propriété de lecture
unique, ce qui revient a dire que I'ensemble A est isomorphe a un ensemble d’arbres comme
nous le verrons ci-dessous.

On trouve dans la littérature de petites variantes dans la syntaxe des A-termes. Il s’agit prin-

cipalement des variantes superficielles typiquement (¢ uw) pour 'application, mais également des
différences plus profondes, comme la notation de “de Bruijn” que nous évoquerons plus bas.

Notation 1.4

Pour simplifier ’écriture des A-termes et minimiser le nombre de parenthéses, on adoptera les
conventions de notation suivantes:

e [’application associe & gauche et on utilisera cette convention pour omettre certaines
parenthéses superflues: on écrira (t)uv pour ((t)u)v et plus généralement (u)ty...t,
pour ((u)ty)...t,. Autrement dit, (t)(u)vw désigne (t)((u)v)w et non pas ((t)(u)v)w.

e La portée d’une A-abstraction est la plus grande possible: elle ne s’arréte que lorsqu’une
parenthése qui clot la A-abstraction est rencontrée. Autrement dit, (t)\x.(u)vw désigne
(t)Az.((u)v)w et non pas ((t)Az.(u)v)w (et encore moins (t)(Azx.(u)v)w...);

e FEnfin, pour condenser les notations, on va également s’autoriser deux simplifications de
la notation pour les abstractions:

— on notera une séquence d’abstractions sous une abstraction unique en regroupant les
différentes variables abstraites entre le X et le .: Ax.\y.\y.t sera ainsi noté: Axyz.t;

— il arrivera que I'on note AT.t (resp. (t)u) pour Azxy....\x,.t (resp. ((t)u1)...u,) ou
T (resp. u) désigne la séquence x1 ...x, (resp. uj ...un,).

Définition 1.5 (Notation d’arbre pour les lambda-termes)

La syntaxe des A-terme définit des arbres. Il peut étre utile de représenter les A-termes sous
cette forme arborescente. On adoptera dans ce cas les conditions suivantes pour représenter re-
spectivement les variables (les feuilles des arbres), les applications (des noeuds internes binaires)
et les A-abstractions (des noeuds internes unaires):

AT

N,



Exemple 1.6

Voici quelques exemples de A-termes:

A\x.x; AY.Y;

AZ.y; Az.y

Az.(z)x; (x)A\x. x.x;
Az.(y)z; Az.(z)(x)y;

Az Ay Az ((2)x)y; Az y.x;

Az AY.Y; Ax.(z)z)\y.(y)y.

Exercice 1.1

Appliquer aux exemples ci-dessus les simplifications de parenthésage et de notation introduites
plus haut et les représenter sous forme arborescente.

Définition 1.7 (A°, Variables libres et liées)

On désignera par FV(t) et BV (t) les ensembles (d’occurrences) de variables respectivement
libres et liées dans le terme t. Ces ensembles sont définis de maniére inductive comme suit:

FV(z)={z} BV(z)=10
FV((t)u) = FV(t) U FV (u) BV((t)u) = BV (t) U BV (u)
FV(Ax.t) = FV(t)\ {z} BV (A\x.t) = BV (t) U {z}

AV désigne I'ensemble des \-termes clos, ie. n’ayant pas de variable Iibre:
A’ = {te A,FV(t) = 0}.
Enfin, on appellera cloture d’un termet tout terme \xy. ... Az, .t tel que FV (t) = {x1,..., 2, }.

Définition 1.8 (Convention de Barendregt)

On dira qu’un terme satisfait la convention de Barendregt s’il est tel que:
e ses ensembles de variables libres et liées sont disjoints;

e tous les )\ sont étiquetés par des variables distinctes.

Dans la suite, on va s’intéresser & des relations binaires sur les A-termes. Deux catégories de
relations vont particuliérement nous étre utiles, les relations compatibles et les congruences:

Définition 1.9 (Relation compatible, congruence)

Une relation binaire R sur A est dite compatible si:
Vi, u,v € A,Ve €V, tRu= (t)vR(u)v, ERW)u, ItRAz.u

Une congruence est une relation d’équivalence compatible.

2 «a, (B et substitution

Etant données les interprétations informelles de I’abstraction et de I'application, un A-terme
de la forme (Az.t)u correspond a l’application de la fonction qui & z associe ¢ & Pargument u. En
d’autres termes, (Az.t)u devrait étre égal au terme ¢t dans lequel les occurrences libres de x ont été
remplacées par u. Pour cela, on va introduire une notion de substitution d’une variable x par un
terme u dans le terme t qui sera noté ¢ {u/x}.

Avant de définir cette substitution, il est utile de remarquer le fait suivant: puisque les abstrac-
tions servent & construire des fonctions, la variable x abstraite dans Az.t doit étre une variable
muette, c’est-a-dire qu’en la remplagant par une autre variable y (& condition que y ¢ FV(t))



et en remplagant toutes les autres occurrences libres de x dans t par y, alors on obtient un
terme qui est équivalent au premier. Ceci va étre formalisé par I'a-équivalence. Une fois cette
relation d’équivalence définie, on travaillera sur 'ensemble quotient A/=, des A-termes modulo
a-équivalence.

La définition de la substitution des occurrences libres de la variable libre x dans le terme ¢
par le terme u va donc étre définie en plusieurs étapes pour parvenir a une définition précise. On
commence par deux définitions incorrectes pour motiver la définition finale. La seconde de ces
définitions se réveélera pourtant utile. On définira I’a-équivalence puis on reconsidérera les objets
sur lesquels on travaillera. Finalement, on donnera la définition finale de la substitution qui nous
servira dans la suite du cours.

Définition 2.1 (Premiére tentative de substitution par u des occurences de x dans t, t(u/x))

La substitution par u des occurences libres de x dans t, notée t(u/x), est définie par induction
sur la structure de t de la maniére suivante:

o t =u. t(u/z) = u;
o t=yavecy Zxz. t(u/z) =y;
o t = (v)w. t(u/x) = (V)w' avec v’ = v(u/z) et w' = w(u/z);

o t = Ay.w. t(u/x) = Ay avec v’ = v(u/x);

Cette définition n’est pas satisfaisante. Ainsi, alors que le terme (Az.\x.x)t est application de
la fonction constante retournant 'identité & un argument ¢, Az.x(t/x) devrait donc étre la fonction
constante mais est en fait égal & A\z.t.

De méme, alors que le terme (Ay.Az.y)z est Papplication de la fonction qui construit une fonction
constante a un argument x, Az.y(x/y) devrait donc étre la fonction constante retournant = mais
est en fait égal & A\z.x qui est la fonction identité.

Définition 2.2 (Deuxiéme tentative de substitution par u des occurences de = dans t, tju/x])

La substitution par u des occurences libres de x dans t, notée t{u/x], est définie par induction
sur la structure de t de la maniére suivante:

o t =uw. tlu/z] = u;

o t =y avecy # x. tlu/z] = y;

t = (v)w. tlu/z] = (V)w' avec v’ = v[u/x] et w' = wlu/x];

o t =Azw. tlu/z] =t;

t = Ay.wv. tlu/x] = Ay’ siy # x avec v’ = v[u/z);

Cette notion de substition n’est toujours pas satisfaisante: si elle évite le premier probléme, elle
présente toujours le second.

Pour autant, cette notion de substitution, avec capture de variable, s’avére utile pour définir
I’a-équivalence:

La définition suivante va nous permettre de régler cette question:

Définition 2.3 (Renommage de variable et a-équivalence)

On appelle « la relation sur A? définie comme:
a={(Azx.t,  ytly/z]);t € A,z € V,y e V\ (FV(t) UBV(t))}.
L’a-équivalence, notée =, est définie comme la plus petite congruence contenant la relation c.

Remarque 2.4

On pourrait se dire que la définition précédente n’est pas plus satisfaisante que la seconde



définition de la substitution puisqu’elle utilise la substitution! Pourtant, a4 bien y regarder, la
condition imposée 4 y de n’apparaitre ni libre ni liée dans t nous assure que la clause problé-
matique de la définition[2.2 qui entraine la capture de variable ne se pose jamais.

Proposition 2.5 (Caractérisation alternative de l’a-équivcalence)

La relation =, définie ci-dessus coincide avec la relation définie par u ~, v si:
e 1w est une variable et u = v;
o u = (u1)ug et v = (v1)vy tel que u; /=4 v;,0 € {1,2};

o u = Arau et v = Ay tels que u'[z/x] =, V'[z/y] pour toute variable z sauf pour un
nombre fini de variables.

La congruence engendrée par « nous permet d’identifier deux A-termes qui ne différent que par

le nom des variables liées. A partir de maintenant, on travaillera toujours & a-équivalence prés,
c’est-a-dire qu’on travaillera en fait sur 'ensemble A/ =, que l'on appellera simplement A par
concision et ’égalité syntaxique = désignera & partir de maintenant 1’a-équivalence.

Convention 2.6

A partir de maintenant, A désignera A/ =, et = désignera =,,.

On dispose maintenant des outils nécessaires pour définir la bonne notion de substitution:

Définition 2.7 (Substitution par u des occurences libres de x dans t, t {u/x})

La substitution par u des occurences libres de x dans t, notée t {u/x}, est définie par induction
sur la structure de t de la maniére suivante:

o t=u. t{u/z} =u;

e t=yavecy Zux. t{u/z} =y;

t = (Ww. t{u/z} = (W)W avec v = v{u/x} et w' = w{u/x};

t =z, t{u/z} =t;

t=Ay.v, avecy Zx etavecy & FV(u) oux & FV(v). t{u/x} = Ay avecv' = v {u/z};

t=Ay.v, avecy # x et avec y € FV(u) et x € FV(v). On considére z ¢ FV (v) U FV (u)
et on pose t{u/x} = Az.v' avec v’ = v{z/y} {u/x}.

Remarque 2.8

1. Pour que la définition précédente soit bien définie, il faut noter qu’on la fait non pas
simplement par induction sur la structure du terme auquel s’appliquer la substitution,
mais par réccurrence sur la taille du terme (du nombre de noeuds de 'arbre associé) et
que la substitution d’une variable par une variable ne modifie pas la taille d’un terme. En
effet, la derniére clause de la définition applique deux substitutions ce qui n’est pas une
définition inductive bien définie en général. Alternativement, on peut utiliser la deuxiéme
tentative de définition de la substitution, ci-dessus (dite avec capture, qui ne s’appliquerait
ici qu’aux variables et notée u[y/x]) et remplacer le dernier cas par v/ = v[z/y]{u/z},
mais on doit toujours faire I'induction sur la taille du terme.

2. On peut en fait simplifier la définition de la substitution en adoptant la définition suivante
pour le cas ot t est une abstraction:

e t = \y.w, on considére z & FV(v) U FV(u) U {z} et on pose t{u/x} = Az.v'" avec

v =wviz/y}{u/z}.

3. A ce point, il est naturel de se demander comment se fait le choix de la variable z dans la



derniére clause définissant la substitution. En effet, il y a une infinité de choix possibles:
la substitution ne parait donc pas bien définie 4 ce point. En fait, on se rappelle qu’on
travaille maintenant sur les classe d’a-équivalence et on vérifie aisément que le résultat
de la substitution ne dépend pas du représentant choisi pour la classe d’équivalence (de
départ) ni de la variable choisie pour la derniére clause de la définition.

Proposition 2.9

La définition précédente est bien formée (c¢’est-a-dire que la classe d’a-équivalence ne dépend ni
des représentants choisis, ni du choix de la variable z dans la derniére clause de la définition).

Il est en fait possible de travailler directement sur les classes d’équivalence car il existe une
représentation canonique de ces classes, appelée syntaxe de de Bruijn:

Définition 2.10 (Syntaze de de Bruijn)

Les A-termes en notation de de Bruijn sont définis par la syntaxe suivante:

tu,v=n| At (Hu n >0

Remarque 2.11

L’idée de la notation de De Bruijn est de désigner les variables par le nombre de A a ren-
contrer (en remontant dans 'arbre) pour atteindre le lieur: AAl, A2 et A3 correspondent
respectivement a A\x.\y.y, A\r.\y.x, Ax.\y.z.

Les A-termes en notation de De Bruijn sont ainsi directement les classes d’a-équivalence sur
A.

Exercice 2.1

Définir la notion de terme clos pour la syntaxe de de Bruijn puis une bijection entre les A-termes
en notation de de Bruijn clos et (les classes d’a-équivalence) des A-termes clos. Comment définir
la substitution et la B-réduction avec la notation de De Bruijn?

La signification intuitive des constructions du lambda-calcul étant celle de construction et
d’application de fonction, un A-terme de la forme (Az.t)u représente donc 'application a ’argument
u de la fonction qui a x associe t. Il semble donc naturel de vouloir relier ce terme a ¢t {u/x}.

Définition 2.12 (Relation 3)

On appelle 3 la relation sur A% définie comme:

B={(Qzt)u,t{u/x});t,u € A,z € V}.

Définition 2.13 (3-équivalence)

La B-équivalence, notée =g, est la plus petite congruence contenant f3.

Définition 2.14 (3-réduction)

La f8-réduction, notée — 3, est la plus petite relation compatible contenant la relation 3. On

. < . i .. R ..
notera respectivement —, —>;§, —>51 les: cloture réflexive et transitive, cloture transitive

et cloture réflexive de la B-réduction (notation alternative pour la dernie‘re:—>g/ 1).

Remarque 2.15

Plus généralement, on utilisera les notations précédentes pour une relation binaire p sur un
ensemble A quelconque: p*, p*, p<t.

Voici maintenant quelques propriétés concernant les relations entre S-réduction et substitution:



Propriété 2.16
Soient t,u,v,w € A et z € V. On a:

1. Siv-—pFwalorst{v/x} —% t{w/z};
2. Sit —ju alors t{v/z} —Fuf{v/z};

3. Sit—juetv—pjwalorst{v/z} —ju{w/z}.

Démonstration: Les deux premiéres propriétés se montrent par induction sur ¢ (et sur la longueur
de la réduction pour la seconde propriété) tandis que la troisiéme se déduit immeédiatement
en combinant les deux premiéres.

O
Exercice 2.2
Rédiger la démonstration de la propriété

On dit, d’apres la propriété 2.16]2, que la S-réduction est substitutive.

Définition 2.17 (Radical, forme normale)

Un radical est un terme de la forme (Azx.t)u, tandis qu'une forme normale est un terme qui
ne contient aucun radical (parmi ses sous-termes).

Définition 2.18 (Réduction, premiére version)

En premiére approximation, on considérera qu’une réduction est une famille de A\-termes
(ti)icpecw+1 telle que pour tout i € p, sit+ 1 € p alors t; — g tiy1.

La définition précedente sera raffinée par la suite car on souhaitera distinguer, dans une suite
de termes en relation par —g, les radicaux qui sont responsables de la réduction et, pour une
méme suite de terme, il peut y en avoir plusieurs, comme on le voit aisément en considérant les
termes de la forme (I)(I)(I)...(I)I ou I = Az.z. La section suivante sur les graphes de réduction,
amorcera ce raffinement de la notion de séquences de réductions.

Définition 2.19 (Terme normalisable, terme fortement normalisable)

Un lambda-terme est dit (faiblement) normalisant (ou normalisable) lorsqu’il existe une

forme normale u telle que t —% u; on dira également que t posséde une forme normale.
Un lambda-terme t est dit fortement normalisant (ou terminant) si toutes ses réductions

sont finies.
Un ensemble de A-termes L C A est dit fortement (resp. faiblement) normalisant si tous ses

éléments sont fortement (resp. faiblement) normalisants.

Proposition 2.20

1. A n’est pas fortement normalisant.

2. Il existe des lambda-termes qui sont faiblement normalisants sans étre fortement normal-
isants.

Démonstration :

1. 2 = (A)A, avec A = Az.(x)z, est un terme dont I'unique radical est lui-méme et tel
que Q2 —3 Q.

2. t = (A\z.y)Q peut se réduire soit sur y si on contracte le radical (Az.y)(2, soit sur lui-
méme si on contracte le radical 2. En conséquence, t est faiblement mais non fortement
normalisant.

O
Exercice 2.3
Montrer que la B-réduction est non-déterministe, c’est-a-dire qu’il existe des termes t,u,v tels
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uet —g u,v avec u # v.

Exercice 2.4 (B. Lercher)
Montrer que 2 est le seul A\-terme de la forme (Azx.t)u tel que (Az.t)u =t{u/z}.

3 Graphes des réductions

Définition 3.1 (Graphe des réductions d’un \-terme)

A tout lambda terme t, on associe un graphe orienté (qui peut contenir des arétes multiples
et des boucles), dont les noeuds sont étiquetés par des A\-termes et les arétes par des radicaux,
noté G(t) = (Ni, Ay) comme suit:

o Ny ={ueA;t — % u} c'est-a-dire que les noeuds sont les termes vers lesquels t peut se
réduire;

e les arétes (a € A;) sont données par la relation de S-réduction: a chaque réduction d’un
terme u vers un terme v par la réduction d’un(e occurrence de) rédex p, correspond une
aréte de G(t), A(u,w) € A, de source u, de cible v et étiquetée par p.




Remarque 3.2

On remarquera qu’il arrive qu’un terme t puisse se réduire sur un terme u de différentes maniéres
parce qu’il posséde plusieurs radicaux: chacune de ces réductions donnera lieu a une aréte
différente dans le graphe des réductions.

Par exemple t = (Az.x)(Az.x)z et on a alors:

/\ (Az.z)x

G(t) = Az.x)Az.x)x Av.x)e ————=

N S

(Mz.z)(Az.z)x

On verra plus tard dans le cours comment décrire de maniére plus précise, a travers la notion
d’occurrences, les radicaux présents dans un A-terme ce qui lévera la petite imprécision présente
actuellement dans la définition des graphes de réductions pour la notion d’aréte multiple.

Souvent, on n’écrira pas les termes explicitement, mais seulement des points représentant dif-
férents termes sur lesquels ¢ peut se réduire:

Autre exemple, on a:

Définition 3.3 (Fonction d’oubli)

Etant donné un graphe de réduction G, on définit F(G) le graphe obtenu en oubliant les étiquettes
des noeuds et des arétes de G.

Définition 3.4 (Réaliseur)

On dira qu’un A-terme t réalise un graphe avec multiarétes et boucles, G, si G = F(G(t)).
Un graphe est réalisable s’il existe un terme le réalisant.

Exemple 3.5 (Sur les graphes de réduction)

Donner, lorsque c’est possible, un A-terme dont le graphe de réduction correspond aux graphes
présentés ci-dessous. Le cas échéant, argumenter de I'impossibilité de réaliser un graphe donné.

1. %
el
2. %
el
3. %
O<—0 ———> 0
4. % e
[ ) [ )
~_ 7
5 /—\
oO<—-20 [ )
~_ S
6. Ex T




7. Ex C.%.C.H.Q

9. Q—>Q
NV
@)

o ———>0 —>0

O U

10. %

11.

AN
ANV

o<——0<—0

Exercice 3.1
Donner un \-terme réalisant les graphes de I’exemple précédent dont le numéro est suivi de la
mention “Ex”.
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4 Exercices du chapitre

Exercice 4.1

Voici quelques exemples de A-termes:

e \x.x;

(2) Az 225
Az.(y)z;
Az.(2)(2)y.

Ar Ay Az ((2)7)y;

AT Ay.x;

AT AY.Y;

(Az.(z)2)Ay.(y)y-

Appliquer aux exemples ci-dessus les simplification de parenthésage et notation introduite plus
haut et les représenter sous forme arborescente.

Exercice 4.2

Les \-termes en notation de de Bruijn sont définis par la syntaxe suivante:
tu,vi=n| At (Hu n>0

Définir la notion de terme clos pour la syntaxe de de Bruijn puis une bijection entre les
A-termes en notation de de Bruijn clos et (les classes d’a-équivalence) des A-termes clos.
Comment définir la substitution et la B-réduction avec la notation de De Bruijn?

Exercice 4.3

Démontrer les propriétés suivantes: Soient t,u,v,w € A et z € V. On a:
1. Siv —pfw alors t{v/z} —% t{w/z};
2. Sit —ju alors t{v/x} —juf{v/z};

3. Sit—juetv—pwalorst{v/z} —ju{w/z}.

Exercice 4.4 (Sur les graphes de réduction)

Donner, lorsque c’est possible, un A-terme dont le graphe de réduction correspond aux graphes
présentés ci-dessous.

1. Ex ./\.
X7
2. Ex N
C'%.\/.H'Q
3. Ex
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