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Historique

Années 1980 — Claude Berge, Hypergraphes
1996 —  McCullough et Miller, poset de Whitehead
2001 — 2007 — McCammond et Meier, poset des hyperarbres
— 2004 : (n—1)"2
2007 — Chapoton, polynéme caractéristique
et conjecture
Probleme :

L'action de &, sur PreLie(n-1) est-elle la méme que sur I'unique groupe
d'homologie du poset des hyperarbres sur n sommets ?
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o Des especes au poset des hyperarbres
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Qu'est-ce qu'une espece ?

Définition

Une espece F est un foncteur de la catégorie des ensembles finis et
bijections dans elle-méme. A un ensemble fini I, I'espéce F associe un
ensemble fini F(I) indépendent de la nature de |.
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Qu'est-ce qu'une espece ?
Définition
Une espéce F est un foncteur de la catégorie des ensembles finis et

bijections dans elle-méme. A un ensemble fini I, | ‘espéce F associe un
ensemble fini F(1) indépendent de la nature de I.

Espece = plan de construction, avec invariance de |I'ensemble d'arrivée par
ré-étiquetage
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Qu'est-ce qu'une espece ?
Définition
Une espéce F est un foncteur de la catégorie des ensembles finis et

bijections dans elle-méme. A un ensemble fini I, I'espéce F associe un
ensemble fini F(I) indépendent de la nature de |.

Contre-exemples
Les ensembles ci-dessous ne sont pas les images d'un ensemble par une
espece :

e {(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1)(3,1,2) } (ensemble des permutations de
{1,2,3} avec exactement 1 élément plus grand que I'élément
précédent)

o (graphe de divisibilité de {1,2,3,4,5,6})

Josc
ORO2020)
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Exemples

Les ensembles ci-dessous sont des images par des especes de I'ensemble
{1,2,3}.
e {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)} (espece des
listes sur {1,2,3})

o {{1,2,3}} (espece des ensembles non vides Comm)

gt daad da sl 8}

arbres enracinés PreLie)

Bérénice Oger (ICJ -Lyon) Le poset des hyperarbres Jeudi 28 février 2013

6/ 40



Exemples
Les ensembles ci-dessous sont des images par des espéces de I'ensemble

(%, &Y.

o (0. %), (0, . A), (4,0, &), (A, &,D), (.0, &), (b, 4, 0)}
(espece des listes sur {&, O, d})

o {{O, M, &}} (espece des ensembles non vides Comm)

(agpd el teat s

arbres enracinés PreLie)
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Opérations sur les especes

Proposition

Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées dessus :

o (F+ G)(I) = F(I)U G(/), (addition)
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Opérations sur les especes
Proposition

Soient F et G, deux espéces. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées dessus :

o (F+ G)(I) = F(I) U G(/), (addition)
o (Fx G)(I) =X yup=1 F(h) x G(h), (produit)

Exemple : produit par I'espece des singletons
Soit F une espéce et X, |'espece des singletons :

X(V)=Vsi|V|=1,0sinon.
Le produit est donné par :

X x F(I)=>"{i} x F(I — {i}).

icl
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Opérations sur les especes

Proposition
Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées dessus :

o (F+ G)(I)= F(I)u G(I), (addition)

o (Fx G)(I)= > hup=s F(h) x G(k), (produit)

e F'(I)=F(IU{e}), (dérivée)

Exemple : dérivée de I'espece des cycles pour | = {O, &, &}

v
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Opérations sur les especes

Proposition

Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent étre
effectuées dessus :

o (F+ G)(I)= F(I)u G(I), (addition)

o (F x G)(I) = Sy F(h) x G(h), (produit)

e F'(I)=F(IU{e}), (dérivée)

o (FoG)(I) = Urepqy F(m) x I1ser G(J), (substitution) ot P(/)
décrit I'ensemble des partitions de /.
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Opérations sur les especes

Proposition

Soient F et G, deux especes. Les opérations suivantes peuvent &tre

effectuées dessus :

o (F+ G)(I)= F(I)u G(I), (addition)
o (F x 6)(1) = Syupet F(h) x G(h), (produt)
o F'(I)= F(IU{e}), (dérivée)
o (FoG)(I) = Usrepuy F(m) x I1 er G(J), (substitution) ot P(/)

décrit I'ensemble des partitions de /.

Exemple de substitution : Arbres enracinés de listes sur | = {1,2,3,4}

(4)

(3:2) (1)

(3:4)

(2,3)

(1,3,2,4)

(1)

(1,|2)

(4.1)

(4,2,3)
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Définition
A une espéce F, on associe sa série génératrice :

Cr(x) =Y _#F{1,..., n})X—".

I
=0 n!

Exemples de séries génératrices :

o La série génératrice de I'espece des listes est Cassoc = ﬁ

@ La série génératrice de |'espéce des ensembles non vides est
Ccomm = exp(X) — 1.

o La série génératrice de I'espece singleton est Cx = x.

o La série génératrice de |'espece des arbres enracinés est

_ —1x"
CPreLie - ZnZO n" %
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Opérations sur les séries génératrices

Proposition
Soit F et G deux especes. Leurs séries génératrices vérifient :
o Cpr = Cp,
o Cric=Cr+ Cg,
® Crxg = Cr x Cg,
o

Crog = Cr o Cg.
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Hypergraphes et hyperarbres

Définition ([Ber89])
Un hypergraphe (sur un ensemble V') est un couple (V, E) ou :
e V est un ensemble fini, (sommets)

o E est un sous-ensemble de I'ensemble des parties de V, P(V).
(arétes)

Exemple d'hypergraphe sur [1;7]
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Marche sur un hypergraphe

Définition
Soit H = (V/, E) un hypergraphe.
Une marche d’'un sommet ou d’une aréte d vers un sommet ou une aréte f
de H est une suite alternée de sommets et d'arétes, commengant par d et
terminant par f :

(d,...,e,-,v,-,e,-H,...,f)

ou pour tout i, vi € V, e; € E et {v;,vit1} C e;. La longueur de la marche
est le nombre de sommets et d’arétes de la marche.

v

Exemples de marches
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Hyperarbres

Définition

Un hyperarbre est un hypergraphe non trivial H tel que, pour toute paire
de sommets distincts v et w de H,

o il existe une marche de v 3 w dans H avec des arétes disjointes e; ( H
est connexe),

o cette marche est unique (H n’a pas de cycles).

Exemple d'hyperarbre

0'@

@ O,
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Le poset des hyperarbres
Définition
Soit | un ensemble fini de cardinal n, S et T deux hyperarbres sur I.

S <X T < Toute aréte de S est ['union d’arétes de T .

OnnoteS<TsiS<XTetS#T.

Exemple pour les hyperarbres sur quatre sommets

Q—5
4

> @

=
& ® @ @O @@
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Bérénice Oger (ICJ -Lyon)

Graduation par le nombre d'arétes,
Existence d’un unique minimum 0,
HT(l) = poset des hyperarbres sur /,

HT, = poset des hyperarbres sur [1, n].

Le poset des hyperarbres

Jeudi 28 février 2013
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Plan

e L'homologie du poset des hyperarbres
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Homologie du poset
A chaque poset, on peut associer une homologie.
Définition

Une k-chaine stricte d’hyperarbres sur | est un k-uplet (a1, ..., ax), ou les
aj sont des hyperarbres sur | différents du minimum 0 et a; < aj11.
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Homologie du poset

A chaque poset, on peut associer une homologie.

Définition

Une k-chaine stricte d’hyperarbres sur | est un k-uplet (a1, ..., ak), ol les
aj sont des hyperarbres sur | différents du minimum 0 et a; < aj11.

Soit Cy, I'espace vectoriel engendré par les k + 1-chafines strictes. On pose
C_;1 = C.e. On munit I'ensemble (Cy)x>_1 des bords :

k+1
8k(31 < ... =< ak+1) = Z(—l)’(al <...=&§=<...=< ak+1),
i=1

(al <...=< ak+1) € Cy.
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Homologie du poset

A chaque poset, on peut associer une homologie.

Définition

Une k-chaine stricte d’hyperarbres sur | est un k-uplet (a1, ..., ak), ol les
aj sont des hyperarbres sur | différents du minimum 0 et a; < aj11.

Soit C, I'espace vectoriel engendré par les k + 1-chaines strictes. On pose
C_1 = C.e. On munit I'ensemble (Cy)x>_1 des bords :

k+1
ak(al < ... =< ak+1) = Z(—l)’(al <...=&§=<...=< ak+1),
i=1

(al <...=< ak+1) € C.
On définit I'homologie du poset par :

/:Ij = ker6j/im6j+1.
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Théoreme ([MMO04])

n=#I.

Il'y a un seul groupe d’homologie réduite non nul, le groupe H,_3, ol
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Théoreme ([MMO04])

Il'y a un seul groupe d’homologie réduite non nul, le groupe H,_3, ot

n=#I.

Corollaire

Le caractére de 'action du groupe symétrique sur H,_3 est donné en
fonction des caracteres des actions du groupe symétrique sur Cy par :

n—3

Xp,_, = (1) kzl(—l)kxck, ol n = #1.
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Compter les chaines strictes a |'aide de chaines larges

Soit / un ensemble de cardinal n.
Définition
Une k-chaine large d’hyperarbres sur | est un k-uplet (ay, ..

.,ax), ou les
aj sont des hyperarbres sur | et a; < aj41.
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Compter les chaines strictes a |'aide de chaines larges

Soit / un ensemble de cardinal n.

Définition

Une k-chaine large d’hyperarbres sur | est un k-uplet (a1, ..., ak), ol les
aj sont des hyperarbres sur | et a; < aj41.

Soit My s I'ensemble des mots sur {0,1} de longueur k, contenant s lettres
"1". L'espece M s est définie par :

0 — Mk,57
VAD — 0.
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Proposition
Les especes Hy des k-chaines larges et HS; des i-chaines strictes sont
reliées par :

Hy = ZHS,' X M.

i>0
v
Démonstration.
Elimination des répétitions (aiy; - -+ ai)
(al, ey ak)
u; =0si a; =a;_1, 1 sinon Ui. ... .U A
! I (e, ..., i) en posant ap = 0. Ol
v
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n—2

k
szz

s
; Xi+
i=0

La proposition précédente donne, pour tout entier naturel k :
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La proposition précédente donne, pour tout entier naturel k :

n—2 k
i=0

Xk est donc un polynome P(k) en k qui donne, évalué en —1, le caractére
voulu :

Corollaire

Xip,_, = (=1)"P(=1) = (=1)"x1

Dans ce qui suit, sauf mention contraire, les hyperarbres seront sur

{1,...,n}.
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Hyperarbres pointés

Définition

Soit un hyperarbre H sur . H est dit :
@ enraciné en un sommet s si un sommet s de H est distingué,
@ pointé en une aréte a si une aréte a de H est distinguée,

@ pointé en un drapeau s € a si une aréte a de H et un sommet s de a
sont distingués.

Exemples d'hyperarbres pointés
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Proposition : Principe de dissymétrie

Les especes pointées et non pointées d'hyperarbres sont reliées par :

H+ HP? =HP + H°.

Preuve ici

On note respectivement Hy, I'espéce des k-chaines larges d’hyperarbres et
HL?, HY et H3 les especes des k-chaines larges d’hyperarbres dont le
minimum est pointé en un sommet et une aréte, enraciné en un sommet
ou pointé en une aréte.

Corollaire ([Ogel2])

Les espéces des k-chaines larges d’hyperarbres sont reliées par :

Hi + HE = HE +Hj.
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Une derniére sorte d'hyperarbres
Définition

Un hyperarbre creux sur n sommets (n > 1) est un hyperarbre sur

I'ensemble {#,1,...,n}, tel que le sommet étiqueté par #, appelé le
creux, appartienne a une et une seule aréte.

Un exemple d’hyperarbre creux

@—B3 ®
©O—Q) @ (D
@ 8)

On note H{™, I'espece des k-chaines d'hyperarbres dont le minimum est
un hyperarbre creux a une seule aréte et H$, 'espece des k-chaines

d'hyperarbres dont le minimum est un hyperarbre creux.
Bérénice Oger (ICJ -Lyon)
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Relations entre les especes d'hyperarbres

Théoreme
Les especes Hy, 'H',:, Hi et H{™ vérifient :

HE = X x H),
Hf, = X x CommoHj, + X,
HE = HE™ o HE,

H{™ = CommoHj,_;.
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Relations entre les especes d'hyperarbres
Théoreme

Les especes Hy, 'H’,:, Hi et H{™ vérifient :

HE = X x H (1)

Hf, = X x CommoHj, + X, (2)
HE = HE™ o HP, 3)

H{" = CommoHy_;. (4)

Démonstration.

© Pointer une espéce revient a faire le produit de I'espece singleton X et
de sa dérivée,

@ On sépare la racine et chacune des arétes la contenant, laissant des
creux la ou était la racine,

v
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Suite de la démonstration.

Hf, = X x CommoHj, + X,

<> O+

@@ ® : @ 3G
©) ©— @ﬁ%‘i‘@@

Fin de la preuve

v
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Dimension de I'homologie

Proposition

Les séries génératrices des especes Hy, HYy, H§ et H™ vérifient :

Ch_oCP
Ch=x-exp (#—1),
Ci
Ck = (Ck—1 — x)(CR),
CE" = (Ciy —x)(CR),
x-Cp =Cr,

Ck+CPP=cCf+Cf.
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Lemme

Les séries génératrices des espéces Ho et Hf sont données par :
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Lemme

Les séries génératrices des especes Hg et H§ sont données par :

Ces valeurs avec les équations de la proposition précédente donnent :

Théoreme ([MMO04])

La dimension du seul groupe d’homologie non trivial du poset des
hyperarbres est (n —1)"2.

Cette dimension est la dimension de |'espace vectoriel PreLie(n-1) qui a
pour base I'’ensemble des arbres enracinés sur n — 1 sommets.
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@ Cette dimension est la dimension de I'espace vectoriel PreLie(n — 1)
qui a pour base I'ensemble des arbres enracinés sur n — 1 sommets.
L'opérade (espece vérifiant des propriétés complémentaires de
composition) dont les espaces vectoriels sous-jacents sont les
PreLie(n) est PreLie.

@ Cette opérade est anti-cyclique (cf. [Cha05]) : on peut munir 'espace
vectoriel PreLie(n — 1) d'une action du groupe symétrique &, qui
étend celle de &,_1.

© De plus, il y a une action de &, sur |'unique groupe d'homologie du
poset des hyperarbres sur n sommets.

Question

L'action de &, sur PreLie(n-1) est-elle la méme que sur I'unique groupe
d'homologie du poset des hyperarbres sur n sommets ?
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Plan

© Du poset des hyperarbres aux arbres enracinés
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Définition
L’ indice cyclique d’une espéce F est la série formelle en une infinité de
variables p = (p1, p2, p3, - - .) definie par :

ZE(p) = Xn>o # (Xoes, FOPTI PR32 ..),

@ avec F?, le nombre de F-structures fixées par I'action de o,

@ et g;, le nombre de cycles de longueur i dans la décomposition en
cycles disjoints de o.

Exemples

o L’indice cyclique de I'espece des listes est Zassoc = 1_—1p1.

o L’indice cyclique de I'espece des ensembles non vides est
ZComm - eXp(Zkzl p_kk) - L
@ L'indice cyclique de I'espece singleton est Zx = ps.
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Opérations

Les opérations sur les especes se traduisent en opérations sur I'indice
cyclique :
Proposition

Soient F et G deux espéces. Leurs indices cycliques vérifient :

Zri¢ =ZFr+ 26, Zrxc = ZF X Zg,

Y4
Zro¢ = Zr o Zg, Zp = o

Définition
La suspension ¥ d’une fonction symétrique f(p1, p2, p3, . ..) est définie
par :

Xf = —f(=p1,—p2,—p3,...) = —fo—p1.
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Utilisant les relations sur les espéces établies précédemment :

Proposition
Les séries Zy, Z, Z7 et Z satisfont les relations suivantes :
L+ 22 =270+ 7, (10)
ZP ozl - ZP
ZP = p1 + p1 x Commo ( k=l ; k), (11)
Zk
2R+ 270 = Zk_q10 Z}, (12)
2 20— 2f 02, (13)
et
0Zy
— =27 14
p1 apl k ( )J
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Théoreme ([Ogel2], conjecture de [Cha07])

L’indice cyclique Z_1, qui donne le caractére de I'action &,, sur I:I,,_3, est

reliée a I'indice cyclique M associée a la structure anti-cyclique de PreLie
par :

L’indice cyclique ZP| est donné par :

ZP, = p1 (X PreLie+1). (16)

v
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Théoreme ([Ogel2], conjecture de [Cha07])

L’indice cyclique Z_1, qui donne le caractére de I'action &,, sur I:I,,_3, est
reliée a I'indice cyclique M associée a la structure anti-cyclique de PreLie
par :

Z_1 = pP1— >M. (15)

L’indice cyclique ZP| est donné par :

ZP, = p1 (X PreLie+1). (16)

v

Démonstration.
Esquisse de la preuve
@ Calcul de Zp = Comm et de Zé’ = p1 + p1 X Comm

@ Que I'on replace dans I'expression de ZJ' en fonction de lui-méme et
P
de Z7,
P
2

ZP o0 ZP — ZP
Z5 = p1 + p1 x Commo <M> ,

v
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Suite de la preuve.

© Comme X PrelLieoZ} = ZJ o ¥ PreLie = py, d’aprés [Cha07], on
obtient :
ZP, = p1 (X PreLie+1).

@ Le principe de dissymétrie associé aux expressions obtenues donne :

Comm+2P,0Z0 —Z0 =20 +Z 1020 — Z¢.
d'ol
Comm oY PreLie +p; (X PreLie+1) —p1 = p1 +Z_1 — p1.

@ On conclut grace a I'égalité de [Cha05, equation 50] :

1
—1=—pi(~1+XPreLie+———).
M-1 pi(—1+ X Pre Ie+ZPreLie)
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Merci de votre attention!

[Ogel2] Bérénice Oger Action of the symmetric groups on the homology
of the hypertree posets. A paraitre dans the Journal of Algebraic
Combinatorics.
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Excentricité

Définition

Excentricité L’excentricité d'un sommet ou d’une aréte est le nombre
maximal de sommet sur une marche sans répétitions jusqu'a un autre
sommet.

Le centre d’un hyperarbre quelconque est le sommet ou I'aréte
d’excentricité minimale.

Exemple d'excentricités

Oe=4 O e=5
©e=5 () e=6
”\ Oe=7
Qe=7 Oe=9
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et fin!

@ Cas creux :

(17)
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