Fonction ¢ de Carlitz et automates.

Valérie Berthé

Résumé : Carlitz a défini sur F,; une fonction ¢ et une série formelle II,
analogues respectivement a la fonction ¢ de Riemann et au réel 7. Yu a montré,
en utilisant les modules de Drinfeld, que ((s)/II* est transcendant pour tout
s non divisible par ¢ — 1. Nous donnons ici une preuve “automatique” de la
transcendance de ((s)/II® pour 1 < s < ¢ — 2, en utilisant le théoréme de
Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy.

1 Introduction

Soient p un nombre premier, ¢ une puissance entiere strictement positive de
p et Fy le corps & ¢ éléments. On note F,[z] Panneau des polynémes & une
indéterminée sur F, et F,(z) le corps des fractions rationnelles en z. On définit
sur F,(x) une valeur absolue ultramétrique par :

| E |= ¢" pour E € Fy(x) et d°E = k.

La valuation associée est v(F) = —d°E. Le complété de F,(z), pour cette
valuation, est le corps F,((1/2)) des séries formelles de Laurent, c’est-a-dire

+00
F((1/2)={) &

n=—oo

ont On € F, et les (an)n<o presque tous nuls}.

On définit la fonction ¢ de Carlitz, a valeurs dans F,((1/x)), par :

((m) = > 1/G™, m>1.

GEF4[z] et G unitaire

La fonction ¢ de Carlitz est I’analogue en caractéristique finie de la fonction ¢
de Riemann. Carlitz a ainsi établi dans [2] que, pour s divisible par (¢ — 1),
¢(s)/II* € Fy(z), avec

i+1
[

“+o0 xqj e
T | [E——)
7=0

Cette propriété est I’équivalent du résultat d’Euler sur les valeurs paires de la
fonction ¢ de Riemann, & savoir ((2n)/m?" est rationnel pour n non nul.



En 1941, Wade prouve dans [9] la transcendance de II sur Fy(x). On en
déduit la transcendance de {(s) pour s =0 (¢ — 1). En 1986-87, Thakur établit
dans [8] des résultats d’irrationalité pour 1 < s < ¢? alors que Damamme montre
lirrationalité de ((s) pour 1 < s < ¢, ([4]). En 1988, Damamme et Hellegouarch
prouvent la transcendance de ((s) pour 1 < s < ¢? par la méthode de Wade,
([7]). Enfin, en 1989, Damamme établit dans [5], voir aussi [6], la preuve de
la transcendance de ((s) pour tout s. Parallelement, Yu prouve en 1988, par
une méthode utilisant les modules de Drinfeld, que pour tout entier s non nul,
¢(s) est transcendant et pour tout entier s non divisible par ¢ — 1, {(s)/II® est
transcendant, (la preuve est parue dans [10]).

Par ailleurs, en 1989, Allouche donne dans [1] une preuve élémentaire de la
transcendance de IT par les automates, c’est-a-dire en utilisant le théoreme de
Christol, Kamae, Mendeés France et Rauzy, (voir [3]), énoncé ci-dessous :



Théoréme 1 (Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy)
Soit (u(n))nen une suite a valeurs dans Fy. Il y a équivalence entre les deux
conditions sutvantes :
1) la série formelle Z u(n)z™" est algébrique sur Fy(z),
n>0
2) Uensemble E des sous-suites de la suite (u(n))nen défini par

E = {(u(¢"n+7))pen; k>0; 0<r <g"—1}
est fini.

Allouche étudie, en fait, le quotient «/II, avec

—+oo J

x4

=0

Notons que « est algébrique sur Fy(z), il suffit de considérer a9 pour s’en
convaincre.

M’inspirant de 'article d’Allouche, je donne ici une preuve “automatique”
de la transcendance de ((s)/II° pour 1 < s < ¢—2. Il est, en effet, intéressant de
multiplier ¢(s)/II® par a®. On obtient ainsi une expression simple des coefficients
du développement en série formelle de %as. L’étude des sous-suites de la forme
(u(@n+1+s(g+ ¢+ ... + " 1)))nen, avec (u(n))nen définie par

n>0

montre qu’il existe un nombre infini de telles suites. On déduit alors du théoreme
de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy, les transcendances de %SS) a® et
de ¢(s)/II°, a étant algébrique sur F,(z).

Je vais dans une premiere partie de cet article me restreindre au cas ot s = 1,
puis je généraliserai la méthode employée au casou 1 < s < q— 2.

2 Preuve de la transcendance de ((1)/I1

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le théoreme suivant :
Théoréme 2 Pour ¢ # 2, ((1)/II est transcendant sur F4(z).
Thakur a établi dans [8] que, pour 1 < s < g,
+oo
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On a, en particulier, pour s =1 :

“+00 k 1
D=1+ [
k=1 j=1

Il en résulte que

k
_1+Z q+ tg” ljl(ﬁl)qf—l)

On a
+oo

@ _
a:H( - ”1 )et II= H a;ﬂ_xx).

Jj=0

On obtient alors
g H (1—(= q —1

Multiplions ¢(1) par a/II :

+oo
1.4
— +...+ -1
T ——+§: et I = (7).
Jj=k+1

2.1 Développements en série formelle de ;((1) et de {(¢(1)—
1)
Pour appliquer le théoréeme de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy, nous

avons besoin du développement en série formelle de £¢(1). Considérons, pour
commencer, le développement de a/TI. On note que, si n s’écrit sous la forme

—+o0
n= Zak(qk — 1) avec ey, =0 ou 1,6, = 0 pour k assez grand,
k=1

une telle décomposition est unique. On a, en effet :

T

Vr e N* Z(qk 1) <q¢ -1
k=1

11 suffit alors de comparer les indices des plus grands termes non nuls de chacune
de deux telles décompositions. Ils sont nécessairement égaux. On en déduit, par
une récurrence simple, le résultat souhaité.

Il en résulte la proposition suivante :



Proposition 1 Soit (a(n))nen la suite définie par

o= Z a(n)x™"

n>0

Sin s’écrit
“+o00
_ k _ _
n= Zak(q — 1) avec e, =0 ou 1,e, = 0 pour k assez grand,
k=1

+ oo

alors a(n) = (—1)Zk=1 ek
sinon a(n) = 0.
Nous allons en déduire la proposition 2 :

Proposition 2 Soit (b(n))nen la suite définie par

o —n
()1 = Y bne
n>0
Ona:
b(n) # 0 si et seulement si n s’écrit sous la forme n = q+...4+¢"+ Z gi(¢’-1),
j=it+1

aveci>1,e;, =0 ou 1, et €; =0 pour j assez grand.

Preuve de la proposition 2 :  Soit kK € N*. On définit (ax(n))nen par

o0 1,
1—(= ¢’ —1 _ —-n
TG =Y ame
j=k+1 n>0
Si n s’écrit
“+oo
n= Z gi(¢" — 1) avec ; = 0 ou 1,¢; = 0 pour 7 assez grand,
i=k+1

“+ oo
i

alors ay,(n) = (—1)&vi=k+1"",

sinon ax(n) = 0.



On a, par ailleurs :

+oo
2 (1) 1) = YD) S ) ()

k=1 n>0
Par conséquent,
Sem-n=Y6r Y Dbt
n>0 1<k tq g+...+¢*<n
La proposition 2 découle alors du lemme suivant :
Lemme 1 Sin s’écrit sous la forme

+oo
n=qg+..+q¢ + Zsj(qj—l) (1)
J=i+1

avec i > 1,65, =0 ou 1,e; =0 pour j assez grand,

une telle décomposition est unique.

Preuve du lemme 1: On a

ks
Vr € N* qu <q Tt -1
k=1

Les indices des plus grands termes non nuls en “g/ — 17 de chacune de deux
telles décompositions, s’ils existent, sont donc nécessairement égaux. On est
alors ramené au cas ol :

n=q+.+¢ = q+..+¢'+ Z S¢(¢"—1) aveci > 1,1>1, 6; = 0 ou 1,d; = 0 pour ¢ assez grand.
t>14+1

L’indice du plus grand coefficient non nul de (d;):en, 8’1l existe, est nécessairement
1 et donc §; = 1. On obtient alorsque l=iet Vt>1+1 6 = 0. On en déduit
l'unicité de la décomposition de n sous forme (1).

2.2 Schéma de la preuve du théoréeme 2

Soit (¢(n))nen définie par

On a
(c(n))nen = (a(n))nen + (b(n))neN
Nous allons considérer les sous-suites (c(¢¥n + 1+ ¢+ ... + ¢* 1)) en pour
k > 3 et démontrer la proposition suivante :



Proposition 3 Soit k > 3. Soit f(k)=¢* —1—(1+q+ ...+ ¢"1).
Lindice du premier terme non nul de la sous-suite (c(¢"n 4+ 1+ q + ... +
k—1
¢""))nen est
n=q+q>+ ...—l—qf(k).

Pour cela, nous allons successivement étudier, aux paragraphes 2.3 et 2.4,
les sous-suites (a(¢"n+1+q+...+¢" ) nen et (b(g"n+1+g+ ...+ ¢" ) nen,
puis établir les lemmes 2 et 3, énoncés ci-dessous :

Lemme 2 Soit k > 2. Soit f(k)=¢"* —1—(1+q+...+¢"1).
Lindice du premier terme non nul de la sous-suite (a(¢"n +1 +q + ... +
k—1
q ))nGN est
n=q+q>+ ...—l—qf(k).

Lemme 3 Soit k > 3. Soit g(k) =q¢* —2 — (¢*> + ... + ¢*71).
Lindice du premier terme non nul de la sous-suite (b(¢"n + 1+ q + ... +
7" ))nen est

n=q+q +.. +q¢®,

On a f(k) < g(k), Vk > 3. On rappelle, de plus, que la suite (¢(n))nen est
définie comme la somme des suites (a(n))nen et (b(n))nen. La proposition 3
résulte donc des lemmes 2 et 3.

Pour ¢ # 2, la suite (f(k))r>3 est strictement croissante, ce qui implique
que les sous-suites (c(¢"n +1+q+ ... + ¢ 1))nen different par I'indice de leur
premier terme non nul. Elles sont donc distinctes et I'ensemble {(c(¢fn + 1 +
g+ .+ D) nen; k> 3} est infini. L’ensemble {(c(qkn—i—r))neN; k>0;0<
r < ¢ — 1} I'est a fortiori aussi. Selon le théoréme de Christol, Kamae, Mendes
France et Rauzy, on en déduit la transcendance de ((1) sur Fy(x) pour q # 2

et, par conséquent, celle de %, ce qui acheve la preuve du théoreme 2.

Remarque : Notons que les lemmes 2 et 3 permettent, de méme, d’établir
les transcendances de § et de {f(¢(1) — 1) pour ¢ # 2. Nous sommes alors
confrontés a une somme de deux transcendants. Le fait de considérer les sous-
suites, par le biais du théoreme de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy,

permet néanmoins de lever cet obstacle.

2.3 Preuve du lemme 2

On pose (ag(n))nen la suite définie par :

ar(n) =ald®n+1+q+...+¢" 1) VYneN.



Soit k > 2. Soit n € N tel que ag(n) # 0. Selon la proposition 1,

3 (gj)jen avec €; = 0 ou 1,&; = 0 pour j assez grand, tels que ¢*n-+14gq+...4-¢*~
+oo

On pose 0 = Zej. On a
j=1
Fntltqg+..+¢"7 = Y gd+> ad o

1<j<k—1 1>k

Par conséquent,

I\ > 1 tel que o = A" + Z (g5 — D¢’ — 1.
1< <h—1

On en déduit que

n=(-A+er)+ Z g1t 7",
1>k et Zl>k sl:d—zj'gk £;

Autrement dit,

n=(-At+ep)+ Z eig =k, (2)
I>k et ZDICEZZS

avec S = O’—E £;

J<k
k—1
= M+ Z(ej —-1)¢ — Zsj - 1.
=1 i<k
Réciproquement, soit n pouvant s’écrire sous la forme (2).
On a
Fn+ltq+..+¢"" = Fleaa-N+D ad =D a+o-> g+1+..
I>k 1>k §<k
= (@ -D+> ald —D)+> el —1).
1>k j<k

Selon la proposition 1, on obtient bien ag(n) # 0.
On vérifie, de plus, que

MF—2—qg— .. —¢F1<S<AF -1,

“+oo
A== ij(
j=1
+ qkfl



avec -
S ="+ Z(aj ~1)¢’ — Zgj —1.
=1 i<k
Par conséquent, la différence entre deux valeurs de S correspondant respective-
ment & A+ 1 et A est supérieure & ¢¥ — 1 — ¢ — ... — ¢* . On en déduit alors

que le plus petit n pouvant s’écrire sous la forme (2) est nécessairement obtenu
pour A = 1.

Soit m(k) le plus petit m tel que ai(m) # 0, c’est-a-dire le plus petit m
pouvant s’écrire sous la forme (2). On a vu que A = 1. On vérifie alors que
m(k) est obtenu pour

gg=0pour1<j<k—-1

e =1
a=lpourk+1<I<k+q¢" —1-(1+..+¢"")
g=0pourl>k+¢"—1— 1+ ..+¢"1).
On a alors m(k) = ¢+ ... + ¢® avec f(k) = ¢* =1 — (1 + ...+ ¢" 1), ce qui

acheve la preuve du lemme 2.

Remarque : On a vu que, pour ¢ # 2, le lemme 2 permet d’établir que «/II
et donc IT sont transcendants. Mais, pour ¢ = 2, f(k) est stationnaire. Dans
ce cas, il suffit de reprendre les sous-suites de la forme (a(¢*n + ¢* — k))nen
avec k > 2, considérées par Allouche dans [1]. La méthode employée ci-dessus
permet de retrouver le résultat suivant énoncé par Allouche dans le méme article

Proposition 4 Soit k > 2. L’indice du premier terme non nul de (a(¢®n +

q* —k))nen estn=q+ ... +¢" L.

Il n’y a plus risque de stationnarité pour ¢ = 2. Cet ensemble de sous-suites
permet donc d’établir, aussi bien pour ¢ = 2 que pour toute puissance entiere
strictement positive de p premier, la transcendance de II sur F,(z).

2.4 Preuve du lemme 3

On pose (Bk(n))nen la suite définie par :
Be(n) =b(*n+1+q+..+¢" 1) VneN.
Soit k > 3. Soit n € N tel que G (n) # 0. Selon la proposition 2,

3i>1,3 (gj)jen avec g, =0 ou 1,e; = 0 pour j assez grand, tels que



+oo
Fn+l+qg+. .+ =g+ +¢+ Z ei(g? —1).
jzit+1
“+oo

On pose 0 = Z £j.

Jj>it+l
Nous allons distinguer trois cas suivant la position de ¢ par rapport a k :

Cas1l: Sii>Fk,ona
Fntl=¢"+..+¢+ E gjq¢’ —o.

jzitl

Par conséquent,
I\ > 1 tel que o = —1 + A¢".

On en déduit que

n=-\+ Z ¢ + Z quj_k.

0<i<i—k i L
L Jj>1 et Zj>i gj=0

Autrement dit,

n=-\+ Z ¢ + Z ajqj’k.

0<I<i—k i~ gk —
Sis J>i et Zj>i6-77)\q 1
On vérifie réciproquement qu'un tel n convient.

Le plus petit entier nq(k) de cette forme est obtenu pour
A=1
1=k
6l=1pourk+1§l§k—|—qk—1
gg=0pourl>k+q*—1
On a alors ny (k) = g+ ... + ¢ avec g1 (k) = ¢* — 1.

10



Cas2: Sii=k—1,ona

+oo
Fn+1= Zsqu — 0.
Jjzk

Par conséquent,
IX > 1 tel que o = —1 + A¢".

On en déduit que
n=cg— A+ Z eig’ k.
i>k et Zj>k ej=—1+AgF—¢p

On vérifie réciproquement qu'un tel n convient.

Le plus petit entier ny(k) de cette forme est obtenu pour
A=1
e =1
g=1lpourk+1<I1<k+¢g"—2
g, =0pour ! > k+q¢" —2.
On a alors na(k) = g + ... + ¢72*) avec go(k) = ¢* — 2.

Cas3: Sil<i<k—2,ona

+oo
Fn+l+gd™+. 4" = > gd+> ad -0
i+1<j<k—1 k<l

Par conséquent,

IA>1tel que 0 = —1+4 A" + Z (sj—l)qj.
i+1<j<k—1

On en déduit que

J<k
k—1 k
= —1+X"+ Z (e —1)¢’ — Z £j
Jj=i+l j=i+1

On vérifie réciproquement qu'un tel n convient.

11



Le plus petit entier ng(k) de cette forme est obtenu pour
A=1
1=1
gg=0pour2<j<k—1
e =1
g=lpourk+1<I1<k+¢" —2—(*+..+¢"
er=0pourl>k+q"—2—(*+..+47).
On a alors n3(k) = ¢ + ... + ¢93") avec gs(k) = ¢F —2 — (¢*> + ... + " 1).

Or n3(k) < na(k) < ni(k). Par conséquent, le plus petit n tel que Bx(n) # 0
est n3(k), ce qui acheve la preuve du lemme 3.

3 Preuve de la transcendance de ((s)/II°
Théoréme 3 Pourq#2etl<s<qg—2,((s)/II* est transcendant sur Fy(z).
Nous allons reprendre point par point la preuve faite ci-dessus pour la

généraliser au cas ol 1 < s < g — 2.
On a vu que, pour 1 < s <,

+oo k 1
— ks s
¢(s) =1 +;(—1) I (m) :
=1 Jj=1
D’ou
((s)a®  of X N B s 1.0 1.s
L _ @S ey T - (G
k=1 j=k+1

Nous allons supposer s fixé dans U'intervalle [1, ¢ — 2] pour la suite de cet article.

3.1 ]:;éveloppements en série formelle de % et de 25 (((s)—
1

Considérons, dans un premier temps, le développement en série formelle de

+oo 1
I I (1— (=) pour1<s<q—2.
x
j=k+1

12



Proposition 5 Soit (Ag(n))nen la suite définie par

—+oo

1.
1— (=) —1ys _ -n
T -7 =3 At
j=k+1 n>0
Sin s’écrit
+oo
n= Z (g — 1) avec p; € {0,1,...,s}, pu; =0 pour j assez grand,
j=k+1

+oo . +oo T
alors Ag(n) = (—1) ek M H < )’

jekg1
sinon Ag(n) = 0.

+oo T~ too
H < s ) désigne la valeur modulo p de H < s ) ,ou p est la caractéristique
jehg1 \Hi j=kt1 M
de F,.

Nous aurons besoin du lemme suivant dans la preuve de la proposition 5 :

Lemme 4 Sin s’écrit sous la forme

—+o0
n= Z wi(¢? — 1) avec pj € {0,1,...,s}, p; =0 pour j assez grand, (3)
J=k+1

une telle décomposition est unique.

Preuve du lemme 4 : Considérons une décomposition de n sous forme (3).
Si n est nul, on a nécessairement : Vj, p; = 0. Supposons alors n non nul.
Soit M tel que ppr #0et Vi > M pu; =0.On a

T

Vr>1 (q-1)Y (¢ =1 <q -1

i=1
D’ou
M
Z wi(@ —1) < ¢M+L
Jj=k+1

Par conséquent, si n admet deux telles décompositions, les indices des plus
grands termes non nuls seront égaux. Supposons alors qu’il existe (0;)r+1<i<m
a coefficients dans {0, 1, ..., s} tels que

M M
n= Z wi(g? —1) = Z 8i(q" — 1) avec ppr # 0 et 6y # 0.
j=k+1 i=k+1

13



Supposons, de plus, que dy; # par et que, par exemple, pys > dpr. On a alors

M-1
n—0u(g —1)>¢" —1> Z 6ilg" — 1) =n— (g™ - 1),
i=k+1

ce qui est impossible. Par conséquent dp; = ppr. On montre ainsi, par récurrence,
qu’une décomposition de n sous la forme (3) est unique.

Preuve de la proposition 5 : On rappelle que

+oo 1
1 0= =2 ama
j=k+1 n>0

avec (ag(n))nen définie par :
si n s’écrit
—+oo
n= Z gi(q" — 1) avec ¢; = 0 ou 1,¢; = 0 pour i assez grand,
i=k+1

alors
+oo

ai(n) = (~1)en %,
sinon ag(n) = 0.
Soit £ > 0. On a

o0 )
[Ta-GOr "y = (Cabmey
j=k+1 n>0
n>0 n; >0 et Ele n;=n =1

Soit n € N. Soient nq, ..., ns tels que
S S
n= Zni, Vi n; >0 et Hak(ni) #0.
i=1 i=1

Par conséquent,

3 (e;,;) avecg; ; =0oul, Vie; ; =0 pour j assez grand,

+o0
telsqueVi 1<i<s n; = Z (g —1).
Jj=k+1
Nécessairement, n s’écrit sous la forme (3) :
+o0
n= Z 1i(¢? — 1) avec pj € {0,1,...,s},p1; = 0 pour j assez grand.
j=k+1

14



—+o0
Réciproquement, soit n pouvant s’écrire sous cette forme. Il existe H ( 5 >
g1
s-uplets vérifiant
Vi n; Z 0,

S
E n; =mn,
i=1

S
et Hak(ni) #0.
i=1
Pour chacun de ces s-uplets,

3 (e;,;) avecg; ; =0oul, Vie; ; =0 pour j assez grand,

+oo

telsqueVi 1<i<s n; = Z eijlg —1).
j=k+1
S +o00 s _
Orn=3% ni=» eijld —1)= > O eyl -1).
i=1 1,5 j=k+1 i=1
S
Il résulte du lemme 4 que : Vj Zaf’j = u;.
i=1
Par conséquent,
s s too N B e .
Hak(ni) = H(—l) g=k1 S8 — (—1)Zi,j R - (_1) j=kr1 HI
i=1 i=1

Pour achever la preuve de la proposition 5, il suffit d’ajouter les deux remar-
ques suivantes :

e n se décompose de maniére unique sous la forme

+oo
n = Z w;(¢?—1) avec p; € {0,1,...,s}, p; = 0 pour j assez grand, ([lemme 4]).
Jj=k+1

e on est de plus en caractéristique p.

On en déduit, d’une part, le développement en série formelle de 1?‘[—2, obtenu
pour k£ = 0.

—+oo
s 1 j
On a, en effet, Iz = H(l - (;)qj_l)s, d’ot1 la proposition 6 :
i=1

15



Proposition 6 Soit (A(n))nen la suite définie par

S

« _
n>0
Sin s’écrit
00 )
n= Zuj(qJ —1) avec pj € {0,1,...,s}, pu; =0 pour j assez grand,
j=1

+oo too .
alors A(n) = (—1)%&=i=1"9 H <MJ),
s
Jj=1

sinon A(n) = 0.
On a, d’autre part, la proposition suivante :
Proposition 7 Soit (B(n))nen la suite définie par

aS

&) -1 = Y B
n>0
Sin s’écrit
. +OO .
n = s(qg+..4+¢")+ Z wi(¢’—1) avec i > 1, p; € {0,1,....s}, pu; =0 pour j assez grand,
j>i+1

alors N
. o T
B(n) = (—1)%(— > Hj
)= o= I (%),
Jj=t1+1
sinon B(n) = 0.
En effet,
((s)a®  of =

= Y R S A"

k=1 n>0

Par conséquent,

SEH-D=C" Y DA sla )

x
n>0 1<k tq s(q+...+¢*)<n

La proposition 7 découle alors du lemme suivant :
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Lemme 5 Il y a unicité de la décomposition sous la forme :

+oo

n=s(qg+..+q¢")+ Z wi(g? —1)
j=it1

avec i > 1,5 € {0,1,...,s}, 1; =0 pour j assez grand.

La preuve de ce lemme se fait sur le modele des preuves des lemmes 1 et 4.

3.2 Schéma de la preuve du théoréeme 3

Soit (C(n))nen définie par

(s =2 Clma™"

n>0

On a
(C(n))nen = (A(n))nen + (B(n))nen

On a, de méme qu’a la section 2.2, les propositions et lemmes suivants :

Proposition 8 Soit k > 3. Soit F(k) =¢* —1—s(1+q+... +¢* ).
Soient u(k) et v(k) les reste et quotient de la division euclidienne de F(k) par

S.
Soit M(k)=s—1+s Z g + v(k)g M+,
1<i<u(k)
Ona:Vn< M(k), C(qkn+ 1 +s(q+ +qk—1)) =0.

Lemme 6 Soit k > 2. Soit F(k) =¢" —1—s(1+q+ ... +¢"1).
Soient u(k) et v(k) les reste et quotient de la division euclidienne de F(k) par

s.
Soit M(k)=s—1+s Z g + v(k)g M+,
1<i<u(k)
Ona:¥n<ME), Al¢*n+1+s(g+ ...+ ¢ 1) =0.

Lemme 7 Soit k > 3. Soit G(k) =¢* —1—5s—s(¢®>+ ... +¢*1).
Soient x(k) et y(k) les reste et quotient de la division euclidienne de G(k) par

s.
Soit N(k)=s—1+s Z ¢ + y(k)g W+,
1<i<a(k)
Ona:V¥Yn<N(k), Blg"n+1+s(g+...+¢" 1)) =0.

Par ailleurs, F'(k) < G(k) Yk > 3. La proposition 8 résulte donc immédiatement
des lemmes 6 et 7.

On sait, par la proposition 8, que chacune des sous-suites (C(qkn +1+s(g+
o+ ¢ 1)))nen débute par au moins M (k) zéros. Pour s < ¢ —2et ¢ # 2, la
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suite (M (k))r>2 est de plus strictement croissante. Il suffit alors que les suites
(C(¢"n + 1+ s(q + ... + ¢"71)))nen soient toutes non nulles pour former un
ensemble infini. Or on a la proposition suivante, que nous démontrerons au
paragraphe 3.5 :

Proposition 9 Supposons s # 0 (p). Soitk > 3. Soit Q(k) = —1+s Z q.
1<I<q¢b—k
On a
Cd*QUR) + 1+ s(g + ..+ ¢*1)) £ 0.

Par conséquent, si s Z 0 (p), Uensemble {(C(¢"n +7))nen; £ >0; 0 <7 <
q* — 1} est infini. On déduit alors du théoréme de Christol, Kamae, Mendes

France et Rauzy, les transcendances de g—i( (s) et de % sur Fg(x), pour g # 2
et 1<s<qg—2.

11 reste alors & traiter le cas ot s =0 (p).
Considérons le morphisme de Frobénius défini par F : z —— xP.
Soit ¢ la plus grande puissance de p qui divise s. Il existe r entier non nul tel
que s =pir. Onar £ 0 (p) et 1 <7 < g— 2. On sait alors que (r)/II" est
transcendant sur F,(x). Par conséquent, (((r)/ II")?" est aussi transcendant sur
F,(z). Or

T t
Sy =

F étant un morphisme additif, on a

FHC(r) = FY( > 1/G") = > 1/G™" = ((s).

GeF[z] et G unitaire GEFy[z] et G unitaire

¢(r)
H’r‘

| FE)
s

On a donc montré le théoreme 3, & savoir : ((s)/II® est transcendant sur
F,(z) pour tout s tel que 1 < s < g — 2 et pour ¢ # 2.

Notons qu’en appliquant le morphisme de Frobénius & ¢(1)/II, on obtient que
C(p")/TIP" est transcendant sur F,(z) pour ¢ # 2 et pour tout ¢ > 0. On a, en
particulier, que ¢(q*) /Hqt est transcendant pour tout ¢ > 0.

3.3 Preuve du lemme 6
On pose (Ax(n))nen la suite définie par :
Ac(n) = A(*n+1+s(g+ ... +¢*1)) YneN.
Soit k > 2. Soit n € N tel que Ag(n) # 0. Selon la proposition 6,

3 (uj)jen avec p; € {0,1,...,s} et u; =0 pour j assez grand, tels que

18



—+o0
Fn+1+s(g+.+0) =D pild -1,
i=1
c’est-a-dire,
Fn+l+s@+..+0 )= D w1+ md -1
1<j<k >k

—+oo
On pose 0 = Zuj. On a

Jj=1

Fn+1+s(g+..+¢" 1 = Z i’ + Zulql — 0.
1<j<k 1>k

Par conséquent,

X > 1 tel que o = A¢* + Z (Mj—S)qj—l.

1<j<k—1

On en déduit que

n=(—XA+pug)+ Z mql*k,
1>k et El>k ul:o—zjgk g

Autrement dit,

n=(=A+u)+ > g ", (4)
I>k et walzs

avec

k—1
S=M"+D (i —s)g =D pi— 1L
j=1

i<k

Réciproquement, soit n pouvant s’écrire sous cette forme.
On vérifie alors que ¢*n + 1+ s(q + ... + ¢*~1) peut se décomposer comme

—+o0

Z,uj(qj —1), avec u; € {0,1,...,s} et p; = 0 pour j assez grand.
j=1

+oo
s
Néanmoins, on ne connait pas la valeur modulo p de H < ) , valeur qui peut
J

j=1
étre éventuellement nulle.
Plus exactement, on a montré que si n n’est pas de la forme (6), alors Ag(n) = 0.
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Soit M (k) le plus petit entier pouvant s’écrire sous la forme (6). On a :
Vn < M (k) Ag(n) = 0.
On vérifie que M (k) est obtenu pour

A=1
p; =0pour 1 <5<k
M =5

Z,ul =¢"—1-s(1+q+..+¢" ).
1>k

Soient u(k) et v(k) les reste et quotient de la division euclidienne de ¢* — 1 —
s(1+q+..+¢" 1) pars. Ona

" —1—s(1+qg+ ..+ =uk)s +v(k).
Ors<g—2. Dou
¢ —1-sQ4+qg+..+¢FH>14. .+ >
Par conséquent u(k) > 1 et M(k) =s—1+s Z ¢+ v(k)g" P+ ce qui

1<i<u(k)
acheve la preuve du lemme 6.

3.4 Preuve du lemme 7

On pose (Bi(n))nen la suite définie par :
Bi(n) = B(¢"n +1+s(g+..+¢" ') VneN.
Soit k > 3. Soit n € N tel que By (n) # 0. Selon la proposition 7,
3¢ >1,3(uy)jen avec uj € {0,1,...,s} et p; = 0 pour j assez grand, tels que

—+oo

Fnt+1+s@+..+¢ ) =s(@+..+d)+ Y nild —1).
j>it1
+o0
On pose 0 = Z 1.
j>i+1

Nous allons distinguer trois cas suivant la position de ¢ par rapport a k :
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Cas1: Sii>Fk,ona

+oo
dFn+1=s("+...+¢)+ Z niq’ —o.
j=it+1

Par conséquent,
I\ > 1 tel que 0 = —1 4 \g".
On en déduit que

n=-\+s Z ¢+ Z ,ujqj_k.

0<I<i—k iS4 -
== J>1 et Zj>i nij=o

Autrement dit,

n=-—-A+s Z ¢ + Z ujqj’k.

0<i<i—k i~ gk —
=f= 7> et Zj>i pi=Agk—1

On vérifie réciproquement qu'un tel n convient.
Le plus petit entier Ny (k) de cette forme est obtenu pour

A=1
i=k
> mi=d" -1

3>k
Soient z1(k) et y; (k) les reste et quotient de la division euclidienne de ¢* — 1
par s. On a

¢" —1=sa1(k) +yi (k).
Or s <¢g—2.Douxi(k)>1.
Ni(k) s’écrit alors Ni(k) =s—1+s Z ¢+ yi(k)g=r )+,
1<I<a1 (k)
Cas2: Sii=k—1,ona

+oo
¢Fn+1 :Zujqj — 0.
Jjzk

Par conséquent,
A > 1 tel que 0 = —1 4 Ag".

On en déduit que

j—k
n=pir—A+ > i’ "
J>koet Y0 ==l A
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On vérifie réciproquement qu'un tel n convient.
Le plus petit entier No(k) de cette forme est obtenu pour

A=1

Hi =S

ZulZQk—l—S-

>k

Soient z2(k) et y2(k) les reste et quotient de la division euclidienne de ¢¥ —1—s
par s. On a
¢" —1—5=sx5(k) + y2(k).

Or k>3 et s < q—2. Par conséquent zo(k) > 1.
On a de plus : z9(k) = x1(k) — 1 et y2(k) = y1(k). No(k) s’écrit alors

No(k)=s—1+4s > ¢ +ya(k)g>®*

1<I<ws(k)
Cas3: Sil<i<k—2,ona
Fn+1+s(@t + . +¢"h = Z g’ +Zulql —o0.
i+1<j<k—1 k<l

Par conséquent,

IN>1tel que 0 = —1+ A" + Z (1; — 8)q’.
i+1<j<k—1

On en déduit que

n=pp— A+ > g ",
I>k et Zz>k“l:3

avec S = U—Zuj

J<k

k—1 k
= —1+A"+ Z (1j — s)g’ — Z -

Jj=i+1 j=i+1

On vérifie réciproquement qu'un tel n convient.
Le plus petit entier N3(k) de cette forme est obtenu pour

A=1li=1Lpur=sp;=0pour2<j<k—1,
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Sm=q"-1-s—s(>+..+¢").
1>k

Soient x3(k) et y3(k) les reste et quotient de la division euclidienne de ¢* — 1 —
s—5(¢>+...+¢" 1) pars. Ona

F-1-s— s(® + ...+ qkil) = sx3(k) + ys(k).
OrgF —1—5—5(¢>+...+¢" 1) > sq pour s < q— 2, d’on z3(k) > 1.
De plus z3(k) = x2(k) — (g% + ... + ¢" 1) et y3(k) = y2(k). N3(k) s’écrit alors

N3(k)=s—1+s Z ¢+ yz(k)g=s B+,
1<i<z3(k)

On a z1(k) > za(k) > x3(k) et y1(k) = y2(k) = y3(k).
Par conséquent, Ni(k) > Na(k) > N3(k).
N3 (k) est donc le premier entier n tel que ¢*n + 1 4 s(q + ... + ¢*~!) puisse
s’écrire sous la forme

s(g+ ... +q¢") + Z i@ —1)
jzit+1

avec i > 1,pu; € {0,1,...,s}, 11; = 0 pour j assez grand.
On en déduit, selon la proposition 7, que : ¥n < N3(k) Bi(n) = 0.

3.5 Preuve de la proposition 9

Montrons le lemme préliminaire :

Lemme 8 Soit n tel que A(n) # 0 alors B(n) = 0.
Soit n tel que A(n) # 0. Selon la proposition 6,

+oo

3 (pj)jen avec p; € {0,1,...,s} et u; = 0 pour j assez grand, tels que n = Zuj(qj—l).
j=1

Supposons B(n) # 0. Selon la proposition 7,
3i>1,3 (d;)jen avec §; € {0,1,...,s} et 6; =0 pour j assez grand, tels que

“+oo
n=s(qg+..+¢")+ Z 3;(¢ —1).
j>k+1

Nécessairement n # 0. Soient L = sup {I, yu # 0} et J = sup {j,6; # 0}.

Onavuque: Vr € N qui < ¢" Tt — 1. Par conséquent, L = J et pur = ;.
i=1
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On obtient ainsi, par récurrence, que s(q + ... + ¢°) = Z pi(qh — 1), ce qui est
=1

impossible.

On a donc B(n) = 0.

Revenons a la preuve de la proposition 9.
Supposons s Z 0 (p).

Soit Q(k) =—-1+s Z q.
1<i<(q* k)
Q(k) s’écrit sous forme (6), définie au paragraphe 3.3, avec

A=s, pj=spour 1 <j<k—1, up =s—1,

m:spourl—i—kglqu, =0 pourl>qg~+1.

On a
FQk)+1+s(g+..+¢" ) =s( Y (-1)+(s—1)(¢"~D)+s( Y (¢'-1)).
1<j<k—1 k<l<gk
D’ot, selon la proposition 5,
Ak(Qk) = <S i 1) (_1)qu71 — E(_l)sqkfl.

On a donc montré que, pour s Z 0 (p), Ax(Qr) # 0. Il résulte alors du lemme
8 que By (Q4) = 0. Par conséquent, C(¢"*Qx + 1+ s(q+ ... +¢* 1)) #0.

Il reste a étendre la preuve exposée ici au cas plus général o s Z 0 (¢ — 1),
c’est-a-dire montrer que ((s)/II° est transcendant sur Fq(x) pour tout s non
divisible par ¢ — 1. La plus grande complexité de 1’expression de ((s)/II* pour
s > q pose alors des problemes combinatoires. Il semble néanmoins raisonnable
d’espérer que la méthode exposée dans cet article puisse permettre de traiter le
cas général.
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