Etude arithmétique et dynamique de suites
algorithmiques

Ce travail est consacré a I’étude arithmétique et dynamique de suites algo-
rithmiques en dimension 1 et en dimension supérieure : nous considérons d’une
part les suites sturmiennes et leurs généralisations, et d’autre part les suites
substitutives. Le texte préliminaire donne le cadre général. 1l est suivi par les
articles décrits ci-dessous. Les références données entre crochets correspondent
a la bibliographie qui se trouve a la fin de ce chapitre.

— Nous étudions dans le premier [30] une mesure du désordre liée a I’entropie
métrique pour des suites a valeurs dans un alphabet fini ainsi que les
liens entre cette mesure et les quasi-cristaux. Pour cela, nous calculons les
fréquences des facteurs de certaines suites automatiques.

— Nous étudions la fonction de complexité du triangle de Pascal réduit mo-
dulo un entier dans le second [9].

— Ce travail se poursuit dans le troisieme article [33] par ’étude de la com-
plexité de suites doubles engendrées par un automate cellulaire linéaire.

— Nous étudions dans le quatrieme article les propriétés de certains déve-
loppements en fraction continue pour des séries formelles a coefficients
dans un corps fini [36]. Nous nous intéressons en particulier a I’équiva-
lence modulaire, ainsi qu’aux propriétés métriques, comme la réalisation
d’une extension naturelle.

— Nous considérons dans [32] les fréquences des facteurs des suites stur-
miennes. Ces fréquences sont au nombre de 3 pour les facteurs de longueur
donnée et sont données par le théoreme des trois longueurs.

— Plus généralement, nous étudions les liens qui existent entre la combina-
toire des mots et certaines généralisations du théoreme des trois longueurs
dans le cinquiéme article [2].

— Le septieme article [35] fournit une application ergodique de ces théorémes
aux nombres de recouvrement pour des codages de rotation.

— Nous introduisons dans le huitieme article [37] une généralisation des
suites sturmiennes. Cette généralisation est définie par ’approximation
discrete d’un plan, ou de maniére équivalente, comme un codage d’une
Z>*-action sur le cercle unité, définie par deux rotations irrationnelles.



— Nous donnons une caractérisation de ces suites en termes relevant de leurs
fonctions de complexité dans [38]. Plus généralement, nous étudions les
suites doubles dont le langage des facteurs en ligne est sturmien.

— Nous les caractérisons également par les propriétés de symétrie de leurs
facteurs rectangulaires, généralisant les propriétés de palindromie des fac-
teurs des suites sturmiennes dans [39].

— Enfin, nous montrons que ces suites sont obtenues en “itérant” des substi-
tutions a deux dimensions gouvernées par ’algorithme de Jacobi-Perron
[21].
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Une mesure classique du désordre pour une suite a valeurs dans un alphabet
fini, consiste & compter le nombre p(n) de facteurs de longueur n. On définit
ainsi une fonction p appelée fonction de complexité. Cette fonction permet de
caractériser en particulier les suites périodiques (ce sont les suites pour les-
quelles il existe un entier n tel que p(n) < n), ainsi que certaines suites de
basse complexité, comme les suites de complexité n 4 1. Celles-ci sont appelées
suites sturmiennes et possedent la particularité remarquable de pouvoir étre
étudiées tant d’un point de vue combinatoire qu’arithmétique: elles sont en ef-
fet obtenues comme des codages de rotation irrationnelle sur le cercle unité. Les
paragraphes 1 et 2 leur sont consacrés. Les suites substitutives constituent une
deuxieme famille classique de suites unidimensionnelles de basse complexité.
Nous étudions en particulier les substitutions de longueur constante au para-
graphe 3.

On ne connalt pas, a ’heure actuelle, de condition suffisante exprimée en
fonction de la complexité, garantissant la périodicité d’une suite double donnée
(c’est-a-dire l'invariance par translation). (Une telle condition ne pourrait étre
une caractérisation, puisqu’il existe des suites périodiques de complexité arbi-
trairement grande.) Néanmoins, le résultat suivant est généralement conjecturé:
s’il existe un couple d’entiers (m,n) tels que P(m,n) < mn, ou la fonction de
complexité P(m, n) compte le nombre de facteurs rectangulaires de taille (m, n),
alors cette suite est périodique.

Le paragraphe 4 est consacré aux suites doubles de basse complexité, ou
par basse complexité, on entend une complexité proche de la fonction conjec-
turée dans le cas périodique. Cette étude ne se veut pas exhaustive: le choix
des exemples considérés ici est inspiré par leur pertinence dans le cadre unidi-
mensionnel. On considere en particulier des suites doubles engendrées par au-
tomates cellulaires linéaires (paragraphe 3.5), ainsi que des suites obtenues en
codant une Z?-action, définie sur le cercle unité par deux rotations irrationnelles.
Cette derniere famille généralise les suites sturmiennes, tout en produisant des
exemples de suites doubles substitutives, ou la substitution sous-jacente associe
aux lettres des motifs non rectangulaires.

0 Quelques définitions

Le but de ce paragraphe est d’introduire brievement quelques notions dyna-
miques et combinatoires. Pour plus d’informations, on peut par exemple consul-
ter I'incontournable [162].

0.1 Systemes dynamiques symboliques

Soit A un ensemble fini appelé alphabet. On peut faire agir sur I’ensemble
des suites unidirectionnelles AN ou bidirectionnelles A% I’application de déca-
lage T" qui a la suite (uy,), associe la suite (u,41),. Travaillons par exemple avec
AN, Munissons AN du produit des topologies discretes. Soit u € AY. La suite
u engendre alors le systéme dynamique symbolique (O(u),T'), ou O(u) est
’adhérence de I’orbite sous I’action du décalage T de la suite u dans AY. Plus




généralement, on appelle systeme dynamique symbolique ’action du décalage
sur un fermé invariant de AY.

De nombreuses propriétés combinatoires de la suite u se traduisent en termes
dynamiques. On appelle facteur de la suite infinie » un bloc fini w de lettres
apparaissant de maniere consécutive dans la suite: w = up4q - Uptq; d est
appelé la longueur de w et est noté |w|. Une suite est dite récurrente si cha-
cun de ses facteurs apparait une infinité de fois. Le décalage est alors surjectif
sur O(u). Une suite est dite uniformément récurrente si les lacunes entre
deux occurrences d’un méme facteur sont bornées. Il n’est alors pas difficile de
montrer que le systeme (O(u),T) est minimal (c’est-a-dire qu’il ne contient
pas de fermé invariant non trivial) si et seulement si la suite u est uniformé-
ment récurrente (voir par exemple [162]). C’est pour cette raison que les suites
“uniformément récurrentes” sont également appelées “suites minimales”.

Il est intéressant de munir d’une mesure T-invariante le systeme dynamique
topologique (m, T). (Une mesure de probabilité borélienne u est dite T-
invariante si u(771(B)) = p(B), pour tout borélien B.) La connaissance des
fréquences de blocs de la suite u permet ainsi de définir une telle mesure. La
fréquence f(w) du facteur w est définie comme la limite (si elle existe) du
quotient du nombre d’occurrences de ce facteur dans les n premiers termes de
la suite, par n. On suppose que les fréquences de tous les facteurs existent. On
définit alors une mesure de probabilité u sur la famille B des boréliens de W,
de la maniére suivante : la mesure p est 'unique mesure de probabilité invariante
par T, telle que p([w]) = f(w), ou [w] est le cylindre des suites de O(u) de
préfixe w et ou f(w) est la fréquence d’apparition du bloc w dans la suite u. En
effet, les cylindres sont a la fois ouverts et fermés et engendrent la topologie;
il suffit alors d’appliquer le théoreme de compatibilité de Daniell-Kolmogorov
(voir par exemple [197]).

La plupart des systéemes que nous considérerons sont uniquement ergo-
diques: un systeme dynamique est uniquement ergodique, s’il existe une
unique mesure de probabilité T-invariante. D’ou l'intérét de 1’étude des fré-
quences des facteurs qui permet de définir explicitement cette unique mesure
T-invariante.

Notons qu’il existe des suites minimales qui engendrent des systémes non
uniquement ergodiques; dans un tel cas, la fréquence des facteurs peut ne pas
exister.

0.2 Fonction de complexité

La fonction de complexité est un outil tres utile a I’étude des suites et des
systemes dynamiques symboliques. Soit u = (u,), une suite & valeurs dans
I’alphabet fini A. On appelle fonction de complexité de u, et 'on note p,
la fonction (définie sur les entiers) qui compte le nombre de facteurs de u de
longueur donnée:

p(n) = Card{w; w est facteur de u et |w| = n}.

Pour plus d’informations sur la fonction de complexité, voir par exemple les
survols [8, 99]. Notons que I'ordre de croissance de la fonction de complexité est



une caractéristique fondamentale de la suite. C’est en particulier un invariant
topologique (voir par exemple [99]): une conjugaison topologique entre deux
systemes dynamiques topologiques (X, T) et (Y, S) est une bijection bicontinue
¢ telle que ¢T = S¢; or on voit sans trop de difficultés qu’une conjugaison
topologique entre deux systémes dynamiques symboliques est un code fini: il
existe un entier r tel que (¢(x)); ne dépend que de (z;...2;4,). Pour plus
de détails, voir le cours [100]. Néanmoins la complexité n’est pas invariante par
isomorphisme mesuré. Pour une notion de complexité dont ’ordre de croissance
est invariant par isomorphisme mesuré, voir [97]. Voir également [101, 129, 178],
pour différentes notions de complexité pour des mots finis, qui permettent par
exemple d’obtenir de I'information sur le langage de suites infinies & travers
I’étude de la complexité de leurs préfixes.

La fonction de complexité permet de caractériser les suites périodiques. On
a en effet le résultat classique suivant (voir [153, 68]):

dn, p(n) <n <= 3C, Vn p(n) < C <= u est périodique.

Plus précisément, si la suite u est unidirectionnelle, c’est-a-dire indexée par N,
la suite est alors ultimement périodique (Ing, 37 > 0, Vn > ng, Upir =
uy,) et si la suite u est bidirectionnelle, c’est-a-dire indexée par Z, la suite est
strictement périodique (37" > 0, Vn, u,47 = u,). La preuve de ce résultat
repose sur le fait que s’il existe n tel que p(n) < n, alors il existe ng tel que
p(no+1) = p(no), et tout facteur de longueur ng admet une unique extension (on
appelle extension d’un facteur w une lettre z telle que wa est aussi facteur).
Pour tout entier &k > 1, le “futur” de la suite, c’est-a-dire (um)mzk, est donc
déterminé par la donnée de ug_,,, ...ug_;. Il suffit de considérer un facteur de
longueur ng qui apparait deux fois dans la suite pour en déduire la périodicité.
Notons que la période est alors inférieure ou égale a ng.

Rappelons la définition de I’entropie topologique h(u) d’une suite u, ou
plus généralement du systéme dynamique symbolique associé (m, T):

n—+oo n ’

ol d est le cardinal de ’alphabet sur lequel la suite est définie. Cette limite existe
du fait de la sous-additivité de la fonction n +— log(p(n)). Les suites d’entropie
topologique nulle sont dites suites déterministes. Les suites que nous étudie-
rons dans ce texte sont déterministes. Nous considérons principalement deux
familles de suites : les suites de complexité n + 1 ou plus généralement d’ordre
de croissance au plus linéaire (paragraphes 1 et 2), et les suites engendrées par
substitution (paragraphe 3).

0.3 Substitutions

On appelle substitution ou morphisme un endomorphisme pour la conca-
ténation du monoide libre A*, formé des mots finis sur A. Un exemple classique
est donné par la substitution de Fibonacci: o(a) = ab, o(b) = a. On peut alors
étendre naturellement la définition d’une substitution a I’ensemble des suites

AN
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Soit ¢ une substitution. Supposons qu’il existe une lettre a telle que o(a)
commence par a et |o(a)| > 2; on note @ la suite de terme constant a; alors
la suite (0™(@))nen converge vers un point fixe de 0. On appelle suite subs-
titutive I'image par une projection littérale (c’est-a-dire une substitution dont
toutes les images sont des lettres) d’un point fixe de substitution.

De nombreuses propriétés topologiques et ergodiques des suites substitu-
tives sont décrites par leur matrice: on associe a la substitution ¢ une matrice
M = [m; ] j)ea> dont le terme général m; ; compte le nombre d’occurrences
de la lettre j dans o(7). Une substitution est dite primitive si la matrice as-
sociée 'est (il existe une puissance de la matrice dont toutes les entrées sont
strictement positives, c’est-a-dire qu’il existe un itéré de la substitution tel que
image de toute lettre contient toutes les lettres de I’alphabet). Le systeme dy-
namique engendré par un point fixe de substitution primitive est alors minimal
et uniquement ergodique [71]. Pour une approche dynamique et spectrale des
substitutions, voir également [162]. Nous étudierons ces suites plus en détail
dans la partie 3. Nous considérerons en particulier le cas des substitutions de
longueur constante.

1 Suites sturmiennes

L’étude des suites sturmiennes illustre de maniere frappante les relations
qui existent entre combinatoire des mots et théorie ergodique, ce qui est na-
turel puisque ’on travaille sur des suites, mais aussi avec ’arithmétique, "ap-
proximation diophantienne et la géométrie. En particulier le développement en
fraction continue permet de décrire avec précision de nombreuses propriétés des
suites sturmiennes. Nous y reviendrons dans la partie 2. Pour une approche plus
géométrique des suites sturmiennes, voir par exemple [18, 19, 20, 23].

1.1 Premieres propriétés

On a vu que si la complexité d’une suite est telle qu’il existe un entier n pour
lequel p(n) < n, alors cette suite u est périodique. Il apparait alors naturel de
s’intéresser aux suites de complexité n + 1, c’est-a-dire telles que p(n) = n + 1,
pour tout n. De telles suites existent sur N et sur Z. Les suites de complexité
n+1 indexées par N sont appelées suites sturmiennes. Les suites sturmiennes
sont donc les suites de complexité minimale parmi les suites non ultimement
périodiques. L’exemple le plus classique de suite sturmienne est la suite de
Fibonacci, point fixe de la substitution o définie par o(a) = ab et o(b) = a.
Les suites sturmiennes sont donc définies de maniere purement combinatoire,
mais ce qui est remarquable, c’est qu’elles peuvent étre également représentées
de maniere géométrique (voir [154]) : les suites sturmiennes sont exactement les
suites obtenues en codant 'orbite d’un point p du cercle unité sous la rotation
d’angle irrationnel a, par rapport a des intervalles complémentaires du cercle
unité de longueurs av et 1 — a.

Dans tout ce qui suit R, désigne la rotation définie sur le tore T, = R/Z
de dimension 1, par R,z = © + o modulo 1. Sl n’y a pas d’ambiguité, nous

11



omettrons de préciser que nous travaillons modulo 1.

Théoréme 1 (Morse-Hedlund) Soit v une suite sturmienne a valeurs dans
{0,1}. Il existe alors a irrationnel dans 10, 1] et p € R tels que 'on ait :
soil

Vn, (v, =0<= RL(p) =p+nael0,1-a),

soit
Vn, (4, =0<= R.(p) =p+nae]0,1-al).

On appelle angle d’une suite sturmienne le réel o qui lui est ainsi associé.

Notons que les suites sturmiennes ont de nombreuses autres caractérisations,
tant géométriques que combinatoires (voir, par exemple, le survol [145]). En
particulier, les suites sturmiennes sont les suites équilibrées sur un alphabet &
deux lettres qui sont non ultimement périodiques. (Une suite équilibrée est
telle que la différence entre le nombre d’occurrences d’une lettre dans deux de
ses facteurs de méme longueur, est bornée par 1 en valeur absolue.)

Un des intéréts de la représentation géométrique des suites sturmiennes
indiquée dans le théoreme 1, est qu’elle fournit une description simple, en termes
d’intervalles du cercle unité, des facteurs de longueur donnée. Rappelons la
propriété classique suivante (voir par exemple [151]).

Lemme 1 Soit u une suite sturmienne d’angle «. Il existe une bijection entre
les facteurs de longueur n de la suite u et les intervalles de la partition du cercle
unité par les points —ke, 0 < k < n.

1.2 Quelques généralisations unidimensionnelles

De nombreuses généralisations des suites sturmiennes ont été étudiées, pri-
vilégiant I'une ou 'autre de leurs propriétés. Nous allons considérer dans un
premier temps quelques généralisations de nature combinatoire, puis dans un
second temps, quelques généralisations géométriques. Pour une approche plus
géométrique et dynamique des généralisations des suites sturmiennes, voir [18]
ol sont considérés en particulier les échanges d’intervalles, le flot de Teichmiiller
et les difféomorphismes pseudo-Anosov, les feuilletages et les pseudo-groupes. . .

Facteurs spéciaux La fonction de complexité d’une suite sturmienne satis-
fait: Vn, p(n+ 1) — p(n) = 1. On en déduit l'existence d’un unique facteur de
longueur donnée ayant deux extensions a droite (et de méme a gauche). Un tel
facteur est appelé facteur spécial. Arnoux et Rauzy généralisent cette pro-
priété dans [27] en considérant des suites de complexité 2n + 1, avec I’existence
d’un unique facteur de longueur donnée ayant trois extensions a droite (et de
méme & gauche). Ces suites (appelées suites d’Arnoux-Rauzy) se représentent
géométriquement comme un échange de six intervalles sur le cercle unité.
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Palindromes et régles de Rauzy Justin, Pirillo et Droubay introduisent
dans [82] la notion de mots épisturmiens généralisant les propriétés de palindro-
mie des facteurs des suites sturmiennes [80, 81]: les suites épisturmiennes sont
les suites dont le langage est stable par image miroir et qui ont au plus un fac-
teur spécial de longueur fixée. Cette généralisation est basée sur la construction
par regles de Rauzy et mots standard des suites sturmiennes [167].

Equilibre Hubert généralise les propriétés d’équilibre dans [120] pour des
suites non périodiques. Cette étude est reliée au probleme du recouvrement de
N par deux ensembles disjoints de la forme {[ayn + B1]}nen et {[aan + B2]nen
(voir [111]). Plus généralement si l’on veut recouvrir N par n ensembles disjoints
{loin+ ;] }new, avec n > 3 et a; # «vj, 811 # j, alors les nombres a; doivent étre
nécessairement rationnels [111]. Fraenkel a conjecturé que si, pour 1 < ¢ < n,
on a oy > 0, alors

k

{0517"-70471}:{22n170§k§n}-

En termes combinatoires, cela revient a considérer des suites équilibrées a fré-
quences rationnelles (voir [17, 193]). Pour plus de références sur la conjecture
de Fraenkel et ses relations avec les suites équilibrées, voir le survol [192].

Complexité modifiée Nakashima, Tamura et Yasutomi introduisent dans
[155] la notion de complexité modifiée qui compte le nombre de facteurs de
longueur donnée qui apparaissent infiniment souvent. Ils étudient ainsi les suites
dont la fonction de complexité modifiée vaut au plus n + 1.

Suites & facteurs groupés Soit R”(n) la taille du plus petit facteur qui
contient tous les facteurs de longueur n d’une suite donnée. Les suites stur-
miennes ont la propriété suivante: Vn, R"(n) = 2n = p(n) +n — 1 (voir [54]).
Cassaigne appelle plus généralement “suite a facteurs groupés” une suite telle
que: Vn, R"(n) = p(n) +n — 1 et décrit cette classe de suites dans [54]. No-
tons qu’on obtient ainsi a la fois des suites périodiques mais aussi des suites de
complexité maximale 2".

Billard Arnoux, Mauduit, Shiokawa et Tamura considerent dans [25, 26] des
suites définies sur un alphabet a trois lettres obtenues en jouant au billard dans
un cube : on obtient alors comme fonction de complexité p(n) = n? +n+1 (voir
[25, 26] et, pour le cas n-dimensionnel, voir le travail de Baryshnikov [28]).

Hubert considere également la dynamique symbolique du billard et la com-
plexité des codages des trajectoires dans un polygone rationnel convexe [118],
ainsi que dans le triangle isocele et le “demi-triangle équilatéral” [119].

Codages de rotations Une généralisation naturelle des suites sturmiennes
consiste & considérer un codage de la rotation R, par rapport a une partition du
cercle unité en d intervalles. La complexité est alors de la forme p(n) = an + b,
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pour n assez grand (voir [1]). Inversement, toute suite de complexité ultime-
ment affine n’est pas nécessairement obtenue comme un codage de rotation.
Par exemple, Rote produit dans [169] des exemples de suites de complexité 2n,
qui ne sont pas des codages binaires de rotations. Didier donne dans [78] une
caractérisation des suites obtenues comme codages de rotations (en explicitant
les liens avec les suites sturmiennes). Enfin, notons que si la complexité d’une
suite u satisfait p(n) = n+k, pour n assez grand, alors u est I'image d’une suite
sturmienne par une substitution, & un préfixe de longueur finie pres (voir par
exemple [1, 79, 54, 102, 114]).

Echanges d’intervalles On appelle échange d’intervalles I"application qui
consiste a réorganiser les intervalles d’une partition de [0, 1] suivant une per-
mutation donnée. En codant, d’apres la partition définissant I’échange, ’orbite
d’un point de [0, 1] sous ’action de cette transformation, on obtient ainsi des
suites de complexité sous-affine. Didier caractérise combinatoirement dans [76]
les suites codant les échanges de trois intervalles. Ferenczi, Holton et Zam-
boni définissent également dans [103] un algorithme produisant les orbites des
points de discontinuité dans le cas des échanges de trois intervalles. Notons que
les suites sturmiennes, les codages binaires de rotations et les échanges de trois
intervalles sont des objets tres proches d’un point de vue combinatoire et arith-
métique (voir par exemple [23]). Un codage de rotation est ainsi la différence
terme & terme de deux suites sturmiennes [119, 169]. Pus généralement, on passe
de I'une a l'autre de ces suites par des projections littérales ou par des trans-
formations de type “automate cellulaire”, c’est-a-dire des codes finis. Notons
néanmoins que les résultats obtenus dans [103] semblent indiquer une diffé-
rence de comportement arithmétique entre les échanges de trois intervalles et
les codages binaires de rotations: le développement en fraction continue qui est
décrit dans [103] ne semble pas étre un simple produit gauche de la transforma-
tion des fractions continues. Nous reviendrons sur les propriétés arithmétiques
de ces suites dans la partie 2.4.

1.3 Complexité sous-affine

Considérons plus généralement le cas des suites de complexité sous-affine
(il existe (a,b) € N2, tel que pour tout n, p(n) < an + b). De nombreuses
propriétés tant combinatoires, ergodiques, qu’arithmétiques peuvent se déduire
de cette simple indication sur ’ordre de croissance de la fonction de complexité.

Commencons par un résultat purement combinatoire dii a Cassaigne [52].

Théoréme 2 (Cassaigne) Si la complexité p(n) d’une suite est sous-affine,
alors p(n+ 1) — p(n) est borné.

Notons que ce résultat est faux pour la complexité sous-quadratique: Ferenczi
donne dans [96] un exemple de suite de complexité sous-quadratique dont les
différences secondes p(n + 2) + p(n) — 2p(n + 1) ne sont pas bornées.

La conjecture S-adique De plus, Ferenczi déduit du théoreme 2 le résultat
suivant [96]: les systéemes minimaux de complexité sous-affine sont engendrés
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par un nombre fini de substitutions (un tel systéeme est appelé S-adique selon
la terminologie due & Vershik). De méme, une suite engendrée par I'itération
d’un nombre fini de substitutions est appelée suite S-adique.

Théoréme 3 (Ferenczi) Soit u une suite uniformément récurrente de com-
plexité sous-affine définie sur Ualphabet A; il existe alors un nombre fini ¢ de
substitutions o;, 1 <1 < ¢, définies sur un alphabet B, une application ¢ de B
dans A et une suite infinie (i,)nen a valeurs dans {1, ..., c} tels que d’une part

lim inf |0y, 04, ...0, ()| = +00
n—+4o00 beB
et d’autre part il existe une lettre b de B pour laquelle tout facteur de la suite u
est facteur de o;, 0y, ...0;, (b), pour un certain entier n.

Le nombre ¢ de ces substitutions peut étre de plus majoré explicitement dans
le cas ou: Vn, p(n+1) — p(n) < 2.

On connait ainsi explicitement un développement S-adique pour les sys-
temes dynamiques engendrés par les suites sturmiennes d’une part et d’autre
part par les suites d’Arnoux-Rauzy [27], pour les systemes engendrés par cer-
tains codages binaires de rotations [77] (c’est-a-dire pour des codages selon une
partition du cercle unité en intervalles dont les longueurs sont supérieures ou
égales a l’angle de la rotation), et pour les systémes engendrés par certains
échanges de trois intervalles [144]. Notons que dans le cas sturmien, on obtient
un résultat plus précis: toute suite sturmienne est S-adique, I'itération étant
gouvernée par le développement d’Ostrowski du point de départ par rapport
au développement en fraction continue de I’angle [22] (voir aussi le paragraphe
2.4).

La réciproque du théoreme 3 est fausse. Il suffit en effet de considérer
une substitution de complexité quadratique pour produire un contre-exemple,
comme le point fixe commencant par ¢ de la substitution ¢ — ab, b — be,
¢ ¢ [159]. 11 reste a définir une notion plus forte de S-adicité qui permettrait
de caractériser les suites de complexité sous-affine: considérons donc une suite
u engendrée par l'itération d’un nombre fini de substitutions; quelles restric-
tions faut-il imposer aux substitutions pour que la suite u soit de complexité
sous-affine?

Durand donne une condition suffisante dans [88] pour qu’une suite S-adique
soit de complexité sous-affine. Cette condition est trop forte puisque les suites
obtenues sont non seulement de complexité sous-affine mais aussi “linéairement
récurrentes”. Soit u une suite récurrente donnée et w un facteur. On appelle
mot de retour sur w tout mot v tel que vw est facteur de la suite u, w est
préfixe de vw et w a exactement deux occurrences dans vw. Une suite est dite
linéairement récurrente s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout
facteur w, la longueur de tout mot de retour v de w satisfait |v] < C'|w|. No-
tons qu’une telle suite est de complexité sous-affine [89]. Durand montre qu’un
systeme est linéairement récurrent si et seulement s’il est S-adique a quotients
partiels bornés, c’est-a-dire que chaque substitution revient avec des plages bor-
nées [88]. En particulier, une suite sturmienne est linéairement récurrente si et
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seulement si les coefficients dans le développement en fraction continue de son
angle sont a quotients partiels bornés, ce qui montre bien que les suites S-
adiques ne sont pas nécessairement linéairement récurrentes. Nous reviendrons
sur la notion de mots de retour dans le paragraphe 3.1.

Un des intéréts de la représentation S-adique est qu’elle permet une des-
cription arithmétique des suites étudiées. En effet la suite (i,) (théoreme 3)
est gouvernée par le développement en fraction continue de ’angle dans le
cas sturmien. Plus généralement, 1’étude des itérations permet de définir un
développement en fraction continue généralisé décrivant la suite considérée:
on trouve ainsi de tels exemples de développement en fraction continue dans
[103, 144, 163, 168, 200]. Nous reviendrons dans la partie 2.4 sur la numération
d’Ostrowski qui permet de décrire la suite (z,) dans le cas d’une suite stur-
mienne donnée ou du systeme dynamique engendré par un codage binaire de
rotation. Les techniques les plus généralement utilisées pour ces probléemes sont
d’une part I’étude des graphes des mots des suites (nous reviendrons sur cette
notion dans le paragraphe 1.4) et 'induction.

Propriétés ergodiques La complexité sous-affine implique de plus les pro-
priétés ergodiques suivantes dans le cas des suites minimales. Rappelons que
cette propriété est invariante par isomorphisme topologique.

Soit u une suite primitive de complexité sous-affine.

— Une premiere conséquence est que le décalage unilatére sur O(u) peut étre
rendu bijectif sauf sur un nombre fini d’orbites (voir par exemple le cours

[100]).

— Boshernitzan a montré que I’on obtient une majoration explicite (en fonc-
tion de 'ordre de croissance de la fonction de complexité) du nombre n
de mesures ergodiques [45, 47].

— En particulier les conditions suivantes impliquent 1'unique ergodicité [45,

47
lim inf p(n) < 2,
n—+oo n

ou
lim sup M < 3.

n—+co N

— Ferenczi a obtenu de méme une majoration explicite du rang [96] (nous
reviendrons sur la notion de rang au paragraphe 2.3).

— Enfin Ferenczi a montré dans [96] I’absence de mélange fort.

1.4 Graphe des mots

Définitions Un outil tres utile pour ’étude des suite sturmiennes (et en par-
ticulier pour ’étude des fréquences des facteurs) est le graphe des mots de
Rauzy. Soit u une suite définie sur I’alphabet fini A (de cardinal d). Le graphe
des mots I',, des facteurs de longueur n de la suite u est un graphe orienté (voir,
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par exemple, [166]), qui est un sous-graphe du graphe des mots de de Bruijn!
(voir [70]).

Le graphe I';; a pour sommets les facteurs de longueur n de la suite, avec
une aréte de U vers V, s’il existe un mot W de longueur n — 1 tel que:

U=zWetV =Wy, avec z,y € A,

et tel que Wy soit un facteur de la suite.

Suites sturmiennes Considérons une suite sturmienne. De la complexité
(Vn, p(n) = n+1), on déduit 'existence d’un unique facteur D,, de longueur n
biprolongeable a droite, c’est-a-dire ayant deux extensions a droite dans la
suite. Soit, de méme, G, 'unique facteur de longueur n biprolongeable & gauche.
Une suite sturmienne présente deux types de graphes selon que G,, = D, ou
que G, # D,,.

Cette forme simple du graphe des mots permet de déduire des informations
sur les fréquences des facteurs des suites sturmiennes. Cette idée a été introduite
par Dekking dans le cas de la suite de Fibonacci (voir [72]). Rappelons que
la connaissance des fréquences de blocs d’une suite sturmienne u permet une
description précise de la mesure associée au systeme dynamique (W, T). En
effet le systéme dynamique associé & une suite sturmienne est uniquement
ergodique (ceci est une conséquence de la description des suites sturmiennes
donnée par le théoreme 1, la rotation sous-jacente étant d’angle irrationnel).

Soit U un sommet de I',,. On note U™ le nombre d’arétes de I',, d’origine U
et U™ le nombre d’arétes d’extrémité U. On a le lemme suivant.

Lemme 2 Supposons que U —V et que Ut = 1=V~ =1, alors les facteurs
U et 'V ont méme fréquence

A
A

o
. :

1. Le graphe des mots de de Bruijn correspond au graphe des mots d’une suite de complexité
maximale (Vn, p(n) = d”,) et a été introduit par de Bruijn dans le but de construire des suites
finies circulaires de longueur d" & valeurs dans {0,1,...,d — 1}, telles que tout facteur de
longueur n apparait une fois et une seule : une telle suite correspond & un chemin Hamiltonien
fermé dans le graphe de de Bruijn.
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On déduit alors de ce lemme que tous les mots du chemin (1) (voir la figure
ci-dessus), privé de D,, et GG,, ont méme fréquence, que, de méme, tous les mots
du chemin (3), privé de D,, et G, ont méme fréquence et enfin, que tous les mots
du chemin (2), D,, et GG, inclus, ont méme fréquence. On en déduit donc que
les fréquences des facteurs de méme longueur d’une suite sturmienne prennent
au plus 3 valeurs. De plus, si G,y = D,,_; alors I'un des deux chemins (1) ou
(3) est vide, c’est-a-dire que l’on a une aréte de D,, vers (G,,. On en déduit donc
la proposition suivante.

Proposition 1 Les fréquences des facteurs de méme longueur d’une suite stur-
mienne prennent au plus 3 valeurs. S1 G 1 = D,,_1, les fréquences des facteurs
de longueur n prennent au plus 2 valeurs.

Suites d’Arnoux-Rauzy [’étude de I’évolution du graphe des mots est une
méthode puissante qui permet de décrire avec précision les suites sturmiennes.
Arnoux et Rauzy ont ainsi prouvé la S-adicité des systemes dynamiques stur-
miens: tout systeme dynamique sturmien est obtenu par itération de deux
substitutions (voir [27]). En ce qui concerne les suites d’Arnoux-Rauzy (voir
le paragraphe 1.2), ’étude des graphes des mots permet également de repré-
senter géométriquement ces suites comme un échange de six intervalles sur le
cercle unité. Cet échange est uniquement ergodique [27]. Par conséquent, les
fréquences de blocs existent pour une telle suite. Le graphe des mots admet
alors quatre branches, trois branches allant de D,, a G,, et une branche allant
de G, a D,,. On montre en particulier qu’il existe, pour les facteurs de longueur
donnée, au plus quatre fréquences dont 'une est la somme des trois autres (voir
[61, 62], pour une étude de ces fréquences).

Graphe des mots et fréquences Plus généralement, supposons que toutes
les fréquences des facteurs d’une suite u existent. Notons que la fonction qui
associe a une fleche étiquetée par Wy la fréquence du facteur zWy est un flot
satisfaisant a la loi de Kirchhoff. Une branche du graphe I';, est une suite de
longueur maximale (Uy,...,U,,) de fleches connectées de I',,, éventuellement
vide, satisfaisant
UZ»"' =1, pour :<m, U =1, pour 7> 1.

Par conséquent, les fleches d’une méme branche ont la méme fréquence et le

nombre de fréquences des facteurs de longueur donnée est majoré par le nombre
de branches (voir [46]).

Théoréme 4 (Boshernitzan) On considére une suite récurrente de complexité
p(n), les fréquences des facteurs de longueur n prennent au plus 3(p(n + 1) —
p(n)) valeurs.

On en déduit que si p(n+1) —p(n) est uniformément majoré en n, les fréquences
des facteurs de longueur donnée prennent un nombre fini de valeurs. En fait,
en utilisant le résultat de Cassaigne précédemment cité (théoreme 2) dont la

18



preuve repose aussi sur une utilisation du graphe des mots (voir [52]), on obtient
le résultat suivant.

Corollaire 1 Si la complexité p(n) d’une suite est sous-affine, alors les fré-
quences des facteurs de longueur donnée ne prennent qu’un nombre fini de va-
leurs.

Quelques applications Notons quelques applications récentes de la notion
de graphe des mots. La fonction de récurrence R(n) d’une suite mesure
la taille (éventuellement infinie) de la plus petite fenétre qui, placée en toute
position de la suite, contient tous les facteurs de longueur n. Rauzy a conjecturé
dans [166] que si R(n) est la fonction de récurrence d’une suite non périodique,
R7(1n) > %, cette valeur étant atteinte pour la suite de
Fibonacci. Cassaigne en a obtenu une preuve basée sur I’évolution des graphes
des mots [57] (voir aussi [55], pour une étude du spectre des valeurs limite de la
fontion de récurrence). Allouche et Bousquet-Mélou ont également étudié une
conjecture similaire de Shallit, avec une fonction S(n) légerement différente:
S(n) est la longueur du suffixe le plus grand de wupuy ..., qui est aussi un
facteur de uguy .. .1u,—1. Toujours par I’étude des graphes des mots, Cassaigne a
obtenu un contre-exemple pour cette seconde conjecture concernant la fonction
S (une suite donnant une limite strictement inférieure a celle donnée par la suite
de Fibonacci), et a pu prouver que celui-ci est optimal (voir [53]). Un résultat
annexe est une nouvelle caractérisation des suites sturmiennes, au moyen d’une
autre variante R"”(n) de la fonction de récurrence [54]: les suites sturmiennes
sont des suites & facteurs groupés (voir également le paragraphe 1.2).

De méme, notons que les caractérisations de [1, 79, 102, 54, 114] des suites
de complexité n + k font intervenir les graphes des mots. Pour les suites telles
que p(n+ 1) — p(n) = 2, voir [95, 169] et pour une étude des suites telles que
p(n+1) —p(n) € {1,2}, voir [1].

Les graphes de mots interviennent également dans [101] pour I’estimation
de complexités pour des mots finis, ainsi que pour le calcul de la fonction de
dispersion, qui associe a n la longueur maximale d’un chemin admissible sans
répétition du graphe des mots [';.

Tijdeman introduit dans [194] une notion de graphe tres proche de celle du
graphe des mots afin de montrer le résultat suivant.

alors limsup,,_, .,

Théoréme 5 (Tijdeman) Soit u une suite définie sur un alphabet de q lettres
dont les fréquences existent et sont linéairement indépendantes sur Q. Alors
p(n) > n(q — 1), pour tout n.

Nous reviendrons dans le paragraphe 2.1 sur des résultats concernant le théo-
reme des trois longueurs obtenus par I’étude du graphe des mots [2, 35, 60, 61,
62] ou de graphes tres similaires [63].
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2 Théoreme des trois longueurs

2.1 Fréquences des suites sturmiennes

On a vu que les fréquences des facteurs de longueur donnée d’une suite
sturmienne prennent au plus trois valeurs. Or on peut exprimer ces valeurs en
fonction du développement en fraction continue de I'angle (voir [32]).

Théoréme 6 Considérons une suite sturmienne d’angle a. Soit m > 1. Soient

B et L2 deur m-points de Farey consécutifs tels que £ < ar < 2.

a0
Les fréquences des facteurs de longueur m sont a valeurs dans [’ensemble :

p2 — aqa, aqr — p1, a(qr — q2) +p2 —p1-
1l y a de plus
e m — ¢o + 1 facteurs de fréquence py — aqs;
e m — qi + 1 facteurs de fréquence agy — p1;
e (1 + q2) — m — 1 facteurs de fréquence a(q — q2) + p2 — p1-

On rappelle qu’un m-point de Farey est un élément a de [0, 1] tel que o =
avec p > 0,1 < ¢ < met pged(p,q) =1 (voir [113], p. 23). Les points % et £2
s’expriment explicitement en fonction du développement en fraction continue
de 'angle a.

P
g’
i3

La preuve de ce théoreme se fait par récurrence sur m et est fondée sur
’évolution du graphe des mots étudiée par Arnoux et Rauzy dans [27]. En effet,
la taille des branches donne le nombre de facteurs correspondant & chacune des
fréquences. De plus, les fréquences des branches reliant D,, a GG, sont données
par f(Dp—1a) et f(D,,—1b) (si elles sont non vides), alors que la fréquence de
la branche du milieu est donnée par f(D,,). Il est important de caractériser le
cas ou GG, = D,,. Ceci n’arrive que dans le cas suivant.

Proposition 2 Soit m > 1. Soient % et 5—; deuxr m-points de Farey consécutifs

tels que % # 0 et 5—; # 1. On considére une suite sturmienne dont Uangle o

vérifie a € 52, B2 On a Gy, = Dy si et seulement sim = q1 + g2 — 2.

Ce résultat correspond a la caractérisation des mots strictement bispéciaux
donnée par Mignosi et de Luca dans [74], a partir des mots standard de Rauzy
[167]. En effet, si on a I’égalité D,, = G,,, on vérifie que le mot G, est alors
strictement bispécial dans le langage de toutes les suites sturmiennes, c’est-
a-dire que les quatre extensions aG,,a, bG,,a, aG b et G, b sont des facteurs
de suites sturmiennes. Notons que sous les hypotheses de la proposition 2, le
mot Gy, 44,2 est alors un élément de PE'R, en reprenant les notations de [74],
c’est-a~dire que (g, 44,—2 admet deux périodes, ¢; et ¢z, premieres entre elles,
ou en d’autres termes, que Gy 44,—2 est un mot maximal pour le théoreme de
Fine et Wilf [104]. Voir aussi [198], pour I’étude du cas de la suite de Fibonacci.
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Revenons a la bijection donnée par le lemme 1 entre facteurs de longueur n et
intervalles du cercle unité délimités par les points —ka, 0 < £ < n. On retrouve
ainsi un résultat classique d’analyse diophantienne, a savoir le théoreme des
trois longueurs, initialement conjecturé par Steinhaus et prouvé par V. T. Sés
(voir [186, 188, 191, 190]).

En effet, si ’on place les points {0}, {a}, {2a},..., {na} surle cercle unité,
on obtient n 4+ 1 segments dont les longueurs prennent au plus trois valeurs,
I’une étant la somme des deux autres. Cette propriété est connue sous le nom de
théoréme des trois longueurs et peut étre considérée comme une illustration
géométrique des propriétés de bonne approximation des quotients partiels de
Farey dans le développement en fraction continue de «. La connexion entre
ce théoreme et la combinatoire des mots est particulierement apparente quand
on considére un théoréme équivalent, appelé théoréme des trois lacunes:
fixons a et 3 dans ]0, 1], les lacunes entre les entiers n successifs pour lesquels
{an} < [, prennent au plus trois valeurs, 'une étant la somme des deux autres.
Il est alors naturel d’introduire la suite binaire définie comme le codage de la
rotation d’angle o par rapport aux intervalles [0, 3[,[3, 1] (en particulier, si
f =aou B =1-—a, cette suite est sturmienne) : les longueurs des plages de
chacune des lettres de la suite codage sont données par les trois lacunes. En
fait, les théoremes des trois longueurs et des trois lacunes sont directement liés
aux propriétés topologiques et métriques des systemes dynamiques associés aux
codages de rotations. Dans le survol [2], nous donnons en particulier des preuves
combinatoires et élémentaires de certaines généralisations de ce théoreme.

Notons quelques généralisations récentes du théoreme des trois longueurs.
Dans [62], une généralisation de ce théoreme est donnée pour la rotation du tore
T2 associée & la substitution de Tribonacci : 'ensemble des morceaux du fractal
de Rauzy [165, 149] qui représentent les cylindres correspondant aux facteurs de
longueur donnée est constitué de trois ou quatre régions a translation pres. Une
généralisation analogue est également donnée dans [107], pour toute rotation
irrationnelle du tore T2. Enfin, Justin et Pirillo calculent dans [130] la fonction
L(m) qui donne la longueur du plus long facteur d’une suite sturmienne donnée
ayant pour période m.

2.2 A propos du théoreme de Geelen et Simpson

Geelen et Simpson [109] ont montré la généralisation suivante du théoréme
des trois longueurs.

Théoréme 7 (Geelen et Simpson) Soient o, 3,p € R et soient n,m € N.
L’ensemble des points

{ia+jB+p, 0<i<m—1,0<j<n—1}
partitionne le cercle unité en, au plus, min{m, n} + 3 longueurs.

Cette borne est maximale au sens ot, pour tout couple (m,n), il existe («, )
réalisant cette borne. Inversement, on peut se demander s’il existe des couples
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(o, B) tels que, si 'on considere des carrés de c6té N (c’est-a-dire les points
ia+jB+p, 0 <1i,j < N—1),on puisse alors obtenir une partition en intervalles
dont le cardinal est majoré (indépendamment de N). Boshernitzan a répondu
par l'affirmative a cette question [48].

Théoréme 8 (Boshernitzan) Soit (o, ) € R? un couple de réels mal appro-
chable (au sens de [176, 59]); il existe alors une constante C' telle que le car-
dinal de l’ensemble des longueurs de la partition du cercle unité par les points
{ma+np, 1 <m,n < N} est majoré par C'.

Nous sommes en particulier sous les hypotheses du théoreme 8 si {1, v, 5} forme
une base sur Q d’un corps cubique. Boshernitzan a montré de plus que pour
un ensemble résiduel de couples (a, ), le cardinal de I’ensemble des longueurs
n’est pas majoré. Enfin, il conjecture que ce cardinal est majoré pour presque
tout couple («, 3) pour la mesure de Lebesgue.

Notons que Chevallier donne dans [63] une version d-dimensionnelle du théo-
reme de Geelen et Simpson en introduisant un graphe proche du graphe des
mots.

Théoréme 9 (Chevallier) Soit d > 3. Soient ay,...,aq € Tt et 2 < ny <
... < nyq des entiers. L’ensemble

d
{Zkiai, 0§k¢<ni, iIl,...,d}

=1

divise T' en intervalles dont les longueurs prennent au plus

d—1 d—2
H n; +3 H n; + 1
=1 =1

valeurs.

2.3 Une application en théorie ergodique

L’étude des fréquences de facteurs des suites binaires obtenues comme co-
dages de rotations permet d’exprimer certains nombres de recouvrement pour
les systemes dynamiques associés ainsi que d’étendre ces résultats a des échanges
de trois intervalles, ce qui fait I'objet de [35].

Soit (X, T, ) un systéeme dynamique métrique. On peut associer & un tel
systeme des invariants pour la notion d’isomorphisme métrique ou topologique,
appelés nombres de recouvrement, permettant également de définir la no-
tion de rang (voir par exemple le survol [98] ainsi que [96] pour les relations
entre la notion de rang et de complexité ainsi que 'introduction de la these de
Chekhova [60]). Rappelons qu’une tour de Rokhlin est une union d’ensembles
disjoints de la forme B, TB, ..., T"7'B. Les nombres de recouvrement (voir
[61, 93, 94, 98, 134]) mesurent la tour de Rokhlin de plus grande taille et de
hauteur arbitrairement grande h, contenue dans X, dont la base B possede
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certaines propriétés de régularité, comme le fait d’étre un intervalle ou un en-
semble de petit diametre, si X = T, ou bien d’étre un cylindre, si X est un
syteme dynamique symbolique.

Les nombres de recouvrement associés a une rotation irrationnelle R, du
cercle unité ou a un systeme dynamique symbolique sturmien sont calculés dans
[61], & partir de ’expression des fréquences des facteurs des suites sturmiennes,
et donc du théoreme des trois longueurs. Plus généralement, si I’on considére un
systeme dynamique symbolique engendré par une suite codant la rotation R,
sur deux intervalles, délimités par les points 0 et 3, 'expression des nombres
de recouvrement fait intervenir les fréquences des facteurs d’une telle suite:
les fréquences des facteurs de longueur n sont données par les longueurs des
intervalles délimités par les points —ka, S8—la, 0 < k, I < n. D’apres le théoreme
7, ces longueurs prennent au plus 5 valeurs. Ces fréquences sont exprimées dans
[35], a partir de I’étude du graphe des mots et d’un algorithme d’approximation
de § par les points ko, que 'on peut décrire en termes dynamiques comme
un produit gauche du développement en fraction continue (voir le paragraphe
suivant).

On peut associer classiquement & un codage binaire de rotation irration-
nelle un échange de trois intervalles, défini par un procédé d’induction (voir par
exemple [164]). On en déduit alors I’expression de nombres de recouvrement
pour des échanges de trois intervalles. On obtient ainsi que tout échange er-
godique de trois intervalles est de spectre simple et ne peut étre isomorphe en
mesure au systeme dynamique associé a la suite de Thue-Morse. On obtient de
plus des exemples d’échanges de trois intervalles induits par la méme rotation,
mais non conjugués topologiquement. Ces résultats sont montrés dans [35].

2.4 Autour du systéeme de numération d’Ostrowski

Approche arithmétique Le développement en fraction continue d’un réel
« permet de construire explicitement les rationnels qui approchent au mieux ce
réel; il s’agit de la propriété de meilleure approximation: un rationnel a/b
est dit meilleure approximation de « si

Ve/d # afb, 0 < d <b, alors |da — ¢| > |bar — al.

Les meilleures approximations d’un irrationnel o sont exactement les conver-
gents 5—2- Considérons maintenant le probleme d’approximation non homogene
associé: comment approcher modulo 1 un réel g par des points de la forme
ka? Remarquons que si « est rationnel, il existe alors des réels 8 tels que la
quantité |pa+ g — 3| peut étre minorée indépendamment de (p, ¢). Il est donc
raisonnable de penser que si «v est bien approché par les rationnels (c’est-a-dire
si les quotients partiels de « sont grands), il existe alors des réels 3 qui ne
pourront pas étre bien approchés par des points de la forme pa + ¢, ce qui est
effectivement le cas [133]. Ceci laisse indiquer que le développement en fraction
continue de « joue encore un réle déterminant pour le probléeme non homogene.
Afin de construire explicitement des solutions a ce probleme, il est intéressant
d’introduire le systeme de numération suivant.
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Le systéme de numération d’Ostrowski [158] est le systeme de numéra-
tion associé a I’échelle de numération (g, )nen, ou les ¢, sont les dénominateurs
des convergents dans le développement en fraction continue d’un réel irrationnel
0 < a < 1 donné. (Notons que I’on a bien ¢y = 1.) On note (a,,)nen la suite des
quotients partiels. On a go = 1, ¢1 = a1, et Vn, ¢pe1 = Gpnp10n + Gu-1-

En appliquant ’algorithme glouton (voir par exemple [105]), on obtient le
résultat suivant : tout nombre entier naturel N s’écrit de maniere unique sous

la forme
m
N = de%—h
k=1
ol
Ogdlgal_lvogdkéah pOUI’kZQ, (1)
dk =0 si dk_|_1 = Qf+1-
Par exemple, si a = 1"'7\/5 est le nombre d’or, on retrouve la numération de

Fibonacci, et la condition de Markov (1) équivaut au fait que l’on ne trouve
pas deux 1 consécutifs dans la suite des coeflicients de la représentation. Cette
numération est appelée représentation de Zeckendorf.
On peut de maniere analogue développer des réels: la base est alors donnée
par la suite (6,,),en, ol
Vn, 8, = qg,a — py.

Rappelons que le signe de 6, est égal au signe de (—1)". Tout réel 3, avec
—a < f < 1 — a, s’écrit de maniére unique sous la forme suivante (voir par
exemple [75, 188, 84, 141, 142, 125, 185]):

+o0
B= b1, (2)
k=1

ou0<by<ay—1, 0<b, <ag, pour k> 2,
b, =0 si bpy1 = apyr,
bok+1 # azk+1, pour une infinité d’entiers k.

Notons que I'on a bien convergence puisque

La condition sur les coeflicients d’indice impair garantit 'unicité de cette
écriture dans le cas ot f = la (mod 1). Notons que cette écriture peut étre
étendue a R (voir [183]).

Ces développements nous permettent donc d’approcher arbitrairement pres
f modulo 1 par des points de la forme Na: il suffit de développer 3 selon (2); les
entiers N,, avec N, = 2221 brqr_1 fournissent les meilleures approximations.

Supposons maintenant que ’on ne veuille approcher 5 que d’un c6té modulo
1 (c’est ce type d’approximation qui intervient dans les problemes de calcul des
nombres de recouvrement évoqués dans le paragraphe précédent). Il apparait
alors naturel de développer 3 selon la base (|6,,|).en-
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Tout réel g, avec 0 < 8 < 1, s’écrit alors de maniere unique sous la forme
(voir par exemple [112, 121]):

400
B=Y " crlbrl, (3)
k=1

ol 0 < ¢ < ag, et cpr1 = 081 ¢ = ay,
¢k # aj pour une infinité d’entiers pairs et une infinité d’entiers impairs.

Il existe de méme un systeme de numération associé sur les entiers: I’échelle de
numération est donnée par ((—1)"¢,)nen. Il est alors plus délicat d’exprimer
les meilleures approximations, a gauche par exemple, de 3 par des points de la
forme N en raison des signes qui apparaissent: pour un algorithme explicite,
voir [35].

Ces développements sont d’abord apparus pour des évaluations de discré-
pance en théorie de la distribution uniforme (voir par exemple [58, 69, 75, 83,
84, 85, 141, 142, 160, 175, 185, 186, 187, 188]). En effet, ce type d’expression
est utilisé pour donner des bornes sur des expressions non homogenes du type

N Y ({ka+ B} -1/2).

1<k<N

Pour un rappel des différents algorithmes de fractions continues non homo-
genes correspondant & ce type de problemes, voir [139].

Approche ergodique De méme que I’on peut obtenir de nombreuses proprié-
tés métriques et ergodiques concernant les fractions continues en introduisant
la transformation 7'(z) = {1/2}, de méme peut-on ici décrire les développe-
ments (2) et (3) comme un produit gauche de la transformation 7" des fractions
continues.

Ito donne ainsi dans [121] les transformations définies sur [0, 1[x[0, 1] qui
produisent les développements (2) et (3). On en déduit une réalisation de
leur extension naturelle et une expression des mesures invariantes (voir aussi
[125, 185]). Voir également [132, 131] pour une construction de mesures non
singulieres, non atomiques et quasi-ergodiques associées a ces systemes de nu-
mération.

De plus, une caractérisation de ’extension quadratique Q(a) (pour a qua-
dratique) est donnée dans [112] en fonction de ces développements. Ce résul-
tat est étendu dans [122] a des nombres cubiques en utilisant 'algorithme de
Jacobi-Perron modifié.

Sidorov et Vershik étudient dans [183] les propriétés “adiques” et ergodiques
des systemes de numération associés. En particulier, ils établissent un isomor-
phisme entre une rotation irrationnelle du cercle unité donnée et une transfor-
mation adique a l'aide des deux développements (2) et (3). De méme, Liardet
montre dans [143] les propriétés de 'odometre construit sur ce systeme de nu-
mération (il est continu, donc surjectif et minimal) en relation avec I’étude
dynamique des suites a-multiplicatives.
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Approche combinatoire Ces écritures interviennent également dans [22]
afin d’exprimer algorithmiquement une suite sturmienne donnée, en “itérant”
des substitutions élémentaires gouvernées par ces développements (voir aussi
[128, 135, 136, 137, 138, 139, 157]). En d’autres termes, les fractions continues
décrivent fidelement le langage de toutes les suites sturmiennes de méme angle.
Si l'on veut connaltre le développement S-adique d’une suite sturmienne, on a
besoin d’une information supplémentaire donnée par le développement de type
(2) par exemple, du point dont on code 'orbite. Didier introduit un dévelop-
pement analogue dans [77] pour I’étude des codages binaires de rotations. Voir
également [103] pour ce qui concerne les échanges de trois intervalles.

On obtient alors des caractérisations de propriétés algébriques comme la
quadraticité de a en termes combinatoires d’une part, et en termes de dévelop-
pements ultimement périodiques d’autre part. Cette idée se retrouve dans la
généralisation suivante du théoreme de Lagrange due & Boshernitzan et Carroll
[49]. Si tous les paramétres numériques d’un échange d’intervalles appartiennent
a un méme corps quadratique de nombres, on a la propriété d’autosimilarité sui-
vante : soit T un échange d’intervalles dont les longueurs appartiennent a un
méme corps quadratique de nombres; soit (7},),en une suite de transformations
obtenues a partir de T' par inductions successives, c’est-a-dire Ty = T et T, est
I’application de premier retour de T,,_; sur un des intervalles échangés; alors la
suite (7,) prend un nombre fini de valeurs, c’est-a-dire qu’on obtient un nombre
fini de transformations. En particulier, si on induit toujours de la méme maniere
(par exemple, sur le premier intervalle), la suite (7},),en est alors ultimement
périodique.

Enfin, pour une approche algébrique et géométrique de ces questions, voir
[20, 23] : on sait qu’il est possible de coder le flot géodésique sur la surface mo-
dulaire par les fractions continues (voir par exemple [19]). Arnoux et Fisher ont
ainsi introduit le flot scénographique qui permet d’étendre ’approche modulaire
a ce contexte non homogene (ou, en d’autres termes, affine).

3 Des suites substitutives aux automates cellulaires

Nous allons considérer dans un premier temps les suites points fixes de
substitutions de longueur constante (paragraphe 3.1) ainsi que certaines de
leurs propriétés métriques et topologiques (paragraphe 3.2), puis leurs liens avec
les quasi-cristaux (paragraphe 3.3). La question de 'automaticité (au sens de
Shallit) des suites sturmiennes est alors naturelle. Nous I’abordons dans la partie
3.4. Nous finissons cette partie avec I’étude des généralisations bidimensionnelles
possibles.

3.1 Suites automatiques

Les suites point fixe de substitutions de longueur constante ont de nom-
breuses propriétés. En particulier, elles peuvent étre engendrées par un pro-
cessus algorithmique simple: un automate fini [67]. Rappelons les définitions
d’automate et de suite automatique. Pour plus d’informations sur le sujet, voir
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les survols [4, 15, 73]. Un g-automate est défini par la donnée:

— d’un ensemble fini d’états S = {i = ay, as, ..., aq}, dont on a privilégié un
élément ¢, appelé état initial,

— de ¢ applications ou “fleches” de ’ensemble des états S dans lui-méme,
notées 0,1, ..., — 1,

— d’une application ¢ de S dans un ensemble Y, dite fonction de sortie.

Une suite (u(n)),en & valeurs dans Y est dite g-automatique si elle est engen-
drée par un ¢g-automate de la facon suivante : considérons un entier n, écrivons-
le en base ¢ et identifions les chiffres de son développement aux applications
0,1,...,g — 1; en lisant les chiffres de n de droite & gauche, on obtient une ap-
plication composée de S dans lui-méme. Soit ay I'image de I’état initial 7 par
cette application, on pose alors: u(n) = p(ay).

La notion de g-automaticité que nous considérons ici est basée sur la numé-
ration en base ¢. On peut étendre la notion d’automaticité a des systemes de
numération plus généraux, comme la numération de Fibonacci. Nous n’aborde-
rons pas cet aspect ici. Dans tout ce qui suit, nous entendrons par automaticité
la notion de g-automaticité.

Le théoreme suivant di a Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy [64, 65]
relie Pautomaticité aux propriétés suivantes combinatoires et algébriques.

Théoréme 10 (Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy)
Soit uw = (u(n)),en une suite a valeurs dans le corps F,. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

1. la série formelle Z u(n) X" est algébrique sur le corps Fy(X),
n>0

2. le g-noyau N,(u) de la suite u est fini, o Ny(u) est défini comme l'en-
semble des sous-suites de la forme

Ny(u) = {(u(g"n + r))new; k> 0; 0 < <" =1},
3. la suite u est q-automatique,

4. la suite u est l'image par une projection lettre a lettre d’un point fixe d’une
substitution de longueur q.

La derniére équivalence est due a Cobham [67] et I’équivalence entre les condi-
tions 2 et 3 est due a Eilenberg [92].

Durand généralise dans [86] I’équivalence entre la condition 3 et "automa-
ticité, aux suites substitutives uniformément récurrentes. Cette caractérisation
est basée sur la notion de mots de retour (voir le paragraphe 1.3) et de suite
dérivée. Rappelons qu’un mot de retour sur le facteur w est un mot séparant
deux occurrences successives de w; on appelle suite dérivée d’une suite mi-
nimale u fixée, une suite obtenue en codant u par les mots de retour sur un
préfixe non vide de la suite u. La caractérisation est alors la suivante.

Théoréme 11 (Durand) Une suite uniformément récurrente est substitutive
si et seulement si l'ensemble de ses suites dérivées est fini.
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Ce résultat a été prouvé indépendamment par Holton et Zamboni [117]. Il a de
plus été étendu au cas des pavages substitutifs par Priebe [161]: les pavages de
Voronoi dérivés jouent alors le role des suites dérivées. Notons que la notion
de mots de retour a de nombreuses applications tant arithmétiques (généralisa-
tions du théoreme de Cobham [87]) que dynamiques (description des systemes
de Bratelli-Vershik stationnaires minimaux comme réunion des systéemes de
substitutions primitives et des odomeétres [89]).

La caractérisation 1 a de nombreuses applications en transcendance (pour
des séries formelles & coefficients dans un corps fini), voir par exemple les survols
[7, 195]. Beals et Thakur étendent de plus ce type de propriétés algébriques a
des classes de langages plus générales [29)].

Nous avons vu le lien qui existe entre les suites automatiques et les proprié-
tés algébriques des séries formelles. Il est naturel de s’interroger sur I'existence
et les propriétés de développements en fraction continue de séries formelles a
coefficients dans un corps fini. Nous étudions dans [36] les propriétés de certains
développements en fraction continue pour des séries formelles a coefficients dans
un corps fini. Nous nous intéressons en particulier a I'action de SL(2,F,[X]),
ainsi qu’a des propriétés métriques, comme la réalisation d’une extension natu-
relle.

3.2 Complexité et fréquences
On a les propriétés suivantes.

Théoréme 12 1. La complexité d’un point fize d’une substitution primitive
(voir par exemple [162]) ou d’une suite automatique [67] satisfait

Vn, p(n) < Cn.

2. Plus généralement la complexité d’un point fize de substitution satisfait
[91, 159]
Yn, p(n) < Cn?.

Cette propriété permet de montrer qu’une suite de haute complexité n’est
pas automatique. Notons que des suites automatiques ont des fonctions de com-
plexité similaires mais des propriétés tres dissemblables pour ce qui concerne
leurs propriétés spectrales (voir par exemple [162]).

Considérons quelques résultats sur les fréquences des facteurs d’un point fixe
d’une substitution de longueur constante. Pour des résultats généraux sur les
suites substitutives primitives, voir [162]. Rappelons que pour de telles suites les
fréquences existent et sont strictement positives. Le résultat suivant d’équiré-
partition s’applique pour les fréquences de facteurs de substitutions primitives
de longueur constante (voir [71]).

Théoréme 13 (Dekking) Soit o une substitution primitive de longueur constante.
On note f(w) la fréquence du facteur w. Il existe Cy > Cy > 0 tels que

Cl S nf(w) S 027

pour tout n > 1 et pour tous les facteurs w de longueur n.
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Le résultat suivant se prouve en appliquant les propriétés des matrices stochas-
tiques & la puissance n-ieme d’une matrice de substitution divisée par [”, ou [
est la longueur de la substitution (voir [67]).

Théoréme 14 (Cobham) Si les fréquences des facteurs d’une suite automa-
tique existent, elles sont rationnelles. De plus, si la substitution correspondante
est primitive, alors les fréquences existent.

En particulier, une suite sturmienne ne peut étre automatique, puisque les fré-
quences des lettres sont irrationnelles. Néanmoins une suite sturmienne d’angle
% est F-automatique, pour la notion d’automaticité liée a la numération de
Fibonacci.

Pour des résultats plus précis sur les suites automatiques dont une lettre a
une fréquence nulle, voir [67]. Voir également [106] pour une description précise
des fréquences des facteurs d’une suite point fixe d’un morphisme de longueur
constante circulaire et marqué.

3.3 Suites automatiques et quasi-cristaux

Un cristal est un arrangement triplement périodique d’atomes et ne peut
donc avoir que des symétries d’ordre 2, 3, 4 ou 6. Or, en 1984, Shechtman,
Blech, Gratias et Cahn ont fabriqué un alliage d’aluminium et de manganeése
dont les figures de diffraction présentent six axes de symétrie d’ordre 5, soit
une symétrie icosaédrique (voir [182]). On a alors appelé un tel alliage quasi-
cristal. Pour plus d’informations sur le sujet, voir par exemple [40, 177].

Une suite infinie peut servir de modeéle pour un réseau unidimensionnel
d’atomes de la maniere suivante : on associe a chaque lettre un segment de lon-
gueur donnée et on concaténe bout & bout les segments ainsi obtenus. On place
alors des atomes aux extrémités de chaque segment. On appelle suite quasi-
périodique une suite correspondant a un quasi-cristal, c’est-a-dire une suite non
périodique mais suffisamment ordonnée, pour que la figure de diffraction qu’elle
produise présente des taches similaires a celles des systemes périodiques. Ainsi
la suite de Fibonacci est-elle quasi-périodique alors que la suite de Thue-Morse
ne l'est pas.

Pour construire des pavages quasi-périodiques, on cherche un nombre fini de
parties avec des regles de liaison et des regles d’inflation qui montrent que "on
peut étendre le pavage a I’espace entier tout en conservant la non-périodicité.
Une suite substitutive correspond & ce modele. Une telle suite présente, de plus,
un certain ordre: Vn p(n) < C'n?. Toute substitution ne donne pas naissance &
une suite quasi-périodique : la suite de Thue-Morse est substitutive mais n’est
pas quasi-périodique. Bombieri et Taylor ont ainsi montré, dans [43] et [42], qu’il
y avait des restrictions algébriques sur les substitutions qui engendraient des
pavages quasi-périodiques. Ils ont montré qu’une condition nécessaire, pour que
le pavage unidimensionnel engendré par une substitution soit un quasi-cristal,
est que le polynome caractéristique de la substitution ait une seule racine de
module strictement plus grand que 1 (nombre de Pisot). Notons que cette
condition intervient plus généralement dans les problemes de représentation
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géométrique des systemes dynamiques substitutifs comme une rotation sur un
tore ([24, 115, 116]).

Il est naturel de chercher un critere de reconnaissance de suites quasi-crista-
llines (de telle suites ont en particulier un spectre discret). Pour cela, Burrows et
Sulston calculent dans [145] des valeurs d’entropies conditionnelles de blocs dans
le but de donner une mesure quantitative du désordre, plus précise que la notion
topologique de complexité. Cette mesure a été introduite par Shannon [181], et
est définie a partir d’approximations successives : une suite de valeurs d’entropie
est ainsi associée a une suite a valeurs dans un alphabet a deux lettres {a, b}, a
partir des probabilités conditionnelles f(a/z1...xk) et f(b/z1...x), OU zy...2%
est un bloc de la suite de probabilité non nulle et f(z/2;...2) = foveese) 1,

suite (Hy)ren est alors ainsi définie:

H;, = Z/f($1$k)H($1xk)7

ot 3. désigne la somme sur tous les blocs de longueur & de fréquence non nulle
et

H(zy..xp) = L(f(a/xr...xr)) + L(f(b/z1...21)), avec L(z) = —zlog,(z).

Notons que cette suite de valeurs d’entropie, définie a partir de probabilités
conditionnelles, mesure les propriétés de prédictibilité de la suite initiale et

converge vers I’entropie mesurée du systeme dynamique (O(u),T'). En cal-
culant ces entropies de blocs pour certaines suites automatiques représenta-
tives, ce qui revient a donner une expression des fréquences des facteurs de
longueur donnée, on montre cependant que la vitesse de convergence de ces en-
tropies conditionnelles vers I'entropie métrique (qui est alors nulle) ne permet
pas de distinguer entre suites automatiques selon leurs propriétés spectrales
(voir [30, 31]).

Notons qu’il existe de nombreux résultats et une littérature fournie concer-

nant les liens entre les suites automatiques et la physique. Voir par exemple
[6, 14, 147, 148].

3.4 Automaticité et suites sturmiennes

Shallit introduit dans [180, 110, 179] une mesure de ’automaticité d’une
suite u = (u(n))nen définie sur un alphabet fini: la k-automaticité de la suite u,
Aﬁ(n)7 est définie comme le plus petit nombre possible d’états d’un k-automate
fini déterministe qui engendre le préfixe de longueur n de cette suite. Cette
mesure est a rapprocher de la notion de complexité en arbre introduite dans
[156]. Elle indique de plus quantitativement & quel point une suite est proche
d’étre k-automatique. Notons qu’on introduit les chiffres dans I'automate, en
partant du chiffre le moins significatif (dans le développement en base k) et
que cette mesure dépend de cette convention: il y a des langages de basse
automaticité dont 'image miroir a une haute automaticité [110].

Une suite ne peut pas étre k-automatique si toutes les suites dans le k-noyau
sont distinctes (théoréme 10). Une suite est dite maximalement diverse si les
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sous-suites {(w(k*n 4 r))pen; s > 1, 0 < r < k® — 1} sont toutes distinctes.
Shallit prouve dans [179] que les suites sturmiennes sont maximalement diverses,
ce qui prouve qu’elles sont loin d’étre automatiques, méme quand elles sont
points fixes de substitutions. Plus précisément, Shallit déduit du théoreme des
trois longueurs une mesure d’automaticité des suites sturmiennes [179].

Yao donne également dans [199] un critére de non-automaticité motivé par
un critere de transcendance di a de Mathan (voir [146]). Ce critére est énoncé
en termes d’approximation diophantienne mais Koskas en a donné une version
combinatoire dans [140], utilisant les automates. En particulier, Yao donne une
preuve simple d’un résultat de Mkaouar [152]: la suite des quotients partiels de
la suite de Baum et Sweet (la série dont les coefficients sont donnés par cette
suite est la solution unique de X f2 + f + X = 0 dans F2((1/X))) n’est pas
k-automatique, quelque soit Uentier & > 2.

3.5 Passage a la dimension 2

Suites automatiques doubles La structure d’automate fini peut s’étendre
aux suites doubles selon deux directions. L’idée la plus naturelle consiste a
généraliser la notion d’automate et de substitution uniforme, en suivant les
travaux de Salon [170, 171]. On considere ainsi des suites automatiques doubles,
engendrées par automates doubles ou de maniere équivalente, des suites images
par une projection littérale de points fixes de substitutions qui associent & une
lettre un motif carré. On définit la fonction de complexité rectangulaire
P(m, n) d’une suite double comme la fonction qui compte le nombre de facteurs
rectangulaires de taille donnée. On voit aisément, en calquant la preuve qui
correspond au cas unidimensionnel, que la complexité satisfait alors

3C > 0, V(m,n), P(m,n) < Csup(m,n)>.

Substitutions doubles Notons que I’on peut également généraliser la notion
de substitution de longueur non constante en associant aux lettres de I"alpha-
bet des motifs non forcément carrés ou rectangulaires. Nous donnons de tels
exemples dans [21]. Afin de pouvoir itérer ces substitutions, nous disposons
soit d’une regle globale de placement des images des lettres, soit d’une regle
locale, permettant selon le contexte, c’est-a-dire selon les lettres entourant une
lettre donnée, de disposer les images de ces lettres les unes par rapport aux
autres. On engendre ainsi par itération de ces substitutions des suites doubles
qui peuvent étre considérées comme des généralisations des suites sturmiennes.
Nous reviendrons sur ces suites dans le paragraphe 4.3.

Automates cellulaires Une seconde voie de généralisation consiste a en-
gendrer une suite double en itérant 'action d’un automate cellulaire sur une
condition initiale donnée. Un automate cellulaire unidimensionnel est une
application A, de I'ensemble des suites A?Z dans lui-méme définie par une ap-
plication locale ¢ : A?"*t! — A de la maniére suivante :

Ay A7 — AF
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(tn)nez = (Vn)nez,
avec : Vn, Uy = @(Un—ry vy Un, Untly - oy Ungr)-

En termes topologiques, un automate cellulaire est une application conti-
nue de AZ dans lui-méme qui commute avec le décalage (théoreme de Curtis-
Hedlund-Lyndon). Pour un survol sur les propriétés dynamiques et topologiques
des automates cellulaires unidimensionnels, voir [41].

On considere ici des suites doubles engendrées par I'itération, a partir d’une
condition initiale presque partout nulle, d’un automate cellulaire linéaire défini
sur un anneau de la forme Z/IZ, pour [ > 2. On peut travailler avec une
représentation en séries formelles. On pose A = Z/IZ. Soit A((X)) le corps des
séries formelles de Laurent a coeflicients dans A :

A((X)) =A Z X", fn € A}

n>ng

Soit R(X) = 3% X" un polynoéme & coefficients dans A. L’automate
cellulaire linéaire Apg engendré par le polynéme R est défini de la maniere
suivante sur I’ensemble A((X')) de toutes les configurations

A A(X)) = A((X))

f(X) = R(X)F(X).
La régle de transition locale ¢ : A%t! — A est linéaire et donnée par

d

o(z0y. .. xq) = Zf‘d—ﬂi-

1=0

L’orbite Oy d’une série formelle f € A((X)) sous I'action de Ap est égale a
’ensemble

O = {AR(f); t € N} = {R(X)"f(X); t € N}.

On représente la série f(X) =3 ;X" sur le réseau Z en associant I’état f;
A la cellule de site 7 € Z. On représente de méme sur le réseau Z? 1’évolution
temporelle de la condition initiale f sous I’action de A, : la cellule de site (¢, 1)
est dans I’état f(¢,¢) a l'instant ¢ (ou t € N), avec

AR(f) = FXOR(X) = Ja(i, X",
(3
[’automate cellulaire engendre donc une suite double a & partir d’une condi-
tion initiale f. Nous nous restreindrons ici a des conditions initiales poly-
nomiales. On considere donc un polynéme P & coefficients dans Z. On dé-
finit alors les suites doubles a = (a(u,v)) ez (& coefficients dans Z) et
ar = (ar(u, v))(uyeze (a coefficients dans Z/IZ) de la maniére suivante :

Yu € Z, Za(u,v)XU = P(X)R(X)",
vEZ
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Y(u,v) € Z* a;(u,v) = a(u,v) modulo I.

On dit que la suite double a est engendrée par le polynéme R avec condition
initiale P.

En particulier, si P(X) = 1 et R(X) = 14 X, on obtient la suite double
des coefficients binomiaux ((%))u,, mod d.

La question du lien avec les suites automatiques doubles est naturelle. Cette
question est traitée en détail dans [11, 12, 13].

Théoréme 15 (Allouche, von Haeseler, Peitgen, Petersen et Skordev)
Soit x le nombre de diviseurs premiers p de [ pour lesquels le polynome R réduit
modulo p n’est pas un monome. Alors,

— sty > 2, il n'existe pas d’entier k > 2 pour lequel la suite double a est
k-automatique;

— st x = 1 et si p désigne le nombre premier pour lequel la réduction n’est
pas monomiale, alors la suite double a est p®-automatique, pour tout entier
s > 1, et n'est jamais k-automatique pour une autre valeur de k;

- si x = 0, alors la suite double a est k-automatique pour tout k > 2.

On peut donner une description détaillée de la complexité du triangle de
Pascal réduit modulo un nombre premier et dans le cas général, on peut mesu-
rer la croissance de la fonction de complexité [9]. La complexité est quadratique
si et seulement si on réduit modulo une puissance d’un nombre premier. Elle
fournit donc une sorte de mesure quantitative indiquant que la “complication”
du triangle de Pascal croit avec le nombre de diviseurs premiers distincts de
I’entier modulo lequel on réduit le triangle. Ce résultat se généralise aux au-
tomates cellulaires linéaires avec condition initiale quelconque [33]. La preuve
repose d’une part sur le fait que 'on peut se ramener a I’étude de la complexité
en ligne, et d’autre part sur le fait que la complexité possede une propriété
d’indépendance si ’on réduit modulo deux entiers premiers entre eux. On se
ramene alors au cas ol ’on réduit modulo un premier p. La difficulté consiste &
minorer la complexité. Pour cela, il suffit de donner une borne inférieure pour
le nombre de facteurs ayant plusieurs extensions. Cette idée est inspirée par les
techniques de minoration de la complexité développées dans [159].

4 Suites doubles

La question de la définition de la fonction de complexité se pose des que
I’on passe en dimension supérieure. Nous considérons ici des suites doubles,
c’est-a-dire des fonctions de Z? & valeurs dans un ensemble fini. Nous nous
intéresserons de plus a la notion de fonction de complexité rectangulaire. Cette
notion peut sembler peu satisfaisante puisque nous privilégions ainsi une base
du résean Z2. Néanmoins elle est relativement bien adaptée aux suites que nous
considérons aux paragraphes 4.2 et 4.3. Pour une définition plus générale de la
complexité, voir par exemple [173]. Les questions suivantes sont alors naturelles :
quelles fonctions de complexité existent? Peut-on obtenir une caractérisation
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géométrique d’une suite a partir de sa fonction de complexité? Que se passe-t-il
en particulier dans le cas périodique?

4.1 Suites doubles périodiques

Soit U = (U(m, n))(mn)ez> une suite double. On appelle facteur rectan-
gulaire de taille (m,n) de la suite U un tableau W = [w; ;] de la forme

Wyip -+ Wnyn

)

le e ﬂ)m717

tel qu’il existe k, [ satisfaisant: V1 <7< m, 1 <j <mn, w;; = Upgi—1,14j-1-
La fonction de complexité rectangulaire P(m,n) compte le nombre de
facteurs rectangulaires de taille (m, n).

Une suite double est dite périodique si elle est invariante par translation,
c’est-a-dire si elle admet un vecteur de périodicité non nul et a coordonnées
entieres:

I(a,b) € Z*/{0,0}, Y(i,j) € Z* U(i+a,j+0b) = U(i,j).

Notons que le fait que le réseau des vecteurs de périodicité soit de rang 2
est caractérisé par une complexité rectangulaire bornée. Néanmoins, il n’existe
pas de caractérisation par la fonction de complexité rectangulaire des suites
périodiques : on peut en effet construire des suites doubles admettant un vecteur
périodique non nul, et de complexité arbitrairement grande; il suffit pour cela de
considérer une suite unidimenisonnelle (u,),ez de complexité 2" et de construire
(w(m + n,n)) (m,n)ez2- Réciproquement, Nivat a conjecturé le résultat suivant.

Conjecture 1 Soit U(m,n)(y, nyezz une suite double et soit P(m,n) sa fonc-
tion de complezité rectangulaire. S’il existe (mg, no) tel que

P(mg, ng) < mono,
alors la suite double U est périodique.

Notons que les travaux d’Epifanio, Mignosi et Koskas [90] laissent entrevoir
une voie d’acces a travers une version bidimensionnelle du théoreme de Fine et
Wilf. Sanders et Tijdeman ont prouvé la conjecture dans [174] pour des facteurs
de taille (2,7n) ou (n,2): s’ existe n tel que P(2,n) < 2n ou P(n,2) < 2n, alors
la suite est périodique. Une conjecture plus générale est donnée dans [172, 173,
174], en étendant la notion de complexité. En revanche, des que I'on passe en
dimension supérieure ou des que ’on cherche a énoncer une conjecture utilisant
des motifs autres que des rectangles, on peut donner des contre-exemples.

4.2 Suites de complexité mn +n

Cassaigne étudie et caractérise dans [56] les suites de complexité mn + 1,
cas limite, selon la conjecture, entre le cas périodique et le cas non périodique.
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Ces exemples sont non uniformément récurrents et correspondent en un sens,
aux cas dégénérés des suites de complexité n 4 1 sur Z, comme la suite

...0000001000000. ..

Comment alors construire des suites de basse complexité uniformément récur-
rentes? Une suite double est dite uniformément récurrente si pour tout
entier n, il existe N tel que tout facteur carré de taille N contienne tout fac-
teur carré de taille n. On a vu que les suites doubles engendrées par automates
cellulaires ont une complexité quadratique. De méme que dans le cas unidimen-
sionnel, la structure sous-jacente est, en un sens, trop rigide pour permettre
d’atteindre une complexité moindre: rappelons qu’une suite automatique ne
peut avoir pour complexité n + 1.

Une idée naturelle afin de construire une suite qui soit a la fois de basse
complexité et non périodique, consiste alors a disposer en ligne des suites stur-
miennes [38]. Supposons donc que 'on dispose en ligne des suites sturmiennes
de méme angle, afin de réduire le “désordre”. Une suite sturmienne d’angle «
est déterminée par la donnée de son point de départ et du sens d’ouverture des
intervalles de la partition selon laquelle elle code les trajectoires (théoreme 1).
Soit p; le point de départ de la ligne d’indice ¢. Considérons deux cas extrémaux:
supposons d’une part, que les points de départ correspondant a chaque ligne
sont des itérés de la rotation d’angle a (p; = tar, Vi); supposons d’autre part,
que les points de départ sont gouvernés par une seconde rotation irrationnelle
d’angle 8 (p; = i3, Vi), ou 1, «, 3 sont rationnellement indépendants. Dans le
premier cas, on obtient une suite de complexité m + n, pour tout (m,n). Dans
le second cas, on obtient une suite uniformément récurrente et non périodique
de complexité mn 4+ n, pour m assez grand.

On montre dans [38] qu’une étude précise du langage des facteurs de taille
(m,2), dans le cas ou Vm, P(m,2) < 2m+2, permet de caractériser les fonctions
de complexité de suites dont toutes les lignes sont des suites sturmiennes de
méme angle. On montre alors qu’ou bien la suite est périodique, ou bien sa
fonction de complexité satisfait

dmg, Ym > mg, P(m,n) = mn+ n.

On en déduit le résultat d’impossibilité suivant pour une suite uniformément
récurrente.

Corollaire 2 1l n’existe pas de suite uniformément récurrente telle que
V(m,n), P(m,n) =mn+1

ou telle que
V(m,n), P(m,n)=mn+ inf(m,n).

Rappelons que le cas des suites de complexité mn+1 a également été traité
dans [56], par une approche purement combinatoire.
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On peut de plus caractériser les suites de complexité m + n et les suites de
complexité mn + n .

Théoréme 16 Une suite double U a pour complexité m+n si et seulement s’il
existe une suite u unidimensionnelle de complexité n + 1 telle que

V(m,n), U(m,n)=u(m+n,0),

ou

V(m,n), U(m,n)=u(m —n,0).

Théoréme 17 Une suite double uniformément récurrente U définie sur {0,1}
a pour complexité mn+n pour m assez grand si et seulement s’il existe (o, 3) €
R2, tel que 1, o, 3 sont rationnellement indépendants, et p € R tels que ['on ait :
soit

Vn, (U(m,n) =0« {ma+np+p}€0,af),

soit

Vn, (U(m,n)=0< {ma+np+p} e ]0,a]).

4.3 Une généralisation des suites sturmiennes

Ces suites doubles uniformément récurrentes et de complexité mn + n,
peuvent étre considérées comme une généralisation a deux dimensions des suites
sturmiennes. Elles sont en effet obtenues par une projection littérale de suites
doubles codant ’approximation d’un plan: on peut approcher un plan de nor-
male irrationnelle par des faces carrées orientées selon les trois plans de coor-
données; cette approximation est appelée plan discret ou surface plissée; si
’on projette cette surface sur le plan @ + y + z = 0, selon la direction (1,1, 1),
on obtient un pavage du plan par trois sortes de losanges, a savoir les projec-
tions des trois types de faces; on peut coder cette projection sur Z? en associant
aux losanges le type de la face projetée; on obtient ainsi une suite définie sur
un alphabet a trois lettres; on montre alors que ces suites codent une action
de Z? sur le cercle unité [37]. Cette description permet aisément de calculer
la fonction de complexité; on obtient: V(m,n), P(m,n) = mn 4+ m + n. On
peut majorer, de plus, le nombre des fréquences des facteurs de taille (m,n)
par min(m, n) + 5, en appliquant une généralisation du théoreme des trois lon-
gueurs, due a Geelen et Simpson [109] (voir également le paragraphe 2.2). Ces
suites sont uniformément récurrentes et non périodiques. En appliquant une
projection littérale, on obtient les suites citées ci-dessus (voir théoreme 17) de
complexité mn + n. Ces dernieres sont les suites de plus basse complexité rec-
tangulaire connues parmi les suites doubles uniformément récurrentes et non
périodiques. Enfin, ces suites présentent des propriétés de symétrie généralisant
la notion de palindromie unidimensionnelle que nous étudions dans [39]: on ob-
tient ainsi une caractérisation de ces suites, inspirée par la caractérisation des
suites sturmiennes par palindromes donnée dans [130].
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4.4 Substitutions bidimensionnelles

Ces suites sont de plus engendrées par des substitutions bidimensionnelles
dont D'itération est gouvernée par l'algorithme de Jacobi-Perron [21], ce qui
généralise le cas sturmien [27]. La preuve repose sur un processus d’induc-
tion/exduction. Il ne semble pas que 'algorithme de Jacobi-Perron joue ici un
role privilégié. En effet, 'introduction d’autres algorithmes de fractions conti-
nues bidimensionnelles permet de définir de nouvelles substitutions, que I’on
peut itérer sans crainte de chevauchements. Néanmoins, pour vérifier que ces
substitutions engendrent bien une suite définie sur tout Z2, des problémes tech-
niques d’ordre combinatoire apparaissent, que nous n’avons pu résoudre actuel-
lement que dans le cas de ’algorithme de Jacobi-Perron. L’étude des fréquences
des facteurs rectangulaires conduit, de plus, a des considérations diophantiennes
de minimisation de formes linéaires. Ceci semble donc corroborer le fait que 1’al-
gorithme de Jacobi-Perron ne résout pas toutes les questions se posant concer-
nant ces suites, contrairement au cas unidimensionnel totalement décrit par
I’algorithme des fractions continues.

4.5 Autour de la surface plissée

Les suites sturmiennes doubles sont obtenues par projection d’un plan dis-
cret, encore appelé surface plissée par Ito et Ohtsuki [126, 127]. L’étude de
cette surface a de nombreuses applications diophantiennes et dynamiques.

Ito et Ohtsuki introduisent ainsi dans [126, 127] une notion de substitution
sur les faces carrées, dont I'itération engendre la surface plissée. (Ce sont ces
substitutions dont la traduction en termes combinatoires permet d’engendrer
les suites sturmiennes doubles.) Ces substitutions sont associées a des éléments
de SL(3,Z) relativement & un développement en fractions continues multidi-
mensionnelles. Inversement, étant donné une matrice positive primitive Pisot
M de taille 3 x 3 & coefficients entiers, de déterminant det(M) > 1, on peut
engendrer un pavage quasi-périodique en utilisant une substitution associée a
la matrice M (voir [108]). En particulier, ce procédé permet de définir, apres
renormalisation, deux systéemes dynamiques sur le domaine ainsi obtenu dont la
frontiere est fractale, a savoir, un sous-shift de matrice det(M)M et un échange
de morceaux.

La question de P’existence d’une représentation géométrique pour un sys-
teme dynamique symbolique donné est naturelle. En généralisant cette notion
de substitution sur les faces et toujours par renormalisation de la surface plis-
sée, Arnoux et Ito obtiennent le résultat suivant de représentation pour les
substitutions primitives Pisot, sous la condition supplémentaire d’existence de
coincidences [24]. (Une substitution est dite Pisot si la matrice associée admet
une valeur propre réelle plus grande que 1 et si toutes les autres valeurs propres
sont strictement plus petites que 1 en module.)

Théoréme 18 (Arnoux-Ito) Soit o une substitution primitive Pisot unitaire
sur d lettres admettant des coincidences pour toutes les lettres. Le systeme uni-
quement ergodique engendré par o est isomorphe en mesure a un échange de
morceauz.
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Les pieces de I’échange de morceaux sont construites de maniere explicite; elles
sont alors les bases de cylindres formant une partition de Markov pour "auto-
morphisme du tore associé a la substitution.

Ce travail a été initié par ’étude du systeme dynamique engendré par la
substitution de Rauzy: o(1) = 12, o(2) = 13, ¢(3) = 1, dont la représentation
géométrique est connue sous le nom de fractal de Rauzy [165, 123]: I’échange
de morceaux peut étre alors en fait décrit comme une rotation sur le tore T2.
Cette construction est basée sur le lien qui existe entre le point fixe de la
substitution de Rauzy et la répartition dans R? modulo Z? de la suite (N 1) yen,
ou le vecteur n = (11, 72) est tel que (1, 71, 72) est une base du module des entiers
algébriques de Q(C), ¢ étant I'unique racine réelle de X® + X? + X — 1. Pour
une étude détaillée du fractal de Rauzy, voir par exemple [149]. Voir également
[51] et [115, 116] (ainsi que les références citées), pour des résultats sur la
représentation géométrique des substitutions.

Plus généralement, I’étude de la surface plissée intervient dans des problemes
de discrépance bidimensionnels. Ainsi, dans [107], une expression de type Van
der Corput est-elle donnée pour la suite (n(a, 3)), dans le tore T? (avec 1,a, 3
linéairement indépendants sur Q) ainsi qu’une caractérisation géométrique de
ses propriétés de distribution, généralisant le théoreme des trois longueurs.

Notons que dans ces exemples, la surface plissée subit un processus de renor-
malisation et est associée a des rotations sur un tore de dimension au moins 2.
Arithmétiquement, les problemes d’approximation qui se posent correspondent
a des problemes d’approximation simultanée. Nous nous trouvons dans une si-
tuation “duale” par rapport a I’étude combinatoire de la surface plissée, dont la
projection engendre les suites sturmiennes doubles : en effet, nous obtenons une
action de Z? sur le tore de dimension 1 donnée par I’action de deux rotations
et les problemes d’approximation correspondent a des minimisations de formes
linéaires, du type

min{ia+ jB}, 1 <i<m, 1 <j<n.
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