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IntrodutionNous allons nous intéresser à l'apprentissage de grammaires régulières,'est à dire la onstrution dynamique d'un automate �ni à partir d'un en-semble de mots. Ce problème, onnu sous le nom d'inférene grammatiale,fut d'abord posé par Gold en 1967 et a donné naissane à de nombreusesreherhes théoriques au ours de es dernières déennies. Si de nombreuxalgorithmes � utilisant généralement la fusion d'états � ont été déouverts, lamajorité des résultats sont négatifs dans le as général et nous ont fourni denouveaux problèmes NP-omplets, souvent en orrespondane ave la ryp-tographie.Nous présenterons tout d'abord le paradigme de l'inférene grammati-ale, en exposant les prinipaux modèles d'apprentissage. Ensuite, après avoirdonné un adre formel à notre problème, nous dé�nirons un espae de re-herhe et un algorithme permettant l'indution d'automates déterministes.1 Modèles d'identi�ationExposons tout d'abord les prinipaux paradigmes d'inférene qui existent.Nous nous restreindrons aux as de l'apprentissage d'automates détermi-nistes, laissant volontairement de �té d'autres approhes omme l'inférened'automates à états résiduels ou l'apprentissage d'automates probabilistes.Le leteur pourra aisément trouver une littérature abondante sur es derniersmodèles.1.1 Quelques dé�nitions préliminairesNous ommenerons par introduire le voabulaire propre au problème del'inférene grammatiale. Les dé�nitions suivantes, très simples, sont om-munes aux divers modèles que nous verrons.1.1.1 ExempleUn exemple d'un langage L est la donné d'une paire (w, e) où w est unmot de Σ∗ et e un booléen qui vaut 1 si w ∈ L et 0 sinon. Il est dit positifdans le premier as, négatif sinon. Les exemples négatifs sont aussi appelésontre-exemples.1.1.2 PrésentationUne présentation σ d'un langage L est une séquene in�nie d'exemplesde L. Une présentation est dite omplète si elle ontient tous les mots de Σ∗.Une présentation est dite positive (res. négative) si elle ne ontient quedes exemples positifs (res. négatifs). Nous noterons alors respetivement σ+et σ−. Une présentation positive est dite omplète si elle ontient tous les2



mots de L. Une présentation négative est dite omplète si elle ontient tousles mots de Σ∗ r L).1.1.3 ÉhantillonUn éhantillon I est un ensemble �ni d'exemples. De manière simi-laire aux présentation on dé�nit les notions d'éhantillon positif, noté I+,et d'éhantillon négatif, noté I− .1.1.4 ConsistaneUn automate est dit onsistant ave une présentation positive ou éhan-tillon positif s'il reonnaît tous les exemples (positifs) de la séquene.1.1.5 CompatibilitéUn automate A est dit ompatible ave une présentation négative ou unéhantillon négatif s'il rejette tout les exemples (négatifs) de la séquene.1.2 Identi�ation à la limiteLe premier modèle d'inférene régulière a été dé�ni par Gold en 1967.Dans e paradime, dit d'identi�ation à la limite, l'apprentissage est onsi-déré omme un proessus in�ni.1.2.1 Modèle de GoldVoii la première formulation du problème de l'apprentissage de langagesformels :Identi�ation à la limite On dira qu'un algorithme M identi�e à la limiteune lasse de langage L si pour tout langage L de L et pour touteprésentation omplète σ = (ei)iǫN de L il existe un indie T tel quesi M prend en entrée les σt>T alors il renvoie une représentation de
L (i.e. un automate reonnaissant exatement L). La lasse L est diteidenti�able ou apprenable à la limite .Nous voyons que e modèle ne donne auun ontrainte sur le temps d'ap-prentissage de l'automate ible. En e�et, si le temps d'exéution de l'algo-rithme M est �ni, il peut être arbitrairement long. En partiulier, si l'exis-tene de l'indie T est assurée, nous ne pouvons savoir à quel moment elui-iest atteint, et don à quel moment arrêter l'algorithme. Ainsi nous ne pou-vons être ertain que l'automate retourné est le bon qu'au bout d'un tempsin�ni, e qui explique le terme d'apprentissage "à la limite". Nous avonsnéanmoins le résultat suivant, plut�t enourageant :Théorème (Gold 67) Toute lasse réursivement énumérable est appre-nable à la limite par présentation omplète.3



Preuve En e�et, on peut trouver un algorithme extrêmement simple per-mettant de trouver l'automate deterministe minimal onsistant aveun éhantillon I : il su�t d'énumérer les automates déterministes parordre roissant et de retourner le premier ompatible ave I. Il est alorsfaile de se onvainre qu'il existe un index T �ni tel que si et algo-rithme prend les T premiers exemples d'une présentation omplète σd'un langage L il renvoie l'automate minimal ompatbile ave σ.La lasse des langages réguliers est don apprenable dans e modèle. Maisil est évident qu'un tel résultat est di�ilement exploitable dans la pratique.Nous avons d'ailleurs le onstat suivant en omplexité :Théorème (Gold 78) Le problème de trouver, pour un éhantillon I et unentier t, le plus plus petit automate d'au plus t états onsistant ave Iest NP-Complet.Nous obtenons là un premier résultat négatif. Diverses variantes du mo-dèle de Gold ont par la suite vu le jour, et tentent d'introduire de nouvellesontraintes pour restreindre la omplexité du problème. Voyons maintenantquelques un de es paradigmes.1.2.2 Identi�ation ave oraleUne solution au problème de non-terminaison à été proposée par Angluinen 1987 : le reours à un orale. Ce dernier est une entité qui répond auxquestions du "disiple" (i.e. elui qui essaye d'apprendre le langage). L'élèvese voit proposer deux options :� demander un exemple (positif) à l'orale, e qui lui permettra d'utiliserun algorithme d'inférene � sur tous les exemples déjà demandés � pourdéduire un automate solution� faire une "demande d'équivalene" pour que l'orale on�rme que l'au-tomate trouvé est bien le bon ou bien donne un ontre-exemple dansle as ontraireAngluin a même donné en 87 un algorithme (appelé L∗) dont la om-plexité a été étudiée par Pitt en 89. Nous n'étudierons pas plus en détail emodèle vu la di�ulté de trouver un orale dans la pratique.1.2.3 Identi�ation à la limite par exemples positifsUne autre façon de restreindre le modèle de l'identi�ation à la limite estde n'autoriser que les présentations positives. On parlera alors de lasses delangages identi�ables à la limite par exemples positifs seuls.Voii un résultat qui montre que ette ontrainte entraîne un énormerétréissement de l'ensemble des lasses apprenables. On rappelle qu'unelasse super�nie est une lasse de langages qui ontient tous les langages deardinalité �nie et au moins un langage de ardinalité in�nie.4



Théorème (Gold 67) Auune lasse super�nie n'est identi�able à la limiteà partir de présentations positives.Cei implique que même la lasse des langages réguliers n'est plus appre-nable à la limite si l'on aepte la ontrainte de la présentation positive !On a l'extension de e résultat :Théorème (Kapur 91) Si une lasse de langages L ontient une suite
(Ln)n∈N et s'il existe une suite (Sn)n∈N telle que ∀n, Sn ( Sn+1,
Sn ⊆ Ln et ∪n∈NSn ∈ L alors L n'est pas identi�able à la limitepar exemples positifs.Il existe malgré tout des lasses de langages non triviales qui sont appre-nable à la limite par exemples positifs : la lasse des langages k-testables, elledes langages k-réversibles, entre autres. Nous ne développerons pas plus endétails les dé�nitions et algorithmes orrespondant, par soui de généralité.1.3 Identi�ation par données �xées1.3.1 Le modèleEn revenant sur la dé�nition du modèle d'identi�ation à la limite, onremarque que l'inférene exate sur une présentation σ = {ei}06i est pos-sible dès qu'un ertain indie T est atteint. Autrement dit, l'éhantillon

{ei}06i6T ⊂ σ est su�sant pour l'inférene. Il est alors pertinent de sedemander quelles propriétés doit avoir et éhantillon pour assurer le suèsde l'algorithme utilisé. En supposant que es propriétés ne dépendent quedu langage ible, nous pouvons donner une dé�nition non plus extensive �et don dépendante de la présentation � mais ompréhensive de l'éhantillonsu�sant pour l'inférene. Cei est formalisé par le modèle de l'identi�ationpar données �xées :Dé�nition Une méthode d'inférene M identi�e un langage L pour uneprésentation à données �xées s'il existe un éhantillon Ic = (Ic
+, Ic

−
) telque pour tout éhantillon I = (I+, I−) tel que Ic

+ ⊆ I+ et Ic
−
⊆ I− laméthode M identi�e L exatement en prenant I en entrée. Ic est alorsappelé éhantillon aratéristique de L pour M .Ainsi le modèle d'identi�ation par données �xées utilisera les mêmes al-gorithmes que le modèle d'identi�ation à la limite, mais sur un éhantillonpréis � inluant l'éhantillon aratéristique � plut�t que sur une présenta-tion in�nie.Ce modèle pose aussi une ontrainte sur le mode de représentation d'unlangage. En e�et il est exigé que l'éhantillon aratéristique puisse êtreonstruit en temps polynomial du plus petit automate représentant le langage(dans le mode hoisi), hors l'automate anonique (déterministe) est parfoisbeauoup plus grand qu'un automate non déterministe équivalent. Dans leas non déterministe, 'est l'automate �ni à états résiduels qui est utilisé5



pour la détermination de l'éhantillon et l'inférene. Dans le as déterministeon peut onstruire l'éhantillon aratéristique diretement omme nous leverrons i dessous.C. de la Higuiera l'a résumé ainsi :Dé�nition Une lasse de langage L est apprenable polynomialemaent àpartir de données �xées en utilisant un mode de représentation Reps'il existe deux algorithmes T etM tels que pour haque langage ible
L ∈ L et pour n'importe quelle représentation r ∈ Rep(L) :� T prenant r en entrée produit un éhantillon d'apprentissage Ic dontla taille est polynomiale en la taile de r� à partir de n'importe quel éhantillon I de L ave Ic ⊆ I,M produitune représentation de L en temps polynomial en la taille de INotons tout de même que nous obtenons le résultat reherhé :Théorème (Gold 78) Les langages réguliers représentés par des automates�nis déterministes sont polynomialment apprenables par données �xées.Nous voyons maintenant pourquoi les problème de l'apprentissage à lalimite appartient à NP : on peut "hoisir" dans une présentation l'éhantillonaratéristique, et appliquer ensuite un algorithme qui sera polynomial en lataille de l'éhantillon, qui est lui-même polynomial en la taille de l'automateible.1.3.2 Spéi�ation de l'éhantillon aratéristiqueComme nous l'avons dit plus haut, nous ne nous intéresserons ii qu'auas déterministe en donnant une dé�nition de l'éhantillon aratéristiquepour les langages réguliers et l'algorithme RPNI qui sera développé en 3èmepartie. Le as non-déterministe, s'appuyant sur la notion d'automate �ni àétats résiduels, néessite l'introdution de notions qui bien que simples sonttrès nombreuses, et qui ne seront don pas abordées ii.Etudions maintenant plus en détail le onept d'éhantillon aratéris-tique. Nous illustrerons les di�érentes dé�nitions qui suivent d'exemples basésur l'automateM i-dessous.
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Pré�xes ourt L'ensemble des pré�xes ourts Sp(L) d'un langage L estdé�ni par :
Sp(L) = {x ∈ Pr(L) |∄u ∈ Σ∗ avec u−1L = x−1L et u < x}où Pr(L) représente l'ensemble des pré�xes de L. Nous savons quedans l'automate anonique A(L) du langage L, il y a autant d'étatsque de quotients à gauhe x−1L des haînes x appartenant aux pré�xesde L. Ainsi l'ensemble des pré�xes ourt est l'ensemble des premièreshaînes dans l'ordre lexiographique qui haune mène à un état del'automate anonique A(L).Dans notre exemple, nous avons Sp(L(M)) = {ε, b}Noyeau d'un langage Le noyeau N(L) d'un langage L est dé�ni par :

N(L) = {λ} ∪ {xa |x ∈ Sp(L), a ∈ Σ, xa ∈ Pr(L)}C'est don l'ensemble des pré�xes ourts rallongés d'une lettre qui sonttoujours des pré�xes de L.Dans notre exemple, nous avons N(L(M)) = {ε, a, b, ba, bb}Nous pouvons maintenant dé�nir l'éhantillon aratéristique.Éhantillon aratéristique Un éhantillon Ic = (Ic
+, Ic

−
) est aratéris-tique relativement à un langage L et pour l'algorithme RPNI s'il véri�eles onditions suivantes :1. ∀x ∈ N(L), si x ∈ L alors x ∈ Ic

+ sinon ∃u ∈ Σ∗ tel que xu ∈ Ic
+2. ∀x ∈ Sp(L),∀y ∈ N(L) si x−1L 6= y−1L alors ∃u ∈ Σ∗ tel que(xu ∈ Ic

+ et yu ∈ Ic
−
) ou (xu ∈ Ic

−
et yu ∈ Ic

+).La première partie de la dé�nition implique en partiulier la omplétudestruturelle de Ic
+ ave l'automate anonique (voir dé�nition i dessous).La seonde propriété permet de distinguer des pré�xes menant à des étatsdistints de l'automate anonique (ayant des résiduels di�érents) en intégrantdans l'éhantillon aratéristique des ontre-exemples pertinents, e qui, nousle verrons plus loin, empêhera une surgénéralisation dans les algorithmes àfusion d'états. Il est également assez faile de se onvainre qu'il existe unalgorithme permettant de trouver un tel éhantillon en temps polynomial àpartir de l'automate anonique.Nous laisserons le soin au leteur de véri�er que dans notre exemple nousavons Ic

+ = {ε, a, bb, bba, baab, baaaba} et Ic
−

= {b, ab, aba}.2 Espae de reherheNous allons maintenant poser un adre un peu plus formel à e pro-blème. L'ensemble des dé�nitions suivantes nous pourvoiront d'un espae de7



reherhe préis dans lequel nous pourrons appliquer les divers algorithmesd'inférene régulière. En partiulier, nous allons voir que l'on peut toujoursretrouver l'automate ible en fusionnant les états de l'automate aepteurdes pré�xes.2.1 Complétude struturelleUn éhantillon I+ est struturellement omplet relativement à un auto-mate A, s'il existe une aeptation de I+ par A telle que :� toute transition de A soit exerée� tout état �nal de A soit utilisé omme état d'aeptation2.2 Automate maximal anoniqueOn onstruit à partir d'un éhantillon positif I+ = {u1, . . . , uM} l'automatemaximal anonique MCA(I+) = (Q,Σ, δ, q0, F ) omme suit :� Σ est l'alphabet sur lequel I+ est dé�ni� Q = {vi,j|1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤ |ui|, vi,j = ai,1 . . . ai,j} ∪ {ε}� q0 = ε� F = I+� δ(ε, a) = {ai,1|ai,1 = a, 1 ≤ i ≤M}� δ(vi,j , a) = {vi,j+1|vi,j+1 = vi,ja, 1 ≤ i ≤M, 1 ≤ j ≤ |ui|}
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a a a b aFig. 2 � MCA({ε, a, bb, bba, baab, baaaba})Ainsi MCA(I+) est le plus grand (ayant le plus grand nombre d'états)automate déterministe émondé pour lequel I+ est struturellement omplet.Plus simplement, 'est l'automate arboresent qui aura à partir de l'étatinitial autant de "branhes" qu'il y a de mots dans I+, haque branhe étantomposée de la suession des transitions néessaires à la reonnaissane d'unmot de I+. MCA(I+) est don lairement non-déterministe.8



2.3 Arbre aepteur des pré�xesOn appelle arbre aepteur des pré�xes, d'un éhantillon I+, noté PTA(I+)l'automate quotient MCA(I+)/πI+ où πI+ est la partition dé�nie sur l'en-semble des mots de I+ telle que q ∼ q′ ssi q et q′ ont même pré�xe.
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aFig. 3 � PTA({ε, a, bb, bba, baab, baaaba})Ainsi, on peut voir PTA(I+) omme une version déterministe de MCA(I+)dans lequel nous avons fusionné tous les états ayant le même pré�xe.2.4 Partitions et ordreOn dit qu'une partition π2 dérive d'une autre partition π1 = {B1, . . . , Bn}s'il existe j et k, (j 6= k), ompris entre 1 et n, tels que :
π2 = {Bj ∪Bk} ∪ (π1 r {Bj, Bk})C'est à dire si π1 est plus �ne que π2. On peut alors noter π1 � π2.Par extension, on dira que A/π1 est plus �n A/π2 que A/π2 ou que dérivede A/π1, noté A/π2 � A/π2 .Il est important de remarquer que l'on a alors L(A/π1) ⊂ L(A/π2).2.5 Treillis d'automatesL'ensemble des automates quotients de A partiellement ordonné par �forme alors un treillis omplet et omplémenté. On notera par la suite etreillis Lat(A).Remarque : plus on "monte" dans le treillis, moins l'automate a d'états ;le maximum du treillis est l'automate universel, qui ne possède qu'un seulétat.2.6 Théorèmes fondamentauxNous allons voir maintenant quelques théorèmes qui nous permettrontd'utiliser les dé�nitions préédentes dans des algorithmes de reherhe d'au-tomates. 9



Théorème Soit AI+ l'ensemble des automates auxquels un éhantillon posi-tif I+ est struturellement omplet. Cet ensemble est Lat(MCA(I+)).Théorème Soit I+ un éhantillon positif d'un quelonque langage régulier
L et soitA(L) l'automate anonique aeptant L. Si I+ est struturelle-ment omplet relativement àA(L) alorsA(L) appartient à Lat(PTA(I+)).Nous avons de plus la propriété suivante :Propriété Lat(PTA(I+)) ⊆ Lat(MCA(I+))Notre problème de reherhe de l'automate anonique peut se ramener àune exploration du treillis Lat(PTA(I+) qui ontient notre automate iblesi I+ est struturellement omplet.Il est à noter que nous reherherons par la suite des automates iblesdéterministes, hors Lat(PTA(I+) ontient des automates non déterministes.Le théorème suivant nous assure que l'exploration du treillis peut se faireuniquement sur les automates déterministes qu'il ontient.Théorème Soit I+ un éhantillon positif d'un quelonque langage régulier
L et soit A(L) l'automate anonique aeptant L. Si I+ est stru-turellement omplet relativement à A(L) alors il existe une séquened'automates (�nis et déterministes) telle que :
PTA(I+) = PTA(I+)/π0 � PTA(I+)/π1 � · · · � PTA(I+)/πn = A(L)Cei explique que les algorithmes que nous renontrerons seront basés surla fusion d'états, 'est à dire sur la reherhe de partitions ordonnées qui deprohe en prohe mènent à un automate quotient qui est l'automate ible.Cei est formalisé par un orolaire du théorème préédent :Corolaire Tout automate �ni déterministe A ∈ Lat(PTA(I+)) peut êtreobtenu par fusions suessives en suivant une ertaine séquene d'au-tomates �nis déterministes quotients du PTA(I+).Nous pouvons déjà aperevoir omment réaliser un algorithme d'infé-rene : à partir de l'automate aepteur des pré�xes, nous allons fusionnerdes états petit à petit jusqu'à trouver l'automate minimal. Dans le as d'in-férene sur exemple positifs seuls, on peut failement "aller trop loin" dans letreillis, 'est à dire surgénéraliser l'éhantillon et don retourner un automatequi reonnaîtra un langage inluant stritement le langage ible. La présenedans l'éhantillon aratéristique de ontre-exemples préis nous évitera eproblème.3 Algorithme RPNINous allons en�n présenter un algorithme élèbre d'inférene régulière.Il en existe une multitude, largement doumentée dans la littérature. Celui10



présenté ii, très utilisé, doit plut�t être vus omme un exemple introdutif. Ilpermet de onstruire le l'automate minimal déterministe à partir d'exemplespositifs et négatifs.Nous devons tout d'abord introduire une fontion permettant de déter-miniser un automate par fusion d'états (attention, e n'est pas une détermi-nisation lassique !).Algorithm 1 Fusion pour déterminisationRequire: π l'automate A et une partition de ses étatsEnsure: π′ une partition telle que A/π′ soit déterministe
π′ ← πwhile ∃Bi, Bj ∈ π′, Bi < Bj tels que
∃B,B < Bj et ∃a ∈ Σ ave Bi ∈ δ(B, a) et Bi ∈ δ(B, a) do

π′ = {Bi ∪Bj} ∪ (π \ {Bi, Bj})end whileretourner π′Les blos de π sont indexés par le rang de sont état minimal dans l'ordrestandard.Nous pouvons maintenant érire l'algorithme omplet.Algorithm 2 RPNIRequire: I+, I−Ensure: un automate �ni déterministe onsistant ave I+ et ompatibleave I−
A ← PTA(I+)
π ← la partition triviale sur Afor i = 1 to |π| − 1 dofor j = 0 to i− 1 do

π′ ← π \ {Bj , Bu} ∪ {Bi ∪Bj}
A ← A/π′

π′′ ← fusion-pour-determinisation(A, π′)if ompatible(A/π′′, I−) then
A ← A/π′′

π ← π′′sortir bouleend ifend forend forretrouner AThéorème (Onina et Garía 92) L'algorithme RPNI identi�e à la li-mite la lasse des langages réguliers.11



En partiulier, si I = (I+, I−) ontient un éhantillon aratéristique,alors l'automate retourné par RPNI est l'automate déterministe anoniquequi reonnaît le langage dont est issu l'éhantillon.Une façon de voir et algorithme est de le remarquer qu'il fusionne lesétats orrespondant à un même langage résiduel, en "repliant" l'automateaepteur des pré�xes. Le fait que I ontienne l'éhantillon aratéristiquenous assure d'une part que l'automate ible appartienne à LAT (PTA(I+))et soit aessible par fusion d'états à partir de PTA(I+), et d'autre partque deux états orrespondant à des états résiduels distints ne soient pasfusionnés grâe aux mots ontenus dans I−. Ce dernier point déoule dupoint (2) de la dé�nition de l'éhantillon aratéristique. L'algorithme e�e-tue ainsi une reherhe en profondeur dans le treillis des automates quotientsdu PTA(I+), essayant d'aller le plus loin possible (pour trouver l'automateontenant le moins d'états) tout en respetant la frontière délimitée par I−.Pour une preuve plus omplète de et algorithme nous renvoyons le le-teur à l'artile de Onina et Garía paru en 1992. Le leteur trouvera unexemple de l'exéution de et algorithme sur l'automate donné dans la se-tion 1.3.2 en [4, p. 54-58℄.Il est à remarquer qu'il existe une version inrémentale de et algorithme,beauoup plus éonomique en temps lorsque les exemples ne sont pas donnéssimultanément.ConlusionLe problème de l'inférene régulière est domaine vaste, qui ontient beau-oup de résultats intéressants, mais souvent au prix de ontraintes et de res-tritions lourdes. Nous nous sommes ii intéressé au as simple de l'appren-tissage des langages réguliers représentés par des automates déterministes.Les modèles de l'identi�ation à la limite et de l'identi�ation sur données�xées ont montrés beauoup de similitudes dans leurs résultats. En partiu-lier nous avons présenté un algorithme polynomial en la taille de l'éhantillonutilisé, dont la réussite est assurée pour tout éhantillon non dégénéré, oupour toute présentation omplète dans le as limite.D'autres paradigmes existent, permettant l'inférene d'automates non dé-terministes ou bien l'apprentissage d'automates probabilistes. De nombreuxalgorithmes viennent enrihir e hamp de reherhe enore très atif.
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