
La onjeture de �ernýLuien Peh12 février 2007Un automate synhronisant amène tous les états d'un automate �ni à un unique état. J. �ernýa onjeturé que si un automate �ni à n états admet un mot synhronisant, alors il admet unmot synhronisant de taille au plus (n − 1)2. La onjeture a été démontré pour les automatesirulaires par L. Dubu [3℄. On montre ii un résultat plus faible, d'après un artile de M.-P. Béal[1℄, mais dont la preuve est plus simple est s'appuie sur les séries rationnelles, dont on donneraune dé�nition et quelques propriétés.1 Automates synhronisants1.1 Dé�nitionsDé�nition 1 (automate rudimentaire). Dans ette exposé, on ne onsidèrera que des automates�nis déterministes omplets. On ne s'intéressera pas aux états initiaux et �naux ; un automate Asera don la donnée d'un alphabet �ni A, d'un ensemble �ni d'états Q, et d'une ation Q×A∗ →
Q : (q, w) 7→ q · w qui a tout mot de A∗ et tout état de Q assoie un état de Q. On notera don
A = (A, Q, ·).L'état q · w de l'automate est l'état dans lequel on se trouve après avoir lu le mot w à partirde l'état q.Exemple d'automate �ni déterministe omplet, qui nous servira pour illustrer les prohainesdé�nitions :
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Fig. 1 � Exemple d'automateDé�nition 2 (image direte, réiproque). Étant donnés un automate �ni A = (A, Q, ·), un mot
w ∈ A∗ et un ensemble d'états P ⊆ Q, on dé�nit l'image direte de P par w : P ·w = {p·w : p ∈ P},et l'image réiproque de P par w : P · w−1 = {q ∈ Q : q · w ∈ P}.Intuitivement, P ·w est l'ensemble des états de l'automate auxquels on aède en lisant le mot
w depuis les états de l'ensemble P , et P · w−1 est l'ensemble des états depuis lesquels, si on lit lemot w, on arrive à un état de P .Sur l'automate de la �gure 1.1, on a {1, 2} ·ab = {2, 3}, {1} ·ab−1 = ∅, et {2} ·ab−1 = {1, 4}.1



On a les propriétés évidentes :
• P ⊆ (P · w) · w−1

• (P · w−1) · w = P

• P · uv = (P · u) · v
• P · (uv)−1 = (P · v−1) · u−1Dé�nition 3 (rang, mot synhronisant). Étant donnés A = (A, Q, ·) et w ∈ A∗, on dé�nit lerang de w : rang(w) = card(Q · w). Un mot est dit synhronisant s'il est de rang égal à 1.Un mot w est don synhronisant s'il existe un état p de l'automate tel que quel soit l'état q,

q · w = p.Pour l'automate de la �gure 1.1, le mot w = ab3ab3a est synhronisant : quel que soit l'état dedépart, lire le mot w amène à l'état 1.Dé�nition 4 (automate synhronisant). Un automate �ni A = (A, Q, ·) est dit synhronisants'il admet un mot synhronisant.L'automate de la �gure 1.1 est synhronisant pour le mot w.Conjeture 1 (�erný). Soit A = (A, Q, ·) un automate �ni à n états. Si A est synhronisant,alors il admet un mot synhronisant w ∈ A∗ de longueur |w| 6 (n − 1)2.C'est le as de l'exemple de la �gure 1.1 : l'automate a 4 états, et le mot synhronisant w estde longueur 9.Dé�nition 5 (mot augmentant). Étant donnés A = (A, Q, ·), w ∈ A∗ et P ⊆ Q, on dit que west un mot augmentant pour P si card(P · u−1) > card(P ).Intituivement, un mot w est augmentant pour P si le nombre d'états tels qu'en lisant w onarrive dans P est plus grand que le nombre d'état de P .On a déjà vu que sur notre exemple, {2} · ab−1 = {1, 4}, don le mot ab est augmentant pourle singleton {2}.Dé�nition 6 (ensemble k-augmentable). Étant donnés A = (A, Q, ·) et P ⊆ Q, on dit que P est
k-augmentable s'il existe un mot augmentant w pour P tel que |w| 6 k.Sur notre exemple, {2} est 2-augmentable.1.2 PropriétésPropriété 2. Soit A = (A, Q, ·) synhronisant. Alors il existe un état q ∈ Q tel que {q} soit1-augmentable.Démonstration. Soit w = w1...wn ∈ A∗ un mot synhronisant pour A. Soit i0 = min(i ∈ J1, nK :
card(Q · w1...wi) = 1) ; alors card(Q · w1...wi0−1) > 1. Soit p ∈ Q tel que Q · w1...wi0 = {p}.Comme Q · w1...wi0−1 ⊆ {p} · w−1

i0
, on a card({p}) = 1 < card(Q · w1...wi0−1) 6 card({p} · w−1

i0
),don wi0 est un mot (de longueur 1) augmentant pour {p}. Don {p} est 1-augmentable.Dans l'exemple de la �gure 1.1, le singleton {1} est 1-augmentable.
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2 Matries de transition, séries formelles2.1 Matries de transitionDé�nition 7 (matrie de transition). Soit A = (A, Q, ·). Pour tout mot w ∈ A∗, on dé�nit la ma-trie Mw ∈ N
Q×Q de transition de l'ation du mot w sur l'ensemble Q par : ∀p, q ∈ Q, (Mw)p,q =

{

1 si p · w = q

0 sinon .Dé�nition 8 (veteur aratéristique). Soient A = (A, Q, ·) et P ⊆ Q. On dé�nit le veteuraratéristique IP ∈ N
Q×1 de l'ensemble d'états P par (IP )p =

{

1 si p ∈ P

0 sinon .Lemme 3. Si 1Q,1 désigne le veteur olonne dont toutes les omposantes sont égales à 1, on a
IP · 1Q,1 = card(P ) (où · désigne le produit salaire de deux veteurs).Démonstration.

IP · 1Q,1 =
∑

q∈Q

(IP )q(1Q,1)q

=
∑

q∈Q

(IP )

=
∑

q∈P

1

= card(P )Lemme 4. ∀u, v ∈ A∗, Muv = MuMv.Démonstration. Soient p, q ∈ Q. (MuMv)p,q =
∑

r∈Q(Mu)p,r(Mv)r,q. L'automate est déterministeet omplet, don il existe un unique r ∈ Q tel que p · u = r, i.e. (Mu)p,r = 1. Don (MuMv)p,q =
(Mv)r,q. Don (Mv)r,q = 1 si et seulement si r · v = q, soit omme p · u = r, si et seulement si
p · (uv) = q, i.e. Muv = 1. Don Muv = MuMv.Étant donnée notre dé�nition des matries de transitions (dans N et non dans l'anneau deBoole), ei n'est vrai que pare les automates sont déterministes et omplets.Ce lemme montre que w ∈ A∗ 7→ Mw est un morphisme de monoïdes.On montre de même :Lemme 5. Pour tout mot w ∈ A∗, on a Mw1Q,1 = 1Q,1.Intuitivement, elui signi�e que si on lit w depuis n'importe quel état, on arrive à un uniqueétat (e qui traduit le fait que l'automate est déterministe et omplet).2.2 Séries formellesDé�nition 9 (série formelle). Soit A un alphabet �ni. Une série formelle sur le monoïde libre A∗à oe�ients dans un semi-anneau K est une appliation de A∗ dans K. On note K〈〈A〉〉 l'ensemblede es séries. L'image d'un mot w de A∗ par la série S est noté 〈S, w〉 et appelé le oe�ient de
w dans S. 3



Par exemple, si A = {a, b}, la fontion S de A∗ dans le semi-anneau K = (N, +, ×), dé�niepar 〈S, w〉 = |w|b est une série formelle.Dé�nition 10 (série reonnaissable). Une série formelle S de A∗ dans K est dite reonnaissables'il existe un entier n > 0, deux veteurs λ ∈ K
1×n et γ ∈ K

n×1, et un morphisme de monoïdes
µ : A∗ → K

n×n (Kn×n monoïde pour la multipliation matriielle) tels que, pour tout w ∈ A∗,
〈S, w〉 = λµ(w)γ. Le triplet (λ, µ, γ) est appelé représentation de S. L'entier n est appelé rangde la représentation (λ, µ, γ).La série S de l'exemple préédent est reonnaissable ; il su�t de prendre la représentationlinéaire de rang 2 suivante : λ =

[

1 0
], µ dé�nie par µ(a) =

[

1 0
0 1

] et µ(b) =

[

1 1
0 1

], et γ =

[

0
1

].Dé�nition 11 (rang d'une série reonnaissable). Soit S une série reonnaissable. Le rang de S,noté rang(S), est le rang minimum des représentations linéaires de S.La série de l'exemple préédent est de rang au plus 2 (puisqu'on en donne une représentationlinéaire de rang 2). Elle ne peut pas être représentée par une représentation linéaire de rang 1,don rang(S) = 2.Théorème 6. Si S est une série rationnelle sur A∗ telle que rang(S) 6 n, et si ∀w ∈ A∗, |w| 6

n − 1 ⇒ 〈S, w〉 = 0K, alors S = 0K〈〈A〉〉.On remarque l'analogie ave un résultat sur les polyn�mes à une variable : un polyn�me dedegrés n − 1 qui a n raines distintes est nul.Démonstration. Soit S une série rationnelle de rang n, telle que pour tout w ∈ A∗, si |w| 6 n− 1,alors 〈S, w〉 = 0K, et soit (λ, µ, γ) une réprésentation linéaire de S (ave les notations de ladé�nition 10).Si γ = 0n,1, alors S = 0K〈〈A〉〉 et la démonstration est terminée. Sinon, la famille (γ) est derang 1.On raisonne par réurrene sur le rang de la famille Fi = (µ(w)γ)|w|6i. On vient de voir que
rang(F0) = 1. Soit i ∈ N ; omme Fi ⊆ Fi+1, rang(Fi) 6 rang(Fi+1). Si rang(Fi) = rang(Fi+1),alors V ect(Fi) = V ect(Fi+1). On a don ∀j > i, rang(Fi) = rang(Fj). En e�et, pour toute lettre
a ∈ A et pour tout veteur x ∈ V ect(Fi), µ(a)x ∈ V ect(Fi), et don par réurrene, pour toutmot w = w1...wk ∈ A∗, µ(w)x = µ(w1)...µ(wk)x ∈ V ect(Fi).Comme le rang des familles Fi est stritement roissant ave i, jusqu'à être onstant, majorépar n, il est maximal pour un i0 6 n − 1. On a alors, pour tout w ∈ A∗, µ(w)γ ∈ V ect(Fi0 ). Or,pour tout x ∈ Fi0 , il existe un mot w, |w| 6 n − 1, telle que x = µ(w)γ. Don λx = 〈S, w〉 = 0K.Don pour tout x ∈ V ect(Fi0 ), λx = 0K.Don pour tout w ∈ A∗, λµ(w)γ = 〈S, w〉 = 0K. Don S = 0K〈〈A〉〉.2.3 Propriété d'être augmentable en termes de séries rationnellesPropriété 7. Soient A = (A, Q, ·), P ⊆ Q et w ∈ A∗. Le mot w est un mot augmentant pour Psi et seulement si 11,Q(Mw − IQ×Q)IP > 0 (où IQ×Q désigne la matrie identité de MQ(Z)).Démonstration. Par dé�nition, w est un mot augmentant pour P ssi card(P · w−1) > card(P ).
IP ·w−1 = MwIP , et d'après le lemme 3, card(P ·w−1) = 1Q,1 ·MwIP = t1Q,1MwIP = 11,QMwIP ,et card(P ) = 1Q,1 · IP = 11,QIP . Don :

w est un mot augmentant pour P ⇔ card(P · w−1) > card(P )

⇔ 11,QMwIP > 11,QIP

⇔ 11,Q(Mw − IQ×Q)IP > 04



Soit SP ∈ Z〈〈A〉〉, dé�nie par 〈SP , w〉 = 11,Q(Mw − IQ×Q)IP . La propriété 7 devient don
card(P · w−1) > card(P ) ⇔ 〈SP , w〉 > 0.Propriété 8. La série SP ainsi dé�nie est reonnaissable.Démonstration. Ave les notations de la dé�nition 10, il su�t de prendre, si n = card(Q), λ =
[

11,n | −11,n

], µ dé�ni par ∀w ∈ A, µ(w) =

[

Mw 0n,n

0n,n I

], et γ =

[

IP

IP

]. On véri�e aisément que
µ(ǫ) = I2n et que ∀u, v ∈ A∗, µ(u)µ(v) = µ(uv) : µ est don bien un morphisme de monoïdes, etque ∀w ∈ A∗, 〈S, w〉 = λµ(w)γ.Propriété 9. Soient A = (A, Q, ·) et P ⊆ Q. La série SP ∈ Z〈〈A〉〉 dé�nie omme préédemmentest de rang au plus n.Démonstration. Le rang de la série SP est majoré par le rang de la famille de veteur λµ(w),pour w ∈ A∗. Or V ect(λµ(w)) = V ect((

[

11,nMw − 11,n | 01,n

]

)w∈A∗ ∪ (
[

11,n | −11,n

]

)). Don
rang(SP ) 6 rang(V ) + 1, où V = V ect((11,n(Mw − In))w∈A∗).D'après le lemme 5, ∀w ∈ A∗, Mw1n,1 = 1n,1, don t(11,n(Mw−In))·1n,1 = 11,n(Mw−In)1n,1 =
11,n(Mw − In)1n,1 = 0. Don 11,n(Mw − In) est orthogonal à V ect(1n,1) pour tout w ∈ A∗, don
dim(V ) 6 n − 1, et rang(SP ) 6 n.3 Borne quadratique sur la taille des mots synhronisantspour les automates irulairesDé�nition 12 (automate irulaire). Soient A = (A, Q, ·) automate à n états et q ∈ Q. L'auto-mate A est dit irulaire s'il existe a ∈ A tel que {q · ci, 1 6 i 6 n} = Q.En partiulier, la matrie de transition Ma de la lettre a est une matrie de permutation.L'automate de la �gure 1.1 est un automate irulaire : la lettre b produit une permutation desétats. On observe que Mb =









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0









.Propriété 10. Un automate �ni irulaire synhronisant à n états a un mot synhronisant detaille 2n2 − 6n + 5.Pour prouver ette propriété, on ommene par montrer un lemme :Lemme 11. Soient A = (A, Q, ·) automate irulaire synhronisant, a ∈ A une lettre qui induitune permutation des états de Q, P un ensemble strit de Q non vide. Alors ∑n−1

i=0
〈SP , uai〉 = 0.
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Démonstration.
n−1
∑

i=0

〈SP , uai〉 =

n−1
∑

i=0

11,Q(Muai − IQ×Q)IP

=

n−1
∑

i=0

11,Q(MuMai − IQ×Q)IP

=

n−1
∑

i=0

11,QMuMaiIP − 11,QMaiIP (Mai matrie de permutation)
=

n−1
∑

i=0

11,Q(Mu − IQ×Q)MaiIP

= 11,Q(Mu − IQ×Q)

n−1
∑

i=0

MaiIP

= card(P )11,Q(Mu − IQ×Q)1Q,1

= 0 (Mu1Q,1 = 1Q,1 d'après le lemme 5)Démonstration de la propriété 10. Soit P ⊂ Q, P 6= ∅ et P 6= Q.Supposons que P ne soit pas 2(n− 1)-augmentable. Par ontraposition de la propriété 7, pourtout w ∈ A∗ tel que |w| 6 2(n − 1), 〈SP , w〉 6 0. Soit u ∈ A∗, |u| 6 n − 1. ∀i ∈ J0, n −
1K, 〈SP , uai〉 6 0.D'après le lemme 11, ∑n−1

i=0
〈S, uai〉 = 0, don ∀i ∈ J0, n − 1K, 〈S, uai〉 = 0. En partiulier,pour i = 0, 〈S, u〉 = 0.Don, ∀u ∈ A∗, |u| 6 n − 1 ⇒ 〈S, u〉 = 0. Don d'après le théorème 6, SP = 0Z〈〈A〉〉, i.e.

∀w ∈ A∗, 〈SP , w〉 = 0.Or A est synhronisant, don admet un mot w synhronisant, qui est un mot augmentant pour
P , don d'après la propriété 7 〈SP , w〉 > 0. Contradition.Don P est 2(n − 1)-augmentable. Comme d'après la propriété 2, il existe q ∈ Q tel que {q}est 1-augmentable.Don A admet un mot w de longueur au plus 1 + 2(n − 1)(n − 2) synhronisant.
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