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Introdution : Il s'agit ii d'exposer les liens entre arithmétique et auto-mates à travers le théorème de Cobham qui jouera le r�le de pierre angulaire toutau long de l'exposé. Dans un premier temps on introduira la notion d'ensemblek-reonnaisable et l'on y dégagera quelques résultats qui permettent de mieuxerner le onept. On introduira en premier lieu la notion de k-reonnaissabilitéet on l'étudiera sur quelques exemples. Cependant plusieurs points de vue pré-valent en e qui onerne les ensembles k-reonnaissables et une partie du travailonsistera à démontrer l'équivalene des di�érentes notions et omprendre leuromplémentarité. En�n on verra omment généraliser les résultats des partiespréédentes à des systèmes de numération non standards.
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Chapitre 1Les ensemblesk-reonnaissables, premiersexemples, énoné duthéorème de CobhamOn présente d'abord ii la notion de sous ensemble de N k-reonnaissable eton étudie quelques exemples. On sera alors en mesure d'énoner le théorème deCobham.1.1 Premières dé�nitionsPosons ii des notations qui seront utilisées tout au long du mémoire : onnotera Σk = {0, . . . , k − 1} l'alphabet onstitué des k premiers entiers (k > 1).Si n ∈ N on sait que l'on peut déomposer de façon unique n sous la forme
n = dlk

l + · · · + d0 où pour tout i ∈ {0, . . . , l} on a di ∈ Σk et dl > 0 ('estla déomposition de n en base k), on assoie alors à n le mot [n]k de Σ∗
k :

[n]k = dl. . .d0 ('est l'ériture en base k de n). On note de plus σk l'applia-tion N → Σ∗
k qui à l'entier n assoie [n]k. De façon inverse à tout mot de Σ∗

knoté u = d0. . .dn on assoie l'entier d0k
n + · · · + dn et on note νk ette appli-ation. Clairement νk est une appliation surjetive mais non injetive et on a

νk ◦ σk = Id.Dé�nition-Théorème I.1 : Soit A ⊆ N les propositions suivantes sont alors équi-valentes :1. (i) Le langage σk(A) est un langage rationnel.2. (ii) Le langage ν−1
k (A) est un langage rationnel.3. (iii) Il existe un langage rationnel L tel que νk(L) = A.2



Si l'une des propositions est véri�ées on dit alors que A est k-reonnaissable.démonstration : Puisque ν−1
k (A) = 0∗σk(A) et σk(A) = ν−1

k (A) ∩ (Σ∗
k − 0Σ∗

k)on a lairement (i) ⇔ (ii). De plus il est évident que (ii) ⇒ (iii). En�n pourprouver que (iii) ⇒ (ii) il su�t de voir que ν−1
k (A) = 0∗[0∗−1L].Exemples :- Si A={kn|n ∈ N} alors σk(A) = 10∗ don A est k-reonnaissable.- On verra plus loin que l'ensemble des termes d'une suite arithmétique estk-reonnaissable pour tout k > 1.- Comme va le montrer la proposition suivante A = {n2|n ∈ N} n'est pas

k-reonnaissable pour tout k > 1 (en fait on verra que 'est plus généralementle as pour {nb|n ∈ N}).Proposition I.2 :L'ensemble {n2|n ∈ N} n'est pas k-reonnaissable pour tout
k > 1.démonstration : Soit k > 1 et supposons que le langage L = {σk(n

2)|n ∈ N}soit rationnel. Remarquons que ∀n ∈ N, (k − 1)n(k − 2)0n1 ∈ L en e�et :
νk((k − 1)n(k − 2)0n1) = (kn+1 − 1)2. Par le lemme de l'étoile ∃n, p ∈ N

∗ telsque ∀l ∈ N, (k − 1)n+lp(k − 2)0n1 ∈ L alors que pour l > 0 pair 'est à dire
l = 2m ave m > 0 on a : νk((k − 1)n+lp(k − 2)0n1) = 1 − 2kn+1 + k2(n+mp+1)et (kn+mp+1 − 1)2 < 1 − 2kn+1 + k2(n+mp+1) < (kn+mp+1)2 on aboutit don àune ontradition et {n2|n ∈ N} n'est don pas k-reonnaissable.On peut réérire les éléments de Σ∗

k de la façon suivante : à u ∈ Σ∗
k on as-soie la paire (x, y) où x = νk(u) et y = |u| est la longueur du mot u. Onremarque de façon évidente qu'une telle représentation est injetive au sens oùdeux mots de Σ∗

k ne peuvent être représentés par la même paire. De plus si (x, y)est une paire assoiée au mot u ∈ Σ∗
k on a x < ky et réiproquement si une paire

(x, y) ∈ N est donnée telle que x < ky alors le mot u = 0mσk(x), pour un entier
m bien hoisi, est assoié à la paire (x, y). La onaténation de deux mots de
Σ∗
k s'exprime de façon simple au niveau des paires d'entiers par :

(x, y)(x′, y′) = (ky
′

x+ x′, y + y′)Il est alors faile de démontrer la proposition suivante :Proposition I.3 : Soit l = kp ave k > 1, p > 0. Alors il existe un morphismeinjetif φ : Σ∗
l → Σ∗

k rendant le diagramme suivant ommutatif :
-

R 	

Σ∗
l Σ∗

k

N

φ

νkνl
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démonstration : On note (x, y)k pour les paires d'entiers assoiées aux élémentsde Σ∗
k. Il su�t alors de poser φ((x, y)l) = (x, py)k et on véri�e que si x < ly alors

x < kpy ar l = kp don φ est bien dé�nie. Les autres propriétés sont évidentes.Un orollaire immédiat de la proposition préédente est l'équivalene entre lesnotions de k-reonnaissabilité et de kp-reonnaissabilité :Corollaire I.4 : Ave les notations de la proposition préédente, un ensemble
A ⊂ N est k-reonnaissable si et seulement si il est l-reonnaissable.démonstration : Si A est k-reonnaissable alors ν−1

k (A) est rationnel et puisque
ν−1
l (A) = φ−1(ν−1

k (A)) on en déduit que ν−1
l (A) est rationnel i.e. A est l-reonnaissable.Si maintenant A est l-reonnaissable alors σl(A) est rationnel et par onsé-quent φ(σl(A)) l'est aussi. Puisque νk(φ(σl(A))) = νl(σl(A)) = A on en déduitque A est k-reonnaissable.Maintenant, et avant d'énoner le théorème de Cobham, on va dévelloper quelquesrésultats basiques onernant les ensembles k-reonnaissables. Il s'agira prini-palement de traduire au niveau arithmétique les résultats bien onnus en e quionerne les langages rationnels. Ainsi l'utilisation du lemme de l'étoile fournitimmédiatement le résultat suivant :Proposition I.5 : Soit A ⊂ N un ensemble k-reonnaissable in�ni (k > 1). Alorsil existe des entiers a, b, c, d positifs ave b > 0, d > 0 tels que

∀n ∈ N, en = aknd + bk
nd−1
kd−1 + c ∈ Adémonstration : On pose L = σk(A) qui est un langage rationnel, A étant in�ni

L l'est aussi et par le lemme de l'étoile on en déduit immédiatement l'exis-tene de u, v, w ∈ Σ∗
k ave v 6= ǫ tels que ∀n ∈ N uvnw ∈ L et la propositions'en suit immédiatement puisque νk(uvnw) = en ave d = |w|, a = νk(u)k

|v|,
b = νk(w)k|v| et c = νk(v).Il est alors faile d'en déduire que l'ensemble des nombres premiers n'est pas
k-reonnaissable pour tout k > 1. Plus préisément on a le résultat suivant :Corollaire I.6 : Si A est un ensemble onstitué uniquement de nombres pre-miers et si A est k-reonnaissable (k > 1), alors A est �ni.démonstration : On reprend les notations de la propositions préédentes et onsuppose A in�ni. Alors ∀n, en ∈ A or :

en+r = en + aknd(krd − 1) + bknd k
rd−1
kd−1On peut toujours hoisir n tel que ni kd, ni kd − 1 ne soient divisible par lenombre premier en. Alors il existe r > 0 tel que en|(krd−1). On a alors pour un4



tel hoix de n et de r, en|en+r et en < en+r e qui ontredit que en+r est premier.A�n d'avaner plus loin dans notre étude des ensembles k-reonnaissables, onintroduit deux grandeurs assoiées à un ensemble d'entiers :Si A = {a0, . . . , ai, . . .} est un ensemble in�ni d'entiers les ai étant lassés parordre roissant on pose alors :
RA = lim sup

i→∞

ai+1

aiet
DA = lim sup

i→∞
(ai+1 − ai)La proposition I.5 nous permet immédiatement d'énoner un premier résul-tat :Proposition I.7 : Si A est un ensemble in�ni d'entiers k-reonnaissable alorsil existe un sous ensemble {a′1 < a′2 < . . . < a′i < . . .} de A qui véri�e

limi→∞
a′i+1

a′i
= kdpour un ertain entier d > 0Et A véri�e RA <∞.démonstration : Pour la première partie de la proposition il su�t de prendre

ai = ei où les ei sont dé�nis omme dans la proposition I.5.Ensuite pour i assez grand il existe un entier j tel que :
a′j≤ai < ai+1≤a

′
j+1Et par onséquent ai+1

ai
≤
a′j+1

a′
j

et don
RA≤k

d = limi→∞
ei+1

ei.Il est alors faile d'en déduire par exemple que l'ensemble {i!|i ∈ N} n'est pas
k-reonnaissable pour tout k > 1.Dans la même diretion Eilenberg montre dans son livre ([6℄) e qu'il appelle"the gap theorem"' dont on ne donnera pas la démonstration ii (voir [6℄) :Théorème I.8 : Soit A ⊂ N, si A est k-reonnaissable pour un ertain k > 1alors : 5



RA > 1ou
DA <∞le ou étant exlusifUne appliation simple du théorème préédent est la suivante : ∀b > 1 l'ensemble

A = {ib|i ∈ N} n'est k-reonnaissable pour auun k > 1. En e�et on a alors
RA = 1 et DA = ∞.On va maintenant énoner le théorème de Cobham mais avant il faut enoreintroduire une dernière notion : elle d'entiers multipliativement indépendants.Dé�nition I.9 : Deux entiers k et l sont dits multipliativement indépendants siil n'existe pas d'entiers q > 0 et p > 0 tels que kp = lq. Si ça n'est pas le as ondit alors qu'il sont multipliativement dépendants.Dé�nition I.10 : Un ensemble A d'entiers est dit ultimement périodique si
∃N, p ∈ N p > 0 tels que ∀n∈A, n≥N⇒n+ p∈A.Théorème de Cobham(1969) I.11 : Soient k et l deux entiers multipliative-ment indépendants, un ensemble d'entiers à la fois k- et l-reonnaissable estultimement périodique.Remarque : i)En utilisant I.4 il est faile de voir que si k et l sont multipli-ativement dépendants alors un ensemble est k-reonnaissable si et seulementsi il est l-reonnaissable.ii) Il n'est pas très dur de montrer, et nous le verrons au ours de dévellope-ments ultérieurs, que tout ensemble ultimement périodique est k-reonnaissablepour tout k > 1.
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Chapitre 2généralisation à plusieursdimensions, p-substitutionslogique et automatesDans ette setion nous allons essayer d'étendre la notion de p-reonnaissabilitéà des sous-ensembles de N
n, puis nous verrons deux autres dé�nitions équiva-lentes : elle d'ensemble p-substitutif et une de dé�nissabilité dans une strusturelogique.2.1 Quelques notions de logiqueOn fait ii quelques rappels de logique du premier ordre qui nous servirontpar la suite.Dé�nition II.1 : Une struture logique du premier ordre onsiste en la don-née de S = 〈D, (Ri)i∈I , (fj)j∈J , (ck)k∈K〉 où D est le domaine 'est à dire unensemble, les Ri sont des relations sur D 'est à dire des parties de Dni , les fjdes fontions de Dnj dans D et les ck des onstantes 'est-à-dire des élémentsde D.exemples : On donne tout de suite les exemples qui nous serviront : 〈N,+〉est une struture logique du premier ordre ; on a aussi 〈N,+, Vp〉 où Vp est unefontion N → N telle que Vp(x) est la plus grande puissane de p qui divise x(on a p > 1) si x6=0 et Vp(0) = 1.A partir d'une struture logique du premier ordre on peut onstruire les formulesdu premier ordre qui vont ave. A�n de onstruire es formules on introduit des7



variables en nombre dénombrable x1, . . . , xi, . . .. Les formules se onstruisentalors de façon indutive :1- Toute onstante et toute variable est un terme. Si fj est une fontion n-aire et que t1, . . . , tn sont des termes alors fj(t1, . . . , tn) est un terme.2- Si t1 et t2 sont des termes alors t1 = t2 est une formule.3- Si Ri est une relation n − aire et que t1, . . . , tn sont des termes alors
Ri(t1, . . . , tn) est une formule.4- Si φ et ψ sont des formules et x une variable alors : φ∨ψ, ¬φ et ∃xφ sontdes formules.exemples : (∃z)(x + z = y) ou enore ¬∃x((x + y = z) ∨ (z + x = y)) sontdes formules du premier ordre dans la struture 〈N,+〉. La première dé�nit larelation x≤y.Si φ est une formule on la note généralement φ(x1, . . . , xn) où les xi sont lesvariables libres ('est-à-dire qui ne sont pas sous le joug d'un quanti�ateur ∃)apparaissant dans la formule φ. Si φ est une formule sans variable libre alors onnote S|=φ si la formule φ est véri�ée dans S en interprétant les signes logiques
¬,∨ et ∃ de la façon naturelle. Alors à toute formule φ(x1, . . . , xn) est assoiéun sous-ensemble Mφ de N

n par :
Mφ = {(l1, . . . , ln)∈D

n | S|=φ(l1, . . . , ln)}.Ainsi φ dé�nit une relation sur D. Puisque qu'on peut voir une fontion f :
Dn→D omme un sous ensemble de Dn+1 (son graphe), de même on peutdé�nir une onstante c grâe à une relation unaire qui est x = c.Si S = 〈D, (Ri)i∈I , (fj)j∈J , (ck)k∈K〉 est une struture logique du premierordre on dit alors qu'une relation R (resp. une fontion f , une onstante c) estdé�nissable dans ette struture s'il existe une formule du premier ordre φ tellequeMφ soit le sous-ensemble de Dn assoié à R (resp. la fontion f , la onstante
c). Un sous-ensemble de Dn est dit dé�nissable s'il s'érit sous la forme Mφ.Par exemple, on a déjà vu dans les exemples préédents que la relation x≤yest une relation dé�nissable dans la struture 〈N,+〉. La onstante 0 est dé�nis-sable dans ette même struture par la formule : ¬ (∃y ¬ (x≤y)).2.2 k-reonnaissabilité en dimension supérieureOn va ii étendre la notion de k-reonnaissabilité à des sous-ensembles de N

nmais pour ela il va falloir ommener par dé�nir les automates orrespondant.La solution que l'on adoptera (et qui est ommunément admise) est d'utiliserdes automates qui lisent une lettre de haque mot du n-uplet en même temps'est-à-dire qu'on va onsidérer des automates sur l'alphabet Σnk . On étend alorsla dé�nition de νk à Σnk
∗ → N

n omposante par omposante (on ne peut pas par8



ontre étendre la dé�nition de σk puisque pour tout élément de Σnk
∗ les motsdu n-uplet ont tous la même longueur). On dit alors qu'une partie A⊂N

n est
k-reonnaissable si il existe un langage rationnel L⊂Σnk

∗ tel que A = νk(L). Si'est le as et si Λ est un automate qui reonnait le langage L on dira par abusde langage qu'il reonnait A.Exemple : On onsidère ii l'ensemble qui nous servira d'exemple tout au longdes développements :A = {(n,m) |aucun 2p n′apparait la fois dans la decomposition binaire de n et de m}(appelé l'ensemble de Pasal). alors l'automate suivant reonnait A, e quimontre que A est 2-reonnaissable :
(Les lettres qui sont des veteurs à deux omposantes sont notées ii vertiale-ment).Maintenant qu'on a généralisé la k-reonnaissabilité à des dimensions supé-rieures, il ne reste plus qu'à dé�nir la notion de k-substitution.2.3 k-substitutionsUne k-substitution au départ 'est juste une appliation φ : A→Ak où A estun alphabet et qui se prolonge de façon unique en un morphisme φ : A∗→A∗. Side plus il existe une lettre a ∈ A tel que φ(a) ommene par la lettre de a alorson peut dé�nir le mot φω(a) qui est la limite de la suite a, φ(a), . . . , φi(a), . . .(puisque haque terme de ette suite est pré�xe du suivant et que la longueurdes mots de la suite est stritement roissante). Si maintenant χ : A→{0, 1} estune appliation on peut l'étendre d'une unique façon en un morphisme χ : A→
{0, 1}∗ et on peut don dé�nir c = χ(φω(a)) qui est un mot in�ni sur l'alphabet
{0, 1}.Maintenant, un ensemble X ⊂ N est dit k-substitutif s'il existe φ et χ ommepréédemment tels que n ∈ X ⇔ cn = 1.exemple : L'ensemble des puissanes de 2 est 2-substitutif via φ : a → ab b →
bc c→ cc et χ : a→ 0; b→ 1 c→ 0.On peut d'ores et déjà énoner une première équivalene entre k-reonnaissabilitéet k-substitution qui sera un as partiulier d'un théorème qu'on verra plus loin(il s'agit ii juste du as à une dimension).9



Théorème II.2 : Un ensemble X ⊂ N est k-reonnaissable si et seulement siil est k-substitutif.démonstration : Il s'agit d'une démonstration onstrutive dans les deux sens.Supposons tout d'abord que X est k-reonnaissable on peut alors se donnerun automate déterministe Λ qui reonnaît le langage σk(X). On peut de plussupposer et automate émondé ('est-à-dire qu'il existe de tout état un heminvers un état �nal et un hemin de l'état initial vers tout état). On note alors
Q = {q0, . . . , qn} l'ensemble des états de l'automate et où q0 est l'état initial.On peut alors rajouter à l'automate une transition de q0 vers lui-même et qui litla lettre 0 (puisque l'automate est émondé au départ il n'y a pas de transitionpartant de q0 qui lit 0 ar sinon un mot de 0Σ∗

k serait dans σk(X)). Le nouvelautomate reonnait le langage 0∗σk(X)et on peut le ompléter en ajoutant unétat puit qn+1. On prend alors Q omme alphabet et on dé�nit la k-substitutionpar :
φ : Q∗ → Q∗ φ(q) = (q.0) . . . (q.(k − 1)) et on a que φ(q0) ommene par q0et χ : Q→ {0, 1} par χ(q) = 1 si q est �nal, 0 sinon.Il est alors faile de voir que φω(q0)n = q0.(σk(n)) e qui montre que l'on a biendé�ni une k-substitution qui reonnaît X .Réiproquement, partant d'une k-substitution donné par φ : A → Ak et

χ : A→ {0, 1} qui reonnaît X , il n'est pas très dur de onstruire un automatereonnaissant ν−1
k (X) en opérant la onstrution inverse (B est l'ensemble desétats de l'automate, a l'état initial les états �naux étant les b ∈ A tels que

χ(b) = 1 puis on dé�nit les transitions omme préédemment).Maintenant il s'agit d'étendre ette notion de k-substitution pour pouvoir yreonnaître des sous-ensembles de N
n. On ne le fait ii que dans le as où n = 2la généralisation étant immédiate.A�n de dé�nir e qu'est une k-substitution en dimension deux il faut onsi-dérer des appliations φ : B → Bk×k : es appliations assoie à un élément de

B assoie un arré de oté k rempli de k2 lettres de B. Par exemple :
f : {a, b} → {a, b}2×2 dé�nit par

a→ a b
a a et b→ b b

b bIl s'agit maintenant omme dans le as à une dimension de prolonger l'appli-ation de φ a�n de pourvoir l'itérer et ainsi obtenir un arré in�ni de deux otésomposé de lettres de B et qui soit point �xe de φ. On doit don prolonger φ enune appliation sur les arrés omposés d'éléments de B. Or ei est simple, ilsu�t de remplaer haque lettre du arré initial par son image par φ obtenantainsi un arré de longueur multipliée par k. Un exemple étant ii plus parlant10



que de longs disours, montrons par exemple omment itérer la fontion dé�niedans l'exemple préédent sur la lettre a :
a → a b

a a →
a b b b
a a b b
a b a b
a a a a

→

a b b b b b b b
a a b b b b b b
a b a b b b b b
a a a a b b b b
a b b b a b b b
a a b b a a b b
a b a b a b a b
a a a a a a a a

→ . . .Ainsi pour obtenir un arré in�ni point �xe de φ, il faut trouver une lettre
a telle que φ(a) possède a omme lettre dans le oin en bas à gauhe. Alorson peut dé�nir φω(a). Il su�t ensuite de dé�nir χ : B → {0, 1}, on prolongealors immédiatement χ au arré d'éléments de B : χ(φω(a)) représente alors lafontion aratéristique d'une ertaine partie de N

2 noté X ((n,m) ∈ X si etseulement si la valeur à l'intersetion de la n-ième olonne et de la m-ième lignede χ(φω(a)) est un 1). On dit alors que la k-substitution préédemment dé�niereonnaît l'ensemble X .Ainsi il n'est pas très di�ile de véri�er que la 2-substitution préédemmentdé�nie en posant χ : a→ 1 b→ 0 reonnaît l'ensemble de Pasal.2.4 Di�érentes façon de voir la k-reonnaissabilitéCette setion tourne prinipalement autour d'un théorème qui est le suivant :Théorème II.3 : Soit X ⊂ N
n et k > 1 un entier alors il y a équivaleneentre les trois propositions suivantes :(i) : L'ensemble X est k-reonnaissable.(ii) : L'ensemble X est k-substitutif.(iii) : L'ensemble X est dé�nissable dans la struture logique 〈N,+, Vk〉.démonstration : L'équivalene (i) ⇔ (ii) a déjà était vue dans le as n = 1et dans le as général 'est juste une adaptation de la démonstration de la se-tion préédente (pour une démonstration omplète voir par exemple [4℄).On va don ii surtout se foaliser sur la démonstration de l'équivalene (i) ⇔

(iii). Et dans un premier temps il s'agira de montrer l'impliation (iii) ⇒ (i)par indution sur les formules logiques. Au lieu d'utiliser la struture 〈N,+, Vk〉on va partir de la struture équivalente ('est-à-dire qu'on peut y dé�nir exa-tement les mêmes relations) 〈N, R+, RVk
〉 où R+(x, y, z) est la relation x+ y =

z et RVk
(x, y) est la relation Vk(x) = y. Les formules atomiques que l'onpeut onstruire à partir de la struture 〈N, Rx, RVk

〉 sont x = y, RVk
(x, y) et

R+(x, y, z) ; et les langages assoiés sont bien rationnels : on a ainsi une expres-sion rationnel pour σk(M=) (σk(M=) = ( 0
0 + · · · + k−1

k−1 )∗), une pour σk(MVk
)(σk(MVk

) = ( 0
0 + · · · + k−1

0 )∗( 1
1 + · · · + k−1

1 )( 0
0 )∗) et pour σk(M+) il su�t demontrer que son langage miroir est rationnel (e qui est plus simple pour gérerles retenues) et on peut donner par exemple un automate pour e langage dansle as k = 2 (dans le as général l'automate se onstruit de la même manière11



puisqu'il y a un état qui gère l'addition sans retenue, un état qui gère les retenues(qui sont toutes de au plus 1) et un état puit) :

Maintenant il s'agit partant de deux formules φ et ψ et de deux automates
Λφ et Λψ (qui reonnaissent les langages assoiés à φ et ψ) de onstruire desautomates pour les formules ¬φ, ∃xφ et φ ∨ ψ.Pour la formule ¬φ l'automate Λ¬φ sera simplement le omplémentaire del'automate Λφ.On onstruit maintenant l'automate Λφ∨ψ. Pour ela on notera x1, . . . , xp, y1, . . . , ylles variables libres apparaissant dans φ et y1, . . . , yl, z1, . . . , zm les variables libresapparaissant dans ψ. Toutes les arêtes de l'automate Λφ lisent une lettre de laforme (a1, . . . , ap, b1, . . . , bl), on remplae alors ette arête par plusieurs autresidentiques mais étiquetées par tous les éléments de l'ensemble {(a1, . . . , ap, b1, . . . , bl)}×
{0, . . . , k − 1}m.De même, on remplae haque arête de Λψ étiquetée par (b1, . . . , bl, c1, . . . , cm)par un ensemble d'arêtes identiques étiquetées par tous les éléments de l'en-semble {0, . . . , k − 1}k × {(b1, . . . , bl, c1, . . . , cm)}. Les nouveaux automates ob-tenus reonnaissent des parties de N

p+l+m et, pour obtenir Λφ∨ψ, il su�t deonstruire l'automate union des deux préédents.Reste à onstruire l'automate Λ∃xφ. Si x n'apparaît pas dans les variableslibres de φ alors il su�t de garder l'automate Λφ (ar les deux formules sont équi-valentes). Sinon on note x, x1, . . . , xp les variables libres de φ : φ(x, x1,l dots, xp).Alors haque arête de Λφ est étiquetée par une lettre (a, a1, . . . , ap) qu'on rem-plae alors par l'étiquette (a1, . . . , ap) : l'automate obtenu n'est pas forémentdéterministe mais reonnaît un langage L tel que νk(L) = M∃xφ (qui n'est pasforément ν−1
k (M∃xφ) à ause des transitions de la forme (a, 0, . . . , 0)).Maintenant on va partir d'un automate reonnaissant un sous-ensemble de N

npour onstruire une formule qui dé�nit le même sous-ensemble.On introduit pour ela les nouvelles relations ǫ0,k(x, y), . . . , ǫk−1,k(x, y), larelation ǫj,k(x, y) signi�ant que y est une puissane de k qui apparait dans le12



développement k-aire de x ave le oe�ient j. Cette relation est dé�nissabledans la struture 〈N,+, Vk〉 par la formule :
(Vk(y) = y) ∧ [(∃z, t)(x = z + j.y + t) ∧ (z < y) ∧ ( (y < Vk(t)) ∨ (t = 0) )]On dé�nit aussi la nouvelle fontion λk telle que λk(x) soit la plus grandepuissane de k apparaissant ave un oe�ient non nul dans le développement
k-aire de x ave par onvention λk(0) = 1. Il existe alors dans la struture
〈N,+, Vk〉 une formule dé�nissant la relation λk(x) = y :

[ (Vk(y) = y) ∧ y ≤ x ∧ ((∀z)((Vk(z) = z) ∧ y < z) ⇒ (x < z))] ∨
[ (x = 0) ∧ (y = 1) ].On pourra don utiliser la fontion λk et les relations ǫ0,k, . . . , ǫk−1,k dans lesformules qui vont suivre sans sortir du adre de 〈N,+, Vk〉.Soit maintenant X ⊂ N

n et Λ un automate reonnaissant le langage miroirde ν−1
k (X) (on peut toujours supposer que 'est le langage miroir ar un langage

L est rationnel si et seulement si son miroir l'est). Alors (x1, . . . , xn) ∈ X si etseulement si il existe un n-uplet de mots (w1, . . . , wn) tel que ∀i, νk(wi) = xiet tel que (w1
R, . . . , wn

R) soit reonnu par l'automate Λ. On remplae les étatsde Λ par des l-uplets de {0, . . . , k − 1} (sans perte de généralité), par exemple
q0 = (1, 0, . . . , 0), . . . , ql−1 = (0, . . . , 0, 1), et don un hemin �ni q0 . . . q peutêtre vu omme un mot (u1, . . . , ul) qui peut aussi être vu omme un l-upletd'entiers (νk(u1), . . . , νk(ul)).Pour tout entier n on dé�nira la suite (n(i))i≥0 omme le développement k-aire de n i.e. n =

∑∞
i=0 n(i)ki. En utilisant les notations préédentes (x1, . . . , xn) ∈

X si et seulement si il existe un l-uplet d'entiers (y1, . . . , yl) tel que :1- (y1(0), . . . , yl(0)) est l'état initial q0 = (1, 0, . . . , 0).2- (y1(p), . . . , yl(p)) est un état �nal pour un ertain entier p tel que
kp ≥ max1≤j≤nλk(xj).3- Pour tout 0 ≤ i < p, si (y1(i), . . . , yl(i)) est l'état q, alors
(y1(i+1), . . . , yl(i+1)) est l'état δ(q, (x1(i), . . . , xn(i))) (où δ est la fontionde transition de l'automate).Ces trois onditions peuvent s'exprimer grâe à une formule φ(x1, . . . , xn) :

(∃y1) . . . (∃yl)(∃z) (Vk(z) = z)
∧ (z ≥ max1≤j≤nλk(xj))

∧ φ1(y1, . . . , yl)
∧ φ2(y1, . . . , yl, z)

∧ φ3(x1, . . . , xn, y1, . . . , yl, z)ave :
φ1 : ∧l

j=1 ǫq0(j),k(yj , 1)

φ2 : ∨

q∈F
∧l
j=1 ǫq(j),k(yj , z)

φ3 : (∀t)( (Vk(t) = t) ∧ (t < z) ∧
∧

δ(q,(a1,...,an))=q′

[

∧l

j=1 ǫq(j),k(yj , t) ∧
∧n

j=1 ǫaj ,k(xj , t) ⇒
∧l

j=1 ǫq′(j),k(yj , k.t)
]

)13



Clairement, les ensembles k-reonnaissables sont stables par les opérationsbooléennes usuelles sur les ensembles (puisque les langages rationnels le sont).Cependant le résultat préédent va nous permettre de trouver de nouvelles opé-rations pour lesquels les ensembles k-reonnaissables sont los. Ainsi par exempleon a vu que la multipliation par un entier �xé était dé�nissable dans la stru-ture 〈N,+, Vk〉 : on en déduit que si X est k-reonnaissable il en est de mêmede c.X puisque si X est dé�nissable par la formule φ(y1, . . . , yn) c.X est dé�nis-sable par la formule (∃y1, . . . , yn)((φ(y1, . . . , yn))∧(x1 = c.y1∧ . . .∧xn = c.yn)).On a en fait par le même argument le résultat plus général suivant :Corollaire II.4 : Soit f : N
m → N

n une fontion dé�nissable dans la stru-ture 〈N,+, Vk〉. Alors, si X ⊂ N
m est k-reonnaissable il en est de même de

f(X).On en déduit d'ailleurs que les termes d'une suite arithmétique de raison q ≥ 0et de premier terme r ≥ 0 est k-reonnaissable pour tout entier k > 1 puisqu'untel ensemble est dé�nissable dans 〈N,+〉 par :
(∃n) (x = q.n+ r) (la multipliation par un entier �xé est dé�nissable dans

〈N,+〉).2.5 Généralisation du théorème de Cobham : théo-rème de Cobham-SemenovLe dernier problème qu'il reste pour formuler une généralisation du théorèmede Cobham 'est d'étendre à N
n la notion utilisée dans le théorème de obhamd'ensemble ultimement périodique. La proposition suivante va nous permettrede le faire :Proposition II.5 : Soit X ⊂ N alors les propositions suivantes sont équivalentes :(i) l'ensemble X est ultimement périodique.(ii) X est une union �nie d'ensembles omposés des termes d'une suite arith-métique.(iii) X est dé�nissable dans 〈N,+〉.démonstration : Pour prouver (i) ⇒ (ii) soit X ⊂ N un ensemble ultimementpériodique don il existe des entiers N et p > 0 tels que n ∈ X ∧ n ≥ N ⇒

(n + p) ∈ X alors il su�t de onsidérer R = {i | 0 ≤ i < p ∧ ∃x ∈ X : x =
imod p ∧ x ≥ N} on peut alors pour tout i ∈ R il existe xi ∈ X tel que
xi = i mod p et alors X − (

⋃

i∈R{xi + kp|k ∈ N}) est lairement �ni don X estbien union de suites arithmétiques.Pour prouver (ii) ⇒ (i) il su�t de montrer que l'union de deux ensemblesultimement périodiques est ultimement périodique : Soient don X ⊂ N et
X ′ ⊂ N deux ensembles ultimement périodiques de périodes respetives p et p′,alors lairement X ∪X ′ est ultimement périodique de période p+ p′.14



Comme on a vu dans la setion préédente une suite arithmétique est dé�-nissable dans 〈N,+〉 don on en déduit immédiatment que (ii) ⇒ (iii).Pour la preuve de (iii) ⇒ (i) onsulter par exemple [4℄.On est maintenant en mesure de voir omment peut s'énoner le théorème deCobham en dimension supérieure : on remplae le fait d'être ultimement pé-riodique par le fait d'être dé�nissable dans 〈N,+〉, on obtient alors le théorèmesuivant qui a été démontré pour la première fois en 1977 par A.Semenov dans [3℄ :Théorème de Cobham-Semenov II.6 : Soit m ≥ 1 un entier et p, q ≥ 2 deuxentiers multipliativement indépendants. Alors si X ⊂ N
m est à la fois p-reonnaissable et q-reonnaissable X est dé�nissable dans 〈N,+〉.Le théorème se réénone immédiatement de façon purement logique :Si X ⊂ N

m est à la fois dé�nissable dans 〈N,+, Vp〉 et dans 〈N,+, Vq〉 alors
X est dé�nissable dans 〈N,+〉.remarque : La preuve initiale du théorème de Cobham ('est à dire le asm = 1)qui se trouve dans [7℄ mais est très omplexe. Dans son livre [6℄ S.Eilenberg men-tionne le théorème de Cobham :Pour lui, il s'agit d'un dé� de trouver une preuveplus raisonnable de e joli résultat. La preuve de Semenov se onstruit par ré-urrene, le premier as m=1 étant le théorème de Cobham , la preuve utilise
28 lemmes di�érents.G.Hansel réussit en premier à trouver une démonstration plus simple durésultat de Cobham dans [1℄.
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Chapitre 3Autres systèmes denumérationOn herhe ii à généraliser le problème dans une autre diretion : au lieud'érire les entiers dans les bases k-aires on peut essayer de les déomposer dansd'autres bases. Par exemple, il est possible de déomposer les entiers sur la basedes nombres de Fibonai :
F0 = 1, F1 = 1 et Fn+2 = Fn + Fn+1

1 = F1, 2 = F2, 3 = F3, 4 = F3 + F1 et 5 = F4Pourtant, omme on peut le remarquer, on a 4 = F3 + F1 = F2 + F2 donl'uniité de la déomposition n'est pas forément assurée. On doit don dé�nird'une ertaine manière l'uniité de la déomposition (omme d'ailleurs dans leas des bases k-aires). Pour déomposer un entier n, il su�t de lui appliquerl'algorithme d'Eulide : On prend le plus grand entier k0 tel que Fk0 ≤ n puis leplus grand entier c0 tel que c0.Fk0 ≤ n puis on reommene ave n− c0.Fk0 eton obtient la déomposition standard n = c0.Fk0 + c1.Fk1 + · · ·+ ct.Fkt
. Il fautependant imposer quelques onditions sur la suite utilisée (Fn)n∈N a�n notam-ment que l'algorithme onverge et que les entiers utilisés dans la déomposition

c0, . . . , ct prennent un nombre de valeurs �nis (a�n que l'alphabet utilisé soit�ni). On utilise don la dé�nition suivante :Dé�nition III.1 : Un système de numération est une suite stritement rois-sante (Un)n∈N d'entiers telle que :1.U0 = 1 de façon à e que tout n ∈ N ait une déomposition sur la base des
(Un)n∈N.2.supUn+1

Un
<∞ (de façon à e que l'alphabet utilisé soit �ni).Alors la déomposition standard d'un entier n dans ette base est elle don-née par l'algorithme d'Eulide (on assoie à 0 le mot vide) et on notera σU (x)la réprésentation standard (en tant que mot) de l'entier x.16



Par exemple, le système déimal lassique est dérit par la suite dé�nie par
U0 = 1 et Un = 10Un−1. Etant donné un système de numération (Un)n∈N onpeut assoier à haque entier positif grâe à l'algorithme d'Eulide un mot surl'alphabet {0, . . . ,

⌈

sup
Un+1

Un

⌉

− 1} où ii ⌈x⌉ désigne le plus petit entier plusgrand que x. On s'intéresse alors aux parties de N auxquelles sont assoiés deslangages rationnels de {0, . . . ,
⌈

sup
Un+1

Un

⌉

− 1}∗ (on dira alors d'une telle partiequ'elle est U -reonnaissable). La première question légitime qui vient se poser,et qui en quelque sorte permettra de disriminer ertains sytèmes de numéra-tions, 'est de savoir si N est lui-même U -reonnaissable. Le résultat suivantmontre que �nalement seul un nombre assez restreint de systèmes de numéra-tion véri�ent ette ondition :Proposition III.2 : Si l'ensemble N est reonnaissable par le système de numé-ration (Un)n∈N alors la suite (Un)n∈N véri�e une relation de réurrene linéaire.démonstration :Soit L ⊂ {0, . . . ,
⌈

sup
Un+1

Un

⌉

− 1}∗ le langage assoié à N alors sion note tn(L) le nombre de mots de L de longueur stritement inférieur à n ilest lair via l'algorithme d'Eulide que tn(L) = Un. Or si L est rationnel la sérieformelle ∑∞
n=0 tn(L)xn est une fration rationnelle ar L peut être engendré parune grammaire non ambiguë. Don il en est de même de ∑∞

n=0 Unx
n ou enoreil existe un polyn�me q(x) tel que q(x).(∑∞

n=0 Unx
n) soit un polyn�me, en re-gardant terme à terme on en déduit que la suite (Un)n∈N véri�e une relation deréurrene linéaire.Ainsi N est par exemple reonnaissable pour le système de numération déi-mal (10n)n∈N (qui véri�e la réurrene Un = 10Un−1) ou enore pour le sys-tème de Fibonai (Fn)n∈N puisqu'alors une expression rationnelle de σF (N) est

0∗(10)∗. Cependant la réiproque de la proposition préédente n'est pas vraieainsi pour le système de numération dé�ni par U0 = 1, U1 = 2, U2 = 4 et
Un+3 = 2Un+1 + Un, σU (N) n'est pas rationnel. Dans le as où :

limn→∞
Un+1

Un
= θ (III.3)pour un ertain réel θ > 1, Hollander ([12℄) a donné une ondition néessaireet su�sante pour que N soit reonnaissable. Nous nous intéresserons ii prin-ipalement au as où θ est un nombre de Pisot (dans e as-là N est toujours

U -reonnaissable) :Dé�nition III.4 : Un réel θ > 1 est dit nombre de Pisot s'il est algébrique('est-à-dire raine d'un polyn�me non nul de Z [X ]) et si tous ses onjugués('est-à-dire les autres raines que θ lui-même du polyn�me minimal de θ) sontde module < 1.exemples : Tout entier est un nombre de Pisot. Le nombre d'or φ = 1+
√

5
2est un nombre de Pisot. 17



Plus partiulièrement nous nous intéresserons aux systèmes de numération dé-�ni par une réurrene linéaire dont le polyn�me aratéristique est le polyn�meminimal d'un nombre de Pisot (e qui implique notamment (III.3).On dé�nit,de la même manière que dans la partie II, le fait pour une partie X ⊂ N
nd'être U -reonnaissable ((x1, . . . , xn) étant représenté par n'importe quel mot

(0l−k1σU (x1), . . . , 0
l−knσU (xn)) où ki = |σU (xi)| et l ≥ max{k1, . . . , kn}). Onherhe alors à obtenir des résultats analogues au théorème de Cobham pourdes systèmes de numération non standards. Un premier résultat dans e sensest le suivant ([10℄) :Théorème III.5 :Soit U un système de numération dé�ni par une réurrenelinéaire dont le polyn�me aratéristique est le polyn�me minimal d'un nombrede Pisot θ, soit X ⊂ N

m alors X est U -reonnaissable si et seulement si X estdé�nissable dans 〈N,+, VU 〉.Remarque : -Il nous faut dé�nir la fontion VU : VU (x) = y signi�e que yest le plus petit Un apparaissant dans la déomposition standard de x.-Le fait que la relation R+(x, y, z) ⇔ x + y = z dé�nisse une partie U -reonnaissable n'est pas évident à priori mais est fortement lié au fait que θ soitun nombre de Pisot.-Les ensembles ultimement périodiques étant dé�nissables dans 〈N,+〉 lesont à priori dans 〈N,+, VU 〉 don sont U -reonnaissables.D'autres résultats plus réents onernent la généralisation du théorème de Cob-ham à des systèmes de numération non standards : dans tout e qui suit on sup-posera que U est un système de numération dé�ni par une réurrene linéairedont le polyn�me aratéritique est le polyn�me minimal d'un nombre de Pisot
θ.Théorème III.6 : Si X ⊂ N est k-reonnaissable (k>1) et U -reonnaissablealors X est ultimement périodique.démonstration : voir [13℄Théorème III.7 : Soient θ et θ′ deux nombres de Pisot multipliativement in-dépendants et soient U et U ′ deux systèmes de numération dont les polyn�mesaratéristiques sont respetivement les polyn�mes minimaux de θ et θ′. Alorspour tout n ≥ 1 et pour tout X ⊂ N

n si X est U - et U ′-reonnaissable alors Xest dé�nissable dans 〈N,+〉.démonstration : voir [9℄.On peut aussi retrouver pour les ensemble U -reonnaissables un point de vuesubstitutif (par e que l'on nomme les U -substitutions : f [11℄).18
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