THEOREME DE COBHAM

BRUNO LE FLOCH

Le but de ce document est de présenter une démonstratithedieme de Cobham ne nécessitant
gque des connaissances de base sur les automates finis.dduiiratpour ce faire quelgues notions (en-
tiers multiplicativement indépendants, sous-motsngtside mots infinis, ensemblesautomatiques,
et ensemble syndétiques) dans les quatre premieresrsgctivant de donner la preuve proprement
dite du théoréme dans la cinquieme section.

Théoreme 1. (Cobham, 1969) Soient ts> 2 deux entiers multiplicativement indépendants. Si une
partie X deN est s- et t-automatique, alors elle est ultimement pégioeli

1. ENTIERS MULTIPLICATIVEMENT INDEPENDANTS

Définition 2. Deux entiers & > 2 sont dits multiplicativement indépendants Iorsc%’gé ¢ Q.
La définition est clairement symétriqgue. On commence @apeler une propriété classique.

Proposition 3. Soient st > 2 multiplicativement indépendants. L'ensemble
B
5

PreuveLes réels log et logt sont positifs et de rapport irrationnel, donc

a/,,BeN}

est dense dariR}.

{alogt - Blog g e, 8 € N}

est dense dari. On conclut en invoquant la continuité de I'exponentielle o
On montre ensuite un lemme qui nous sera utile dans la sgdfjon

Lemme 4. Soient mn, @, 8,7y, € N* tels que n< m, et soient 4 > 2 des entiers mulitiplicativement
indépendants. Alors il existe des entierg 1tels que

Nt < me*F < (m+ 1) < (n+ 1),
Preuve.La propriété recherchée se réécrit

nt (Sg)i < (n+ 1)tr
msg ~ ()l T (m+ 1)s*

L'existence de et j est alors une conséquence de la proposition précédesnte’(ett’ sont encore
multiplicativement indépendants). m]
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2. SOUS-MOTS RECURRENTS D’ UN MOT INFINI

Définition 5. Un mot infiniw sur un alphabet fink est une suite infiniéwy)o d'€léments de.
On notew = wow;Ws - - - . Le mot infiniw est dit ultimement périodique lorsqu’il existe deux enstie
T > 0et N> Otels que pour tout = N on ait Wyt = W,

Définition 6. Soitw un mot infini.
On dit qu’'un mot fini v est un sous-mot de longueur idBrsqu’il existe un entier re 0 tel que
V = WpWny1 - - - Whyi—1. On dit que ce sous-mot est récurrent lorsgqu’il existe unfimité de tels n.
Pour chaque entier + 0, on pose [(w) le hombre de sous-mots récurrents de longueurwdg&n
particulier, ro(w) = 1, car le mot vide est 'uniqgue mot récurrent de longueur aull

Proposition 7. Soitw = wowiws - - - un mot infini sur I'alphabet finE. La suite(r;(w)),cy €st crois-
sante.

Preuve.Soitl € N. SoitX = {xo, X1yt Xj_l} I'ensemble des sous-mots récurrents de longlieur
dew. Pour 0< i < j, comme le mol; apparait une infinité de fois damg etX est fini, il existe une
infinité d’occurrences dg dansw suivies par la méme letti@ € X. Le motxa; est alors un sous-mot
récurrent de longueur+ 1 dew. Ainsi r;.1(w) > ri(w), et la suite est croissante. |

Proposition 8. Soitw = wgwiws, - - - un mot infini sur I'alphabet fink. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

— (a) La suite(r(w)),c; €st bornée.

— (b) La suite(r(w)),c; €st stationnaire.

— (c) Il existe k> O tel que k(w) < k.

— (d) Il existe n> 0 tel que (W) = rm(w).

— (e)w est ultimement périodique.

Preuveles implicationga) = (b), (b) = (c) et(c) = (d) sont conséquence rapide igéw) = 1 et
de la croissance dg(w)),- Par ailleurs, siv est ultimement périodique de périodie> 0, la suite
(ri(w)),en; €St bornée par, donc(e) = (a).

Il reste donc & montrer qué) = (e). Soit X = {xo, X]_,...,Xj_l} 'ensemble des sous-mots
récurrents de longueun de w. Commernm,1(Ww) = rm(w), la lettre g construite dans la preuve de
la proposition précédente est unique. Ainsi, a partimdcertain rang\;, toute occurrence dg est
suivie deg;. En posaniN = maxN;, on obtient que pour tout > N, wy,.m €st entierement déterminé
parWnWn;1 - - - Wnym-1. On considere alors les motgWwn,1 - - - Wnim-1 PourN < n < N + [Z|™. Par le
principe des tiroirs, deux d’entre eux sont égaux, par g@lerneux correspondantra et an, > ny,
et d’aprés ce qui précede, on di:> 0, Wy, +i = Wn,+i. Doncw est ultimement périodique, de période
Ny — Ny. O

3. ENSEMBLES t-AUTOMATIQUES ET MANIPULATIONS D’ AUTOMATES

Soitt > 2 un entier. On not&; = {0,...,t — 1}. Pour chaque entier natunel on note () € X; la
représentation en basden, sans 0 initiaux, et pour chaque mwE X;, commencant éventuellement
par des 0, on noten]; € N I'entier gu'il représente (en bask On définit alors pouK c N le langage
(X)t = {(N)t, x € X} surXy, et pourL c Zf la partie L]t = {[w];,w € L} deN.

On remarque gu’avec ces définitions)]¢ est I'identité sulN, tandis qu’appliquer ([;); & un mot
SurX; supprime ses zéros initiaux.

Définition 9. Une partie X deN est dite t-automatique lorsqu); est reconnaissable par un auto-
mate fini. Autrement dit, t est reconnaissable si il existautomate qui est capable de reconnaitre
les écritures en base t des éléements de X.



THEOREME DE COBHAM 3

On rappelle que :

Lemme 10. (Lemme du miroir) Si un langage L sur un alphaBe¢st reconnaissable, son langage
miroir

LM = {Wn_1Wh_2 - - - WolWoWy - - - Wi_7 € L}
est reconnaissable.

Preuve.ll suffit de « retournerstoutes les transitions de I'automate et déchanger étaasii et
initiaux (on perd son éventuel caractere déterministe) m|

Lemme 11. Soit L un langage sur I'alphabét, et a€ X telle qu’aucun mot de L ne commence par a.
L est automatique si et seulement 4i diest.

Preuve.Si L est reconnaissable, sdit= (Q, X, 6, 0o, F) un automate le reconnaissant. L'automate
A’ obtenu a partir ded en ajoutant une transition de I'état initiad vers lui-méme, étiquetée pay
reconnaitaL.

Réciproquement, sl = (Q, Zq, d, 0o, F) reconnaita’L, on considere I'automaté’, obtenu a partir
de A en lui ajoutant un état puiset en remplacant toutes les transitions partardgdevec la lettrea
par une unique transition dg verse étiquetée paa. Cet automate reconndit m|

Ainsi le sens de lecture des nombres écrits en lbaamsi que le fait d’autoriser les nombres a
commencer ou non par des 0 n’ont aucune incidence dans hatidéfid’ étret-automatique.

On va finir cette section en montrant que la classe des enestrduitomatiques est stable par une
transformation un peu plus élaborée, ce qui va nous sdaris la preuve du théoreme de Cobham,
dans la section 5.

Lemme 12. (Stabilité par transformation fEne réciproque) Si X est t-automatique, alors pour tout
A> 0, et B> 0, 'ensemble E= {y € N|JAy+ B € X} est t-automatique.

Preuve D’apres les lemmes précéden¥sgstt-automatique si et seulement )10 est rationnel,
et de mémeE estt-automatique si et seulement &)}'0* est rationnel. On va donc construire un
automate reconnaissant ce second langage a partir d’amaté reconnaissant le premier : on calcule
successivement les dfres deAy + B, en partant de celui de poids faible, en mémorisant la ueten
et on simule 'automate de départ en parallele sur leltésdu calcul.

Soit A = (Q, 4,6, 0o, F) un automate déterministe reconnaissafi0*. On écritB en basd :
B = bp + tby + ... + tb. On considére I'automate déterministé = (Q', %y, &, dp, F’) défini par :

Q =Qx{0,1...,A}x{0,1,...,k o},
§'((@.1.1).¢) = (6(q (Ac+ by +r (modt))), | A< | i + 1),
dp = (90,0, 0),

F = {(q, r,i)‘ 6(q,(r + b + thisq +...+tk‘ibk)tM) € F},

oubs, =0,i+1vauteo sii = koui = co.

Un état de cet automate est déterminé par un état,dene retenue, et un indice qui compte le
numéro du chitre que l'on traite, jusqu’a ce qu’on ait fini de traiter I'dtidn de B, aprés quoi la
troisitme composante vaut.

Effectuer une transition consiste a calculer I'état suivdatl’automateA apres une transition
etiquetée par le cfire deAy+ B que I'on calcule en prenant en compte la retenue, a regniolivelle
retenue, et aincréementer de 1 le compteur. On vérifiegranrence que comnee< t—1 eth; <t-1,
la retenue ne dépasse jamAigdonc que I'automate était bien défini.

On commence sans retenue, et &glfffre.



4 BRUNO LE FLOCH

Lorsqu’on a épuisé I'entrée, le calcul se termine, atpron doit encore traiter la retenue restante.
Ainsi les états acceptants ne sont pas simplerfent0} x {0}, mais forment 'ensemble un peu plus
compliquéF’.

On vérifie facilement que le nouvel automate reconrif!0*. o

4. SyNDETICITE

Définition 13. Soit X une partie d&. Si il existe un entier d> 0 tel que pour tout x X il existe
y € Xtel que x< y < x+d, alors X est dite d-syndétique.

Le but de cette section est de montrer le theoreme qui suit.

Théeoreme 14.Soient st > 2 des entiers multiplicativement indépendants. Si una@aideN est a
la fois s- et t-automatique, alors elle est syndétique.

Pour montrer ce résultat, on va établir quelques lemmegremier est un résultat classique.

I:emme 15. Soit A = (Q,Z%, 6, qo, F) un automate déterministe, de fonction de transition dten
6:Qx2X* - Q. Pour chaque état g Q, I'ensemble

Lq = (W € Njw € =%, 5(q, W) € F}
est ultimement périodique (sa fonction caractéristiggeultimement périodique).

Preuve Pour chaque étafe Q I'ensemblel s est un langage reconnu par 'automa X, 6, g, F),
donc rationnel (par le théoreme de Kleene), doncftitsde montrer que 'ensemble des longueurs des
mots d’'un langage défini par une expression rationnellaiiistement périodique. On va procéder
par induction structurelle sur les expressions ratiomsell

Pour les parties dE, la propriété estimmédiate.

Méme si I'ensembldz des longueurs des mots du langdge’est pas ultimement périodique, les
longueurs des mots du langageforment un ensemblE’ ultimement périodique. Erfiet, soitu € L,
et soitT = |ul. Pour toutw € L*, wu € L* et|wu = [w| + T, donc I'ensembleéE’ estT-périodique.
Ainsi E’ est ultimement périodique de période le pgcd des élésuat.

Il n'est pas dfficile non plus de montrer que le produit de deux langages étiaion conservent
le caractere ultimement périodique de I'ensemble deguenrs (dans les deux cas on obtient une
période égale au ppcm des périodes initiales). m|

Lemme 16. Soient s> 2 et X une partie s-automatique infinie @& Alors il existe des entiers
m, a, 3 > 1tels que pour tout k N, I'ensemble X [ms”ﬁk, (m+ 1)5*”/’"[ soit non vide. De plus, on
peut choisir m arbitrairement grand.

PreuveSoitA = (Q, Zs, 6, o, F) un automate déterministe reconnaissa®)t.(CommeX est infini,
il existe un entiem arbitrairement grand tel quenjs soit préfixe d’'un nombre infini d’éléements de
(X)s.

D’apres le lemme précédent, appliqué a I'&at 5(qo, (M)s), il existea > 0 et > 0 tels quelq
soit 3-périodique a partir du rang.

Or ((M)sZg) N (X)s est infini, donc il existe un mot tel que M)sv € (X)s et|v] > a. Posons
a = |v|. Parg-périodicité, on a, pour chague> 0 gu'il existe un moty de longueurr + gk tel que
(M)svi € (X)s, i.e. tel que [)svi]s € X, autrement dims X + [w]s € X.

Comme 0< [vi]s < s**#X on a trouvér > 0 etB > 0 tels que pour touk, [mé’*ﬁk, (m+ 1)s“+ﬁk[mx
soit non-vide. m]
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Lemme 17. Soient s> 2 et X une partie s-automatique infinie & Soit. A = (Q,Zs, 8, o, F)
l'automate minimal (déterministe) d&)s. Si I'état ¢ est tel quéN\Lq est infini, alors il existe des

entiers ma, B > 1 tels que pour tout ke N I'ensemble X [m§+ﬁk, (m+ 1)s“+ﬁk[ soit vide.

Preuve.Soit g un état tel queN\Lq est infini. On peut supposer # do car SiN\Lg, est infini, il
existe un autre étag vérifiant la méme propriéte. Comme l'automate minimsil @nondé, on peut
fixer m € N tel queq = 6(qo, (M)s). Par 'avant-dernier lemme, on a existenceade 0 etg > 0 tels
queLq soit g-périodique a partir du rang. CommeN\Lq est infini, il existea > atels qu'il n'y ait
aucun mov de longueurr tel que M)sv € (X)s. Pour chaqué > 0, on déduit gu'il n'y a pas non plus
de mot de la formert)su dans K)s vérifiant|ul = « + gk, C’est-a-dire quex N [ms™ A%, (m+ 1)s™#|
est vide. m]

On a enfin un dernier lemme.

Lemme 18. Soient t> s > 2 deux entiers multiplicativement indépendants, et X unéepafinie
s- et t-automatique dN. SiA = (Q,X, 6, qo, F) est 'automate minimal déX);, alors pour tout état
g€ Q, Ly est cofini.

Preuve.Supposons le contraire. Alors par les lemmes précédeaxssien, v, > 1 tels que pour
toutl € N, X n [ntr+! (n + 1)+ soit vide, et il existe aussh, e, 8 > 1 tels que pour touk € N,
X N [mg*AK (m+ 1)sP4[ soit non-vide, avec de plus > n.

Pour obtenir une contradiction, on appligue un lemme 4, firinge I'existence de&K,L > 1 tels
que

N+t < mePK < (m+ 1)K < (n+ )+t
i

Preuve du Théorem@n suppose > s. SoitA = (Q, %, 8, go, F) est 'automate minimal dexX);.
Pour chaquey € Q le lemme précédentfirme quelq est cofini, donc qu'il existe un enti€, tel
que sik > Cq, alorsk € Lq. En posanC = maxCg, il vient que pour tout étag € Q il existe un mot
Wq de longueurC tel qued(g, wgy) € F. Alors, pour chaqueé € N, en posant}, = 6(0o, (n)), il vient
(0o, (N)tWq,) = 8(Gn, Wq,) € F, c'est-a-dirent® + [wy, ]t € X. Comme 0< [wg ]t < t€, on obtient que
tout intervalle de longueurt2 contient un élément d¥. C’est la conclusion recherchée. m]

5. THEOREME DE COBHAM

Les quatre premieres sections de ce document ont peeteshtliferentes notions qui entrent en
jeu dans la preuve du théoreme de Cobham. La cinquiemereigte se charge de combiner toutes
les remarques des sections précédentes pour montregdecthe de Cobham, dont nous rappelons
I'énoncé :

Théoreme 19.(Cobham) Soient,$ > 2 deux entiers multiplicativement indépendants. Si unéear
X deN est s- et t-automatique, alors elle est ultimement pégioel

PreuveLes parties finies d& sont ultimement périodiques, donc on peut supp&sieffinie.
On définit la relation d’équivalenges surlN parV(x,y) € N?,

X~y (modps) & YW € X, (X)sW € (X)s & (Y)sW € (X)s) .
Lemme 20. Les classes d'équivalence pquysont t-automatiques.

Preuve.Pour chaques € X% on poseE, = {y € N | ys¥ + [u]s € X}. D’aprés le lemme 12 (stabilité
par transformationféine réciproque), commx estt-automatiquek, I'est aussi. Or

Eu =[(Euw)sls = [{V € (Es\{ON)Zg | vu e (X)s)]s = [{v € Z¢ | vue (X)s)]s = [(X)s/U]s,
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donc on a montré quéu € X, [(X)s/u]s estt-automatique.

Soityg € N,

Pour chaqug € N tel quey + yg, on choisituy € X3 tel qu’on ait soit {o)suy € (X)s et (Y)suy ¢ (X)s,
soit (yo)sUy & (X)s et (y)suy € (X)s. On pose ensuite

_ [(X)s/uy]ls si (Yo)sly & (X)s,
YT U0s/uyls i (o)sty € (X)s,

ou le complémentaire est pris daNsChacun defy estt-automatique. Montrons qug € N |y ~
Yo} = (Ny«y, By, €€ qui conclut, car le classe des langages rationnels, ldorlasse des ensembles
t-automatiques, est stable par intersection finie.

Siy ~ Yo, pour chagug + Yo, on a I'équivalence

Y € [(X)s/Wwlk © (¥)s € (X)s/uy
< ()/)suy € (X)s
© (Yo)sUy € (X)s,

doncy’ € By, puisy’ € (Ny.y, By-
Siy + Yyp, on a l'équivalence

Y € [(X)s/uylk © (Y)s € (X)s/uy
& (Y)sy € (X)s
& (Yo)sy ¢ (X)s,
doncy’ ¢ Bj, puisy’ & (y.y, By m|

Un résultat classique sur les automatisrae que les classes d'équivalencepdsont en bijection
naturelle avec les états de I'automate déterministe mahireconnaissantXs, donc il y en a un
nombre fini. Comme chacune dstutomatique, on peut construire un automate (Q, %, 6, do, 0)
qui s'arréte dans des étatstérents sur deux entrées non-équivalentes pg(peu importent les états
finaux de cet automate, car ce qui va nous intéresser &gt pjéecis ou il s’arréte). On associe a cet
automate la relation d’équivalenégsurN, définie par ¥(x,y) € N2,

X~y (modé) < 6(do, (X)t) = 5(dos (Y)1)-

Cette relation est plus fine que (i.e. les classes d'équivalence gesont reunions de classes @,
et estt-stable, c’est-a-dire vérifie

Vji>0,Y0<n<thx~y(mods) = (xt! +n) ~ (yt! + n) (modé,).

On posec le nombre de classes d'équivalence péuiv = vgviVve--- le mot infini tel que pour
chaquen € N, v, soit la classe d’équivalence degpourps, et de mémel = ugup Uy - - - le mot infini tel
que pour chaqua € N, u, soit la classe d'équivalence degour ;.

Comme X est réunion de classes d'équivalencepglél suffit de montrer quev est ultimement
périodique pour montrer le théoréme, donc, d'aprésréggsition 8, il sifit de montrer qu'il existe
un entierm tel que le nombre de sous-mots récurrents de longuede v est borné pam. Pour
ce faire, nous allons considérer un reeb 0, et construire des entiet§ = sP, L = t9 et m bien
choisis, puis montrer que tous les sous-mots récurrenlsndgieurm dev ont une occurrence qui est
entierement contenue dans un mot de la forpe..(y + 1)L — 1] = Wy Vi1 - - - Viy+1)L-1, POUr un
y € N et qui, qui plus est, commence en 'une #espremieres lettres de ce mot. Comme la relatign
est moins fine qué;, le motv[yL..(y+ 1)L —1] est déterminé uniqguement par le nadyL..(y+ 1)L —1],
et commey; estt-stable, et qué. est une puissance dele motu[yL..(y + 1)L — 1] est uniquement
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déterminé par la lettrey, qui prend au plug valeurs. Ainsi il y a au plug(Ke + 1) mots récurrents
demlettres. Si on parvient a rendre cette quantité plus @e€tiiem, on a prouvé le théoreme.

Pour chaque sous-mot récurramt= w;w, de longueur 2 de, I'ensemble des indices € N tels
quev, = Wy etvy,1 = Wy est a la foiss- et t-automatique, donc syndétique (par le theoréme 14).
Comme il y a un nombre finix(v) < |22 < ¢? de tels motsw, il existed € N* tel que tout sous-mot
récurrent de longueur 2 dea une autre occurrence au pligettres plus loin.

Soit 0< & < 1. Par la proposition 3, il existe, 8 > 0 tels que

1< ﬁ <1+ f.
s? d
SoientK = &, L = t%, etm = |[K(1 - £)]. CommeL > K sont des entierd, > K + 1, puis
1+ <& <1+ doncK > 4.

ps ests-stable, etk est une puissance de doncv[xK..(x + 2)K — 1] est entierement déterminé
par v[x..x + 1]. Soitw un sous-mot récurrent de longuemrde v. Commem < K, chacune de ses
occurrences apparait dans un sous-mot de la formev[xK..(x + 2)K — 1], qui correspond au mot
v[X..x + 1] de longueur 2. Comme chague mot de la fonfeK..(x + 2)K — 1] contient au plus un
nombre fini d’occurrences deg, et quew a une infinité d’occurrences danson déduit qu'’il existe un
sous-mot récurrent de longueur 2déel que le mot de longueukqu’il détermine contientv. Par
définition ded, on peut alors construire une suite strictement croissaq)g.1 d’entiers tels que

VHEN,Xm.l—XnSd,

etv[x,..Xn + 1] est un mot constant, tel que le mot constgmt;K..(x, + 2)K — 1] contiennew.
On peut alors écrirg[x,K..(Xn + 2)K — 1] = www”’. On poséh = |w'|. Soitr € N minimal tel que
rK + h<rL. Pour tout 1< i < d on a, par minimalité de, (r —i)L < (r —i)K + h, et par ailleurs

(r —i)K +h< (K + h) - iK

<rL-iK
<rL—i(L—K§)
<(r—i)L+Ks,

donc en ajoutaniKL a chacun des membres, il vier{j e N, V1 <i < d,
(K+r-iL<(L+r-i)K+h< (jJK+r—-i)L+Ke.
Comme{xg, X1, X2, . . .} est syndétique, on a, pojiassez grand, qu'il existed i < dtelquejL+r—i =
Xn pour un certaim € N. On a alors, en notagt= jK +r —i, que
yL< XK + h<yL + Ke.

Comme
xK+h+m<yL+Ke+ |[K(1-¢g)]

<yL+K

<(y+1)L,
et commev[ XK + h..x,K + h+ m—1] = w, w est un sous-mot dgyL..(y + 1)L — 1], et on peut &crire
V[yL..(y + 1)L — 1] = swt avec|g = x,K + h—yL < Ke.

Ainsi on a réussi & capturemune occurrence de dans un sous-mot dede la formev[yL..(y +

1)L — 1], a une distance au pluse du début. Un sous-mot récurrewtde v est donc entierement
déterminé par la lettre, et la longueur du mas, donc

rm(v) < c(1 + Ke).



8 BRUNO LE FLOCH

On veut que cette derniere expression soit plus petitekqde- £€) — 1 < m. Pour cela, il sffit

y . . l d
d’avoir prise < oDy Car alorsK > = > 2(c+ 1), etona

K
Ks(c+l)§§§K—c—l,

d'ouc+ Kec < K — Ke — 1, soit I'inégalité voulue.
Ainsi on obtient que(v) < m, donc quev est ultimement périodique, donc gieest ultimement
périodique. m]



