
Automates ProbabilistesFury Pin20/12/20071 Dé�nition et interprétationPour simpli�er, on se donne dès maintenant un alphabet �ni A �xé dans lasuite. On introduit tout d'abord quelques notions de probabilités.Dé�nition 1. On appelle veteur de probabilités de taille n un veteur de ([0, 1])ndont la somme des oordonnées vaut 1.Dé�nition 2. On appelle matrie de transition une matrie de Mn(R) donthaque veteur ligne est un veteur de probabilités i.e. à valeurs dans ([0, 1]) etle veteur (1, 1, ..., 1) est veteur propre pour la valeur propre 1.Remarque : On peut failement véri�er que le produit de deux matries detransition est enore un matrie de transition.Dé�nition 3. Un automate probabiliste de taille n est la donnée d'un quadru-plet A = (Q, π, M, F ) où :� Q = {q1, q2, ..., qn} est un ensemble �ni d'état de ardinal n� π est un veteur de probabilité de taille n où πi indique la probabilitépour que l'automate démarre dans l'état qi� M est une appliation de l'alphabet A dans l'ensemble des matries detransition. On notera Ma = M(a) pour toute lettre a ∈ A� F ⊂ Q est un ensemble d'états �nauxExemple et représentation : (On prendra pour et exemple A = {a, b})L'automate suivant : A = (Q, π, M, F ) ave :� Q = {1, 2}� π = (α, 1 − α) où α ∈ [0, 1]� Ma = Mb =

(

α 1 − α
α 1 − α

)� F = {1}sera représenté ainsi :
1 2

α 1 − α

a, b|1 − α

a, b|α

a, b|α a, b|1 − α
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Interprétation :On peut interpréter le fontionnement de l'automate ainsi : étant donné unmot u = u1u2...um ∈ A∗, l'automate probabiliste A = (Q, π, M, F ) va lire emot de la façon suivante :� L'automate démarre dans l'un des états initiaux hoisit aléatoirementselon la loi de distribution donné par le veteur π.� Il lit ensuite le mot u de gauhe à droite omme un automate normalen hoisissant aléatoirement un des transitions possibles. La probabilitéqu'une arrête soit prise est donnée par la matrie de transition.� En�n le mot est aepté si l'automate arrive dans un état �nal après l'avoirlu.Interprétation sur l'exemple :Pour l'automate donné en exemple, toutes les transitions menant à l'état 1(y ompris la transition d'entrée) ont une probabilité α d'être hoisie et touteselles menant à l'état 2 ont une probabilité 1−α d'être hoisie. L'état 1 étant leseul état �nal, tout mot (y ompris le mot vide) aura une probabilité α d'êtreaepté par et automate. Autrement dit, la fontion P qui a un mot u assoiela probabilité que et automate l'aepte est onstante.Remarque : De ette façon, un automate probabiliste A peut aepter et rejeterun même mot u si on le lane plusieurs fois. Cependant, la probabilité PA(u)qu'il aepte e mot est �xe et failement alulable, grâe à la formule suivante :Proposition 4. Pour tout automate probabiliste A = (Q, π, M, F ) et tout mot
u = u1u2...um, on a :

PA(u) = πMa1
Ma2

...Mam
1Foù 1F est le veteur olonne tel que pour tout i ∈ [[1, n]], 1F =

{1 si qi ∈ F0 sinonNotations :Avant de démontrer ette proposition, nous allons introduire quelques notationsutiles.� On notera P(A 7→ qi) := π(i) la probabilité qu'un automate A démarredans l'état qi� On notera P(qi
u
→ qj) la probabilité qu'un automate passe de l'état qi àl'état qj en lisant le mot u.� En�n on notera P(A(u) = qi) la probabilité qu'un automate A arrive dansl'état qi après avoir lu le mot u.� On notera en�n Π(u) le veteur de probabilité orrespondant,i.e. : Π(u)(i) = P(A(u) = qi) pour tout iPreuve. On va d'abord montrer par réurrene sur m que pour tout mot u =

a1...am non vide P(qi
u
→ qj) = (Ma1

...Mam
)(i,j).2



- Si u = a ∈ A alors 'est immédiat par dé�nition de M .- Si u = a1...am et a0 ∈ A alors on a :
P(qi

a0u
→ qj) =

n
∑

k=1

P(qi
a0→ qk)P(qk

u
→ qj)

(H.R.) =
n
∑

k=1

Ma0 (i,k)(Ma1
...Mam

)(k,j) = (Ma0
...Mam

)(i,j)On a alors pour tout mot u = a1...am :
P(A(u) = qj) =

n
∑

i=1

P(A 7→ qi)P(qi
u
→ qj)

=

n
∑

i=1

π(i)(Ma1
...Mam

)(i,j)

= (πMa1
...Mam

)(j)Et en�n
PA(u) =

n
∑

j=1

qj∈F

P(A(u) = qj) =
n
∑

j=1

(πMa1
...Mam

)(j)1F (j) = πMa1
...Mam

1FRemarque : On a au passage démontré que Π(u) = (πMa1
...Mam

) e qui serautile par la suite.On sait de plus grâe à la loi des grands nombres que si on lane un auto-mate probabiliste A sur un même mot u un grand nombre de fois N et qu'onnote S(N) le nombre de fois où e mot est aepté, alors presque sûrement :
S(N)

N −→
N→+∞

PA(u).
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2 Opérations sur les automatesUn automate probabiliste A peut être interprétés omme une fontion
PA : A∗ → [0, 1]. On peut alors réaliser ertaines opérations naturelles sures automates.ComplémentaireSoit A un automate de fontion assoiée f , alors il existe un automate defontion assoiée 1 − f .Preuve. On pose A = (Q, π, M, F ) et on onstruit A′ = (Q, π, M, Q \ F ). Il estalors que PA

′

= 1 − f .Produit d'automatesSoient Af et Ag des automates probabilistes de fontions assoiées f et g. Alorsil existe un automate probabiliste A tel que PA = fg.Preuve. On pose Af = (Qf , πf , Mf , F f ) et Ag = (Qg, πg, Mg, F g). On dé�nitalors A omme suit :
A = (Q = Qf × Qg, π = πf ⊗ πg, M = Mf ⊗ Mg, F f × F g) où :� π(i,i′) = πf

(i)π
g
(i′) pour tous 1 ≤ i ≤ |Qf |, 1 ≤ i′ ≤ |Qg|� Ma(i,i′)(j,j′) = Mf

a (i,j)M
g
a (i′,j′) pour toute lettre a et tous 1 ≤ i, j ≤ |Qf |,

1 ≤ i′, j′ ≤ |Qg|On véri�e qu'on a alors par dé�nition de A :� P(A 7→ (qi, qi′)) = P(Af 7→ qi)P(Ag 7→ qi′) pour tous qi ∈ Qf , qi′ ∈ Qg� P((qi, qi′)
a
→
A

(qj , qj′ )) = P(qi
a
→
Af

qj)P(qi′
a
→
Ag

qj′ ) pour toute lettre ad'où pour tout mot u : P(A(u) = (qi, qi′)) = P(Af (u) = qi)P(Ag(u) = qi′) pourtout i, i.e. Π(u) = Πf (u) ⊗ Πg(u) et �nalement on véri�e que l'on a bien
PA(u) = Π(u)1F =

(

Πf (u) ⊗ Πg(u)
)

(1F f ⊗ 1F g ) =
(

Πf (u)1F f

)

(Πg(u)1F g )

= f(u)g(u).Somme pondéréeSoient Af , Ag et Ah des automates probabilistes de fontions assoiées f, g et
h. Alors il existe un automate probabiliste A tel que PA = fh + g(1 − h).Preuve. On pose Af = (Qf , πf , Mf , F f ), Ag = (Qg, πg, Mg, F g) et
Ah = (Qh, πh, Mh, Fh). On dé�nit alors A omme suit :
A = (Qf × Qg × Qh, πf ⊗ πg ⊗ πh, Mf ⊗ Mg ⊗ Mh, F )où F = F f × Qg × Fh ⊔ Qf × F g × (Qh \ Fh)On alors pour tout mot u :

PA(u) = P(A(u) ∈ F )

= P(A(u) ∈ F f × Qg × Fh) + P(A(u) ∈ Qf × F g × (Qh\Fh))

= P(Af (u) ∈ F f )P(Ah(u) ∈ Fh) + P(Ag(u) ∈ F g)P(Ah(u) /∈ Fh)

= f(u)h(u) + g(u)(1 − h(u))4



Remarque : L'automate donné en exemple réalisant une fontion onstante, si fet g sont des fontions assoiées à des automates probabilistes, on peut d'aprèse qui préède réaliser un automate probabiliste de fontion assoiée 1
2 (f + g)en prenant h(u) = 1

2 . On pourra aussi réaliser la fontion 1
2 (f + 1 − g).3 Langages reonnus par un A.P.Dé�nition 5. Soit A un automate probabiliste et λ ∈ [0, 1]. On dé�nit

L(A, λ) := {u ∈ A∗ | PA(u) > λ} l'ensemble des mots u aeptés ave uneprobabilité plus grande que λ. λ est appelé point de oupure.Remarque : D'après la loi des grands nombres, si on prend un mot u tel que
PA(u) > λ et qu'on lane l'automate probabiliste A sur u un grand nombre defois alors u sera presque sûrement reonnu par A omme appartenant à L(A, λ).Exemple : L'automate qui réalise la fontion 1

2 (f + 1 − g) reonnaîtra ave lepoint de oupure λ = 1
2 l'ensemble des mots u tels que f(u) > g(u)Le théorème de RabinOn ommene par dé�nir la notion de point de oupure ε-isolé.Dé�nition 6. Soient A un automate probabiliste et λ ∈ [0, 1]. On dit que λ estun point de oupure ε-isolé pour A si il existe un ε > 0 tel que pour tout u ∈ A∗,

|PA(u) − λ| ≥ ε.Théorème 7 (Rabin). Soit A un automate probabiliste et λ ∈ [0, 1] un point deoupure ε-isolé pour A, alors le langage L(A, λ) est rationnel. De plus il existeun automate �ni déterministe reonnaissant L(A, λ) ave moins de (1 + 1
2ε

)n−1états.Pour la démonstration de e théorème, nous aurons besoin d'un théorème vuen ours dû à Nerode ainsi que d'un petit lemme.Théorème 8 (Nerode). Un langage L est rationnel si et seulement si l'ensem-ble {w−1L | w ∈ A∗} est �ni. De plus les automates deterministes minimauxreonnaissant L ont exatement ∣∣{w−1L | w ∈ A∗}
∣

∣ états.Lemme 9. Soit Pn l'ensemble des veteurs probabilités de taille n et soit Uεun sous-ensemble de Pn tel que pour tous veteurs ξ et ξ′ de Uε distints,
n
∑

i=1

|ξi − ξ′i| ≥ ε. Alors Uε possède au plus (1 + 2
ε

)n−1 éléments.Preuve. (La �gure 1 i-après illustre la démonstration dans le as n = 3) Lepolytope Pn est ontenu dans un hyperplan de dimension n− 1, on pose Σ sonvolume. On onsidère à présent le polytope (1+ ε
2 )Pn, image de Pn par l'homoth-étie entrale de rapport (1+ ε

2 ), son volume vaut don (1+ ε
2 )n−1Σ. Pour haque

ξ ∈ Uε, on onsidère le petit polytope Vξ image de Pn par homothétie de rapport
ε
2 puis translation de veteur ξ : Vξ = { η | ∀i ∈ [[1, n]], ηi ≥ ξi et n

∑

i=1

ηi−ξi =
ε

2
}.5



Ce polytope est inlus dans (1 + ε
2 )Pn, puisque pour tout η ∈ Vξ :

n
∑

i=1

ηi =
n
∑

i=1

ξi +
n
∑

i=1

ηi − ξi = 1 +
ε

2
. De plus si ξ, ξ′ ∈ Uε, alors Vξ ∩ Vξ′ = ∅.En e�et si on suppose par l'absurde qu'il existe η ∈ Vξ ∩ Vξ′ , alors on a :

n
∑

i=1

|ξi − ξ′i| <

n
∑

i=1

ηi − ξi +

n
∑

i=1

ηi − ξ′i = ε : absurde. Ainsi les polytopes Vξ pour
ξ ∈ Uε sont deux à deux disjoints ontenus dans (1+ ε

2 )Pnde volume (1+ ε
2 )n−1Σet ils sont tous de volume ( ε

2 )n−1Σ. Il y a don au plus (1+ε/2)n−1Σ
(ε/2)n−1Σ = (1+ 2

ε )n−1et Uε possède don au plus (1 + 2
ε )n−1 éléments.

Fig. 1 � Exemple dans le as n = 3Remarque : L'inégalité préédente est bien strite, en e�et l'inégalité triangulaire
|a−b| < |a−c|+|c−b| peut être légèrement améliorée lorsque c ≤ a et c ≤ b aveau moins une des deux inégalités strites. En e�et on peut supposer sans nuireà la généralité que a ≤ b et on a alors : |a−b| = b−a ≤ c−a ≤ c−a+b−a aveau moins une des deux égalités strites même quand a = b < c ou a < b = c.Ainsi, si dans la preuve l'inégalité n'est pas néessairement vraie pour haundes termes de la somme, elle l'est pour au moins un terme.6



Preuve du théorème de Rabin. Soit A un automate probabiliste et λ ∈ [0, 1]un point de oupure ε-isolé pour A. On pose L = L(A, λ). On dira que deuxmots u et v sont équivalents si u−1L = v−1L. L'idée onsiste à montrer grâeau lemme qu'il existe un nombre �ni de lasses d'équivalenes pour en déduirepar le théorème dû à Nerode que L est rationnel. Soient u et v deux motsnon équivalents, 'est-à-dire qu'il existe un mot z tel que uz ∈ L et vz /∈ Lou inversement uz /∈ L et vz ∈ L (sans nuire à la généralité, on se plaeradans le premier as). Dans le as d'un automate probabiliste ela se traduit par
PA(uz) > λ et PA(vz) ≤ λ.On pose alors χ(z) = Mz1

...Mzr
1F , de sorte que PA(uz) = Π(u)χ(z)et PA(vz) = Π(v)χ(z). On a alors Π(u)χ(z) > λ et Π(v)χ(z) ≤ λ d'où

(Π(u) − π(v))χ(z) ≥ 2ε puisque λ est un point de oupure ε-isolé. On a don :
n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))χi(z) ≥ 2εOr,
n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))χi(z) ≤

(

n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))+

)

max
i∈[[1,n]]

χi(z)

+

(

n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))−

)

min
i∈[[1,n]]

χi(z)

=

(

n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))+

)

(maxχi(z) − min χi(z))

≤
n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))+

=
1

2

n
∑

i=1

|Πi(u) − Πi(v)|

[|Expliations : On a ii noté x = (x)+ + (x)− ave (x)+ ≥ 0 et (x)− ≤ 0.On a de plus utilisé deux fois la relation suivante :
0 = 1 − 1

=

n
∑

i=1

Πi(u) −
n
∑

i=1

Πi(v)

=

n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))

=

n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))+ +

n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))−d'où :
∑n

i=1(Πi(u) − Πi(v))+ = −
∑n

i=1(Πi(u) − Πi(v))−7



et don :
n
∑

i=1

|Πi(u) − Πi(v)| =

n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))+ −
n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))−

= 2

n
∑

i=1

(Πi(u) − Πi(v))+ |]Finalement, on obtient :
2ǫ ≤

1

2

n
∑

i=1

|Πi(u) − Πi(v)| i.e. n
∑

i=1

|Πi(u) − Πi(v)| ≥ 4ǫOn remarque alors que l'ensemble des Π(u) ou u parours l'ensemble deslasses d'équivalene des mots de A∗ est un ensemble U4ε qui véri�e leshypothèses du lemme, son appliation nous indique don que et ensemble est�ni de ardinal ≤ (1 + 1
2ε )n−1, puis que l'ensemble des lasses d'équivalene luimême est �ni de ardinal ≤ (1 + 1

2ε )n−1, et en�n par appliation du théorèmeque L est rationnel et qu'il est reonnu par un automate ave moins de
(1 + 1

2ε )n−1 états.Conlusion :Le théorème de Rabin est un des théorèmes les plus intéressants de la théoriedes automates probabilistes. On aurait pu démontrer que L est rationnel trèsrapidement en prenant des majorations grossières, mais la borne du nombred'états de l'automate minimal aurait été plus grande. Celle que nous venons dedonner n'est ependant pas optimale, et une amélioration de la borne du lemmepermettrait de la diminuer. En 1971, la reherhe d'une borne optimale étaitun problème ouvert, tout omme la reherhe d'un algorithme permettant dedéterminer si une probabilité est un point de oupure isolé.Si la démonstration du théorème n'est pas onstrutive, on peut ependant endéduire failement un algorithme (très long) qui permettrait de aluler un auto-mate déterministe équivalent : Il su�t de trouver toutes les lasses d'équivaleneen faisant une reherhe exhaustive sur tout les mots de longeur ≤ 2(1+ 1
2ε )n−1puis de onstruire un automate en appliquant la démonstration du théorème dûà Rabin.4 ComplémentsPour terminer, on va donner un exemple d'automate probabiliste fort in-téressant qui permettra de répondre à toutes les questions que l'on peut se poseraprès avoir énoné le théorème de Rabin : Existe-t-il des langages non rationnelsreonnus par des automates probabilistes ? Est-e qu'un point de oupure nonisolé engendre un langage non rationnel ? Existe-t-il des points de oupure nonisolés ? Pour répondre à tout ela, onsidérons l'automate probabiliste suivant :

A = ({1, 2}, (1, 0), M, {1}) ave Ma =

(

1 1/2
1 1/2

) et Mb =

(

1/2 1
1/2 1

).
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1 2

1

b|1/2

a|1/2

a|1, b|1/2 b|1, a|1/2

Fontionnement de l'automate : On remarque que pour tout mot u :
PA(ua) = 1

2PA(u) et PA(ub) = PA(u) + 1
2 (1 − PA(u)) = 1

2 + 1
2 (PA(u)).On onstate alors que si on identi�e a ave 0 et b ave 1, on a si u = a1a2...am :

PA(u) =

m−1
∑

i=0

am−i

2i+1
= a1a2...am0 1

2

: le mot ub est l'ériture en base 1/2, poidsfaibles à droite, de PA(u) : 'est un nombre dyadique. On obtient alors unebijetion entre les mots de A∗ et les nombres dyadiques de [0, 1]. Or, on saitque l'ensemble des nombres dyadiques est dense dans [0, 1], e qui entraîne denombreuses onlusions.Conlusions : La densité des nombres dyadiques dans [0, 1] entraîne que pouret automate :� Quel que soit λ dans [0, 1] point de oupure, λ n'est pas isolé.� Si λ et λ′ sont des points de oupure ave λ > λ′, alors il existe un mot utel que λ > PA(u) > λ′ et don L(A, λ) 6= L(A, λ′)� On obtient ainsi autant de langages deux à deux distints reonnaissablespar un automate probabiliste que de réels dans [0, 1] , soit une quantitéindénombrable. Or, les langages rationnels sont dénombrables, don etautomate reonnaît des langages non rationnels.� On va en�n montrer que L(A, λ) est un langage rationnel si et seulement si
λ est rationnel, e qui assurera que notre automate reonnaît des langagesrationnels et des langages non rationnels ave des points de oupure nonisolés, et qui justi�era un peu plus le fait que les langages rationnels ontde bonnes raisons d'être �rationnels�.Preuve : On sait qu'un langage L est rationnel ssi son langage miroir L̃ l'est, onva don montrer que λ est rationnel ssi L̃(A, λ) l'est. On rappelle qu'un nombreréel est rationnel ssi sont développement dyadique est ultimement périodique(résultat lassique).Si λ est rationnel : On sait alors que son développement dyadique est ultime-ment périodique : il existe don des mots u,v sur l'alphabet {0, 1} tels que

λ = 1

2

uv∗. On onsidère alors l'automate trivial reonnaissant uv∗, i.e. si u = u1...uset v = v1...vt, on onsidère l'automate suivant :
ε u1 u2 us v1 v2 vt

u1 u2 v1 v2

εet on le modi�e légèrement de la façon suivante :9



ε u1 u2 us v1 v2 vt

B

u1 u2 v1 v2

ε

b b b

b b b b

en ajoutant un état �nal B et une transition ui
b
→ B ou vi

b
→ B pour haque

i tel que ui+1 = a. De ette façon l'automate reonnaîtra tous les mots w telsque 1

2

w > 1

2

uv∗ = λ, et il reonnaîtra don L̃(A, λ).Réiproquement : si λ n'est pas rationnel, alors son développement dyadiques'érit λ = 1

2

v ave v = a1a2...am... un mot in�ni qui n'est pas ultimement péri-odique. On voit alors que pour tout i 6= j, on a ai+1ai+2... 6= aj+1aj+2..., arsinon v serait ultimement périodique. Sans nuire à la généralité,on peut supposer ai+1ai+2... < aj+1aj+2... et don il existe un entier k tel que
ai+1ai+2...ai+k < aj+1aj+2...aj+k et tel que ai+k+1 = a (Sinon, v serait de laforme ub∗). On voit alors en posant L = L(A, λ) que ai+1...ai+kb ∈ (a1...ai)

−1Lmais que ai+1...ai+kb < aj+1...aj+k et don que ai+1...ai+kb /∈ (a1...aj)
−1L.Finalement, pour tous i 6= j, (a1...ai)

−1L 6= (a1...aj)
−1L, et don L n'est pasrationnel.Référenes[1℄ Azaria Paz. Introdution to Probabilisti Automata. Computer Siene andApplied Mathematis. Aademi Press, 1971.
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