
Lambda CalulOan SankurJanuary 20, 20081 IntrodutionLe λ-alul est un modèle de alul introduit par Churh et Kleene dans lesannées 1930, a�n d'étudier les propriétés générales de ertaines fontions. Le
λ-alul peut être vu omme le plus simple des langages de programmation. Ilest onstitué d'une seule règle de transformation (elle de la substitution) etd'une unique façon de dé�nir des fontions.Dans e modèle, les fontions sont dé�nies par une suite de symboles quionstituent les λ-expressions et non pas par des ensembles de paires omme dansla théorie des ensembles. La dé�nition de fontion du λ-alul permet mieux devoir e que alule une fontion et omment elle le alule.Le λ-alul a inspiré ertains langages de programmation omme LISP, sesrelatifs et d'autres langages fontionnels.1.1 Dé�nitions et Règles de alulUne λ-expression est soit une variable, soit une fontion, soit l'appliation d'une
λ-expression à une fontion. Formellement les λ-expressions sont dé�nies indu-tivement omme suit.Dé�nition 1 (λ-expression).
< λ − expression > := < variable > | < appliation > | < fontion >

< fontion > := λ < variable > . < λ − expression >
< appliation > := (< λ − expression >) < λ − expression >Ainsi dans une dé�nition de fontion, la variable devant λ devient le paramètrequ'on utilise dans l'expression qui suit. Le syntaxe nous permet d'érire les λ-expressions suivantes, données ave leur équivalent en Caml et en Lisp.Exemple 1.
λ-expression Caml Lisp
λx.x (fun x -> x) (lambda (x) (x))
λx.(f)x (fun x -> f x) (lambda(x) (f x)
λf.λgλx(f)(g)x (fun f g x -> (f (g x))) (lambda (f g x) (f (g x))1



Dé�nition 2. L'ensemble V (E) des variables d'une λ-expression E est l'ensemblede tout symbole de variable qui apparaît dans ette expression.1. V (x) = {x} pour une variable x2. V (λx.P ) = V (P ) ∪ {x}3. V ((P )Q) = V (P ) ∪ V (Q)Dé�nition 3. Une ourene d'une variable x est dite liée si elle apparaît dansune sous-expression de la forme λx.P . Sinon on dit qu'elle est libre.Dé�nition 4. L'ensemble F (E) des variables libres de l'expression E est dé�niepar indution omme suit:1. F (x) = x pour une variable x2. F (λx.P ) = F (P ) − {x}3. F ((P )Q) = F (P ) ∪ F (Q)Remarque 1.1. Une variable peut avoir des ourenes libres et liées dans une même ex-pression. Par exemple dans (x)λx.x, la première ourene de x est libre,alors que les deux autres sont liées.2. Une variable liée dans une λ-expression peut être libre pour une sous-expression. Par exemple, la variable x est liée dans λx.x mais libre danssa sous-expression x.Conformément au sens ommun, on onsidère que deux fontions sont égalessi elles ne di�èrent que des noms de leurs paramètres. Ainsi on va dé�nirune relation d'équivalene qui regroupe les λ-expressions qui ne di�èrent quedes noms de leurs variables liées. Pour ela, on aura besoin de renommer lesvariables d'une expression. Il s'agit de substituer toute ourene d'une variablepar une autre.Dé�nition 5. S'il s'agit de renommmer x par z, la nouvelle expression estobtenue omme suit:1. {z/x}x := z2. {z/x}y := y si x 6= y3. {z/x}λx.E := λz.{z/x}E4. {z/x}λy.E := λy.{z/x}E si x 6= y5. {z/x}λ(E1)E2 := ({z/x}E1){z/x}E2On peut maintenant dé�nir la α-onversion.2



Dé�nition 6. Pour une expression de la forme λx.P , on dé�nit la α−conversionpour une variable z 6∈ V (P ) par:
λx.P →α λz.{z/x}POn note que ette règle ne fait pas partie du langage du λ-alul. C'estuniquement une façon d'obtenir une nouvelle expression à partir d'une autre.Cette transformation dé�nit une relation d'équivalene.Dé�nition 7. On note E1 ≡α E2 si1. E1 = E2 = x pour une variable x2. E1 = (M N), E2 = (M ′ N ′) et M ≡α M ′ et N ≡α N ′3. E1 = (λx.P ), E2 = (λy.Q) et P ≡α {y/x}QDé�nition 8. Étant donné deux λ-expressions P , Q et une variable x, la sub-stitution de Q aux ourenes libres de la variable x dans P , noté [Q/x]P , estdé�nie indutivement omme suit:1. [Q/x]x ≡ Q2. [Q/x]y ≡ y si x 6= y3. [Q/x]λx.E ≡ λx.E4. [Q/x]λy.E ≡ λy.[Q/x]E si x 6= y et si on a x 6∈ F (E) ou y 6∈ F (Q)5. [Q/x]λy.E ≡ λz.[Q/x]z/yE pour un z 6∈ V (E) ∪ V (Q) si x 6= y,

x ∈ F (E) et y ∈ F (Q)6. [Q/x](E1)E2 ≡ ([Q/x]E1)[Q/x]E2On note que dans le as 5, on remplae la variable liée y par z avantd'appliquer la substitution, a�n d'éviter la apture de elle-i qui a des o-urenes libres dans Q.Exemple 2.Considérons la substitution
[λz.λy.(y)z/x](λu.(x)u)xEn appliquant le as 6, on obtient,

([λz.λy.(y)z/x]λu.(x)u)([λz.λy.(y)z/x](u)x)et par les as 4 et 6,
(λu.[λz.λy.(y)z/x](x)u)([λz.λy.(y)z/x]u)([λz.λy.(y)z/x]x)

=(λu.([λz.λy.(y)z/x]x)[λz.λy.(y)z/x]u)(u)λz.λy.(y)z

=(λu.(λz.λy.(y)z)u)(u)λz.λy.(y)z3



La règle de substitution est exprimée dans le λ-alul par la forme (λx.P )Qqu'on appelle β − redex. On munit les λ-expressions d'une sémantique: ondéide qu'on peut faire une substitution de x par Q dans P dès qu'on voit un
β − redex (λx.P )Q. On appelle ela la règle de β.Dé�nition 9 (La règle de β). On note M →β N si N est obtenue en réduisantun β-redex dans M :

(β) (λx.P )Q →β [Q/x]PL'expression obtenue à l'appliation de ette règle s'appelle le ontratum.Même si on n'a pas enore donné un sens aux λ-expressions, on voit bienque l'appliation de la règle de β ne hange pas la "sémantique" d'une fontion.On aimerait onstruire une lasse d'équivalene où haque lasse est stable parl'appliation de la règle de β. Pourtant, ontrairement à la règle de α, la règlede β n'est pas symétrique. On va don dé�nir une relation d'équivalene enonsidérant la re�exivité, et la l�ture symétrique et transitive de la règle de β.On dé�nit d'abord la β-rédution, qui est une relation d'ordre.Dé�nition 10. La relation ⇒β appelée β-rédution est dé�ni omme suit:1. M ⇒β N si M ≡α N2. M ⇒β N si M →β N3. (M)E ⇒β (N)E et (E)M ⇒β (E)N si M ⇒β N4. λx.M ⇒β λx.N si M ⇒β N5. M ⇒β N s'il existe E tel que M ⇒β E et E ⇒β N .Ainsi, le as (1) exprime la re�exivité. Les as (2), (3), (4) servent à étendrela dé�nition par indution et le as (5) exprime la transitivité. En�n, on dé�nitla β-équivalene qui introduit la symétrie.Dé�nition 11. La relation β-équivalene est dé�nie omme suit1. M ≡β N si M ⇒β N ou N ⇒β M2. (M)P ≡β (N)Q si M ≡β N et P ≡β Q3. λx.M ≡β λx.N si M ≡β N4. M ≡β N s'il existe E tel que M ≡β E et E ≡β N .Dé�nition 12. On dit qu'une expression est sous la forme normale si elle neontient auun β − redex. Si pour une expression E, il existe N sous la formenormale, tel qu'on ait E ≡β N , on dit que N est la forme normale de E.
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Intuitivement la forme normale, est une expression β-équivalente qui ne peutpas être réduite davantage. Il existe des λ-expressions qui n'admettent pas deforme normale.Considérons l'expression
(λx.(x)x)λx.(x)xSi on note ω := λx.(x)x, en appliquant la régle de β

(λx.(x)x)ω =(w)w

=(λx.(x)x)λx.(x)xAinsi, on retrouve l'expression de départ: On ne peut pas "réduire" ette ex-pression.Une forme normale s'interprête omme un résultat de alul. L'intêret dedé�nir la relation d'équivalene préédente est de rassembler dans une lassetoutes les λ-expressions ayant le même "résultat". Ce "résultat" n'est pas uniquea priori. Mais on montre dans la setion suivante qu'il l'est.2 Théorème de Churh-RosserLe théorème de Churh-Rosser a�rme que, sous réserve d'existene, la formenormale d'une λ-expression est unique à α-onversion près. Une autre on-séquene est que la forme normale peut être obtenue en un nombre �ni de ré-dutions, à partir de n'importe quelle λ-expression d'une lasse de β-équivalene.On ommene par énoner d'abord les deux lemmes suivants.Lemme 1 (Lemme de la bande). Si on a M →β M ′ et M ⇒β N , alors il existe
N ′ tel que M ′ ⇒β N ′ et N ⇒β N ′.

Figure 1: Le lemme de la bandeLe lemme du diamand suivant est une onséquene du lemme de la bande.Lemme 2 (Lemme du diamand). Si M ⇒β M ′ et M ⇒ N , alors il existe N ′tel que M ′ ⇒β N ′ et N ⇒β N ′.Preuve. Il su�t d'itérer le lemme préedent autant de fois que du nombre déri-vation de la rédution M ⇒β M ′.Soient M = M1, . . . , Mn = M ′ les expressions obtenues étapes par étapes au5



ours de la rédution de M en M ′. On dé�nit la suite Nk par réurrene dela façon suivante: Pour k = 1 on pose N1 = N . Pour k ≥ 2, Nk−1 étant déjàdé�ni, on applique le lemme de la bande à Mk−1, Mk et Nk−1. Comme on a
Mk−1 ⇒β Nk−1 et Mk−1 →β Mk, on pose Nk l'expression que le lemme nousfournit.L'éxpression Nn ainsi onstruite onvient.

Figure 2: Le lemme du diamandMuni du lemme du diamand, on peut démontrer le théorème de Churh-Rosser.Théorème 1. Si M et N sont deux λ-expressions β-équivalentes, alors il existeune λ-expression Z telle que M ⇒β Z et N ⇒β Z.Preuve. On fait une réurrene sur le nombre de β-rédutions qui prouvent
M ≡β N .Si M ⇒β N , On peut prendre Z = N .Sinon, il existe L di�érent de M et de N tel que M ≡β L et L ≡β N . Parhypothèse de réurrene, il existe Z1 et Z2 tels que M ⇒β Z1 ⇐β L ⇒β Z2 ⇐β

N . En appliquant le lemme du diamand à L on trouve une expression Z quionvient (voir la �gure 3).
Figure 3: Théorème de Churh-RosserIl reste à démontrer le lemme de la bande. Pour ela, on étend le langagedu λ − calcul en introduisant le symbole λ dont on va se servir pour marquerertains β-redex. Don on ajoute à la dé�nition 1 l'axiome suivante:

< fonction >:= λ < variable > . < λ − expression >On appelle les formules de e nouveau langage λ-expressions.6



Notation 1. Pour deux expressions M et N , on ontinue de noter M ⇒β N si
M se transforme en N uniquement par des rédutions des β-redex de la forme
(λx.P )Q.On note M ⇒β N si M se transforme en N par des rédutions de (λx.P )Q ou
(λx.P )Q.Dé�nition 13. On dé�nit deux fontions |·| et φ de l'ensemble des λ-expressionsdans l'ensemble des λ-expressions de la façon suivante.

• Pour une λ-expression M , |M | est l'expression obtenue en remplaçant les
λ par des λ.

• Pour une λ-expression M , φ(M) est l'expression obtenue en β-réduisantles β-redex `marqués' i.e. de la forme (λx.P )Q. On dé�nit φ formellementpar indution: Pour une variable x et les expressions M et N ,
φ(x) = x
φ((M)N) = (φ(M))φ(N)
φ((λx.M)N) = (λx.φ(M))φ(N)
φ((λx.M)N) = [φ(N)/x]φ(M).Notation 2. Si |M | = N ou φ(M) = N , on note M ⇒|| N ou M ⇒φ Nrespetivement.On aura besoin du lemme suivant.Lemme 3. Si x 6= y et y 6∈ F (P ), alors

[P/x][Q/y]M = [[P/x]Q/y][P/x]M.Preuve. On fait une indution sur la struture de M.Lemme 4. Soient M et N deux λ-expressions. Alors φ([N/x]M) = [φ(N)/x]φ(M).Preuve. On fait une indution sur la struture de M .Si M = x ou M = y ave y 6= x 'est trivial.Si M s'érit M = (E1)E2. On a
φ([N/x]M) = φ(([N/x](E1))[N/x]E2)

= (φ([N/x]E1))[φ(N)/x]φ(E2) par hypothèse d'indution
= [φ(N)/x](E1)E2

= [φ(N)/x]MSi M =(λz.P )Q, quitte à renommer z, on peut supposer z 6= x. On a
φ([N/x](λz.P )Q) = φ((λx.[N/x]P )[N/x]Q)

= [φ([N/x]Q)/z]φ([N/x]P )

= [[φ(N)/x]φ(Q)/z][φ(N)/x]φ(P ) par indution
= [φ(N)/x][φ(Q)/z]φ(P )en appliquant le lemme 3
= [φ(N)/x]φ((λz.P )Q)Si M = (λz.P )Q alors, φ(M) = (λz.φ(P )φ(Q)) et on onlut par indution.7



La proposition suivante exprime le fait que si M ⇒β N alors on a uneertaine liberté de l'ordre dans lequel on fait les rédutions λet λ. En fait, enréduisant d'abord tous les λ, en suite un ertain nombre de λ, on peut obtenirl'expression φ(N).Lemme 5. Si M ⇒β N , alors φ(M) ⇒β φ(N).Preuve. On fait une réurrene sur le nombre de rédution.Cas 1(a). La rédution est simplement (λx.P )Q →β [Q/x]P

φ((λx.P )Q) =

= (λx.φ(P ))φ(Q)

→β [φ(Q)/x]

= φ([Q/x]P ) par le lemme préedantCas 1(b). La rédution est simplement (λx.P )Q →β [Q/x]P

φ((λx.P )Q) =

= [φ(Q)/x]φ(P )

= φ([Q/x]P ) par le lemme préédantCas 2(a). M ⇒β N s'érit (Z)P ⇒β (Z)P ′ et se déduit diretement de P ⇒β

P ′, alors par indution, on a φ(P ) →β φ(P ′) et don φ(ZP ) →β φ(ZP ′).Cas 2(b), 2(). M ⇒β N s'érit (P )Z ⇒β (P ′)Z ou λx.P ⇒β λx.P ′ et sedéduit diretement de P ⇒β P ′. Cas similaire au as 2(a).Cas 2(d). M ⇒β N s'érit (λx.P )Q ⇒β (λx.P ′)Q′ et se déduit diretement de
P →β P ′ et Q →β Q′. Par indution on a φ(P ) ⇒β φ(P ′) et φ(Q) ⇒β φ(Q′).Alors,

((λx.P )Q) = [φ(Q)/x]φ(P )

⇒β [φ(Q′)/x]φ(P ′)

= φ((λx.P ′)Q′)Cas 3. M ⇒β N se déduit diretement de M ⇒β L et L ⇒β N . Alors parindution, φ(M) ⇒β φ(L) ⇒β φ(N).Lemme 6. Soit M une λ-expression. Si |M | = M ′ et φ(M) = M ′′, alors
M ′ ⇒β M ′′.Preuve. Indution sur M .Cas 1. Si M = x alors |x| = φ(x).Cas 2. Si M = (P )Q alors |(P )Q| = (|P |)|Q| ⇒β φ(P )φ(Q), par indution.Cas 3. Si M = λx.P , alors |λx.P | = λx.|P | ⇒β λx.φ(P ), par indution8



Figure 4:Cas 4. Si M = (λx.P )Q, alors
|(λx.P )Q| = (λx.|P |)|Q|

⇒β (λx.φ(P ))φ(Q)

⇒β [φ(Q)/x]φ(P )

= φ([Q/xP )Lemme 7. Soit M une λ-expression. Si |M | = N et N ⇒β N ′, alors il existeune λ-expression M ′ tel que M ⇒β M ′.

Figure 5: Lemme 7Preuve. On fait une démonstration omme préédemment par indution, enutilisant le fait que |[Q/x]P | = [|Q|/x]|P |. Intuitivement, l'idée est qu'on peutappliquer à M, les même les rédutions qui transforment N en N ′ par des β-rédutions.Preuve du lemme de la bande. Soit R = (λx.P )Q le β-redex qu'on réduit dans
M →β M ′. Notons M ′′ la λ-expression obtenue en remplaçant le premier λ de
M par λ. La situation est représentée dans la �gure suivante.Par l'appliation du lemme 7 à M ′′, M et N , on a l'existene de l'expression
N ′′; par le lemme 5 elle de N ′; et par le lemme 6 on a la dernière onnexion
N ⇒β N ′. L'expression N ′′ ainsi obtenue onvient.9



Figure 6: Situation initiale
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