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Résumé

Ce document présente une généralisation des automates finis sur les
mots indexés par des ordinaux. Cette généralisation, donnée notamment
par Büchi et Wojciechowski, permet d’établir l’équivalence entre ce type
d’automate et des expressions rationnelles définies en ajoutant deux opé-
rateurs, ω et #.
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1 Rappels et notations

1.1 Ordinaux

Pour les discussion de base des ordinaux, on pourra consulter les livres clas-
siques sur la théorie des ensembles. Pour la commodité, les notations utilisées
ici sont proches de celles de [Deh06].

On appelle un ordinal un bon ordre dont les éléments sont tous les bons
ordres plus petits. Les lettres minuscules grecques, α,β, γ, . . ., indiquent en
général des ordinaux. On note le successeur de α comme α + 1. La classe des
ordinauxOrd = {0}∪ Succ∪ Lim, où Succ est la classe des successeurs, et Lim
celle des ordinaux limites. sss Les opérations arithmétiques sur les ordinaux
ont leurs significations canoniques. Puisque α+β = α+β ′ entraîne que β = β ′,
on définit, pour β < α, α− β comme l’unique γ, s’il existe, tel que α = β+ γ.

On présente ensuite un concept assez important, la cofinalité. Intuitive-
ment, la cofinalité fonctionne pour un relation d’ordre quelconque, de la même
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façon de l’apparition infinie pour l’ordre ω ; une partie B est dit cofinal dans
un order total A si B n’est pas borné dans A.

Définition 1.1 (cofinal). Soit A un ensemble totalement ordonné par l’ordre <,
on dit que une partie B de A est cofinale dans A si pour tout a ∈ A, il existe un
b ∈ B tel que b ≥ a.

Exemples.
- N est cofinal dans R, pour l’ordre usuel.
- {ωn+ 1, n ∈ N} est cofinal dansω2

1.2 Opérations rationelles sur les mots transfinis

Sur un ensemble A fini, une α-suite est une fonction f : α → A. On la note
parfois avec la notation de suite, fβ := f(β), ou bien βf := f(β). On appelle
α la longeur d’une α-suite. La classe des suites sur I est notée comme I#, et la
restriction d’une α-suite en β comme I|β.

On utilise le mot mot pour une suite sur un alphabet.
Rappelons qu’un langage rationnel des mots finis est défini par récurrence

des opérateurs dites rationnels (l’union, le produit et l’étoile). Maintenent, on
cherche à définir des langage rationnels transfinis en ajoutant des autres opéra-
tions. L’opération de réunion est bien défini, étant donné une théorie avec des
classes propres. Cependant, les opérations multiplicatives ne se prolongent pas
a priori. Il faut donc décrire une façon de faire le produit des mots transfinis.

Définition 1.2 (sous-suite). Soit h une α-suite, on note par h [β, γ[ (δ) la (γ−β)-
suite telle que h [β, γ[ (δ) = h(β+ δ).

Remarque. Il est facile à voir qu’une suite transfinie est bien définie si une fa-
mille des sous-suites la couvrant le sont.

Définition 1.3 (produit). Soient B et C deux classes des mots transfinis (deux
langages transfinis) sur l’alphabetA. Le langage produit B ·C est une sous-classe
de A#,

B · C := {v/∃α, v [0, α[ ∈ A et v [α, longueur de v[ ∈ B}.

Intuitivement, un mot v appartient à Bα, s’il existe une coupure de B à α
parties, dont chacune est dans le langage de base.

Définition 1.4 (puissance). On dit une suite h est propre si elle est croissante, et
de plus si tout son élément limite ζ est la borne supérieure de {hβ/β < ζ}.

Soient B un langage transfini sur A, et α un ordinal quelconque. Bα est
la classe des mots v tel qu’il existe une (α + 1)-suite propre β, où β0 = 0 et
βα = la longueur de v, et pour tout γ ∈ Succ ≤ α, v [βγ, βγ+1[ ∈ A.

Exemple.

Il est désormais naturel de définir le reste des opérations.
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Définition 1.5 (fermetures). Soit B un langage transfini sur A, on définit les
opérations ?,ω et #

B? :=
⋃
n∈N

Bn,

Bω := Bω,

B# :=
⋃

α∈Ord

Bα.

L’usage de A# s’est justifié.

Définition 1.6 (expression rationnelle). La famille d’expressions rationnelles E
sur les mot transfinis est la plus petite classe qui vérifie

- ∅ ∈ E ;
- Pour tout lettre a, a ∈ E ;
- Pour toute expression E, F ∈ E , (E ∪ F), (E · F), (E?), (Eω), (E#).

On peut alors définir, par la manière canonique, un langage rationnelle.

1.3 Suites continues

On note Pz(S), où S est un ensemble fini, P(S) ∪ S. Les éléments de Pz(S)
se divise bien en les éléments de S et les parties de S. En discutant Pz(S), on
appelle ses éléments qui sont dans S les éléments reguliers, et ceux qui sont dans
P(S) les éléments limites. La raison pour les noms sera claire bientôt.

Définition 1.7 (suites continues). Une suite continue h sur I est une λ-suite sur
Pz(I) vérifiant les conditions suivantes :

a) h0 ∈ I ;
b) hα ∈ I si α ∈ Succ ;
c) hα = {s ∈ I, {β < α, hβ = s} est cofinal dans α}.

Evidemment, une suite continue est déterminée uniquement par ses va-
leurs non limites.
Exemple. Pour une suite infinie ai, il existe une extension unique de la suite de
longeur ω + 1. Par exemple, la suite 101010 . . . a sa valeur dans ω bien définie
comme {0, 1}.
Remarque. Plus généralement, on peut éliminer les suites continues de lon-
gueur limite, en les prolongeant uniquement à elles-mêmes.
Notations. On prend les notations suivantes, pour un certain suite continue h.

2 W-automates

Rappelons que un automate accepte un mot s’il existe un chemin de l’état
initial à un état final. Étant donné une façon naturelle de prolonger les suites
finies, il est facile à considérer un automate analogique, ce qu’on appelle un
W-automate, en prenent la suite de [Bed96].
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Définition 2.1 (W-automate). Un W-automate sur un alphabet fini A est un
quintuplet (Q,A, E, I, F), avec Q l’ensemble des états, I ∈ Q l’état initial, E ∈
Pz(Q)×A×Q les transitions d’une situation (c’est-à-dire, un élément de Pz(Q))
vers un état, et F l’ensemble des situations finales. On appelle le triplet (Q,A, E)
un quasi-automate, vu comme la restriction d’un automate.

Définition 2.2 (chemin). Soit (Q,A, E) un quasi-automate. Un chemin h0
v−→

hα dans cet automate sur le mot v dont la longueur est α, est une (α+ 1)-suite
continue h où la relation (hβ, vβ, hβ+1) se verifie pour tout β ≤ α.

Définition 2.3 (acceptation). Soit (Q,A, E, I, F) un W-automate. On dit qu’il
accepte un mot v de longueur α s’il en existe un chemin continu I v−→ q où q
est une situation finale.

Exemples. On considère d’abord les exemples simples suivants :
- Les automates finis sur les mots finis sont desW-automates.
- Intuitivement, un automate fini sur les mot infinis est bien un W-auto-

mate, par exemple, l’automate suivant accepte le langage (ab?)ω.

10

{0}

{0, 1}

a

b

a

FIG. 1 – L’automate acceptant unω-mot sur {a, b} avec le nombre de a infini.

2.1 UnW-automate à partir d’une expression rationnelle

On se concentre, pour le moment, sur la constuction non déterministe. On
peut donc utiliser la construction naïve (chez Kleene) pour la réunion, le pro-
duit et le fermeture de Kleene.

Lemme 2.4 (constructionω). Soit (QB, A, EB, IB, FB) un automate dont le langage
est B, on peut construire un automate (QC, A, EC, IC, FC) reconnaissant le langage
C = Bω.

Explication. Il est facile de le faire par analogie avec les W-automates recon-
naissant les simples ω-langages. On remarque que pour reconnaître l’opéra-
teur ω, tout ce qu’il faut est dans un sens «compter» un nombre ω d’un état
certain. Cependant, ce n’est pas directement réalisable, car tout situation limite
est composée par des états simple, plutôt que d’autres situations limites.

La solution, donnée par [Bed96], est de colorier les états qu’on veut appa-
raître infiniment. Formellement, l’automate recherché est

(QB × {0, 1}, A, EC, (IB, 0), FC) ,

où EC contient seulement les relations indiquées suivant
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- Pour tout (q1, a, q2) ∈ EB où q1 ∈ QB, on a

((q1, c), a, (q2, 0)) ∈ EC,

quel que soit c.
- Pour tout (q1, a, q2) ∈ EB où q1 ∈ P(QB), on a

((q1, 0), a, (q2, 0)) ∈ EC.

- Pour tout (IB, a, q2) ∈ EB, on a

(q ′1, a, (q2, 1)) ∈ EC,

où
q ′1 ∈ (FB ∩QB)× {0, 1} ∪ (FB ∩ P(QB))× {0}.

L’ensemble des situations finales

FC =


{s ∈ P(EC)/∃q, (q, 1) ∈ s} si IB /∈ FB,

{s ∈ P(EC)/∃q, (q, 1) ∈ s}∪
{s ∈ P(EC)/{q/(q, c) ∈ s, ∀c} ∈ FB}∪
(FB × {0, 1} ∩ EC) si IB ∈ FB.

Exemple. Considérons ce simple automate,

10 2a b

FIG. 2 – L’automate acceptant le langage ab.

On applique la procédure décrite ci-dessus, en obtenent :

10 2

0′ 1′ 2′

{0′}

{1′}

{0′, 0}

{1′, 0}

a b

a b

a

a

· · ·

· · ·
...

...

FIG. 3 – L’automate acceptant le langage (ab)ω.

ou bien :
L’identité avec le langage voulu est évident.
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10 3

2

{2, 3}

a b

ab

FIG. 4 – L’automate acceptant le langage (ab)ω, avec les situations superflues
enlevées.

Lemme 2.5 (construction #). Soit (QB, A, EB, IB, FB) un automate dont le langage
est B, on peut construire un automate (QC, A, EC, IC, FC) reconnaissant le langage
C = B#.

Explication. On prend une solution similaire, en coloriant en deux les états, et
en ajoutant un nouvel état initial pour y comprendre le mot vide.

On se donne l’automate (QC, A, EC, s, FC) où QC = {s} ∪QC × {0, 1} et EC
ne contient que les transitions énumérées suivant :

- Pour tout (IB, a, q) ∈ EB, (s, a, (q, 0)) ∈ EC.
- Pour tout (q1, a, q2) ∈ EB où q1 ∈ QB,

((q1, c), a, (q2, 0)) ∈ EC,

pour c égal à 0 ou 1.
- Pour tout (q1, a, q2) ∈ EB où q1 ∈ P(QB),

((q1, 0), a, (q2, 0)) ∈ EC.
- Pour tout (IB, a, q2) ∈ EB, on a

(q ′1, a, (q2, 1)) ∈ EC,

où
q ′1 ∈ (FB ∩QB)× {0, 1} ∪ (FB ∩ P(QB × {0})).

- Pour tout (IB, a, q) ∈ EB,

(t, a, (q, 1)) ∈ EC,

où t ∈ P(EC) et ∃q, (q, 1) ∈ t.
Les situations finales sont

{s}∪ (FB ∩QB)× {0, 1}∪ (FB ∩P(QB))× {0}∪ {t ∈ P(EB× {0, 1})/∃q, (q, 1) ∈ t}.

Exemple. Prenons encore l’automate reconnaissant ab, comme la Figure 2.
On l’applique la procédure décrite ci-dessus :
Comparaison avec la Figure 3 révèle l’ensemble final agrandi pour les cas

vide et non-limite, et plus les transitions pour continuer la course en temps
transfini.
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s

0 1 2

0′ 1′ 2′

{0′} {0′, 0}

{1′} {1′, 0}

a

a b

a b
a

a

a1′ a1′

a1′ a1′

· · ·

· · ·

...
...

FIG. 5 – L’automate acceptant le langage (ab)#.

Théorème 2.6 (théorème de Kleene, 1ère partie). Pour toute expression rationelle
transfinie, il existe un automate équivalent.

2.2 Une expression rationnelle à partir d’unW-automate

Il est possible d’avoir une expression rationelle dont le langage décrit est
pareil qu’un W-automatedonné. La construction est trop technical pour une
discussion sensée ici. En gros, il s’agit de «transporter» le preuve classique de
la théoreme de Kleene. Dans le preuve classique, on crée, d’ une façon ne pas
trop différente que dans l’algorithme Floyd-Warshall, des ensembles sous la
forme Ek(qi, qj), qui représente un ensemble des mots sur lesquels l’automate
prend un chemin de qi à qj, en ne jamais entrant un état intermédiaire qui
majore k.

On peut prolonge cet idée à l’ensemble desW-situations, où il exist un ordre
bien fondé naturel. Donc on peut numéroter les formes EZ(s1, s2), où s1 et s2
sont des situations, et Z ∈ P(Pz(Q)), avec quelques contraints nécessaires de
l’ensemble Z. L’automate vient du s1 au s2 en traversant eventuellement tous
les situations dans Z, quand l’ensemble maximum des états traversés est Z.
On note EEZ(s1, s2) pour les ensembles dont il n’est pas possible de traversée
totale.

On consultera [Woj85] pour les technicalités de cette proposition :

Théorème 2.7 (théorème de Kleene, 2nde partie). Pour toutW-automate dans un
certain langage, il existe une expression rationelle transfinie équivalente.

Pour conclure, le théorème de Kleene desW-automates découle facilement
la décidabilité du leur problème vide.
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