
Théorème de FaginCyril BOUVIER18 déembre 2008Table des matières1 Correspondane entre logique et problèmes de graphes 21.1 Logique du première ordre et logique existentielle du seond ordre ( ∃SO ) 21.2 Problèmes φ-GRAPHS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 Le théorème de Fagin 42.1 Cas de la logique du première ordre et début de la preuve du théorème . . 42.2 Table de on�gurations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52.3 Fin de la preuve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6IntrodutionLe théorème de Fagin est un théorème qui énone une équivalene entre logique etomplexité. Le théorème a�rme que les problèmes NP sont exatement eux que l'onpeut exprimer en logique existentielle du seond ordre. Nous dé�nirons plus loin e queei signi�e formellement.Les mahines de Turing onsidérées dans la suite seront des mahines à une bandedont le symbole blan est représenté par ♯, dont l'état initial est s et qui aepte unique-ment sur l'état q+ et rejette uniquement sur l'état q−. Pour les mahines de Turing nondéterministes on supposera que pour haque transition il y a deux hoix non détermin-istes possibles. On peut supposer tout ei sans perte de généralité, ar toute mahine deTuring est équivalente à une mahine ave les hypothèses i-dessus.

1



1 Correspondane entre logique et problèmes de graphes1.1 Logique du première ordre et logique existentielle du seondordre ( ∃SO )Dé�nition 1.1. Logique du première ordre� Un langage Σ est un ensemble ontenant des symboles de fontions k-aire, k ∈ N(les fontions 0-aire orrespondent aux onstantes), des symboles de relations k-aire, k ∈ N
∗ et un ensemble dénombrable de variables (vi)i∈N. On suppose de plusque l'on dispose toujours d'une relation 2-aire notée =.� On dé�nit les termes de la logique du première ordre par indution. Les variables

vi pour i ∈ N sont des termes, et pour k ∈ N si f est un symbole de fontion k-aireet t1, . . . , tk sont des termes f(t1, . . . , tk) est un terme.� Pour k ∈ N
∗ si R est un symbole de relation k-aire et t1, . . . , tk sont des termes,alors R(t1, . . . , tk) est appelé formule atomique.� On dé�nit en�n les formules de la logique du première ordre par indution. C'est leplus petit ensemble ontenant les formules atomiques et stable par ¬ (non logique),

∧ (et logique) , ∨ (ou logique) , ⇒ , ⇔ , ∀vi et ∃vi.Remarque 1.2. Pour la dé�nition des formules, on pourrait onsidérer uniquement la né-gation, le "et" et le ∀, ar les autres s'en déduisent. Pour failiter l'ériture des formuleson onsidère tous les onneteurs logiques, mais pour les preuves par indution sur lesformules, on se ontentera de véri�er la stabilité par ¬, ∧ et ∀viPour interpréter une formule, on se donne un modèle M qui ontient un ensemble
M et les interprétations des symboles de fontions et de relations : à f un symbole defontion k-aire, on assoie une fontion de Mk dans M notée fM et à R un symbole derelation k-aire, on assoie une partie de Mk notée RM . On suppose que la relation = estbien interprétée omme l'égalité sur M .Si dans le modèle M, une formule φ est vraie on note M |= φ.Exemple 1.3. On prend le langage ne omportant qu'une relation binaire G, 'est lelangage de la théorie des graphes, noté ΣG. Un modèle M de ette théorie peut se voiromme un graphe, l'ensemble M sous-jaent au modèle est l'ensemble des sommets etl'interprétation de G est la relation d'adjaene des sommets.La formule Φ = ∀x∀y(G(x, y) ⇒ G(y, x)) sera véri�ée pour les modèles représentéspar des graphes symétriques.Dé�nition 1.4. ( ∃SO )Les formules de la logique existentielle du seond ordre sont de la forme ∃Pφ où� P est un nouveau symbole de relation qui n'est pas ontenu dans Σ.� φ est une formule du première ordre sur le langage Σ

′

= Σ ∪ P .2



L'interprétation d'une formule ∃Pφ dans une struture M se fait de la façon suivant :
M |= ∃Pφ si et seulement s'il existe une relation PM tel que M' |= φ où M′ = M ∪PM .Exemple 1.5. Soit γ = ∃P∀x∀y((P (x, y) ⇒ G(x, y)) ∧ (P (x, y) ⇒ P (y, x))). Un modèle
M tel que M |= γ est représenté par un graphe admettant un sous graphe symétrique.1 23 4Fig. 1 � Graphe représentant un modèle M tel que M |= γ (le sous graphe représentant
P est en gris)1.2 Problèmes φ-GRAPHSOn va maintenant faire le lien entre la logique et les problèmes de graphes en assoiantà haque formule logique un problème de graphes.Dé�nition 1.6. (Problèmes φ-GRAPHS)Pour φ une formule de la logique du première ordre sur le langage ΣG, on assoie leproblème φ-GRAPHS suivant : étant donné un modèle Γ, la formule φ est-elle véri�éedans Γ, 'est à dire a-t-on Γ |= φ ?Pour un formule de ∃SO de la forme φ = ∃Pψ on assoie le problème φ-GRAPHSsuivant : étant donné un modèle Γ, existe-t-il une relation qui interprète P et tel que l'onait Γ ∪ PΓ |= ψ ?Remarque 1.7. On dé�nit les problèmes φ-GRAPHS pour des formules qui peuvent on-tenir des variables libres, il faut don dans le modèle rajouter des informations assoiantà haque variable libre de la formule un sommet du graphe. On dé�nit les problèmes
φ-GRAPHS ainsi pour pouvoir e�etuer des preuves par indution sur les formules (fpreuve du lemme 2.3). Par exemple pour la formule α(y) = ∀x¬(x = y) ⇒ G(x, y) il fautassoier à y un sommet du graphe dans le modèle Γ. Pour un même graphe, l'assoiationde y à deux sommets di�érents orrespond à deux modèles di�érents don potentiellementà deux réponses di�érentes du problème φ-GRAPHS assoié.

1 2 1 ≡ y 2

3 ≡ y 3Fig. 2 � Il n'y a que le graphe de gauhe qui est solution du problème α(y)-GRAPHS.3



Exemple 1.8. Reprenons la formule Φ de l'exemple 1.3 : Φ = ∀x∀y(G(x, y) ⇒ G(y, x)).Le problème Φ-GRAPHS assoié est le fait de déterminer pour un graphe donné en entrées'il est symétrique.Considérons maintenant la formule γ de l'exemple 1.5 : γ = ∃P∀x∀y((P (x, y) ⇒
G(x, y))∧(P (x, y) ⇒ P (y, x))). Le problème γ-GRAPHS assoié est le fait de déterminerpour un graphe donné en entrée s'il existe un sous graphe symétrique.Remarque 1.9. Justi�ons maintenant l'introdution de la logique existentielle du seondordre. Considérons le problème suivant : existe-t-il une formule φ(x, y) tel que le prob-lème φ(x, y)-GRAPHS assoié soit de déterminer s'il existe un hemin de x vers y dansle graphe-modèle G (x et y sont des variables libres de φ et doivent don avoir uneorrespondane ave des sommets du graphe via le modèle). On peut montrer grâe authéorème de Löwenheim-Skolem (qui est vrai dans le as de la logique du première ordremais pas dans le as de la logique existentielle du seond ordre) que φ(x, y) ne peut êtreune formule du première ordre. On voit don la néessité d'une logique ayant un pouvoird'expression plus fort. La logique existentielle du seond ordre permet d'exprimer ettepropriété et même plus (omme l'existene d'un yle Hamiltonien) ar elle permet dequanti�er sur autre hose que sur les variables-sommets vi.Dans la partie suivante, nous énonerons et démontrerons le théorème de Fagin reliantla logique existentielle du seond ordre et la lasse NP .2 Le théorème de FaginOn dé�nit une propriété sur les graphes omme un ensemble G de graphes. Le problèmeorrespondant est de déterminer pour un graphe G donné si G ∈ G. On dit que G estexprimable en logique existentielle du seond ordre s'il existe φ dans ∃SO tel que G |= φsi et seulement si G ∈ G (ie si le problème assoié à G est le problème φ-GRAPHS).Théorème 2.1 (Fagin (1974)). La lasse de toutes les propriétés sur les graphes ex-primables en logique existentielle du seond ordre est préisément la lasse NP .Remarque 2.2. Tous les problèmes alulables ne sont pas des problèmes sur les graphes(en partiulier P et NP ne ontiennent pas que des problèmes sur les graphes) mais elarésulte du fait de notre hoix d'enodage des problèmes. On aurait tout aussi bien pudéider de oder nos problèmes par des graphes. On peut don supposer ii que P et NPontiennent uniquement des problèmes de graphes. Ou l'on peut reformuler le théorèmes'il on ne veut pas adopter e nouveau point de vu. Le théorème deviendrait don :La lasseNP est préisément la lasse de tous les problèmes rédutibles à un problèmede graphes exprimable en logique existentielle du seond ordre.2.1 Cas de la logique du première ordre et début de la preuvedu théorèmeLemme 2.3. Soit φ une formule du première ordre, alors le problème φ-GRAPHS or-respondant est dans P .Démonstration. Par indution sur φ 4



� Si φ est atomique, ie φ = G(x, x) ou φ = G(x, y) alors le résultat est évident.� Si φ = ¬ψ, il su�t de renvoyer l'inverse de e que renvoie la mahine de Turingqui alule ψ-GRAPHS ('est possible ar elle s'arrête sur haque entrée). On nehange pas la omplexité.� Si φ = ψ1 ∧ ψ2, on lane la mahine de Turing qui alule ψ1-GRAPHS, puis ellequi alule ψ2-GRAPHS et on renvoie "vrai" si les deux ont renvoyé "vrai", et"faux" sinon. On reste bien dans P� Si φ = ∀xψ, on sait qu'il existe une mahine de Turing qui résout le problème ψ-GRAPHS en temps polynomial. On remarque aussi que ψ ontient x omme variablelibre. On dé�nit l'algorithme suivant pour φ-GRAPHS : pour haque sommet v dugraphe G on fait orrespondre x à v dans le modèle Γ et on teste ensuite avel'algorithme pour ψ si e nouveau modèle satisfait le problème ψ-GRAPHS. Onrépond "vrai" si l'algorithme pour ψ répond "vrai" pour tous les assoiations de xà v, sinon on répond "faux". Si l'algorithme pour ψ est en O(nd) (n est le nombrede sommets), l'algorithme pour φ est en O(nd+1), on reste bien dans P .On peut maintenant montrer un sens du théorème de Fagin.Corollaire 2.4. Si φ = ∃Pψ, alors le problème φ-GRAPHS orrespondant est dans NP, ie la lasse de toutes les propriétés sur les graphes exprimables en logique existentielledu seond ordre est inlus dans la lasse NP .Démonstration. On appelle k l'arité de P (ie P est une relation k-aire). On onstruit unemahine de Turing non déterministe qui prend un modèle Γ en paramètre (un graphe
G à n sommets) et qui renvoie si Γ |= ∃Pψ : la mahine devine un relation PΓ tel que
ψ est satisfaite dans le modèle Γ auquel on ajoute PΓ. D'après le lemme préédent lavéri�ation se fait en temps polynomial, et de plus le fait de deviner PΓ se fait aussipolynomialement en n ar il faut deviner au plus nk éléments.On a don montrer un sens du théorème de Fagin, avant d'étudier la réiproque ilfaut introduire une nouvelle notion utile pour la preuve.2.2 Table de on�gurationsOn va maintenant dé�nit une notion que l'on utilisera pour la preuve de la réiproque.Dé�nition 2.5. Soit M une mahine de Turing (déterministe ou non) qui déide unlangage en temps polynomial O(nk). Quitte à modi�er M on peut supposer que toutalul prend exatement un temps nk pour une entrée de longueur n. Ainsi la bandeontient au maximum nk aratères. On onstruit une matrie nk × nk où la ième lignereprésente l'état de la bande au temps i, que l'on omplète par des ♯ pour avoir exatement
nk aratères. De plus pour tout temps i ∈ [0, nk − 1] si la mahine lit le jème aratère
a et est dans l'état q, on note le (i, j)ème aratère aq.Exemple 2.6. On onsidère la mahine M sur l'alphabet de bande {0, 1} qui aepte
{0, 1}∗. Pour que tous les aluls se fassent exatement en un temps n1, la mahine Mpart de l'état initial s, arrive à l'état �nal aeptant q+ en parourant toute la bande. On5



onsidère l'entrée suivante : 00110010. On aura don la table de on�gurations de taille
8 × 8 suivante :

0s 0 1 1 0 0 1 0
0 0s 1 1 0 0 1 0
0 0 1s 1 0 0 1 0
0 0 1 1s 0 0 1 0
0 0 1 1 0s 0 1 0
0 0 1 1 0 0s 1 0
0 0 1 1 0 0 1s 0
0 0 1 1 0 0 1 0q+2.3 Fin de la preuveDémontrons maintenant la réiproque.Proposition 2.7. Tous problèmes de la lasse NP est un problème φ-GRAPHS pour unertain φ dans ∃SO .Démonstration. [1℄ On se donne G un problème sur les graphes dans NP , on herheà onstruire un φ = ∃Pψ dans ∃SO tel que pour tout graphe G, G ∈ G si et seulementsi G |= ∃Pψ. Soit M une mahine de Turing non déterministe qui déide G : elle prenden entrée G un graphe à n sommets et déide si G ∈ G en O(nk) pour un ertain k. Onsuppose, quitte à modi�er la mahine M , que k > 2 et que pour toute entrée de taille mla mahine alule en un temps mk (la dernière hypothèse permet l'utilisation des tablesde on�gurations dé�nies préédemment).On fait enore quelques hypothèses sur la mahine M sans perte de généralité. Onsuppose que l'entrée est la suite des lignes de la matrie d'adjaene du graphe G oùhaque entrée est suivie par nk−2 − 1 aratères ♯ , ainsi le graphe est représenté surla bande d'entrée par nk aratères. On va ensuite herher la formule φ sous la forme

∃P1∃P2...∃Prψ, la relation P herhée sera le produit artésien des relations PiTout d'abord on dé�nit un nouveau symbole de relation S représentant la relationsuesseur S, elle est dé�nie omme la relation {(0, 1); (1, 2), ..., (n − 2, n − 1)} où lessommets de G sont {0, 1, ..., n − 1}. On dé�nit, à partir de S, deux formules à unevariables libres : ζ(x) = ∀y¬S(y, x) qui véri�e si x est le sommet 0 et η(x) = ∀y¬S(x, y)qui véri�e si x est le sommet n− 1.Comme les variables représentent les sommets, elles sont représentés par des nombresde 0 à n − 1, don tout k-uplet de variables peut être vu omme un nombre entre 0 et
nk − 1 par l'ériture en base n : (x1, ..., xk) représente don ∑k−1

i=0
xi+1 × ni. On érit x̄pour le k-uplet (x1, ..., xk) . On dé�nit, à partir de S, la relation Sk(x̄, ȳ) qui est véri�ési ȳ est le suesseur de x̄ : Sk est la relation suesseur de {0, ..., nk − 1}. On dé�nit enfait Sj par réurrene sur j. S0 est la relation S dé�nit i-dessus. Si l'on onnaît Sj−1,on dé�nit Sj par

(S(xj , yj)∧(x1 = y1)∧...∧(xj−1 = yj−1))∨(η(xj )∧ζ(yj)∧Sj−1(x1, ..., xj−1, y1, ..., yj−1))On sait maintenant "ompter" jusqu'à nk − 1, on peut don dérire T la table deson�gurations de la mahine M pour une entrée de longueur n. On dé�nit don, pour6



haque aratère a apparaissant dans la table des on�gurations, un nouveau symbolede relation Ta d'arité 2k. Ta(x̄, ȳ) est la relation qui est vrai si le (i, j)ème aratèrede la table des on�gurations est a, où x̄ représente i et ȳ représente j. Si l'on appelle
m le nombre de symbole pouvant apparaître dans la table des on�gurations (la taillede l'alphabet de bande fois le nombre d'états), on rée don m nouveaux symboles derelations Ta1

, ..., Tam
. En�n, on dé�nit les deux derniers symboles de relations : C0(x̄) et

C1(x̄). Ce sont des relations k-aire qui exprime le fait que le hoix non déterministe 0 ou
1 a été fait à l'étape i où x̄ enode i.La formule φ herhée est don �nalement ∃S∃Ta1

...∃Tam
∃C0∃C1ψ. Il ne reste main-tenant plus qu'à dérire la formule ψ. ψ doit exprimer les faits suivants :� (a) S est la relation suesseur� (b) La première ligne et la dernière olonne de T sont orretes� () Les lignes suivantes de T sont bien en aord ave les transition de M� (d) Un seul hoix non déterministe est fait à haque étape� (e) La mahine M termine et aepteComment peut-on exprimer es 5 faits en logique du première ordre ?� (a) S peut s'exprimer par la formule suivante : ∃v1(∀v2(¬(v2 = v1) ⇔ (∃v3S(v2, v3))))∧

∃v4(∀v2(¬(v2 = v4) ⇔ (∃v3S(v3, v2)))). La formule ne fait qu'exprimer les pro-priétés de la relation suesseur : tout le monde est suesseur de quelqu'un saufun élément, et que tout le monde admet un suesseur sauf un élément.� (b) Il faut se rappeler de la onvention sur l'entrée de la mahine de Turing. Si x̄enode 0 alors on distingue deux as : soit les k − 2 dernières omposantes de ȳsont toutes nulles (e qu'on le peut savoir grâe à la relation ζ) et dans e as ona G(x1, x2) ⇒ T1(x̄, ȳ) ∧ ¬G(x1, x2) ⇒ T0(x̄, ȳ) où x̄ est le k-uplet (x1, ..., xk), soitles k − 2 dernières omposantes de ȳ ne sont pas toutes nulles et dans e as on a
T♯(x̄, ȳ).� () Remarquons tout d'abord que l'état de la table des on�gurations au temps i > 0ne dépend que de la table des on�gurations au temps i − 1 et plus préisément
T (i, j) ne dépend que de T (i − 1, j − 1),T (i − 1, j) et T (i − 1, j + 1). En e�et,soit auun de 3 éléments au dessus dans la table des on�gurations est de la forme
aq où a est une lettre de l'alphabet de bande et q un état et don la bande nepeut hanger entre le temps i − 1 et i, soit un des 3 est de ette forme et alorsle ontenu peut peut-être hanger. Une transition peut don être vu omme unquintuplet (α, β, γ, c, δ) où α = T (i− 1, j− 1), β = T (i− 1, j), γ = T (i− 1, j+1), creprésente le hoix non déterministe fait au temps i− 1 et δ = T (i, j). Pour haundes quintuplets que l'on peut onstruire à partir de la mahine M on ajoute laformule suivante :
(Sk(x̄′, x̄)∧Sk(ȳ′, ȳ)∧Sk(ȳ, ȳ′′)∧Tα(x̄′, ȳ′)∧Tβ(x̄′, ȳ)∧Tγ(x̄′, ȳ′′)∧Cc(x̄′)) ⇒ Tδ(x̄, ȳ)� (d) A haque étape on ne fait qu'un hoix déterministe, ei s'exprime failementpar (CO(x̄) ∨ C1(x̄)) ∧ (¬CO(x̄) ∨ ¬C1(x̄))� (e) La mahine M aepte seulement si l'état sur la dernière ligne est q+. Si x̄enode nk − 1, il faut voir s'il existe ȳ tel que Taq+

(x̄, ȳ) soit vrai pour au moins un
a. On ajoute don l'expression ∃ȳTa1q+

(x̄, ȳ) ∨ ... ∨ Tapq+
(x̄, ȳ) où p est le nombrede lettres de l'alphabet de bande. 7



On fait la onjontion des expressions dé�nies en (a),(b),(),(d) et (e) et on les quan-ti�e par 5k quanti�ateurs universels pour x̄, x̄′, ȳ, ȳ′ et ȳ′′.Il est maintenant faile de véri�er qu'un graphe G est un modèle de φ si et seulementsi G est aepté par la mahine de Turing M , ie si et seulement si G ∈ G.ConlusionLe problème qui onsiste à déterminer s'il existe un hemin entre deux sommets d'ungraphe n'est pas exprimable en logique du première ordre (remarque 1.9) et est dans P, ela montre bien qu'on ne peut pas avoir la réiproque du théorème 2.3 qui relierait Pet la logique du première ordre. Mais il existe d'autre type de logique du seond ordre(itons par exemple la logique de Horn) et d'autres résultats liant un type de logique etdes lasses de omplexités ou de langages.Référenes[1℄ C. Papadimitriou. Computational omplexity. Addison-Wesley, 1995.
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