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Présentation du Théorème Premières dé�nitionsOrales et ensembles réursifs
Dé�nitionUne mahine à orale est une mahine lassique dans laquelle on peutdès que l'on souhaite interroger un orale pour savoir dans quel étatontinuer.Dé�nitionUn ensemble A est dit réursif si sa fontion aratéristique, notée χAest réursive, 'est à dire alulable par une mahine de Turing.
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Présentation du Théorème Premières dé�nitionsL'enjeu
Les orales permettent :1 d'avaner beauoup plus vite dans les aluls ;2 de reonnaître des langages indéidables.On s'intéresse ii à savoir si un ensemble est réursif selon le nombre derequêtes à un orale.
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Présentation du Théorème La onjeture de BeigelLa onjeture de BeigelThéorème (Non-Speedup, 1986)Soient A et B deux parties de N. Si la fontion de 2n variables
(χA (x1) , ..., χA (x2n)) peut-être alulée par un algorithme qui fait auplus n appels à l'orale B, alors A est réursif.Pour A ⊂ N et n ≥ 1, on dé�nit la fontion suivante :

∀x1, ..., xn ∈ N #A
n (x1, ..., xn) = # {i, xi ∈ A} =

n
∑

i=1

χA (xi)Conjeture (Beigel)Soient A et B deux parties de N et n ≥ 1. Si #A
2n peut être alulée parun algorithme faisant au plus n appels à l'orale B alors A est réursif.Pierre Gaillard (LFCC) Théorème de Cardinalité 29 Janvier 2009 5 / 16



Présentation du Théorème Le théorème de CardinalitéÉnoné du théorèmeNotons Wi pour i ∈ N le ieme ensemble réursivement énumérable.Théorème (de Cardinalité)Soient A ⊂ N et m ≥ 1. Supposons qu'il existe une fontion alulable
g : N → N telle que pour tout (x1, ..., xm) ∈ Nm deux à deux distints,on ait :1 Wg(x1,...,xm) ⊂ {0, ...,m} (L'inlusion est propre)2 #A

m (x1, ..., xm) ∈ Wg(x1,...,xm)Alors A est réursif.
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Présentation du Théorème Le théorème de CardinalitéLien ave la onjeture
Le lemme suivant permet d'obtenir la onjeture de Beigel à partir duthéorème.LemmeSi une fontion f : Σ∗ → Γ∗ peut être alulée ave n appels à unorale B alors il existe un ensemble S d'au plus 2n fontions alulablestelles que :

∀x ∈ Σ∗ ∃h ∈ S h (x) = f (x)
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Preuve du Théorème Rédution du problème à un arbreArbreDé�nitionUn arbre est une partie de {0, 1}∗ qui est lose par pré�xe.00 100 1 1 1w0 1
1

Figure: Arbre T = {0, 00, 01, 010, 0100, 0101, 011, 0111, 01110, 01111, 1}. Lenoeud w = 0111 ∈ T est tel que w (0) = 0 et w (2) = 1Pierre Gaillard (LFCC) Théorème de Cardinalité 29 Janvier 2009 8 / 16



Preuve du Théorème Rédution du problème à un arbreL'arbre intéressant
Tg =

{

t ∈ {0, 1}∗

∣

∣

∣

∣

∣

∀0 ≤ x1 < ... < xm < |t|

m
∑

i=1

t (xi) ∈ Wg(x1,...,xm)

}1 C'est bien un arbre binaire2 ∑m
i=1 χA (xi) = #A

m (x1, ..., xm) ∈ Wg(x1,...,xm)Don χA est une branhe de Tg !
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Preuve du Théorème Rédution du problème à un arbreIdée de la preuve
Les branhes d'un arbre peuvent être vues omme des parties de N.On voudrait montrer que χA est réursive, pour ela on va montrer quetoutes les branhes de T le sont.La preuve reposera en deux étapes :1 Sous quelles onditions toutes les branhes d'un arbre sont-ellesréursives ?2 Tg véri�e-t-il es onditions ?
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Preuve du Théorème La ondition fondamentalePlongement et rangNotons Bn l'arbre binaire omplet de hauteur n.Dé�nitionSoit T un arbre. On dit que f : Bn → T est un plongement de Bn dans
T si et seulement si

∀s ∈ {0, 1}n−1
f (s) · 0 ⊑ f (s · 0) & f (s) · 1 ⊑ f (s · 1)Le rang d'un arbre T est : rg (T ) = sup {n ≥ 0, Bn se plonge dans

T} ∈ N ∪ {∞}.
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Preuve du Théorème La ondition fondamentaleIllustration des dé�nitions
B2

e
00 100 1 1 10 1

1
Figure: Exemple de plongement d'un arbre binaire B2 dans un arbre T sousun noeud e, rg (T ) = 2.Pierre Gaillard (LFCC) Théorème de Cardinalité 29 Janvier 2009 12 / 16



Preuve du Théorème La ondition fondamentaleLa ondition fondamentale
LemmeSi T est un arbre réursivement énumérable de rang �ni alors haunede ses branhes est réursive.
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Preuve du Théorème Notre arbre véri�e ette ondition
Tg véri�e ette onditionLemmePour tout arbre B2k biolore, il existe un plongement g de Bk dans B2ktel que tous les noeuds de g (Bk) soient de la même ouleur.LemmePour tout n ≥ 1 et tout arbre T tel que Bk(n) se plonge dans T, il existe
t1, ..., tn, n + 1 noeuds de T , des entiers x1 < ... < xn et b ∈ {0, 1} telsque :

∀i = 1, ..., n ∀j = 1, ..., n + 1 tj (xi) =

{

1 − b si i < j

b si i ≥ jEn partiulier, {∑n
i=1 tj (xi) |1 ≤ j ≤ n + 1} = {0, 1, ..., n}.Pierre Gaillard (LFCC) Théorème de Cardinalité 29 Janvier 2009 14 / 16



Preuve du Théorème Notre arbre véri�e ette onditionIllustration du deuxième lemme
000t4 1t3

1 1t2
1 1 1t1

x1x2x3Figure: Illustration du lemme 2 ave b = 1. On remarque qu'on a bien
{

∑

3

i=1
tj (xi) |j = 1, .., 4

}

= {0, 1, 2, 3, 4}Pierre Gaillard (LFCC) Théorème de Cardinalité 29 Janvier 2009 15 / 16



Preuve du Théorème Notre arbre véri�e ette onditionFin de la preuve
Tg est de rang �ni. En e�et, si on suppose son rang in�ni :1 Lemme :

∃t1, ..., tm+1 ∈ Tg ∃x1, ..., xm :
∑m

i=1 tj (xi) = {0, 1, ...,m}2 Dé�nition de Tg : {0, 1, ...,m} ⊆ Wg(x1,...,xm)3 Hypothèse du théorème : ontradition.Finalement, toutes les branhes de Tg sont réursives, en partiulier χA
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