
Théorème de CardinalitéPierre GAILLARDDéembre 20081 Présentation du Théorème1.1 Orales et Ensemble réursifEn 1987, Beigel a onjeturé un joli résultat sur les ensembles réursifsqu'on va ii présenter, puis en montrer une preuve assez élégante. On om-mene tout d'abord par introduire quelques notions néessaires à la ompré-hension de la onjeture de Beigel et à sa preuve, à savoir les mahines àorale et les ensembles réursifs.Une mahine à orale est une mahine lassique dans laquelle on peut dèsque l'on souhaite interroger un orale pour savoir dans quel état ontinuer.Exprimons i-dessous la dé�nition formelle.Dé�nition 1. Une mahine de Turing à orale B ⊂ Σ∗ est une mahine deTuring disposant d'une bande distinguée et de trois états spéiaux q?, qouiet qnon. Si la mahine entre dans l'état q? alors que le mot ω est érit sur labande distinguée, elle e�etue une transition vers l'état qoui si ω ∈ B et vers
qnon sinon.On pourra remarquer que la mahine doit pouvoir, en un temps �ni,obtenir la réponse à la question d'appartenane à B. Bien entendu, unemahine à orale peut ne jamais utiliser son orale B, elle fontionnera alorsomme une mahine ordinaire.Exemple 1. Le langage {

0i1i0i1j0j1j0 | i, j ≥ 1} est reonnu par une mahineave l'orale {anbncn | n ≥ 1} en temps linéaire.Dé�nition 2. Un ensemble A est dit réursif si sa fontion aratéristique,notée χA est réursive, 'est à dire alulable par une mahine de Turing. Ilest dit B-réursif si la mahine de Turing est ave l'orale B.Déterminer si des ensembles sont réursifs est don intimement lié à lathéorie de la déidabilité. Le théorème de Cardinalité fait parti de es ré-sultats foréments intéressants, qui onlut à la réursivité de ertains en-sembles. Donnons en premièrement l'idée intuitive. Les orales permettentd'avaner beauoup plus vite dans les aluls mais ils permettent surtout de1



onstruire des mahines extrêmement puissantes, allant jusqu'à reonnaîtredes langages indéidables. On s'intéresse ii à savoir si un ensemble est ré-ursif selon le nombre de requêtes à un orale. Il est assez intuitif qu'unemahine posant peu de questions à un orale aura tendane à reonnaître unlangage plus simple qu'une mahine lui en posant beauoup.1.2 La onjeture de BeigelUn ensemble réursif est lairement B-réursif. Le théorème de Cardina-lité s'intéresse à la réiproque : à quelles onditions un ensemble B-réursifest-il réursif ? En 1986, Beigel a démontré le théorème suivant.Théorème 1 (Non-Speedup). Soient A et B deux parties de N. Si la fon-tion de 2n variables (χA (x1) , ..., χA (x2n)) peut-être alulée par un algo-rithme qui fait au plus n appels à l'orale B, alors A est réursif.L'année d'après, il a onjeturé un résultat un peu plus fort. Nous allonsvoir qu'il est vrai. On note #A le ardinal d'un ensemble A. Pour A ⊂ N et
n ≥ 1, on dé�nit la fontion suivante :

∀x1, ..., xn ∈ N #A
n (x1, ..., xn) = # {i, xi ∈ A} =

n
∑

i=1

χA (xi)Conjeture (Beigel). Soient A et B deux parties de N et n ≥ 1. Si #A
2npeut être alulée par un algorithme faisant au plus n appels à l'orale Balors A est réursif.1.3 Le théorème de CardinalitéLa onjeture de Beigel n'est ependant pas très pratique à montrer di-retement. On va don montrer ii un théorème un peu plus fontionnel.On ommene par en donner l'énoné, puis on montrera que la onjeturepréédente n'en est qu'une onséquene.1.3.1 Enoné du théorèmeConsidérons une énumération (Wi)i∈N

des parties de N réursivementénumérables.Théorème 2 (de Cardinalité). Soient A ⊂ N et m ≥ 1. Supposons qu'ilexiste une fontion alulable g : N → N telle que pour tout (x1, ..., xm) ∈ N
mdeux à deux distints, on ait :1. Wg(x1,...,xm) ⊂ {0, ...,m} (L'inlusion est propre)2. #A

m (x1, ..., xm) ∈ Wg(x1,...,xm)Alors A est réursif. 2



Cela revient en fait à faire un alul approhé de #A
m. On ne sait pas al-uler préisément la valeur de #A

m (x1, ..., xm) mais on sait qu'elle appartientà un ensemble Wg(x1,...,xm) réursivement énumérable d'au plus m entiers. Onvoit bien toute la puissane du théorème, dans lequel on déduit la réursivitéd'un ensemble A en ne supposant que de faibles hypothèses sur #A
m.1.3.2 Lien ave la onjetureNous supposons ii que le théorème est démontré et nous allons en déduirela véraité de la onjeture de Beigel. Pour voir le lien entre le théorèmepréédent et la onjeture, nous avons besoin d'un petit lemme.Lemme 1. Si une fontion f : Σ∗ → Γ∗ peut être alulée ave n appels àun orale B alors il existe un ensemble S d'au plus 2n fontions alulablestelles que :

∀x ∈ Σ∗ ∃h ∈ S h (x) = f (x)Démonstration. La preuve est assez intuitive, il su�t de onsidérer toutes lesséries de réponses que pourrait donner l'orale aux n interrogations que luifait la mahine de Turing quand elle a le mot x en entrée, il y en a au plus
2n. Plus formellement, supposons f déterminée par la mahine de Turingave orale MB telle que pour toute entrée ω, MB fait au plus n appels àl'orale B. Pour haque mot ω ∈ {0, 1}n, on dé�nit la fontion hω qui exéute
M (.) en utilisant onséutivement les bits de ω en réponse aux appels à unéventuel orale. Au moins une des séquenes est orrete : la séquene desréponses si B avait été utilisé omme orale.Soit A ⊆ N tel que #A

2n est alulables ave moins de n requêtes à unorale B ⊆ N. Il existe d'après le lemme un ensemble S d'au plus 2n fontionsalulables telles que
∀ (x1, ..., x2n ) ∈ N

2n

∃h ∈ S h (x1, ..., x2n ) = #A
n (x1, ..., x2n)On dé�nit alors une mahine de Turing M qui exéute les unes après les autrestoutes les fontions h ∈ S sur l'entrée (x1, ..., x2n ). On obtient ainsi un en-semble réursivement énumérable de 2n entiers qui ontient #A

n (x1, ..., x2n)On reonnaît les hypothèses de théorème et on onlut que A est réursif.2 Preuve du Théorème2.1 Rédution du problème à un arbre2.1.1 Notations et dé�nitionsCommençons par rappeler quelques dé�nissions et notations sur les arbreset les haînes de aratères. On note ǫ la haîne vide ; |s| la longueur d'une3



haîne de aratères s, par exemple |ǫ| = 0 ; s ⊑ t, pour signi�er que s estpré�xe de t et pour tout n < |s|, s (n) le (n + 1)ème symbole de s. Un arbreest une partie de {0, 1}∗ qui est lose par pre�xe. s ∈ T est un noeud de T et
t ∈ {0, 1}N est une branhe de T si tout pre�xe �ni de t est un noeud de T .Les branhes vont en fait nous servir de fontion indiatrie pour des partiesde N, puisque pour tout n ∈ N t (n) ∈ {0, 1}. On dit alors intuitivementqu'une branhe t d'un arbre est réursive si {i ∈ N, t (i) = 1} est réursif.00 100 1 1 1w0 1

1
Figure 1 � Arbre T = {0, 00, 01, 010, 0100, 0101, 011, 0111, 01110, 01111, 1}.Le noeud w = 0111 ∈ T est tel que w (0) = 0 et w (2) = 12.1.2 L'arbre intéressantSoient A ⊆ N, m ≥ 1 et g : N véri�ant les hypothèses du théorèmepréédent. L'arbre réursivement énumérable qui nous intéresse ii est eluides possibilités dé�ni par :
Tg =

{

t ∈ {0, 1}∗

∣

∣

∣

∣

∣

∀0 ≤ x1 < ... < xm < |t|
m

∑

i=1

t (xi) ∈ Wg(x1,...,xm)

}En e�et, on peut remarquer qu'il s'agit bien d'un arbre binaire maisessentiellement que ∑m
i=1 χA (xi) = #A

m (x1, ..., xm) ∈ Wg(x1,...,xm). χA estdon une branhe de Tg. On veut montrer que A est réursif, 'est à dire que
χA est réursive. Pour ela, notre preuve reposera en deux étapes :� On herhera tout d'abord sous quelles onditions les branhes d'unarbre réursivement énumérable sont réursives.� On montrera ensuite que Tg véri�e es onditions.2.2 Condition sur un arbre pour que ses branhes soient ré-ursives2.2.1 Plongement et rangNotons Bn l'arbre binaire omplet de hauteur n et · la onaténation deshaînes de aratères. 4



Dé�nition 3. Soit T un arbre. On dit que f : Bn → T est un plongementde Bn dans T si et seulement si
∀s ∈ {0, 1}n−1

f (s) · 0 ⊑ f (s · 0) & f (s) · 1 ⊑ f (s · 1)On dit que Bn se plonge dans T sous un noeud e ∈ T , s'il existe unplongement f de Bn dans T tel que e ⊑ f (ǫ), ie f (ǫ) = e · u. En�n, le rangd'un arbre T est : rg (T ) = sup {n ≥ 0, Bn se plonge dans T} ∈ N ∪ {∞}.
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Figure 2 � Exemple de plongement d'un arbre binaire B2 dans un arbre Tsous un noeud e, rg (T ) = 2.2.2.2 La onditionLemme 2. Si T est un arbre réursivement énumérable de rang �ni alorshaune de ses branhes est réursive.Démonstration. Soient T un tel arbre, t une de ses branhes et k0 =
sup {n ≥ 0 |Bn se plonge dans T sous haque noeud e ∈ T}, alors k0 ≤
rg (T ). On hoisit alors un noeud e0 ⊑ t tel que Bk0+1 ne se plonge pas sous
e0. Alors t est alulable par l'algorithme suivant :Si x > |e0|, alors on énumère T et on herhe un plongement f de Bk0tel que |f (ǫ)| > x. On renvoie alors f (ǫ) (x). En e�et, f (ǫ) ⊑ t pour toutplongement f : Bk0

→ T , sinon on raisonne par l'absurde et on suppose leontraire. Soit alors d ∈ T , le pré�xe maximal ommun à f (ǫ) et t. On a
e0 ⊑ d. Commme Bk0

se plonge sous d · t (d), d est la raine d'un plongement
Bk0+1, e qui ontredit la dé�nition de e0.Sinon x ≤ |e0|, on herhe alors t (x) parmi un ensemble �ni.2.3 Tg véri�e ette onditionMontrons maintenant que rg (Tg) < ∞. C'est la partie un peu plus om-binatoire de la preuve. Pour ela, nous allons voir deux lemmes.5



Lemme 3. Pour tout arbre B2k biolore, il existe un plongement g de Bkdans B2k tel que tous les noeuds de g (Bk) soient de la même ouleur.Démonstration. Soit BN , un arbre noir et blan. Montrons, par réurrenesur la hauteur N de BN , que pour tout k ∈ {0, ...N} BN ontient soit unplongement noir Bk, soit un plongement blan BN−k.� Si N = 1 : 'est immédiat.� Sinon, soient N ≥ 1 et 0 ≤ k ≤ N . On peut supposer 1 ≤ k ≤ N − 1.Supposons de plus par exemple que la raine de BN soit noire (l'autreas étant symétrique). Si l'un des �ls, droit ou gauhe, possède unplongement blan BN−k, 'est �ni. Sinon, ils possèdent tous les deuxun plongement noir Bk−1, BN ontient don un plongement noir Bk.On montre maintenant dans le dernier lemme que pour un arbre dontle rang est su�sament grand, on peut trouver n entiers x1, ..., xn et n + 1noeuds t1, ..., tn+1 tels que ∑n
i=1 tj (xi) prend toutes les valeurs de {0, ..., n}quand j varie de 1 à n+1. La �gure 3 illustre ette propriété. Cela permettrad'aboutir à une ontradition ave les hypothèses du théorème si le rang de

Tg est in�ni. Le lemme énone en fait un résultat un peu plus fort, qui estinnutile pour la démonstration du théorème de Cardinalité mais qui pourraitservir à montrer des variantes.Construisons deux fontions utiles pour le lemme. Pour n ≥ 1 et 1 ≤ i ≤
2n − 1, on pose h (n, 2n − 1) = 0 et h (n, i − 1) = 2 (h (n, i) + 1). On posealors k (n) = h (n, 0) = 4n − 2. C'est le rang à partir duquel on peut faireune telle onstrution.Lemme 4. Pour tout n ≥ 1 et tout arbre T tel que Bk(n) se plonge dans T,il existe t1, ..., tn, n+1 noeuds de T , des entiers x1 < ... < xn et b ∈ {0, 1}tels que :

∀i = 1, ..., n ∀j = 1, ..., n + 1 tj (xi) =

{

1 − b si i < j

b si i ≥ jEn partiulier, {∑n
i=1 tj (xi) |1 ≤ j ≤ n + 1} = {0, 1, ..., n}.Démonstration. Soient n ∈ N

∗ �xé et T un arbre tel que Bk(n) se plongedans T par f0. On va onstruire par réurrene sur 0 ≤ i ≤ 2n− 1 deux mot
wi et si de T , bi ∈ {0, 1} et un plongement fi : Bh(n,i) → T .On suppose qu'on dispose d'un plongement fi−1 : Bh(n,i−1) → T . L'idéeest de hoisir la feuille dont l'image si par le plongement est la plus profondedans l'arbre. On pourra alors en utilisant le lemme 3, trouver un plongementplus petit tel qu'on ne garde que les niveaux de l'arbre où les arêtes deette branhe ne ontiennent que des 0 ou que des 1, on note alors bi etteouleur et wi le début du plongement. A la �n de la preuve, on disposera6
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x1x2x3Figure 3 � Illustration du lemme 4 ave b = 1. On remarque qu'on a bien

{

∑3
i=1 tj (xi) |j = 1, .., 4

}

= {0, 1, 2, 3, 4}de w1, ..., w2n−1, on pourra don en utilisant le prinipe des tiroirs en hoisir
n de la même ouleur (0 ou 1) et on aura notre onstrution. Par exemple,sur la �gure 3, on a pu avoir s1 = t1 et w1 = x1, on n'a alors gardé que lesniveaux de T où s1 ne ontenait que des 1 et on a ontinué. On verra que 'estpossible ar on a hoisit le rang de l'arbre su�samment grand. Formalisonsmaintenant ette idée.Soit s une feuille de Bh(n,i−1) telle que fi−1 (s) soit de longeur maximale.On pose si = fi−1 (s). si olorie Bh(n,i−1) de deux ouleurs de la manièresuivante :� haque noeud interne e de Bh(n,i−1) est de ouleur si (|fi−1 (e)|) quiexiste par dé�nition de si.� haque feuille est arbitrairement oloriée en 0.D'après le lemme 2 et la dé�nition de h, il existe un plongement g de Bh(n,i)+1dans Bh(n,i−1) tel que g

(

Bh(n,i)+1

) ne soit rempli que de 0 ou que de 1. Onpose alors wi = fi−1 (g (ǫ)) et bi = si (|wi|). Puis, on dé�nit le plongementsuivant, fi : Bh(n,i) → T par fi (s) = fi−1 (g ((1 − bi) ·)) pour |s| ≤ h (n, i).On peut alors remarquer qu'on a bien :� fi

(

Bh(n,i)

)

⊆ fi−1

(

Bh(n,i−1)

) : en e�et à haque étape on ne fait querestreindre le plongement à la partie qui nous intéresse.� wi · (1 − bi) ⊑ wi+1 ⊑ si+1� ∀i ≥ j sj (|wi|) = bjPar le prinipe des tirroirs, il existe b ∈ {0, 1} et n indies 1 ≤ i1 < ... <

in ≤ 2n − 1 tels que ∀m = 1, ..., n sim (|wim |) = b.On pose alors pour tout m = 1, ..., n tm = sim et xm = |wim |, puis
tn+1 = win · (1 − b). Le lemme en déoule aisément.7



Pour �nir la preuve du théorème de ardinalité, il ne reste plus mainte-nant qu'à onlure en montrant que le rang de Tg est �ni. On raisonne parl'absurde et on suppose qu'il est in�ni. En partiulier, pour tout m ≥ 1 ilest supérieur à k (m). On peut don appliquer le lemme 4. Il existe don
t1, ..., tm+1 ∈ Tg et m entiers x1, ..., xm, tels que ∑m

i=1 tj (xi) = {0, 1, ...,m}.On en déduit par dé�nition de Tg que {0, 1, ...,m} ⊆ Wg(x1,...,xm) e qui esten ontradition ave la première hypothèse du théorème. D'après le lemme1, haque branhe de Tg est don réursive, en partiulier χA. Finalement,A est réursif. Le théorème est don démontré.Référenes[1℄ Martin Kummer. A proof of Beigel's ardinality onjeture, 1991.
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