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Dé�nition des ensembles rationelsDé�nitionSi k entier ≥ 2, un ensemble X d'entiers est dit k-rationnel sien représentant les entiers en base k, il est reconnaissable parautomate.Un ensemble X d'entiers est dit rationnel si en codant les entierssur un alphabet unaire par la longueur des mots, il estreconnaissable par automate.Exemple
{2n | n ∈ N} est 2-rationnel.L'ensembles des entiers pairs est rationnel.Titus Lupu (ENS) Théorème de Cobham Paris 2009 3 / 9



Stabilité par transformation a�ne et transformationa�ne réciproque
PropositionSoient m, p ≥ 0 et k ≥ 2 des entiers.Si X ⊆ N est k-rationnel, alors Y = {m + rp | r ∈ X} est

k-rationnel.Si Y ⊆ N est k-rationnel, alors X = {r ≥ 0 | m + rp ∈ Y } est
k-rationnel.
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Caractérisations des ensembles rationnelsDé�nition
X ensemble d'entiers. On appelle mot caractéristique de X lemot in�ni w = w1w2...wn... sur l'alphabet {0, 1} tel que wn = 1 siet seulement si n ∈ X.Un mot in�ni w est dit ultimement périodique s'il estpériodique à partir d'un certain rang. Un ensemble X d'entiers estdit ultimement périodique si son mot caractéristique l'est.Un facteur d'un mot in�ni w est dit récurrent s'il apparaît pourun in�nité d'indices dans l'écriture de w.ExempleL'ensemble des entiers pairs ≥ 4 à pour mot caractéristique

000010101010... qui est ultimement périodique. 01 en est un facteurrécurrent.Titus Lupu (ENS) Théorème de Cobham Paris 2009 5 / 9



Caractérisations des ensembles rationnels(2)
PropositionUn ensemble X d'entiers est rationnel si et seulement s'il estultimement périodique.PropositionSoit w un mot in�ni et N (m) pour m ≥ 1 le nombre de facteursrécurrents de w de longueur m. w est ultimement périodique si etseulement s'il existe m ≥ 1 tel que N (m) ≤ m.
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Incidence du changement de base sur la reconnaissabilitéDé�nitionDeux entiers k et l ≥ 2 sont dis multiplicativement indépendantss'il n'existe pas d'entiers p et q ≥ 1 tel que kp = lq.RemarqueSi k et l sont mutltiplicativement indépendants, alors l'ensemble des
kp

lq
où p, q ∈ N est dense dans R

+ car log(k)

log(l)
est irrationnel.On dispose des résultats suivants :Un ensemble rationnel est k-rationnel pour tout k ≥ 2.Si k et l sont mutltiplicativement dépendants, alors les ensembles

k-rationnels et l-rationnels sont les mêmes.(Théorème de Cobham) Si k et l sont mutltiplicativementindépendants, alors un ensemble à la fois k et l-rationnel estrationnel.Titus Lupu (ENS) Théorème de Cobham Paris 2009 7 / 9



Ensembles quasi-périodiques et lemme fondamentalDé�nitionUn ensemble X d'entiers est dit d-quasi-périodique si pour tout
n ∈ N, [n, n + d[∩X 6= ∅, et quasi-périodique s'il est
d-quasi-périodique pour un certain d.ExempleUn ensemble périodique ou ultimement périodique estquasi-périodique.

{bkπc|k ∈ N} est 4-quasi-périodique sans être ultimementpériodique.ThéorèmeSoit k et l des entiers ≥ 2 multiplicativement indépendants et X unensemble in�ni à la fois k et l -rationnel. Alors X estquasi-périodique.Titus Lupu (ENS) Théorème de Cobham Paris 2009 8 / 9



ThéorèmeSi k et l sont mutltiplicativement indépendants, alors un ensemble à lafois k et l-rationnel est rationnel.
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