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Le A-calcul est un langage de programmation théorique conc¢u dans les années
30 par Alonzo Church. Il est utilisé principalement comme cadre d’étude des
propriétés des langages de programmation fonctionnels. C’est aussi un outil de
la théorie de la calculabilité en général et il trouve aussi des applications dans
la démonstration formelle.

Notations On désignera le n-uplet xg, =1, ..., , par . On notera = := §
pour Zo 1= Yo, T1 = Y1, -y Tn = Yn-
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1 Présentation

1.1 Syntaxe

On se donne ici un ensemble infini de symboles V. On appellera ses éléments
des wvariables.

Définition 1. On définit les A-termes par induction :
— toute variable est un A-terme;
— si t et t sont des A-terme, alors tt’ est un A-terme;
— si x est une variable et t un A-terme, alors Ax.t est un A-terme.



Intuitivement, on peut voir ¢# comme ’application de ¢ & ¢’ et Az.t comme
la fonction qui & = associe t.

Notation 2. On note Axp...xz,.t le terme Azi.Axs....Ax,.t. Fonctionnelle-
ment parlant, on considére ce terme comme ayant n arguments. On dit que les
A-termes sont curryfiés.

1.2 Un modéle de calcul

Nous avons défini la syntaxe du A-calcul et donné une idée informelle de
sa sémantique. On peut donc se demander qu’est-ce que ce modéle permet de
calculer. A premier abord, on est difficilement convaincu de Pexpressivité du
modéle. Par exemple, les constantes n’existent pas en A-calcul. Il est en fait
possible d’encoder toutes les structures de données qui nous intéressent en \-
calcul. On donnera ici ’exemple des entiers dont la représentation en A-calcul
porte le nom d’entiers de Church. Ils correspondent au n-iéme itéré de leur
argument.

Exemple 3. Pour tout entier n, on définit par récurrence le n-iéme entier de
Church noté n comme ceci :

- 0= M\z.x;

- n+1=Afznfz.

On peut aussi montrer (mais ce n’est pas notre propos ici) que le A-calcul est
équivalent en termes de calculabilité aux machines de Turing. Cela rentre dans
le cadre de la thése de Church qui affirme que tous les définitions raisonnables
de la calculabilité sont équivalentes.

1.3 Variables libres et liées

Définition 4. On appelle S(t) 'ensemble des sous-termes d’un terme ¢. On le
définit par induction sur la structure de ¢ :

—sit=veV,St)=uv;

—sit=Xzxt/, St) ={t}US({);

— enfin si ¢ = uv, alors S(¢) = {t} U S(u) U S(v).

Définition 5. On dit qu’une occurrence d’une variable v est liée dans ¢ si il
existe un sous-terme de ¢t qui contient cette occurrence de v de la forme Av.t.
Si une occurrence d’une variable v n’est pas liée dans ¢ alors on dit qu’elle est
libre dans t.

v est liée dans ¢ si elle admet au moins une occurrence liée dans ¢t. De méme
elle est libre si au moins une occurrence 1’est.

Attention, A\z.y ne contient pas d’occurrence de x !
Exemple 6. x est libre et liée dans (A\z.z)z.
Définition 7. On note V1ib(t) 'ensemble des variables libres de ¢.

Définition 8. On appelle L I’ensemble des A-termes et L I’ensemble des -
termes ¢ tels que VIib(t) = 0.



2 Substitutions et a-équivalence

On développe dans cette partie deux mécanismes trés importants : -
équivalence et la substitution. Le premier va nous servir i reconnaitre les termes
qui sont égaux & un “changement de variables” prés. Le deuxiéme est un mécan-
isme général qui trouvera son utilité dans la définition et ’étude des réductions,
les étapes de calcul sur les termes.

Le probléme majeur que I'on rencontre dans la définition de la substitution
est celui de la “capture de variables”. C’est pour cela qu’on donne d’abord un
mécanisme simple de subtitution puis un plus sophistiqué.

2.1 Substitution simple

Informellement, la substitution simple consiste & remplacer dans un terme
les occurrences libres d’une variable par un terme fixé.

Exemple 9. 1. (\z.z) <z:=t>= Az.x
2. (\r.zy) <y = (Az.x) >= (Av.z(Az.z))

Définition 10. On définit la substitution par induction sur ¢ :
—siu=x; €T alorsu < Z:=0>=v;;
—siu=y¢zalorsu<z:=0>=y;
—siu = Az;.u avec x; € T alors u < T =0 >= Az’ < T — {x;} =
U — {’Ui} >
—siu=MAy.u avecy ¢ T alors; u < T :=0>= A\y.v/ < T:=7 >;
—siu=vwalorsu<Z:=0>=W<T:=0>)(w<T:=0>).

Les deux lemmes suivants se montrent par de simples inductions sur la struc-
ture de wu.

Lemme 11. (substitutions simples successives) Pour tout T, §, U et w, si §N
Viib(v) =0 et quezNg=0 alors :u<T:=0><F:=w0>=u<ZT:=70,§:=
w >.

Lemme 12. (substitution aprés changement de variables libres) Si les § n’ont
pas d’occurrences dans u, alors : u < T :=y><Y:=wW>=u<T:=w >

2.2 a-équivalence

On va définir ici une relation d’équivalence, I’a-équivalence, visant a “rassem-
bler” les termes qui peuvent s’obtenir en renommant des variables liées sans
changer le sens de la formule.

Définition 13. On définit la relation d’a-équivalence par induction sur ¢ :
—siteValorst s, t' ssit =t;
—sit=wuv alors t <, t' ssit/ = /v’ avec u =, v’
—sit=MArwalorst <, t' ssit = ' avecv <z i=y >0 <2’ =
Yy > pour presque tout y.

Exemple 14. 1. dr.x =4 \y.y
2. Ar.x(A\y.y) = Az.z(Az.2)
3. \z.y #o A\v.T0



Lemme 15. Si 2’ n’apparait pas dans u, alors Ax.u =4 A\x’.u < x:= 2’ >.

Démonstration. D’apres le lemme de changement de variables libres, u < z :
y>=u<z:=2a ><z :=y>pourtout y € V donc \x.u =, A\r’.u < x :
' >.

o

Proposition 16. Si u =, v’ et aucune variable libre de v n’est liée dans u ou
woalorsu<T:=0>=,u <T:=7>.

Démonstration. On remarque que v et v’ ont les mémes variables libres. D’autre
part on peut supposer que tous les x; sont libres dans u et u’. On raisonne par
induction sur u, le seul cas difficile est celui de I’abstraction.

Alors, u = dzaw et v/ = X w avec w < z ==y >=, w < 2 =y >
pour tout y hors d’un ensemble fini F. On sait que z et 2z’ n’appartiennent
pas & T car on a supposé que les x; étaient libres dans u et v’. On a donc
Uu<T:=70>=Ar.w<T:=7> et de méme pour v'.

Onprend y ¢ Z, alors : w < T :=0>< z:=y >
= w < T := v,z := y > par le lemme de subtitutions simples successives
(z ¢ VI0ib(v et y ¢ T par hypothése)

—w<zZ:=Y,T:=0V >
=w<z:=yYy><T:=0>

De méme pour w'.

Sideplus y ¢ F, alors w < z := y >=, w < 2/ := y >. On conclut en
applicant ’hypothése d’induction & w < z :=y > et w’ < 2/ :=y >. O

Proposition 17. =, est une relation d’équivalence.

Proposition 18. La relation d’a-équivalence est contextuelle :
— elle est réflexive ;
—sit=4t, alors A\x.t =4 \x.t’ pour tout x de V.
—siu=qu etv=4, alors uv =, u'v.

Démonstration. Le plus important de voir est qu’elle est conservée par I’ab-
straction. Supposons u =, v/, on veut montrer que A\z.u =, Az’.u/, pour tout
z € V. 1l suffit de montrer que u < z :=y >=u' < x := y > pour presque tout
y. On sait qu’il suffit de prendre y ¢ Viib(u) U VIib(u'), c’est donc bien vrai
pour presque tout y. O]

2.3 Substitution correcte

On appelle substitution correcte le mécanisme qui permet de remplacer dans
un terme des variables libres par des termes sans que les variables libres de ces
termes soient capturées. Cependant, il faut d’abord s’assurer que c’est possible.

Lemme 19. Soit u € L et F C V tel que V — F soit infini. Alors il existe
u' 4 u tel qu’aucune variable de F' nest liée dans u’.

Démonstration. Il suffit de faire une induction sur u. On va détailler le cas ou u
est une abstraction, u = Ax.w. D’aprés les résultats précédents, soit 2’ ¢ VIib(w)
alors Az.w =, A\r’.w < z := x’ >. D’autre part, par hypothése d’induction on
aw =, w < x:=12 > et les variables de F ne sont pas liées dans w’. On en
déduit Az.w =, Ax’.w’ et ce dernier terme convient si on prend z’ ¢ F. O



Définition 20. u[T := 9] = v < T := ¥ > ou v est un terme quelconque
a-équivalent & u et dont aucune variable liée n’est libre dans .

Cette définition est correcte grace au lemme précédent. De plus elle définit
bien u[Z := ¥] de maniére unique puisque soit u’ et u” vérifiant la propriéteé,
alors ils sont a-équivalents et donc v’ < T := v >=, u” < T := v >. Le résultat
est donc défini & a-équivalence pres.

Exemple 21. (\z.z(A\y.y))[y := x] =4 Az.2(Ay.x)

Lemme 22. (substitutions correctes successives) Soient T et § tels que TNgG =

0
1. ulz =]y :=w] =u[T := 7,y := 0] avec v = vy := 0] ;
2. si de plus les x; ne sont pas libres dans @ alors : ulT := 9|[y := w| =
ulg = w|[z := 7]
Démonstration. 1. Par induction sur .

2. u w] =ul[T =7,y := 0]

3 [-réduction

A partir de maintenant on travaillera uniquement a a-réduction prés, on
travaille sur A = L/ =,.

3.1 fy-réduction

La Sp-réduction représente une étape de calcul, elle consiste & appliquer une
abstraction & un endroit du terme.

Définition 23. L’ensemble A(t) des fop-réduits de ¢ est défini par induction :
—siteV alors A(t) =0;
—sit=MAz.ualors ¢’ € A(t) ssit' = Az.u' avec v’ € A(u);
— sit =wwv alors t' € A(t) ssi
-t =w' avec v € A(v);
—out' =v'vauecu € Au);
—ouu=A\xwetu =wx:=uvl.

Exemple 24. 1. (Az.2)y —p, ¥
2. ((Az.z)x)(Ae.x)z) —p, z(Az.T)
3. ((Mz.x)z)(A\e.x)x) —p, (Az.2)T

On appelle redex les “expressions réductibles” par By c’est-a-dire les termes
de la forme (Az.u)v.



3.2 [-réduction

La ou la Sp-réduction représentait une (et méme exactement une) étape de
calcul, la S-réduction représente un calcul de longueur quelconque.

Définition 25. — 3 est la cloture réflexive et transitive de —g,.

Exemple 26. (Az.x)r)(A\e.x)x) =5 2

1.
2. pour tout k > 2, (A\z.zzz)(Az.zzx) =5 (Av.zzz)Az.xzz) ... (Az.zzz)

k fois (A\z.zzx)

Lemme 27. 3 est contextuelle.

3.3 Normalisation

Avec la S-réduction on a défini ce qu’était un calcul. La notion de forme
normale correspond au résultat de ce calcul.

Définition 28. Un terme ¢ est dit normal ssi ¢ —g ¢’ implique ¢t = t’ c’est-a-dire
si il ne contient pas de redex.

Exemple 29. A\z.z est normal, (Az.x)y ne lest pas.

Définition 30. On dit qu'un terme u est une forme normale de ¢ ssi u est
normal et t =g u.

Exemple 31. (Az.xz)(Az.x) a pour forme normale A\z.x car (A\z.zx)(Az.x) =3,
(Az.x)(Az.x) =g, AT.2.

Définition 32. Un terme est dit normalisable ssi il admet une forme normale.

4 Théoréme de Church-Rosser

Ce résultat, introduit par Alonzo Church et J. B. Rosser en 1936 dans [2]
est un théoréme fondamental du A-calcul. La preuve que nous allons donner est
inspirée des travaux de Tait et Martin-Lof, pour plus de détails voir [3].

Définition 33. Une relation — sur les termes est dite confluente si pour tous
termes t, u, v, tels que t — u et t — v il existe ¢’ tel que u — ' et v — t/

Cela implique notamment que si un terme a une forme normale alors elle est
unique.

Théoréme 34. (Church-Rosser) La relation — g est confluente.
Lemme 35. Si une relation est confluente, alors sa cloture transitive l’est aussi.

Démonstration. Soit — une relation.

On montre d’abord, par récurrence, que si tg — ug et tg — ... — t,, alors il
existe uq, ..., u, tels que ug — --- — u, et t, — u,. Pour n nul cela découle
de la confluence de —. Sinon, on a tg — ug et tg — t; donc, par confluence,
on a up tel que ug — wq et t;7 — wuq. Il suffit alors d’appliquer I’hypothése de
récurrence a t1, ta, ..., t, et uy.
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On notera maintenant © —" v ssi u — w —""! v pour un certain w avec la
convention que v —% v ssi u = v

Dans le cas général, on fait une récurrence sur k = min(n,m). Si k = 1 alors
on est ramené au cas précédent. Sinon, on at — u', t — v/, v’ >" uvet v/ -™
Par confluence, il existe ¢’ tel que v/ — t’' et v/ — t/. De plus d’apreés le résultat
précédent on a u” et v tels que u — u” , ¢ =" U, v = v" et ' =™ v”. Alors,
par hypothése de récurrence, on a t” tel que v’ —" t"” et v/ —™ t".

Finalement, on a u — u” =" ¢t/ d’ott u ="+ ¢’ et de méme v —™+1 ¢,

N\
/\/\
\/\/

N

1l suffit donc de trouver une relation confluente dont la cloture transitive
est —3. On ne peut pas prendre la cloture refléxive de — 4, car elle n’est pas
confluente. Par exemple, soit 6 = Ax.zz et [ = Az.x, le terme §(I1) se réduit en
(II)(II) et en 1. Le premier doit se réduire en I(II) ou (I1)I et le second se
réduit impérativement en I1.

On va définir la relation =g qui correspond & la réduction simultanée de tous
les redex du terme (mais pas des redex qui apparaissent suite & une réduction,
elle n’est donc pas transitive). Ce sont Tait et Martin-Lof qui ont introduit les
premiers cette notion de réduction simultanée.

O

Définition 36. L’ensemble B(t) des réduits de ¢ pour = est défini par induc-
tion structurelle comme suit :

—sit eV alors B(t) = {t};

— sit = Ax.g alors ¢’ € B(t) ssi t' = Az.u avec u € B(t);



— sit =wuwv alors t’ € B(t) ssi
-t =u'v" avec v’ € B(u) et v € B(v);
—ouu=Az.wett =wlxr:=v]avec w € B(w) et v' € B(v).

Lemme 37. 1. —g, implique t = t'.
2. t = t' implique t —p t'.

3. —p est la cloture transitive de =¢.

Démonstration. 1. Il suffit de montrer que A(t) C B(t), ce que l'on fait
facilement par induction sur la structure de t.

2. On raisonne également par induction sur la structure de ¢ et on utilise le
fait que — 3 est contextuelle.

3. (a) —p=—}, par définition.
(b) —%,C=¢ d’apres 1.
() =§C—p car —p est réflexive, transitive et contient =.
On a donc =j=—3.

Lemme 38. Sit =t et 0 =90 alors t|T := 0] = t'[Z := V'].

Démonstration. On raisonne par induction sur la structure de ¢ :

— si t est une variable alors ¢ — ¢’ et ¢’est immédiat ;

— si t = Ay.u on travaille & a-équivalence prés donc peut supposer que y
n’est libre ni dans v ni dans z. On a alors t' = \y.u’ avec u = u’. Donc
tlz == 9] = Myu[z := 9] =9 A\y/[Z := v'] = ¢'[Z := v'] par hypothése
d’induction;

— si t = uw alors
-t =d'w avec u =q v’ et w = w’ et alors ¢’est immédiat ;
—out=Ayuwwett =uy:=w]avecu=( v et w =9 w'. On suppose

de nouveau que y n’est libre ni dans v ni dans Z et on a [z := U] =
Ayauz = D))w[z = 9] = [T = ]y = W[z =] = W]y =
w'][Z := '] = '[Z := '], par hypothése d’induction et d’aprés le lemme
des substitutions successives.

O

Proposition 39. Pour tout terme t, il existe un terme t* tel que pour tout
terme u € B(t), u = t*.

Chaque réduit d’un terme ¢ par = correspond a une stratégie de réduction.
Le terme que nous allons créer correspond & une réduction compléte. Il est alors
naturel de penser que toute réduction “incompléte” peut se compléter en une
réduction compléte.

Démonstration. On construit t* par induction :
—(z)*=zsizeV.

- (Az.t) = Ax.t*.
— (vw)* = v*w* si v n’est pas une abstraction.
- (vw)* = r*[z = w*] si v = Az.r.



On vérifie ensuite que cette construction vérifie bien la propriété annnoncée,
encore une fois par induction structurelle. On ne vérifiera que le cas du redex.

On a t = (Az.r)w. Alors, t* = r*[z := w*]. Si t =¢ u, alors u = (Az.r")w’
ouu =7r'[z:=w], r=01 et w=0w.Onaalors ' =( r* et w' = w* par
hypothése d’ induction. Dans le premier cas on a u = t* par définition de =.
Dans le second cas, d’aprés le lemme précédent, u = r'[z := w'] = r*[z :=*] =
t*.
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