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Résumé

Les différentes maniéres de répondre au probléme du voyageur de com-
merce, allant d’une simple inégalité sur la longueur du résultat, & un che-
min explicite, motivent une extention de la classe de complexité NP. En
généralisant cette extention, nous aboutirons & un affinage des classes
de complexité entre NP et PSPACE. Ces classes intermédiaires seront
d’autant plus intéressante qu’une séries de jolis résultats sur celle-ci nous
inclinera & croire que P # NP.



1 Le probléme du voyageur de commerce

Définition 1 (PVC). Il y a plusieurs instances du Probléme du Voyageur de
Commerce, chacune d’une difficulté différente. L’objectif étant, pour chacune de
celles-ci, d’obtenir des informations plus ou moins fortes, sur le plus court che-
min passant par tous les sommets d’un graphe dont les arrétes sont pondérées.

Enoncons ces différentes instances dans un “ordre croissant de difficulté” :

— PVC (D) détermine si il y a un parcours de poid inférieur & D dans le
graphe.

- PVC EXACTE (D) détermine si la longueur du plus court chemin est de
taille D.

— COUT PVC retourne le coit du plus court chemin.

— PVC retourne le plus court chemin.

Remarque 2. Chacune de ces instances peut étre réduite a la précédente. Pour
les trois derniéres c’est immédiat. Pour la deuxiéme, on remarque que la pre-
miére instance est NP, or la seconde peut étre réduite au probléme du CHEMIN
HAMILTONIEN, qui est NP-complet (Le détail est dans [2] ch. 9).

L’odre dans lequel les problémes sont énoncés est donc bien croissant.

Le PVG EXACTE (D) peut se décomposer en deux partie, on détermine
d’abord si la longueur du plus court chemin est < D (PVC (D) ~ NP) puis si
elle est > D (- PVC (D) ~ coNP). Ainsi ce probléme est & 'intersection de
deux langages, I'un NP et I'autre coNP. On appelle cette classe DP.

Définition 3 (DP). Un langage L est dans la classe DP si il existe deux
langages L1 € NP et Ly € coNP tels que L = L1 N L.

Remarque 4. DP a peu de chance d’étre dans NP, il est méme trés peu pro-
bable qu’il soit dans NP UcoNP. Par ailleurs EXACTE PVG est DP-complet.

Cette nouvelle classe de complexité décrit bien les problémes de “cott exact”
(elle contient par exemple les probléemes ENSEMBLE INDEPENDANT, KNAP-
SACK, MAX-CUT, MAX-SAT qui sont eux aussi DP-complets), et est trés
riche : par exemple elle comprend les problémes de type “critique”, ie qui dé-
terminent si lorsque ’on supprime un élément, le probléme a toujours une so-
lution (entre autres SAT CRITIQUE, CHEMIN HAMILTONIEN CRITIQUE,
3-COLORIABILITE CRITIQUE).



2 Classes polynomiales

On peut regarder la classe introduite précédemment pour couvrir la com-
plexitée PVG EXACTE, d’une maniére plus globale, comme si ’on avait intro-
duit un nouveau type de machine de Turing qui pour accepter une entrée, test
d’abord ’acceptation de celle-ci sur une machine NP, puis sur une machine
colNP. On en vient donc naturellement & I'idée de généraliser ce type de ma-
chines qui font des tests & partir de machines données.

On se donne alors comme outil de travail une machine qui résout un probléme
fixé sans que cette résolution ne soit prise en compte dans le calcul de la com-
plexité. On appelle une telle machine un oracle.

Définition 5 (Oracle). Une machine de Turing M’ avec un oracle, est une
machine de Turing déterministe & plusieurs bandes, dont une spéciale, la bande
d’oracle. Elle a en outre trois états suplémentaires : ¢, I’état pour consulter
loracle, qour, qnon, les états de réponse.

Soit A C ¥* un langage arbitraire. La machine & oracle A fonctionne comme
une machine ordinaire, en dehors des états ¢ : lorsqu’elle consulte 'oracle en
se placant dans l’état g7, les “pouvoirs surnaturels“ de 'oracle font changer
spontannement la machine d’état, la placant dans goy si la chaine de caractére
dans la bande d’oracle est dans A et dans gyon sinon.

Ce nouveau concept a une trés grande souplesse :

Remarque 6. 11 existe des langages A et B, tels que, d’une part, PA = NP# et
d’autre, PB £ NPB

Démonstration. Vu en TD. O

Au vu de la maniére avec laquelle a été introduite DP, et fort du nouveau
concept d’oracle, il est naturel d’étudier la classe de complexité PSAT | qui par
NP-completude de SAT est aussi notée PNP,

Définition 7 (FPNF). Cette classe est I'ensemble des fonctions, des chaines de
caractéres d’entrée dans les chaines de caractéres de sortie, qui sont calculables
par une machine de Turing dans PN,

Le résultat suivant (dont nous ne donnerons pas la preuve), nous montre
encore une fois la souplesse de la notion d’oracles, et 'intéret de cette nouvelle
classe.

Théoréme 8. SORTIE-MAX, POIDS-MAX SAT et PVC sont FPNF -complet.
On

— SORTIE-MAX Etant donnée une machine de Turing N et un entier n,
déterminer la longueur de la sortie la plus longue pour une entrée de taille
n.

— POIDS-MAX Etant donné une formule logique sous forme normale conjonc-
tive, et un poids pour chaque clause, nous cherchons une assignation des
valeurs de vérité qui satisfait des clausses dont la somme des poids est
maximale.



Définition 9 (La hiérarchie polynomiale). On définit un nouvel ensemble de
classes de maniére séquencielle :

Tout d’abord, AgP = XgP =IIyP = P, et pour tout 7 > 0,
- Ai+1P:PZiP
- ¥ P=NP>F

— ;4 P=coNP*>F

On définit aussi la classe cumulée PH = ;5 ;P

Comme XoP = P, le premier niveau de la hiérarchie représente les classes qui
nous sont déja familiéres : AP =P, 1P = NP et II;P = coNP. Le second
niveau commence avec AoP = PNP que nous venons d’étudier et continue avec
YoP = NPYP et son complementaire II,P = coNPNP,

Naturellement, les trois classes a chaque niveau verifient les mémes inclusions
que celles connues du niveau 1, & savoir P C NP et P C coNP. Et toute classe
d’un certain niveau est inclue dans chaque classe des niveaux supérieurs.

La caractérisation des problémes NP en terme de vérification d’une solution en
temps polynomiale est conceptuellement intéressante. Les classes de hiérarchie
polynomiale généralisent d’autant mieux P et NP qu’elles ont, elles aussi, un
critére simple sur les solutions :

Théoréme 10. Soit L un langage, et i > 1. L € 3;P si et seulement si il y
a une relation R polynomialement équilibrée (ie il existe un k > 1 tel que, si
(z,y) € R alors |y| < |z|*) et telle que {x;y : (z,y) € R} soit dans II; P et
L={z:3y (x,y) € R}

Démonstration. Procédons par récurrence sur i. Pour ¢ = 1, c’est un théoréme
du cours. Pour ¢ > 1 montrons tout d’abord que L € ¥;P. Nous devons donc
trouver un machine non-déterministe qui décide en temps polynomial L avec
un oracle dans X;_{P. C’est facile : prenons la machine non-déterministe qui
parcourt tout les y possibles et teste si (x,y) € R avec son oracle, qui est alors
bien dans ¥;_1P par hypothése car R est dans II;_; P (il ne nous restera plus
qu’a tester si (z,y) ¢ R).

Réciproquement, soit L € X;P. On doit chercher la bonne relation R. Nous
savons par hypothése que L peut étre décidé en temps polynomial par une
machine de Turing non déterministe & oracle M avec K € ¥;_;P. Comme
K € ¥, 1P par hypothése de récurrence, il existe une relation S € IT;_5P telle
que z € K si et seulement si il existe w tel que (z,w) € S.

Nous avons besoin d’un court “certificat” pour chaque x € L qui définira une
relation. Or nous savons que x € L si et seulement si il y a un calcul acceptant
dans M¥ de z. Notre certificat sera donc une chaine de caractéres y codant les
étapes de ce calcul acceptant. Mais il faut faire un peu attention, certaines de ces
étapes seront des demandes a ’oracle K, et certains vont avoir “oui” en réponse
tandis que d’autre auront “non”. Pour chaque demande z; dont la réponse est
positive, notre certificat inclura le certificat du calcul acceptant dans 'oracle, w;



tel que (z;,w;) € S. Definissons alors R de la sorte : (z,y) € R si et seulement
si y correspond & un calcul acceptant dans M* de z.

Alors vérifier si (z,y) € R peut étre fait dans II,_;P. Tout d’abord on doit
montrer que toutes les étapes de calcul sont licites dans M, ce qui se fait en
temps polynomiale. Ensuite, nous devont vérifier pour un nombre polynomial
de paires, si (z;,w;) € S; ce qui peut étre fait dans II;_oP donc dans II,_, P.
Pour les demandes z; a l'oracle répondus par “non”, il faut vérifier que l'on a
bien z; ¢ L. Or comme K € X, 1P par hypothése, cette vérification est elle
aussi dans IT;_; P. Enfin, (z,y) € R si et seulement si un nombre polynomial de
probléme dans II;,_1 P est vérifié, c’est donc grobalement dans II;,_;P. O

On a un énoncé “dual” pour IL;P :

Corollaire 11. Soit L un langage eti > 1. L € II;P si et seulement si il existe
une relation binaire polynomialement équilibrée telle que {x;y : (x,y) € R} est
dans ;1P et L ={z :Vy (z,y) € R}

Démonstration. 1l suffit de se rappeller que II,P = coX;P ]

Nous avons une deuxiéme description, qui est conséquence directe du théo-
réme précédant, et qui crée une correspondance directe avec la logique mathé-
matique, en liant la difficulté des calculs avec I’alternance des quanteurs :

Corollaire 12. Soit L un langage eti > 1. L € X;P (resp. I, P) si et seulement
st il existe une relation polynomialement équilibrée, i + 1-aire, R telle que

L =A{z: 3y Vy23ys ... Qui, avec (x,y1,...,y;) € R}

Le iéme quantificateur Q étant V' (resp. 3) si i est pair, et 3 (resp. V) sinon.

Démonstration. 11 suffit de remplacer les langages dans IL;P et dans >;P par
leur forme utilisant leur “certificat”. O

Il est important, & ce point de I’exposé, de comprendre que cette hiérarchie
dans les classes de complexité a été construite couche & couche, et que cela fait
a la fois son intérét mais aussi sa faiblesse. Le résultat suivant va nous montrer
a quel point cette construction est fragile :

Théoréme 13. Si il existe un i > 1 tel que X;P = ILI;P, alors pour tout j > i,
Y;P=1LP =A;P=%P=ILP
On dit que la hiérarchie polynomiale s’effondre au niveau i.

Démonstration. 11 suffit de montrer ;P = II; P implique que ¥; 1P = ¥;P, le
dual est alors immédiat, et on conclut ensuite par réccurence. Nous considérons
donc un langage L € ;1 P. D’aprés le Théoréme 8, on a un relation R dans
ILP telle que L = {x : Jy(z,y) € R}, par hypothése R est alors aussi dans
P O

Ezemple 14. Une application immédiate du théoréme nous donne que si P =
NP ou méme plus simplement si NP = colNP la hiérarchie polynomiale s’ef-
fondre au niveau 1. Ce résultat nous montre a quel point cette hiérarchie repose
sur le fait que P # NP car dans le cas contraire, elle ne crée aucune distinction
entre les problémes.



Il y a une classe de probléme intéressante, qui nous donne des problémes
¥.;P-complétes pour chaque 7 :

Définition 15 (SATQ;, satisfiabilité quantifiée avec 4 itérations). Soit ¢ une
expression Booléenne avec des variables partitionnées en i ensembles X1, ..., X;,
alors une instance de SATQ; a la forme suivante :

dX1VXo3Xs...QX; ¢
avec pour ’alternance des quanteurs : 3 si ¢ est impaire, V si ¢ est pair.

Théoréme 16. Pour tout i > 1 SATQ; est X;P-complet.

Démonstration. Ce résultat repose fortement sur le Corollaire 12. SATQ; € ¥, P
en est une conséquence immédiate ; I’écrite de ’expression a été choisie pour ren-
trer dans les hypothéses.

Soit L € X;P réduisons le & SAT@;. Nous utilisons alors L sous sa forme don-
née par le Corollaire 12, en notant R la relation associée au langage. Il existe
une machine de Turing déterministe M qui prend en entrée x;yi;...;y; et qui
Paccepte si (x,y1,...,¥;) € R. En se rappelant la preuve du fait que SAT est
NP-complet, on trouve une formule ¢ qui traduit les calculs de la machine M. I1
faut alors remarquer que la construction de la preuve nous donne des variables
correspondants aux entrées ; puisqu’on utilise toutes les variables codant le fait
que au ¢-iéme calcul, la lettre a est en j-éme position sur la bande de la machine
de Turing (notée w; ;, dans le cours, cf [1] p. 171). On pose alors i + 1 en-
sembles de variables. X, Y7,...,Y; qui correspondront chacun aux ensembles de
variables introduites pour coder les entrées x,y1, ..., y; de la machine, séparées
par des “;“. Le dernier ensemble (probablement bien plus gros) sera I’ensemble
des autres variables Booléennes Z qui codent les autre aspects du calcul de la
machine.

A présent, si l'on fixe les valeurs de X,Yi,...,Y;, Iexpression résultante est
satisfiable si et seulement si les valeurs de vérité des éléments de ces ensembles
codent pour des chaines de caractéres dans le langage décidé par M donc est
dans R. Soit & présent une chaine x € L, on affecte les valeurs de vérité corres-
pondantes au codage de = dans ¢. Alors on sait que x € L si et seulement si il
existe y; tel que, pour tout yo, ... , si¢ est impair, il existe, et si ¢ est pair,
pour tout y; tels quel R(z,y1,...,y;)-

Ainsi comme les ensembles Y, codent les entrées yi, © € L si et seulement si
IY1VYs ... 3Y; ¢(X) est satisfiable (avec une bonne assignation des valeurs de
vérité de 7). O

Regardons & présent jusqu’oil va cette construction en étudiant la classe PH.

Remarque 17. Si il existe un probléme PH-complet, la hiérarchie polynomiale
d’effondre en un level fini.

Démonstration. Soit L un probléme PH-complet, alors on a un ¢ > 0 tel que
L € %,P, or pour chaque L' € ;11 P se réduit & L. Donc L' € ;P alors
P =3%,1P. O

On a une borne supérieure pour cette classe. On voit facilement grace au
Corollaire 12, que chaque probléme dans PH peut étre résolu en espace poly-
nomial, en cherchant les y1,...,y;.



Remarque 18. PH C PSPACE

Une fois cette hiérarchie introduite, le résultat suivant conclura notre ex-
posé, en montrant un aspect de l'intérét de cette classification. Introduisons
tout d’abord quelques classes de complexité.

1l exite des classes de complexité tels que RP introduites pour décrire les algo-
rithmes probabilistes, qui comprend les algorithmes qui répondent faussement
“oui“ & une entrée avec une probabilité inférieure a % On formalise cette pro-
priété en supposant les tirages aléatoires tous simulés par une machine non-

déterministe.

Définition 19 (RP). Soit N une machine de Turing non-déterministe dont
I’exécution est & temps borné pour tout calcul. On suppose que N est précise
c’est a dire qu’elle s’arréte aprés le méme nombre d’étapes pour tout calcul. On
suppose aussi qu’a chaque étape, il y a exatement deux choix non déterministes.
Soit L un langage, il est dans la classe RP si il existe une machine telle que
décrite au ci-dessus, dont le nombre d’étapes pour une entrée de taille n est po-
lynomial en n, noté p(n), et qui pour chaque entrée vérifie la propriété suivante :
si € L, alors au moins la moitié des 2P("™) calculs s’arrétent sur "oui®. Si z ¢ L
alors tous les calculs s’arrétent sur "non“.

La classe coRP est alors celle décrivant les algorithmes répondant fausse-
ment “non“ avec une probabilité inférieure a % Une idée naturelle pour élargir
ces deux classes qui acceptent un certain langage en répondant soit "oui“ soit
“non* faussement avec un certaine probabilité est de donner la bonne réponse
quelle qu’elle soit avec une certaine probabilité (choisie égale a i ici).

Définition 20 (BPP). Cette classe contient tous les langages L pour lesquels
il existe une machine de Turing normalisée de la méme maniére que pour RP,
et qui vérifie cette propriété : pour tout x € L, au moins % des calculs accéptent
x, pour x ¢ L au plus % des calculs acceptent x.

Remarque 21. 1l est important de remarquer que la constante % est choisie arbi-
trairement, mais n’importe quelle constante entre % et 1 strictement, donnerait
la méme classe.

Démonstration. Pour le montrer, utilisons une méthode probabiliste. Pour cela
il faut remarquer que cette borne de 1, 3 est équivalante au fait que I'on donnera
une réponse fausse avec une probabilité i. Introduisons tout d’abord l'inégalité

de Chernoff.

Lemme 22 (La borne de Chernoff). Soient x1,...,x, des variables aléatoires
indépendantes, prenant la valeur 1 et 0 avec une probabilité p et 1 — p respecti-
vement, et soit la somme X =" x;. Alors pour tout 0 < 0 <1,

P[X < (1—0)pn] < e

(La preuve est calculatoire, et ne fait pas l'objet de cet exposé.)



Prenons & présent une machine qui répond faussement avec une probabilité
égale a % + €. L’idée est de faire tourner la machine & fois, en acceptant si la
majorité des calculs accepte. Pour utiliser la borne de Chernoff, nous prenons
pour z; des variables aléatoires qui prennent la valeur 1 si le calcul est juste,
et 0 sinon. La probabilité d’erreur de cette nouvelle machine, est celle qu’une
minorité de calculs de ’ancienne soit juste sur les k. D’ou

P[la réponse est fausse] = P[X < E}
2

_ _€ _ 1
En prenant 6§ = Ty AveCp=j + €, nous obtenons

2

1" —e?n
P<e 2 <e

car e < % On peut donc choisir k assez grand pour avoir une probabilité d’erreur
inférieure a i. O

On voit facilement que NP et coNP sont dans BPP. Montrons par une
méthode probabiliste qu’elle est inclue dans le second niveau de la hiérarchie
polynomiale.

Théoréme 23. BPP C >,P

Démonstration. Soit L € BPP. 1l existe donc une machine de Turing M, avec
des calculs de longueur p(n) pour des entrées de longueur n. Pour chaque entrée
x de longueur n, soit A(x) C {0,1}?(™ I'ensemble des calculs acceptant. On peut
supposer la probabilité d’une réponse fausse inférieure a 2% d’aprés la remarque
précedente. Donc on a une machine telle que si z € L alors |A(z)| > 2P(") (1— ),
et siz ¢ L alors |A(z)| < 2P0V L

Soit U I’ensemble de toutes les chaines de bits de longueur p(n). Pour a,b € U
on définit I'opération a ® b comme la résultant du “ou” exclusif sur chaque bit.
Alors application ”®b“ est une convolution et est donc en particulier injective.
Soit ¢ une chaine de bits de longueur p(n). Considérons I’ensemble translaté de
A(z) par t : A(z) @t = {a®t : a € A(z)}. Montrons alors le fait suivant :
si x € L, comme A(zx) est assez grand dans ce cas, on peut trouver un petit
ensemble de translations de A(x) qui décrivent la totalité de U ; a linverse si
x ¢ A(x) il n’en existe pas.

Plus formellement, supposons x € L, est considérons une suite de p(n) chaines de
bits, t1,...,t,,) € U, obtenus de maniére équiprobable sur les p(n)? possibilités.
Soit b inU, on dit que cette suite couvre b si 3j < p(n),b € A(z) ®t;. Calculons
la, probabilité pour qu’un point b soit couvert. Remarquons que b € A(z) ® t;
si et seulement si b ® t; € A(z), or comme ”"b®" est une bijection sur un
ensemble équiprobable, b ® t; est une variable aléatoire identique & ¢;. D’ou
Pb ¢ A(z)®t;] = 5. Donc la probabilité que b ne soit couverte par aucun des
t; est 277P(n),

Ainsi, la probabilité qu'un point de U ne soit par couvert par la suite et
|U].2=mP() = 2=(n=1p(n) < 1. Donc les suites couvrent U avec un probabi-
lité non nulle, il existe donc une suite qui couvre U.

A Tinverse, si x ¢ L, p(n).|A(z)| < 2”(")% < |U| pour un n assez grand.
Finalement, on peut écrire L de la maniére suivante :

L={z: 3t1,...tym) € {0,1}P™, Vbe U, 3j <p(n), bat; € A(z)}



Or ceci est exactement la forme de X5P introduite dans le corollaire 12. Le
dernier 35 pouvant ne pas étre pris en compte dans la forme, car comme il est
borné polynomialement, il peut étre considéré comme un “ou®. O

Remarque 24. La définition de BPP est clairement symétrique, donc elle est
stable par complémentation. D’ou :

BPP C Y,P NII,P

3 Conclusion

Ces nouvelles notions appuient donc I'hypothése P # NP si 'on croit en
la difficulté des SATQ;, du PVG ou des nombreux autres problémes cités dans
Pexposé. L’auteur de [2], C. H. Papadimitriou, I'un des grands chercheurs en
complexité, qui a introduit le premier la classe DP et a travaillé entre autre sur la
hiérarchie polynomiale ; annonce d’ailleurs clairement, au fil des théorémes, qu’il
est convaincu de ce résultat. Mais il faut rester prudent, et ne pas oublier que
notre conception d’un probléme difficile est floue, et ne colle pas nécessairement
avec les classes de complexité que nous connaissons.
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