
Suites AutomatiquesLuas Bozkowski1er février 2011RésuméNous présentons suintement les suites automatiques ou suites en-gendrées par un automate, modèle le plus simple de mahine. Bien queorrespondant à une donnée �nie - les états de l'automate - une suite au-tomatique n'est pas néessairement très simple ou régulière (ultimementpériodique par exemple). La première partie o�re une familiarisation avela notion étudiée puis, dans les deux parties suivantes, on donne des ar-atérisations de l'automatiité en élairissant les liens entre automate etsuite engendrée.Notation. Soit une suite u, on notera parfois le ne terme u(n) pour unemeilleure lisibilité.1 Dé�nition et exemplesDans ette partie nous dé�nissons la k-automatiité et donnons deux ex-emples de suites 2-automatiques. Comme on le verra, es suites présentent dessimilarités. Ces ressemblanes seront développées dans la partie suivante.Les automates qu'on va onsidérer ont un seul état initial que l'on noterasouvent q0 et sont déterministes et omplets. L'ensemble des états sera noté demanière usuelle Q et au lieu d'avoir ertains états terminaux on dispose d'unefontion de sortie τ qui à haque état assoie une valeur "de sortie".Dé�nition 1.1. Soit k un entier≥ 2. On dit qu'une suite (un)n est k-automatiques'il existe un automate A = {Q, δ, qo, τ} tel que :
∀n, τ(δ(q0, 〈n〉k)) = unoù 〈n〉k désigne l'ériture en base k de n à partir du hi�re de poids faible.Autrement dit, si on lit dans l'automate A la suite onstituée des hi�res de

n en base k à partir du hi�re de poids faible, on tombe sur un état dont lavaleur de sortie est un. Il est naturel de onsidérer que la fontion de sortie està valeur dans le même ensemble que la suite et que les arêtes de l'automate sontétiquetées par {0, 1, . . . , k − 1}. 1



1.1 La suite de Thue-MorseCette suite fut en réalité d'abord étudiée par Eugène Prouhet avant d'êtreredéouverte par Axel Thue en 1906 omme exemple de suite sans hevauhe-ment. Puis Marston Morse, en 1922, donna une nouvelle interprétation de lasuite, dans le ontexte de la géométrie di�érentielle.Dé�nition 1.2. On dé�nit la suite de Thue-Morse, (tn)n de la façon suivante :
t0 = 0,

∀n, t2n = tn,

∀n, t2n+1 = 1− tn.Ses premiers termes sont :
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
tn 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1Grâe aux relations dé�nissant t, on voit que tn orrespond à la somme deshi�res dans l'ériture en base 2 de n, modulo 2. La suite de Thue-Morse est2-automatique ; elle est engendrée par l'automate suivant :
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1Figure 1 � Automate de Thue-Morse.Remarque. q/α est une notation pour dire que la valeur de sortie à l'état q, τ(q),est α.Le fait que l'automate omporte un nombre fini d'état est lié, dans un sensque l'on préisera, au fait que la suite orrespond à un nombre fini de relationsde réurrene partiulières.Donnons enore une propriété intéressante de la suite de Thue-Morse ('estd'ailleurs souvent omme ça qu'elle est dé�nie). On onsidère le morphisme2-uniforme 1 σ : {0, 1}∗ → {0, 1}∗ donné par :
σ(0) = 01

σ(1) = 10La suite (σn(0))n onverge vers t (au sens de la onvergene simple). Il en déouleque t est point �xe de σ.1. Un morphisme est dit k-uniforme si l'image de toute lettre est un mot de taille k2



1.2 La suite de Rudin-ShapiroDé�nition 1.3. On dé�nit la suite de Rudin-Shapiro, (rn)n de la façon suiv-ante :
r0 = 0,

∀n, r2n = rn,

∀n, r4n+1 = rn,

∀n, r4n+3 = 1− r2n+1.Ses premiers termes sont :n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
rn 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1Il s'agit enore d'une suite automatique. Elle est engendrée par l'automatesuivant :
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0 0Figure 2 � L'automate de Rudin-Shapiro.Cette suite donne le nombre d'ourrenes de "11" dans l'ériture de n enbase 2, le tout modulo 2. On ne peut pas trouver omme pour la suite de Thue-Morse un morphisme 2-uniforme dont la suite soit point �xe. Il faut d'abord"agrandir" l'alphabet. Plaçons nous sur {A,B,C,D} et dé�nissons σ sur etalphabet par :
σ(A) = AB

σ(B) = AC

σ(C) = DB

σ(D) = DCLe mot σ∞(A) ommene par :
ABACABDBABACDCAC...La suite de Rudin-Shapiro s'obtient en prenant l'image de e point �xe pour σpar l'appliation de projetion π : {A,B,C,D} → {0, 1} dé�nie par :

π(A) = 0 = π(B)

π(C) = 1 = π(D)3



2 Les liensAu vu des ressemblanes entre les deux suites, il est pertinent d'introduireertaines dé�nitions.Dé�nition 2.1. Pour une suite u donnée et un entier k, le k-noyau que l'onnotera K
(k)
u ou plus simplement Ku lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté est :

K(k)
u

def
= {(u(kαn+ r))n /α ∈ N, 0 ≤ r < α}Dans les deux as, le noyau était �ni (ela suit pratiquement de la dé�nitionque l'on a donnée des suites t et r). Donnons à présent une dé�nition pertinentepour le lien ave les morphismes k-uniformes.Dé�nition 2.2. Une suite u à valeur dans un alphabet A qu'elle est dite l'imaged'un point �xe d'un morphisme k-uniforme σ : B → B s'il existe w ∈ BN point�xe de σ et π une appliation de projetion de B dans A tel que ∀n, un = π(wn).En érivant le fait d'être un point �xe lettre à lettre on obtient la aratéri-sation suivante qui sera souvent utile.Lemme 2.3. Si σ est un morphisme k-uniforme d'un alphabet B dans lui mêmealors w est point �xe si et seulement si :

∀r < k, σ(wn)r = wkn+rLes suites t et r sont image de point �xe d'un morphisme 2-uniforme. Onest maintenant en mesure de donner une généralisation :Proposition 2.4 (Cobham, 1972). Soit k ∈ N∗ et soit (un)n une suite à valeursdans { 0, . . . , k − 1}, alors les trois onditions suivantes sont équivalentes :i) la suite (un)n est k-automatiqueii) le noyau de u,Ku, est �niiii) la suite (un)n est image d'un point �xe d'un morphisme k-uniformeDémonstration. i) ⇒ ii). Soit A un automate engendrant u. Prenons v ∈ Ku,on peut trouver α ∈ N et r ∈ [ 0; k− 1] tels que v = (u(kαn+ r))n. La notation
〈̂r〉k désigne ii l'ériture de r en base k à laquelle on ajoute des 0 à gauhepour obtenir un mot de taille α. On onstruit l'automate A′ opie de A où l'ona remplaé l'état initial q0 par l'état q(v) := δ(q0, 〈̂r〉k). Comme lire n dans
A′ revient à se plaer sur l'état q(v) dans A puis faire les aluls dans A, onvoit que A′ engendre v 2. Finalement, v 7→ q(v) est une injetion. Ku a au plusautant d'éléments qu'il y a d'états dans A : il est bien �ni.

ii) ⇒ i). Comme automate engendrant u, il su�t de prendreA = {Q, δ, qo, τ}dé�ni de la façon suivante 3 :2. multiplier par kα en base k orrespond à ajouter α 0 à la droite du mot érit en base k3. d'après e qui préède, on sait qu'il nous faudra au moins autant d'états que d'élémentsde Ku 4



� l'ensemble des états Q est exatement Ku� q0 = u� la fontion de transition δ est dé�nie par
δ(v, r) = v′ ⇔ ∀n ∈ N, v′(n) = v(k.n+ r)� la fontion de sortie τ est donnée par :

τ(v) = v0Par réurrene sur la longueur de l'ériture en base k de n notée ln, on montr-erait : δ(q0, 〈n〉k) = (n′ 7→ u(kln .n′+n)), et don τ(δ(q0, 〈n〉k)) = u(kln .0+n) =
u(n) e que l'on voulait.

ii) ⇒ iii). Ku est �ni, on peut érire :
Ku = {v1, v2, . . . , vd} ave v1 = uPosons X = [ 0; k − 1]. L'alphabet sur lequel on va travailler est Xd. La suitequi sera point �xe est donnée, pour n ∈ N, par Vn := (v1(n), v2(n), . . . , vd(n))Pour haque r ∈ [ 0; k − 1] on dé�nit l'appliation :

sr : X
d → Xd telle que ∀n ∈ N, Vkn+r = sr(Vn)On onsidère le morphisme σ : (Xd)∗ → (Xd)∗ k-uniforme donné par :

∀W ∈ Xd, σ(W ) = s0(W )s1(W ) . . . sk−1(W )où le produit est à prendre au sens de la onaténation. Par le ritère 2.3, la suite
(Vn)n := (v1(n), v2(n), . . . , vd(n))n est bien point �xe de σ. (un)n est l'image de
(Vn)n par la projetion π1 : (α1, . . . , αn) ∈ Xd 7→ α1 ∈ X

iii) ⇒ ii). Donnons nous B,σ,w et π omme dans la dé�nition 2.2. Il su�tde montrer que : Card(Kw) < ∞En érivant σ = s0s1 . . . sk−1 ave les si des appliations de B dans lui même,le ritère 2.3 assure que w doit véri�er les relations :
∀n ∈ N, ∀r ∈ [ 0; k − 1] sr(w(n)) = w(kn+ r)Il en déoule que si r =

∑α−1
j=0 rjk

j , alors :
∀n ∈ N, w(kαn+ r) = sr0sr1 . . . srα−1

(w(n))Comme il y a au plus Card(B)Card(B) appliations de B dans lui même, il y a unnombre �ni d'appliations de la forme sr0sr1 . . . srα−1
e qui ahève la preuve.
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3 Le théorème de ChristolNous présentons dans ette partie un résultat dû à Gilles Christol. Ii, lessuites onsidérées sont q-automatiques, ave q = pn et p premier. Le théorèmedonne une aratérisation surprenante du fait d'être automatique en terme d'al-gébriité de série sur le orps Fq(X).Notation. Fq[[X ]] désigne l'ensemble des séries formelles à oe�ients dans Fq.Soit v une suite à valeur dans Fq, on notera F (v) = Fv :=
∑

n vnX
n.Pour nous donner une idée du résultat, voyons e qui se passe ave nos deuxexemples de suites automatiques :Exemple 3.1. On se plae dans F2

4. En utilisant les relations dé�nissant t, ilvient :
F (X) :=

∑

n

tnX
n =

∑

n

t2nX
2n +

∑

n

t2n+1X
2n+1

=
∑

n

tnX
2n +

∑

n

X2n+1 +
∑

n

tnX
2n+1

= F (X2) +
X

1 +X2
+XF (X2)

= (1 +X)F (X)2 +
X

1 +X2

F est don algébrique sur le orps F2(X) des frations rationnelles modulo 2.Elle est raine du polynome P à oe�ients dans F2(X) :
P (Y ) := (1 +X)Y 2 + Y +

X

1 +X2Exemple 3.2. Par des aluls analogues s'obtient la relation suivante pour lasuite de Rudin-Shapiro (rn) :
(1 +X)5F 2(X) + (1 +X)4F (X) +X3 = 0Avant de poursuivre, il est utile d'introduire une famille d'opérateurs sur lesséries formelles.Dé�nition 3.3. Soit r ∈ {0, . . . , q − 1}. On dé�nit l'opérateur Λr :
Λr :

∑

n

anX
n ∈ Fq[[X ]] 7→

∑

n

aqn+rX
nLe lemme suivant se véri�e par un alul simple.Lemme 3.4. Soit r ∈ {0, . . . , q − 1} et F,G ∈ Fq[[X ]]. Alors :

Λr(FGq) = Λr(F )G4. on onfond don + et -, et de plus, pour une série formelle F, F (X2) = F (X)26



Préisons maintenant e que veut dire être algébrique sur Fq pour une sérieformelle F .Lemme 3.5. Soit F =
∑

n anX
n une série formelle à oe�ients dans Fq.Alors F est algébrique si et seulement si on peut trouver des polyn�mes B0(X),

B1(X), . . . , Bt(X), non tous nuls tels que :
B0F +B1F

q + · · ·+BtF
qt = 0On peut supposer en outre que B0 6= 0.Démonstration. Si F est algébrique sur Fq(X), la famille (F qt

)
t≥0

est liée, d'oùune relation de liaison non triviale de la forme de l'énoné. Réiproquement unetelle relation assure l'algébriité de F .Prenons t ∈ N minimal tel que l'on ait une relation de liaison omme i-dessuset montrons qu'alors B0 6= 0. Sinon :
B1F

q + · · ·+BtF
qt = 0Don, en utilisant le lemme 3.4 :

Λr

(
B1F

q + · · ·+BtF
qt
)

3.4
= Λr

(
B1)F + · · ·+ Λr

(
Bt

)
F qt−1

= 0Ce qui ontredit la minimalité de t et ahève la preuve.Théorème 3.6 (Christol, 1979). 5 Soit p un nombre premier ≥ 2 et q une puis-sane de p. Une suite (un)n à valeurs dans Fq est q-automatique si et seulementsi la série formelle F (u) =
∑

n unX
n est algébrique sur Fq(X).Démonstration. Sens diret. Soit (un)n une suite q-automatique. On se sertde l'équivalene prouvée en 2.4 : le q-noyau Ku est �ni. Posons omme avant

d = Card(Ku).
F (u) =

q−1∑

r=0

Xr
∑

n

uqn+rX
nqEt omme dans Fq, G(Xq) = G(X)q

F (u) =

q−1∑

r=0

Xr

(∑

n

uqn+rX
n

)qCe qui montre que
F (u) ∈ Vetv∈Ku

〈F (v)q〉Puis, de la même manière :
∀k ≤ d : F (u)q

k

∈ Vetv∈Ku
〈F (v)q

k+1

〉5. en fait la version donnée ii est due à Christol, Kamae, Mendès Frane et Rauzy. Danssa version initiale, le théorème ne portait que sur des suites à valeurs dans {0, 1}7



Et don par réurrene :
∀k ≤ d : F (u)q

k

∈ Vetv∈Ku
〈F (v)q

d+1

〉Or, dim Vetv∈Ku
〈F (v)q

d+1

〉 ≤ Card(Ku)Ainsi la famille {F (u), F (u)q, . . . , F (u)q
d

} est liée.Sens indiret. Supposons la série F (u) algébrique sur Fq(X). D'après lelemme 3.5, on peut trouver une relation de liaison de la forme :
t∑

i=0

Bi(X)Fu(X)q
i

= 0Où les Bi sont des polyn�mes ∈ Fq[X ] aveB0 6= 0. PosonsGu = Fu/B0. Il vient
Gu =

∑t

i=0 CiG
qi

u ave Ci = −BiB
qi−2
0 . Soit N := max{d◦B0, d

◦C1, . . . , d
◦Ct}et soit H l'ensemble suivant :

H :=

{
H ∈ Fq[[X ]]

/
H =

t∑

i=0

DiG
qi

u etDi ∈ Fq[X ], d◦Di ≤ N

}

H est un ensemble �ni ontenant Fu = B0Gu. On introduit omme dans 3.3,pour haque r < q, l'appliation Λr. Pour montrer queKu est �ni, il su�t de voirque H est stable par haune des Λr. Soit H ∈ H. Erivons H =
∑t

i=0 DiG
qi

uave les Di polyn�mes de degré ≤ N .
Λr(H) = Λr

(
D0Gu +

t∑

i=1

DiG
qi

u

)
= Λr

( t∑

i=1

(D0Ci +Di)G
qi

u

)

3.4
=

t∑

i=1

Λr

(
D0Ci +Di

)
Gqi−1

uComme d◦Λr

(
D0Ci + Di

)
≤

d◦

(
D0Ci+Di

)
q

≤ 2N
q

≤ N , on peut onlure que
Λr(H) ∈ H.4 DiversDans ette setion, on présente quelques autres résultats importants sur lessuites automatiques.4.1 Conséquenes du théorème de ChristolCobham a établi le théorème qui suit, dont on peut trouver une démonstra-tion dans [1℄ : 8



Théorème 4.1. Soit k et l deux entiers multipliativement indépendants 6 etsoit u une suite k et l-automatique. Alors u est ultimement périodique.Cei joint au théorème de Christol permet d'a�rmer :Corollaire 4.2. Soit q1 et q2 multipliativement indépendants et u telle que Fusoit à la fois algébrique sur Fq1 et Fq2 . Alors u est ultimement périodique.Remarque. L'énoné préédant est ambigu : on n'a dé�ni Fu dans Fq[[X ]] que si
u est à valeurs dans Fq. Il su�t pour parler en toute généralité, si u est à valeurdans un ensemble �ni ∆ de ardinal ≤ q, de hoisir une injetion φ : ∆ → Fq etde onsidérer ∑n φ(un)X

n.En partiulier, par ontraposée, les suites de Thue-Morse ou de Rudin-Shapiro ne sont pas 3-automatiques. Il est intéressant de omparer 4.2 à laonjeture :Conjeture. Soit (un)n≥0 ∈ {0, 1}N telle que les deux nombres réels∑n≥0 un2
−net ∑n≥0 un3

−n sont algébriques sur Q alors es deux nombres sont rationnels.Par ailleurs, on montre en onstruisant un automate que si deux suites u et
v à valeurs dans {0, . . . , k−1} sont k-automatiques, leur produit uv l'est enore.En invoquant le théorème de Christol, on obtient leCorollaire 4.3. Soit u et v à valeurs {0, . . . , q − 1} telles que Fu et Fv sontalgébriques sur Fq(X). Alors le produit de Hadamard de Fu et Fv égal à Fuv estaussi algébrique.4.2 ComplexitéPrenons k ∈ N et onsidérons les suites à valeurs dans {0, . . . , k − 1}. Pourpresque toute (au sens de la mesure de Lebesgue) suite et tout mot w arbitrairede {0, . . . , k − 1} , w apparaît (une in�nité de fois) dans l'ériture en base 2 de
x. Cei n'est pas vrai pour les suites automatiques. Plus préisément, on disposedu résultat suivant :Proposition 4.4. Soit u ∈ {0, . . . , k − 1}N k-automatique. Notons ρu(n) lenombre de mots de taille n qui apparaissent dans u. Alors :

ρu(n) =

{
O(1), si u est ultimement périodique
Θ(n), sinonRemarque 1. Le premier as se produit omme suggéré dans l'introdution. Onpeut montrer qu'une suite ultimement périodique est 1-automatique et réipro-quement.Remarque 2. Cei suggère que la notion de suite automatique est, en un ertainsens, orthogonale à elle de suite "aléatoire". Sur un alphabet de taille k : pourune telle suite on a dit que ρu(n) = kn.6. i.e. kα = lβ ⇒ α = β = 0 9
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