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1 Définitions et exemples

L’inévitablité d’un ensemble de mots se définit de maniére intuitive par le fait que
dans tout mot suffisamment grand, on trouve un de ces mots en facteur. Un motif
inévitable est un cas particulier ou cet ensemble est défini par un motif, par exemple
le motif afa qui donne ’ensemble des mots de cette forme, ou 'ensemble des carrés.
Formalisons maintenant cette notion.

1.1 Motifs et notions d’évitablité

Définition 1.1.1. Soit A, E deux alphabets finis. E est appelé I’alphabet des variables.
Un morphisme pu de E* dans A* est dit non-effagant si Va € A, u(a) # e. Un motif
sur E est simplement un mot sur F. Le langage associé & un motif p dans A est
p(AT) = {u(p)|p morphisme non-effagant de E* dans A*}. 1l s’agit tout simplement
du langage ol on a remplacé les lettres de p, les variables, par tout les mots non vides
possibles de A*.

Conventions :
Dans la suite, E représentera ’alphabet des variables et A un alphabet fini quel-
conque. Les mots écrits avec des lettres grecques seront considéré comme des motifs.
La notation alph(p) se référe a lalphabet de définition de p, ot p est un motif.

Ezemple 1.1.2. L’exemple le plus courant de motif est le carré aa, dont le langage
associé est I’ensemble des mots carrés.

Définition 1.1.3. On dit qu'un mot w évite le motif p si Ju € p(A™T) :
u est facteur de w. Un motif p € E* est dit inévitable sur A si In € N :
Yw € A*,|w| > n = w n’évite pas p, autrement dit si tout mot suffisamment long de
A contient un facteur dans le langage associé a a p. Il est dit évitable sinon.
La notion d’évitabilité dépend donc de la taille de ’alphabet. On dit alors que
— Un motif p est inévitable s’il est inévitable quelque soit la taille de I'alphabet,
évitable s’il existe un alphabet qui évite p.
— Un motif est k-inévitable s’il est inévitable pour un alphabet de taille &k (et donc
pour tout les alphabets de taille inférieure), k-évitable sinon.



Exemple 1.1.4. Prenons le motif afacq : Le mot baabaaababbaab n’évite pas ce motif,
puisque il contient (ab)(aa)(ab)(ab) comme facteur.
Le mot bbbababa, par contre, ’évite.

Remarque 1.1.5. Tout les motifs sont inévitables sur un alphabet de taille 1.

Proposition 1.1.6. Un motif p est inévitable sur A si et seulement si il existe un
mot infini de A qui évite p.

Démonstration. Le sens réciproque est évident. Pour le sens direct, ’ensemble des
mots de A* qui évitent p forme un arbre pour la relation u — v < Ja € A : ua = v.
Or, cet arbre est de degré borné par |A|. D’aprés le lemme de Konig, s’il est infini il
a une branche infinie, qui nous donne le mot infini cherché.

O

Définition 1.1.7. Soit p, ¢ deux motifs. On dit que plg si q n’évite pas p. Cette
relation définit évidemment un quasi-ordre sur les motifs, et deux motifs sont alors
équivalents (p|q et g|p) si et seulement si il existe une permutation des variables qui
envoie 'un sur l'autre.

Ezxemple 1.1.8. Le motif aev divise le motif vSafa.

Remarque 1.1.9. Si p|q et ¢ est inévitable sur A, alors p aussi.

1.2 L’exemple des puissances

Les premiers motifs qui viennent naturellement & ’esprit sont les puissances, c¢’est-
a-dire les motifs de la forme ™. Les motifs a® = € et « sont bien sir inévitables. Par
contre, dés n = 2 la situation change : le motif aa est 3-évitable (et trivialement
2-inévitable),et le motif a™,n > 3 est 2-évitable. On va commencer par établir un
lemme utile pour la fabrication de mots infinis évitant un motif.

Lemme 1.2.1. Soit ¢ un morphisme non-effacant de A* dans lui-méme. Si a est
prefize propre de ¢(a), alors ¢ admet un unique point fixre commengant par a, qui
est la "limite"” de (¢™(a))nen lorsque n — oo, c’est-a-dire que les (¢™(a))nen sont
préfizes propres les uns des autres.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. l'initialisation est donnée par ’hy-
pothése.
Héredité : soit n € N tel que la propriété soit vraie. Alors ¢""1(a) = ¢(¢™(a)) est
préfixe propre de ¢(¢""1(a)) car ¢"(a) est préfixe propre de ¢"(a) par hypothése de
récurrence, ce qui est la propriété qu’il fallait démontrer. On obtient bien un point
fixe infini car la longueur des mots de la suite est strictement croissante.
Il reste l'unicité d’un tel fixe w : Comme il commence par a,tout les ¢™(a) sont préfixe
de w (les préfixes de w sont évidemment stables par ¢). Or le point fixe limite des
(¢™(a))nen est donc préfixe de w, soit est w.

O

Définition 1.2.2. Le mot de Thue-Morse est I'unique point fixe commengant par a
du morphisme © : a — ab , b — ba, qui existe et est bien défini par le lemme 1.2.1

Proposition 1.2.3. Le mot de Thue-Morse t évite les motifs afafa et o>, c’est-a-
dire qu’il est sans chevauchement.

Démonstration. Par I’absurde, supposons qu’il y ait une telle occurrence d’un de ces
deux motifs. Considéront une occurrence de taille minimale dans t, soit deux mots
(u,v) € AT x A* tels que uvuvu soit facteur de taille minimale de cette forme dans
t. En appliquant © une fois & t, on obtient que t est composé de facteurs ab et ba.
Comme aaa et bbb ne peuvent donc étre facteurs de t, cette longueur est supérieure a
5. Comme en particulier tout sous-facteur de t de longueur au moins 5 contient aa ou



bb comme facteur d’aprés la méme remarque, uvuvu,puis wvu admet aa ou bb comme
facteur. Or, toujours d’apreé la remarque ci-dessus, ce facteur ne peut apparaitre qu’a
des positions impaires dans t. Comme il apparait dans uvu en position n, il apparait
dans wvuvu en positions n et n 4 |uv|. Donc |uv| est pair. Si wvuvu apparalt & une
position paire dans t, on considére les mots u’ et v’ formés des lettres de u et v a une
position paire dans t (Si cette position eétait impaire, on prendrait celles en position
impaires et on inverserait a et b). Alors on remarque que w'v'u/v'u’ est facteur de t,
car si w est le facteur de t dont I'image par © donne le facteur uvuvuz (ou x est € ou
une lettre pour rectifier la longueur, celle qui suit uvuvu dans t), w = v'v'v/v'u’ par
injectivité de © (si les positions étaient impaires, il faudrait rajouter une lettre avant
uvuvw). C’est absurde par minimalité.

O

Ce résultat démontre notamment que le motif cube, et donc bien siir toutes les
puissances supérieures, sont 2-évitable. Il donne également un résultat pour le motif
carré.

Proposition 1.2.4. Soit v le morphisme de {a,b,c}* dans {a,b,c}* défini par
i :a—abe,b—ac, c—b. Alors Vunique point fixe infini commengant par a de
W, noté u, évite le motif carré.

Démonstration. Soit v le morphisme de a,b,c” dans a,b” défini par v : a — abb ,
b — ab, ¢ — a. Les morphismes vopu et Oov coicident sur les lettres de a, b, ¢, donc sont
égaux. Donc O(v(u)) = v(u(w)) = v(u). Comme v(u) commence par a, le lemme 1.2.1
donne que v(u) = t. Supposons maintenant que u admette un facteur carré vv, v # €.
Alors v(vv) est facteur de t. Or, par définition de v,la lettre suivant v(v) dans t ne
peut étre qu'un a : v(v)r(v)a est facteur de t. De méme, v(v) commence par un a :
v(v) = aw = awawa est facteur de ¢, ce qui est absurde par proposition 1.2.3.

O

1.3 Un exemple de motifs inévitables : les motifs de Zimin

On a pour l'instant vu tré peu de motifs inévitables. On va dans cette partie en
construire une famille infinie. On va pour cela s’appuyer sur la proposition suivante.

Proposition 1.3.1. Soit p un motif inévitable et £ une variable qui n’apparait pas
dans p. Alors p€p est inévitable.

Démonstration. Par définition 1.1.3, 3N € N : Vw € A* |w| > N,w n’évite pas
p. Soit | = |alph(p)|. Posons M = [{w € p(A")|lw| < N} + 1. Soit w € A* tel
que [w| > (N +1)M. Alors w = ujaiusas...upapnv, avec (a;)ieq;m des lettres et
(ui)iefi;n)) des mots de longueur N. Or par définition de N, chacun des u; a un
facteur dans p(A™). Par le principe des tiroirs, deux mots u; et u;, ¢ < j, on un méme
facteur commun dans p(A™), soit p(p) avec p un morphisme non effagant de alph(p)
dans A*. On prolonge p & alph(p) U & par xi — wiq1...uj—1 : p(p€p) est alors facteur
de w. Donc p&p est inévitable.

O

Définition 1.3.2. On note (ay,)qen une suite de variables distinctes. Les motifs de
Zimin sont définis par :

ZO = €, Vn € N, Zn+1 = ZnOénZn

Le fait que ces motifs soient inévitables est un corollaire immédiat de la proposi-
tion 1.3.1.

Ezemple 1.3.3. Les premiers motifs de Zimin sont :

Zo =€, Z1 =, Zy = afa, Z3 = afayafa, Zy = afayafadafayafa
Zs = afayafadafayapalafayafadafayafa



2 L’algorithme de Zimin : décidabilité de I’évitabilité

La preuve de la décidabilité de I’évitabilité d’un motif se fait en en exhibant ’algo-
rithme. Nous allons avoir besoin de la notion de réduction. En effet, la réductibilité au
mot vide sera équivalente a ’évitabilité, et surtout déterminable algorithmiquement.

2.1 Réduction de motifs

Définition 2.1.1. Soit F' un sous-ensemble de EF On appelle 0 le morphisme de E*
dans (E\F)* défini par la suppression des lettres de F.

Remarque 2.1.2. Ce morphisme est bien stir effacant,de sorte qu’il n’y a a priori pas
de lien entre p et dz(p) pour l'inévitabilité.

Définition 2.1.3. Soit p un motif. Le graphe d’adjacence de p est défini comme le
graphe biparti non-orienté ayant :
— Comme premier ensemble de sommet l’ensemble E¥, similaire & E, dont les
élements sont notés X, € € E.
— Comme second ensemble E®, le méme avec des R.
— Comme ensemble d’arétes I’ensemble des (£, () avec £¢ facteur de p.
On note ce graphe AG(p).

Exemple 2.1.4. Le graphe du motif afayfady est

OéL OZR
pr B
o o
st 5B

Définition 2.1.5. Soit F' C E. F est un ensemble libre pour p si V(¢,¢) € F?, il n’y
a pas de chemin entre ¢& et ¢ dans le graphe d’adjacence de p, et si F' est non vide.

Ezemple 2.1.6. Dans Pexemple 2.1.4,les ensembles libres sont {a} et {8}.

Définition 2.1.7. Soit p un motif et F' un ensemble libre pour p. On dit que p se
réduit en une étape a q par F si ¢ = 0p(p). On note cette relation p i q. On dit donc
que p se réduit en une étape & ¢ si IF C alph(p) un ensemble libre pour p : p LN q, ce
qu’on note naturellement p — ¢. Enfin, on dit que p se réduit a ¢ si p — ¢, ol — est
la cloture transitive de —. Un motif que 'on ne peut pas réduire est dit irréductible.

Ezxemple 2.1.8. Reprenons le motif de 'exemple 2.1.4. Ce motif se réduit au motif

vide de la fagon suivante : afSayBady ﬁ> By Boy ﬂ ~6y ﬁ) 1) EL €

Remarquons que cela ne signifie pas que toutes ses réductions se réduisent au
mot vide. En effet, toutes ses autres réductions terminent sur un motif non vide
irréductible.

Proposition 2.1.9. La réductibilité au mot vide est décidable, et est dans NP.

Démonstration. Algorithme :

Si p = € accepter.

Prendre un sous-ensemble F' de alph(p) de maniére non déterministe. (ce qui signifie
que il y a un calcul par choix possible pour F)

Si F est libre :

Alors renvoyer le resultat de lalgorithme sur dz(p).

Sinon refuser.



Tester si F est libre se fait évidemment en temps polynomial puisque il s’agit de
tester pour les |F|? éléments de F? §’il y a un chemin dans le graphe d’adjacence,
qui est calculable en temps polynomial, entre les deux élements du couple, et |F| <
|alph(p)| < |p|. Comme la profondeur de récursivité est inférieure a |p|, 'algorithme
est bien polynomial. (Et il donne évidemment le bon résultat).

O

Remarque 2.1.10. Cet algorithme n’est donc pas trés efficace en pratique, surtout que
contrairement & ce que laissait penser ’exemple 2.1.8, les réductions menant au mot
vide ne passent pas forcément toutes par des singletons. En effet, considérons le motif
aBay(BadaBy(B(. Pour ce motif, aucune réduction par un singleton ne méne au
mot vide. Son graphe d’adjacence est :

aL O[R
BL BR
,YL 'YR
or oR
¢t ¢

Ce qui donne comme ensembles libres les sous-ensembles de {«, ¢} et {8,7,d}. Or,
toute réduction par un sous-ensemble du second fait apparaitre un facteur o ou (2,
qui ne pourra jamais &tre éliminé par les réductions suivantes (aucun ensemble conte-
nant «/¢ ne pourra étre libre). Il reste donc & conidérer les réductions par les sous-
ensembles de {«, (}. Les réductions par {a} et {{} ménent aux motifs Sy(B8(y(HC et

afayBadafypB, dont les graphes d’adjacence sont connexes, et donc sont irréductibles.

Or on a la réduction : afay(BadaBy(B¢ ﬁ ByBIBYS ﬂ ~éy ﬁ) 1) i6—}—> €

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.11. Un motif est inévitable si et seulement si il est réductible au mot
vide.

Corollaire 2.1.12. Si un motif p est inévitable alors il existe une variable de p qui
n‘apparait qu’une fois.

Démonstration. Sitoute variable de p apparait au moins deux fois, p # €, et si p £, q,
alors F' # alph(p). En effet, AG(p) contient un arc car |p| > 2, donc F' # alph(p). En
particulier, toute variable de g apparait au moins deux fois et ¢ # €. Une récurrence
immédiate donne Vg motif, p = ¢ = ¢ # e. Donc p n’est pas réductible au mot vide
et donc évitable.

O

Corollaire 2.1.13. Sip est un motif inévitable a n variables, alors |p| < 2™.

Démonstration. Par récurrence : c’est trivial si n = 0. Si p est un motif & n + 1
variables, et que la propriété est vraie pour n : Par le corollaire précédent il existe une
variable a dans p qui n’apparait qu'une fois : p = pyaps avec py et ps inévitables a n
variables : I'inégalité est alors immédiatement vérifiée par hypothése de récurrence.
O

La preuve se découpe en deux parties, une par sens.



2.2 Les motifs réductible au mot vide sont inévitable

Proposition 2.2.1. Soit p,q deux motifs tels que p EiN q. Alors si q est inévitable, p
aussi.

Corollaire 2.2.2. Par récurrence immédiate, si p,q sont deux motifs tels que p — g,
si q est inévitable alors p aussi. En particulier, si ¢ = €, p est inévitable.

Démonstration. On va procéder par récurrence sur la taille de I’alphabet A. Le cas
|A] = 1 est immeédiat car p est inévitable sur A sans aucune autre hypothése. Sup-
posons donc que |A|] = n + 1 et que p soit inévitable sur les alphabets de taille n ,
on fixe alors a une lettre de A : A = A’ U {a}, et p est inévitable sur A. Donc en
particulier 'ensemble L = AT\ A”*p(A'T)A’* est fini. On pose M = aA*\ A*p(AT)A*.
Tout élément de M qui n’est pas une puissance de a peut donc s’écrire comme produit
d’éléments de N = {a'wa’|0 < i < [p|,0 < j < |p|,w € L}, car les occurrences de
mots de A’ de longueur maximale dans un mot de M sont forcément dans L, et sont
séparées des puissances de a d’ordre inférieur & p car les mots de M évitent p. Comme
N est fini, on peut voir N comme un nouvel alphabet, et on alors un morphisme
naturel ¢ : N* — A* obtenu en remplagant une lettre de N par elle-méme vue comme
un mot de A*. On a alors M C i(NT)Ua™. 1l suffit donc de montrer que I’ensemble
des mots de i(NT) qui évitent p est fini : en effet, 'ensemble des mots de M qui sont
des puissances de a est fini car elles évitent p, et les autres élements de M sont dans
i(NT) et évitent p. L’ensemble des mots de A* qui évitent p et qui commence par a
serait alors fini, et il en serait donc de méme pour chaque lettre de A par permutation.
Donc si ’ensemble des mots de (N 1) qui évitent p est fini, 'ensemble des mots de
A* qui évitent p est fini également.

On introduit ¢ une nouvelle variable (£ ¢ alph(p)). Le motif ¢£ est évidemment in-
évitable, puisque par proposition 1.3.1, ¢g€q est inévitable. Donc 3Ny € N :

Yw € N*,|w| > Ny = w n’évite pas p. Soit lp = maz{|w|lw € N} (vus comme des
mots). Soit w € i(NT) quelconque tel que |w| > lgNy : Ju € NT : w = i(u), et
évidemment |u| > Ny. Donc il existe un morphisme non-effacant f de (FU{{})* dans
N* tel que f(g€) soit facteur de w. Il suffit maintenant de construire un morphisme
non-effagant g de E* dans A* tel que g(p) soit facteur de i(f(g€)), puisque i(f(¢€))
est facteur de w. On va noter C I’ensemble des élements de E® dans AG(p) qui sont
reliés par un chemin a F¥, et C le méme avec des L. Soit donc g le morphisme défini
par :

a sideF
i(f(9)) si ol ¢ CF et 6L ¢ CL
9(8) =< a=ti(f(8)) sidf e CFet 6t ¢ CL
i(f(0))a siofgClletdleClets¢ F
ali(f(8))a sid® e CRet ot e CL

Le principe est qu’on cherche a effacer la contribution de F', tout en obtenant f(¢¢).
Pour cela, les lettres dans F sont quasi-effacées (remplacées par une seule lettre), et
pour effacer ces a, on enléve a au début de i(5) quand 6% € CE. Or, cela va enlever
également des a 4 la fin des images des & avec §© € CF, donc pour ceux-la (sauf ceux
de F évidemment) on rajoute un a a la fin.

Ce morphisme est bien défini parce que F' est un ensemble libre : les quatre derniéres
conditions sont trivialement disjointe, et les élements qui ne vérifient aucune de ces
conditions sont les élements de F : ceux-ci sont forcément dans CF, et ne peuvent
étre dans C'T par liberté.

Montrons maintenant que pour tout préfixe p’ de p, v, g(p") = i(f(6r(p')))sy ou

rp vaut a si la premiére lettre de p’ est dans CF® et € sinon, sy vaut a si la derniére
lettre de p’ est dans C'* et € sinon. On procéde par récurrence sur |p’| : pour |p/| =1
c’est la définition de g (F C CF). Placons-nous maintenant dans le cas ol



p’ = p”B, et ou la propriété est vraie pour p” :
rpg(p') = rprg(p"B) = rprg(p")g(B) = i(f (Or(p"))sprg(B)
Or, si la derniére lettre v de p” est dans CF, B € CF par définition de CF et CT (il y
a une aréte entre vL et B%). Donc s,/ g(8) = i(f(B))s, si B ¢ F, et sinon s, = € car
B¢ CE et g(B) =a=i(f(e))sy , soit i(f(0r(B)))s, dans tout les cas. En utilisant
le fait que 4, f, et dF sont des morphismes on obtient I’hérédité. Donc en particulier
pour p : 7,9(p) = i(f(q))sp. C’est 1a qu’on voit pourquoi on a rajouté une variable &
q : pour faire rentrer le s, dans le mot final. En effet, a est préfixe de i(f()), donc
sp en est préfixe. Donc r,g(p) est facteur de i(f(g§)), donc g(p) en est facteur. C’est
ce qu’il restait & démontrer.

O

2.3 Les motifs inévitables sont réductibles au mot vide

Lemme 2.3.1. Soient p, q deux motifs et f un morphisme non-effacant tels que f(q)
est facteur de p (donc q|p). Soit F un ensemble libre pour p. Alors F' = {£ € F|f(§) €

F*} est un ensemble libre pour q, et si : p £, P, q , q', alors 3f" morphisme non-
effacant de (alph(q)\F")* dans (alph(p)\F)* tel que f'(¢') soit facteur de p’.

Démonstration. Soit g de alph(q)* dans alph(p)* défini en prenant la premiére lettre
de f, et h de méme la derniére. Soient (£, () € alph(q)? : Si il y a une aréte entre £-
et (% dans AG(q) : £XCT est facteur de ¢, et donc h(£)g(C) est facteur de p : il y a
donc une aréte entre h(£)% et g(¢)® dans AG(p). En envoyant B~ sur h(8)% et S sur
g(B)t, on obtient donc que AG(q) est envoyé sur un sous-graphe de AG(p). Soient
donc (¢,¢) € F"? quelconques : Si il y a un chemin entre ¢& et ¢f dans AG(q), il y
en a un entre h(&)L et g(¢)%, ce qui est absurde car F est libre. Donc F’ est libre.
Posons maintenant f = dr o f|(aiph(q)\r7)+- Si f(q) est facteur de p, il est immeédiat
que dp(f(q)) est facteur de p’ = dp(p). Or, V€ € F', 6p(f(£)) = €. Donc
O0r(f(q) =0r(f(6r (@) =0r(f(q") = f'(¢'), donc f'(¢') est bien facteur de p’. De
plus, f est bien non-effagant car V¢ € alph(q), 0r(f(£)) = e < & € F', et f/ n’est pas
défini sur F’.

[

Lemme 2.3.2. Sip, q sont deuzx motifs et f un morphisme non-effacant tel que f(q)
est facteur de p, et si p 5 p’, il existe un mot q' et un morphisme non-effacant f'
tels que ¢ = ¢, f'(q') est facteur de p', f((alph(q)\alph(¢'))) C (alph(p)\alph(p'))*,
et que de plus f" = Saiph(p)\alph(p) © flatph(a)*-

Démonstration. La preuve se fait par itération du lemme 2.3.1. 11 suffit de le vérifier
pour p = p et pour p = p” — Fp’ avec la propriété vérifié par p et p” (récurrence
descendante sur la longueur de p’). Pour p = p/, c’est immédiat avec f/ = f et ¢’ = q.
Plagons-nous donc dans la seconde situation. Il existe donc ¢’ et f” satisfaisant la
propiété demandée pour p”. On applique alors le lemme 2.3.1 : soient ¢’ le mot obtenu
et f’ le morphisme obtenu, F’ l'ensemble libre donné par ce lemme. Alors f'(¢’) est
facteur de p’. Or la construction fournie par ce lemme donne f”(F’) C F*, donc

f(F") € (F U (alph(p)\alph(p")))* = (alph(p)\alph(p'))*.

falph(q)\alph(q')) = f((alph(q)\alph(¢")) U F')
f(alph(q)\alph(¢")) U f(F")
(alph(p)\alph(p"))*) U (alph(p)\alph(p'))*
alph(p)\alph(p'))*

Il reste a vérifier la formule donnant f’ :

—

c
-

f'=dpo fllc/tlph(q’)*
= 0 © Saiph(p)\alph(p") © (flatph(a)* ) latph(a’)*
= alph(p)\alph(p') © flaiph(g’)*



Ce qui conclut le lemme.
O

Lemme 2.3.3. Soit p un motif et V un ensemble de variables de p. Soit ¢ = oy (p).

Supposons qu’il existe un motif r et un morphisme non-effacant f tels que r - q,
f(p) soit facteur de r, et ¥¢ € alph(p), f(¢) € (alph(r)\alph(q))* = ¢ € V. Alors
p=q

Démonstration. Appliquons le lemme 2.3.2 & p, r et f : ¢’ € alph(p)*, f’ mor-
phisme, non-effacant de alph(p’)* dans alph(q)* : f'(p’) est facteur de ¢, p = p et
f(alph(p)\alph(p")) C (alph(r)\alph(q))*, donc alph(p)\alph(p') € V. Donc

dv(p') = 6y (p) = q. Or cela donne que [p’| > |q|, et on a I'inégalité inverse immédia-

tement par f'(p’) facteur de ¢g. Donc p’ = ¢, ce qui conclut le lemme.
O

Définition 2.3.4. Pour tout k£ € N, on pose ¢j le morphisme défini sur I’ensemble
{ao, a1, ..., a2k —1,bo, b1, ..., bar—1}* par :

- Vie [|0,2]€ — 1\],<pk(al) = aobia1b¢+1...ak,1bi+k,1

- Vi€ [IO,Qk‘ — 1‘],(,0]9(171‘) = akbiak+1bi+1...agk,lbi+k,1.
Les indices sont pris dans Z/2kZ. Par lemme 1.2.1, ce morphisme admet un unique
point fixe infini commencant par ag, que 'on appelle w(®).
Notons par ailleurs que ¢ multiplie la longueur de tout mot par 2k : w(k) est donc
composé de blocs de taille 2k qui sont les images par oy, des lettres de lui-méme.

Lemme 2.3.5. Soit v un facteur de longueur 2 de w®). Alors 3i, € Z/4KZ et x, €
alph(w(k)) :V¥n €N, siv est facteur en position n :

1. (i) n = i,[4k]

(K

2. (i) WE%J =z,
Ces conditions exprime que & partir du facteur v, il est possible de retrouver la lettre de
alph(w(k)) donnant comme image le bloc de taille 2k dans lequel se trouve la premiére
lettre de v, ainsi que la position de ce facteur dans w™) modulo 4k. On dit alors que
un tel facteur v reconnait oy (x).

Démonstration. Remarquons d’abord que les blocs commencant par ag et ay alternent
dans w®) puisque les a; et les b; alternent dans celui-ci. Donc les lettres de wk) &
des positions paires sont ag,aq, ..., asx_1 dans 'ordre pour les 2k — 1 premiéres, et
sont 2k-périodiques. Puisque v contient une lettre a;, il suffit de regarder cet indice
pour obtenir 4, & un prés : la lettre a; apparait forcément & une position congrue a 2i
modulo 4k (les lettres en position impaires sont des b;). Pour obtenir i, exactement

il faut regarder laquelle des deux lettres de v est a;.
k

-

Remarquons maintenant que I'on sait trouver explicitement x,, = wE |5 si v apparit
k
, en combinant

~— N

en position n : en effet la premiére lettre de v est dans le bloc g (z,
avec le fait que la lettre deux positions a; est a;+1 on obtient :

— si v = a;b; avec i < k : nécessairement x,, = a;_;

—siv=a;1bj avec i <k :xy, =b;_;

—siv=bja;41 aveci <k :x, = aj_(i—1)

— siv=0bjai1ky1 avec i < k : xp = bj_(i_1).
Comme cela ne dépend évidemment pas de n on obtient le x, cherché.

O

Proposition 2.3.6. Soit p un motif, k € N tel que 2k > card(alph(p)), et v un
facteur de w® tel que p(v) n'évite pas p : alors il existe un motif q tel que p = q et
que v n’évite pas q.



Démonstration. Puisque @ (v) n’évite pas p, il existe p un morphisme non-effagant de
E = alph(p) dans A = alph(w®) tel que u(p) soit facteur de ¢y (v). Par lemme 2.3.5,
pour tout = € A, il existe précisément 2k mots reconnaissant ¢ (z). Or ces mots se
terminent tous par des lettres différentes : il en existe donc un, que ’on note d, et
que 'on appelle le mot décisif pour x, qui termine par une lettre qui n’est la premiére
lettre d’aucun p(¢) pour ¢ € E, puisque 2k > |E|. La construction de d, permet
d’affirmer que si d, est facteur de u(p) alors il existe une lettre ¢ € E telle que d,
soit facteur de u(().
Soit V' l'ensemble des variables ¢ telles que p(¢) ne contienne pas de mot décisif,
et ¢ = dy(p). Posons maintenant v le morphisme non effacant de (E\V)* dans A*
suivant : v(¢) = z1Z2...Tm OU dgy,dy,, .., dy, sont les mots décisifs de p(¢) dans
leur ordre d’apparition. Il est alors immédiat que v(q) est facteur de v : En effet
v(q) = x1...xy, ou les dy,,dy,, .., dz,, sont les mots décisifs facteurs de p(p) dans leur
ordre d’apparition. Or si dy; , d,, ...dm;n/ sont les mots décisifs de ¢y (v), le lemme 2.3.5
nous assure que v = Ip..Zn,, et le fait que p(p) soit facteur de ¢y (v) assure que les
dy,; sont de la forme :d,, = dx'/H»j pour un certain j, d’ott v(q) est bien facteur de v.
Cependant, il n’y a a priori aucune raison pour que V' soit un ensemble libre, et donc
que p = ¢, ce qui est nécessaire pour conclure.
On va donc appliquer le lemme 2.3.3. 1l suffit pour cela de construire un morphisme f
adéquat. On va pour le construire supposer E et A disjoint (si ce n’est pas le cas on les
rends artificiellement disjoints). On va poser un morphisme f de E* dans (FU A)*.
Pour qu’il fonctionne, on va avoir besoin que f(p) se raméne & ¢ par délétion de
variables. Comme on veut en plus que ces variables soient dans un ensemble libre,
on va essayer d’avoir ¢ = §4(f(p)) puisque A contient les variables qu’il est le plus
facile de controler. Enfin, comme les facteurs de w*) se prétent bien a la réduction,
on va essayer d’avoir de tels facteurs entre les lettres de ¢. Enfin il faut bien sir qu’il
satisfasse les hypothéses du lemme. Le morphisme est le suivant :
SSiceV: f(Q) = Q).
— Si¢ ¢V et pu(¢) ne contient ni ap ni ar : u(¢) contient précisément un mot
deécisif d; , et on a : @i (x) = a;v1p(¢)ve pour i € {0,k}, et vy, ve deux mots de
A7, On pose f(¢) = p(C)vaCurpu(<)
— dernier cas : on a donc u(¢) = v19x(u)a;jvs avec vy, vg, u trois mots de A*, u de
longueur maximale (ni ag ni a; n’apparaissent dans vy et va) et j € {0, k}. Soit
a; la premicre lettre de ¢ (u). On pose alors : f({) = v1v]Cvhve avec v = € si
le premier mot décisif d,, de p({) est dans le facteur via;, v§ = @r(x1) sinon,
et de méme v} = € si le dernier mot décisif d,, de p(¢) est dans le facteur a;vs,
(a51) M ((w2))a; sinon.
Le morphisme qu’on a ici vérifie bien la propriété souhaitée pour la délétion de variable
de A, ainsi que la propriété du lemme. De plus, les propriétés complexes qui définissent
le morphisme f assurent que le facteur entre de deux lettres consécutives (1 et (o de
q dans f(p) est via;ve, ol a;4xv; est 'image de la premiére lettre de v(¢1) par ¢y, et
a;vs 'image de la derniére lettre de v((2) par . En effet, si (1, (s sont deux lettres
consécutives de g séparées par pi,ps,..pm dans p (m peut étre nul) : f((1p1...pmC2)
= (..)CGuip(p1...pm)uala(...). Or les propriétés de f montrent que soit (deuxiéme
cas) u(¢1) est un suffixe de uq : ug = v1u(¢1), et la définition de f assure que les
lettres de v; sont bien celles qui précédent u(¢;) dans w®) par le lemme 2.3.5, soit
(troisiéme cas) u; est un suffixe de p(¢q). Avec le méme genre de raisonnement pour
(2, on obtient que le facteur ug de f(p) entre ¢; et (o est bien un facteur de w(*),
commencant évidemment une lettre aprés la premiére lettre d’'un bloc de taille 2k de
w®) (il suit a;, i € {0,k}) et finissant de méme au niveau de la fin d’un bloc de taille
2k de w . Or, la définition de f assure que a;u; et us contiennent chacun exactement
un mot décisif, et la définition de ces mots assure donc que a;uq contient exactement
deux mots décisif, qui sont le dernier de u(¢1) et le premier de 1({2), d’ott la propriété
annoncée sur le facteur.
Maintenant qu’on a ce morphisme,il faut montrer que f(p) % ¢ pour terminer la
preuve. Commenccons par remarquer que B = {b;|i € [|0,2k — 1]} est trivialement



libre,puisque ces lettres ne cotoient que des a; dans f(p). Donc f(p) 5 55(f(p)).
Or, remarquons maintenant que les facteurs entre deux lettres consécutives de ¢ dans
0p(f(p)) ne peuvent étre que ajas...agk—1 OU Apt1dkt2...ap—1. Ces lettres peuvent
également apparaitre dans dp(f(p)) avant toute les lettres de ¢ ou aprés toutes ces
lettres mais un raisonnement similaire & celui utilisé pour trouver la forme des facteurs
intérmédiaire montre que ce sont nécessairement des préfixes ou suffixes de ces mots.
Remarquons alors que {aj, a1} est un ensemble libre. En effet, al’ n’est connecté
qu'a af et vice-versa, tandis que aff est connecté a af, lequel n’est connecté qu’a
celui-ci, et a des lettres de la forme (¥, ¢ € E\V. Or la définition de f montre
directement que ces sommets ne sont connectés qu’a al? aussi. Donc en particulier il
n’y a pas de chemin entre al* et akRH, ni entre al? et afﬂ. C’est donc bien un ensemble

libre, noté Fy. Donc f(p) = p1 = dpur, (f(p)) : Or le méme argument peut alors étre
employé pour {ag, ag42}. On retire alors successivement tout les F; = {a;, ap4;} pour
i € [|1,k —1|], et on obtient un motif px_; composé des lettres de g séparées par des
ag et des ag, avec peut-étre une de ces lettres en préfixe/suffixe. Or il est immédiat
que {ag} est un ensemble libre, puis que {ay} est libre dans le motif résultant. Donc
f(p) 5 g, ce qui clot la preuve.

O

Corollaire 2.3.7. Soit p un motif, k € N tel que 2k > |alph(p)| . Si w*) n’évite
pas p alors p se réduit au mot vide (et est donc inévitable). En particulier, tout motif
inévitable se réduit au mot vide, et wF) évite tout les motifs évitables avec au plus
2k — 1 variables. Cela termine d’ailleurs la démonstration du théoréme 2.1.11.

Démonstration. Suposons que w®) n’évite pas p. Alors il existe un préfixe fini v de
w®) qui n’évite pas p. Donc il existe m € N tel que v soit préfixe de o (ap) d’aprés la
construction de w*) donnée par le lemme 1.2.1. Or en appliquant la proposition 2.3.6
itérativement m fois, on obtient qu’il existe un motif ¢ : p = ¢ et ag n’évite pas g, ce
qui n’est possible que si ¢ n’a au plus qu’une lettre. Donc ¢ — €, et p — €.

O
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