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1 Machines avec oracle

On fixe l’alphabet {0, 1}. On rappelle que I’ensemble des langages décidables, ou récursifs, de
{0,1}" est I’ensemble des langages reconnus par une machine de Turing qui s’arréte sur chaque
calcul qu’elle effectue. On identifiera par la suite {0,1}" et N par I'écriture en base 2. On parle
alors de sous-ensembles de N décidables ou récursifs. Une fonction est récursive, ou calculable,
8’il existe une machine de Turing qui s’arréte sur tous les calculs et qui la calcule. Finalement,
un langage est récursivement énumérable s’il est le langage reconnu par une machine de Turing.

Dans la suite, on considére uniquement des machines déterministes.

On s’interesse a élargir la classe des langages décidables de {0,1}". Pour le faire, on utilise
des machines avec oracle :

Définition 1.1. Soit B C N. Une machine & oracle M (B) est une machine de Turing & plusieurs
bandes, dont une bande "oracle", qui est initialisée avec x (i) sur la i®™¢ position et sur laquelle
la machine n’écrit pas.

En d’autres mots, M (5) est une machine de Turing qui, au cours d’un calcul, répond instan-
tanément pour les instances de B.

Ayant les machines avec oracle, on peut s’interesser aux fonctions calculables par ces ma-
chines :

Définition 1.2. Soit B C N. Une fonction f est calculée avec 'oracle B s’il existe une machine
avec oracle M(B) qui, avec Pentrée x, écrit sur sa bande de sortie f (z) et arrive dans un état
final.

On aura alors des classes plus larges que celle des langages décidables : avec un ensemble
B fixé, on peut considérer la classe des fonctions calculables par une machine M(5). On peut
aussi étudier les langages L décidables par une machine & oracle M(B). Une telle classe contient
strictement les langages décidables si et seulement si B n’est pas décidable. De plus, par un
argument de dénombrabilité, on voit que, quelque soit B, il existe un langage qui n’est reconnu
par aucune machine M(P). Ceci permet alors de donner une hiérarchie sur les langages de {0,1}*.

2 La conjecture de cardinalité de Beigel

On peut cependant se demander dans quelle mesure la présence de l'oracle pour décider un
probléme détermine l'indécidabilité du probléme en question. A ce sujet, Beigler a donné une
conjecture, qui dit que, si on identifie le colit d’un calcul au nombre d’appels de 'oracle, il y a un



cotit minimal pour décider, & ’aide d’une machine M (), un langage non récursif A. C’est-a-dire,
étant donné un entier m et un ensemble A, si une machine & oracle M) qui décide le nombre
d’élements dans A parmi 2™ entiers distincts avec un cofit faible (< m), alors A est décidable.

Définition 2.1. Soient A C N et n € N. On note

uA N* - N
(@, xn) e Card{i € [|1,n]] |z, € Ay = 30 g xalzs)

Conjecture 2.2 (Conjecture de Cardinalité de Beigel). Soient A, B C N et n € N. Si #4\ est

calculable par une machine de Turing M () en faisant au plus n appels & Poracle, alors A est

récursif.

Cela veut dire que, si on n’utilise I'oracle qu’un nombre assez faible de fois por calculer le
nombre d’éléments dans A dans un 2™-uplet, alors A est récursif.

On remarque que, dans la conjecture, n’importe quelle valeur de n convient, et on ne fait
pas d’hypotheses sur B ce qui fait un résultat assez général. On se propose de montrer cette
conjecture en montrant un résultat plus général : le théoréme de cardinalité. Pour le faire, il faut
introduire d’abord quelques notations.

3 Notations

On rappelle 'existence d’'une machine de Turing universelle M, et d’un codage récursif des
machines de Turing tel que, pour tout indice i et tout mot w € {0,1}*, M reconnait le code du
couple (i, w) si et seulement si la machine d’indice i reconnait w. Ce fait nous sert a énumérer
les parties récursives de N.

Définition 3.1. Soit ¢ € N. On note W; le langage (identifié & une partie de N ) reconnu par la
machine de Turing d’indice 3.

On veut maintenant donner un codage pour les arbres en termes de mots sur {0, 1}*. 1l faut
fixer d’abord les notations, puis donner une définition naturelle d’un arbre binaire (fini ou infini)
dans ce langage.

Définition 3.2. 1. On note € le mot vide et, si s € {0,1}*, |s| dénote la longueur de s, de
sorte que |e¢] = 0.
2. Sis,t € {0,1}* on note s C ¢ si s est un préfixe de ¢, et s * ¢ la concaténation de s et ¢.
3. Sis € {0,1}* et n < |s|, s(n) dénote la n°™° lettre de s.

Définition 3.3. Un arbre est un sous-ensemble T de {0,1}* stable par préfixes. ¢t € T est un
noeud de T, u € {0,1}" est une branche de T si tout segment initial de u est dans 7.

Définition 3.4. On note, pour k € N, By I'arbre complet de hauteur k.

On utilisera dans la suite les plongements d’un arbre 7" dans un arbre T. Clest-a-dire, on
prend une partie d’un arbre 1" isomorphe & un arbre 7" par s — § au sens ou s est un fils de ¢ si

et seulement si § est un descendant de t. Ou encore, qu’en effacant des noeuds de T on obtient
T.

Définition 3.5. Soient k£ € N et T un arbre. Un plongement de By dans T est une fonction
f: By, — T telle que, pour tout s € By, tel que |s| < kon ait f(s)*0 C f(sx0) et f(s)*1 C f(s*1).
By, est plongeable au-dessus de e € T §’il existe un plongement f de By dans T tel que f(e) =e



Exemple 3.6. Dans la figure 1, on voit un plongement de B3 dans un arbre T : en effacant des
noeuds de T on obtient une copie de Bs au dessus de €. De plus, on a des plongements de Bs
au-dessus de 0 (brance gauche) et 11 (branche droite).

)

FIGURE 1 — Plongement de B3 dans T

Définition 3.7. Soit T un arbre. On appelle rang de T le sup, dans NU {oco}, de 'ensemble des
n € N tels que B,, se plonge dans T'. Si T est de rang fini, on le note rk(7').

Exemple 3.8. L’arbre de la figure 1 est fini, donc de rang fini. Dans le cas de la figure, tk(T) = 3

Exemple 3.9. On considére 'arbre suivant : T'= {s € {0,1}* | s(0) =0,Vn € N s(n) =s(n+1) = |s|=n+1}U
{e}. Alors T est de rang 1. On voit bien, dans la figure 2, qu’on peut plonger B; mais pas Bs
dans T

FIGURE 2 — Un arbre infini de rang 1



4 Le Théoréme de Cardinalité

On montre ici un résultat plus général que la conjecture de Beigel, qui est di & Kummer.

Théoréme 4.1 (Kummer 1992). Soient A C N et m > 1. On suppose qu’il existe une fonction
récursive g : N™ — N telle que, pour tout m-uplet (x1,...,xmy) d’entiers naturels distincts :

L Wyar,om) & [10,m]]

2. #i(:cl, . 7:L‘m) S Wg(ml,...,rm)
Alors A est récursif.

Remarque 4.2. En d’autres termes, si on peut construire une machine de Turing calculant
une fonction ¢ : N™ — N™ telle que pour tout (x1,...,7,) € N on ait #2(z1,...,2,) €
Y(x1,...,2m) alors A est récursif.

De maniére équivalente, on a un résultat un peu plus général : Si f: N™ — N est telle qu'on
peut construire une machine de Turing calculant une fonction ¢ : N™ — N™ telle que pour tout
(x1,...,2m) € N on ait f(z1,...,2,) € ¢(z1,...,2m) alors f est récursive.

En d’autres mots, si de maniere récursive on peut touver m élements parmi lesquels se trouve
f(z1,...,2y) pour tout m-uplet, alors f est récursive.

Remarque 4.3. Le théoreme implique que la conjecture de cardinalité est vraie.

Démonstration. Supposons le résultat du théoréme vrai. Soient A, B C N et n € N tels que #4.
est calculable par une machine de Turing M(?) en faisant au plus n appels & loracle. Posons
m = 2".

Pour chaque w € {0,1}", on définit une machine de Turing M,,, calculant h,,, qui simule M (B)
mais qui, au k°™¢ appel de l'oracle, répond par w(k). Il existe donc une fonction récursivement

énumérable g telle que Wy, 2y = {hw(21, ... 2m) | w € [|0,m|]} N |0, m]].

Or, comme une des séquences de réponses est celle donnée par B, pour chaque entrée
(x1,...,2m) il existe w € {0,1}" tel que #4 (T1,.. ., Tm) = how(T1,. .., Tm).

On a alors, pour tout m-uplet (z1,...,2y), que Wy, o) S [|0,m|] (par cardinalité) et
#4215 Tm) € Wygay 2y

D’aprés le théoréme de cardinalité, A est récursif. O

5 Lemmes préliminaires

Pour montrer le théoréme, on a besoin de trois résultats intermédiaires. On montre d’abord
qu’un arbre récursivement énumérable de rang fini a toutes ses branches récursives. Ensuite, a
l’aide d’un résultat combinatoire sur le coloriage d’un arbre complet on donne une condition sur
un arbre qui servira a borner son rang. On appliquera finalement ces résultats sur un arbre défini
a partir de la fonction g de ’énoncé du théoreme.

Lemme 5.1. Soit T' un arbre récusivement énumérable de rang fini. Alors toute branche de T
est récursive.

Démonstration. Soit T un tel arbre. Soit ¢ une branche de T'. Soit kg le max des entiers n tels
que B, est plongeable au-dessus de e pour tout e C ¢. On a ainsi kg < rk(T"). Soit eg un noeud
de t tel que By41 ne soit pas plongeable au-dessus de eg.

On a un algorithme déterministe pour calculer la fonction ¢ :

— Si z < |egl, la valeur ¢(z) est stockée dans un tableau fini. Il suffit donc de le consulter.



— Si & > |eg|, comme T est récursivement énumérable, on peut lancer un énumérateur de
T. A chaque étape, sur les noeuds déja énumérés, on essaie de trouver un plongement f
de By, au-dessus de e tel que sa racine vérifie |f(e)| > x. Par le choix de ko, cette étape
termine. On renvoie alors f(€)(z).
Il reste & monter que I’algorithme est correct. Soit « € N. Il suffit de prouver que le plongement
f trouvé vérifie f(e) C .
Supposons, par 'absurde, que f(€) Z ¢. Soit d le plus long préfixe commun de ¢ et f(e). On
a clairement eg C d. Par le choix de ko, il existe un plongement go : By, — T au-dessus de
d xt(|d]), et, par 'algorithme, il existe un plongement g; : By, — T au-dessus de d * (1 — ¢(|d|)).
€ €
Donc g : 0% s+ go(s) est un plongement de By,11 dans T au-dessus de ey, comme on voit
1xs gi(s)
dans la figure 3 Absurde.

FIGURE 3 - Plongement de By, 41 au-dessus de eg

O

Lemme 5.2. Soit k € N*. Pour tout 2-coloriage de Bsy, il existe un plongement g de By dans
Bsy, tel que tous les noeuds de g(By) aient la méme couleur.

Démonstration. Montrons, par récurrence sur m + n, que, pour tout coloriage en rouge et bleu
de B+, il existe soit un plongement de B,, ou tous les noeuds sont rouges, soit un plongement
de B,, ou tous les neuds sont bleus.

— Sim+n =1 le résultat est clair.

— Soit k € N tel que, pour tout coloriage de By et pour tous m,n tels que m +n = k il
existe un plongement rouge de B,, ou un plongement bleu de B,,. Soient m,n € N tels que
m +mn =k + 1. On considere un coloriage de By
— Sim =0 oun =0, le résultat est clair. On suppose m > 0 et n > 0.

By — Brt+1 et f - By — Bii1

s 0xs L s 1xs
par hypothése de récurrence, dans fo(By) et dans f1(By), il existe un plongement de
B,,_1 rouge ou un plongement bleu de B,,. Si un des deux plongements bleus existe, on
a un plongement de B,, bleu dans Bj1. Sinon, on a un plongement rouge de B,,,—; dans
fo(By) et un dans f1(Bg). En considérant la racine du By colorié, on a un plongement
rouge de B,,.

— Le cas ou la racine est bleue est analogue.

— On considere fy : . Si la racine de 'arbre est rouge,

O



Définition 5.3. Pour n € N et i € [|1,2n — 1|] on définit récursivement h par :
- h(n,2n—1)=0
— h(n,i—1) =2(h(n,i) + 1) =2(2"* — 1) = 22»=0-1)

Puis k(n) = h(n,0) = 4™ — 2.

Lemme 5.4. Soit T un arbre tel que By,) se plonge dans T par fo. Alors il existe des noeuds

ti,ooytner de T, xp < -+ < x, et b € 0,1 tels que pour tous j € [|1,n]], k € [|[I,n+1]] :
[ 1-b si j<k

t’“(‘”j)_{b si j>k

Démonstration. On définit récursivement, pour i € [|1,2n — 1[], un plongement f; : By — T,
des noeuds w;, s; € T et b; € {0,1}.

Par hypothese de récurrence, on suppose donné un plongement f;_1 : Bjpn,i—1) — T Soit
5 € Bp(n,i—1) tel que f;_1(s) soit de longueur maximale. On pose s; = f;_1(s). s; induit alors un
2-coloriage de By (n,i) : chaque noeud intérieur e est colorié par s;(|f;—1(e)|), les feuilles étant
coloriées arbitrairement, par exemple par 0.

Par le lemme 5.2 , puisque h(n,i—1) = 2(h(n,i)+1), il existe un plongement monochromatique
9 : Bhn,iy+1 = Bh(n,i—1)- On pose w; = f;_1(g(e)), la nouvelle racine du plongement f o g, et
Bh(n,i) =T
s fic1(g((1 = b;) * s))

On remarque que fi(Bp(n)) € fi—1(Bhni-1)) et que w; * (1 —b;) C wiy1 C si41. De plus,
sp(lwj]) =05 sij > k.

Par le principe des tiroirs, il existe des indices 1 <1y < - < i, < 2n—1et b € {0,1} tels
que s;, (Jw;,,|) = b pour tout m € [|1, n|].

Pour m € [|1,n]|], on pose t,, = w;,, et Tp, = |w;,, |, puis tp41 = w;, * (1 —b).

Soient j € [|1,n|], k € [|1,n+1]]. On sait alors que, si j > k, tx(z;) = 1—b par la construction
des f;. En outre, tx(x;) = 54, (|wi,|) = 54, (Jwy,[) = bsi j < k. O

b; = s;(Jw;]), la couleur du plongement. On pose finalement f; :

6 Preuve du théoréeme

On procéde maintenant, en se servant des lemmes prouvés dans la section précédente, a la
preuve du théoréme de cardinalité :

Théoréme 6.1 (Kummer 1992). Soient A C N et m > 1. On suppose qu’il existe une fonction
récursive g : N™ — N telle que, pour tout m-uplet (z1,...,2,,) d’entiers naturels distincts :

1. W9($17~~-»£Bm) < (10, m|]

2. #f}l(xl, . ,xm) c Wg(th,xm)

Alors A est récursif.

Démonstration. On considere I'arbre de possibilités défini par :

T, = {te {0,1}" | Va1,..., 2, <m1 < < Ty < ] = Zt(ax,) EWg(xl,...,xn)>}

i=1

T, est bien un arbre qui est récursivement énumérable : en effet, il suffit d’énumeérer en parallele
les Wyay,...am) avec o1 < -+ < Ty < |t| et de vérifier la condition & chaque étape pour accepter
les t € Ty,.

D’apres (2), xa est une branche de T,. Donc, par le lemme 5.1 , il suffit de montrer que 7,
est de rang fini pour conclure.



Supposons, par I'absurde, que T, est de rang infini. En particulier, on peut plonger By,
dans T,. Donc, d’apres le lemme 5.4 il existe des noeuds ¢1,...,ty41 de Ty, &1 < -+ < T, €
1-0 si j<k
b si j>k

Or, d’apres (1), il existe k € [|0,m|] tel que k & Wy (4, .. 2,.)- Mais alors, si b = 0, Z;nzl tr(z;) =
kyet,sib=1, 3" tmi1-k(z;) = k. Absurde.

Donc rk(Ty) < m, d’out A est récursif. O

b€ 0,1 tels que pour tous j € [|1,m]], k € [|[1,m+1|] : tp(z;) = {
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